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はじめに 
 

このテキストは「アシンメトリ量⼦若⼿秋の学校」のために準備されました．秋の
学校は，⼤雪⻘少年交流の家（北海道上川郡美瑛町）において，2024 年 9 ⽉ 20 ⽇
(⾦) から 9 ⽉ 23 ⽇（⽉）にわたり，3 泊 4 ⽇の合宿形式での実施が企画されたもの
です．チュートリアル講演も含め，講義を快くお引き受けくださった先⽣⽅，また，
この充実したテキストを執筆いただいた先⽣⽅に厚くお礼を申し上げます． 

この学校に参加された若⼿のみなさんをはじめ，このテキストを⼿にされた⽅々
が，繰り返し幾度も読んで，⾃⾝の知識を増やし，物理の理解を深められることを期
待しています．佐藤英⾏先⽣は「得られた実験結果の検討において，関連分野の常識
の備えと執拗さが，⼤事です．」（重い電⼦系の形成と秩序化，ニュースレター５(2) 6 
(2013).）と記されました．このテキストやアシンメトリ量⼦のニュースレターは分野
の常識を備えるのにきっと役⽴つことでしょう． 

「若⼿の学校」の歴史を紹介します．関連研究分野では「若⼿の学校」を開催する
ことがよき伝統となっています．初回は重点研究領域「強相関伝導系の物理」におい
て⼤貫惇睦先⽣と上⽥和夫先⽣により 1995 年に開催された「重い電⼦系 若⼿夏の学
校」（志賀⾼原）です．続いて 1997 年に⾼野⼭で「若⼿秋の学校」が第 2 回⽬として
開かれました．第 3 回には，佐藤英⾏先⽣が代表の特定領域研究において 2006 年に
「スクッテルダイト 若⼿夏の学校」（⾶騨⾼⼭）が数えられます．第 4 回と第 5 回
は，上⽥和夫先⽣が代表の新学術領域研究「重い電⼦系の形成と秩序化」において，
2009 年に関⻄セミナーハウス，2011 年に⾼野⼭でそれぞれ開催されました．播磨尚
朝先⽣が代表の新学術領域研究「J-Physics:多極⼦伝導系の物理」では 2016 年に「J-
Physics 若⼿夏の学校」（⾼野⼭）が⾏われ，第６回⽬を数えたところです．J-Physics
では 2019 年にもネスポロ・マッシモ先⽣を講師に迎えて「対称性・群論トレーニン
グコース in ⾼野⼭」を合宿形式で開きましたが，こちらは若⼿の学校には数えない
ことにしておきます．すると，今回が第 7 回⽬の「若⼿の学校」となります． 

「若⼿の学校」の初回が 30 年近く前と知ると，現在教授の⽅々も「若⼿の学校」
に育てられたことを感じることができます．最初は学⽣として，次は講師として，さ
らには世話⼈として，若⼿の学校に参加し続けているのです．この伝統が永く続くこ
とを願っています． 
今回の「若⼿の学校」は，⻤丸孝博先⽣が代表をつとめる新学術領域研究「アシン

メトリが彩る量⼦物質の可視化・設計・創出」が主催するものです．そこで，可視
化，設計，創出について具体的に理解していくために，量⼦ビームを⽤いた測定，精
密物性測定，基礎理論，物質合成について，新進気鋭の先⽣⽅に講師を依頼しまし
た．講義と本テキストが若⼿のみなさんがいま取り組んでいる研究に，あるいは，こ
れから始める研究に役⽴てば幸いです． 
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放射光を利用した X線電子分光の基礎と元素選択的電子状態研究
大阪大学大学院基礎工学研究科 藤原秀紀

1 はじめに
実験中に思いがけない新しい物理現象に出会った！これは面白い！！でもなぜ不思議な現象が起こる

のかわからない？しかも、先生だってよく分からないって言ってる。これは困った、どうしよう。
こんな幸せな場面に巡り合えそこの貴方！電気抵抗や帯磁率、結晶構造等の測定を重ねる中で、何とか

して電子状態を直接観測し、謎解きをしたくなるに違いない。しかしながら、インターネットを駆使して
“電子状態、実験手法”と尋ねてみても、何だかよく分からない略語がいっぱい出てきて面食らってしま
うだろう。おそらく皆様は XAS、XMCD、XPS、HAXPES、ARPESなど多種多様な略語とキーワード
に出会うに違いない。事実、電子状態を調べる実験手法はいくつもあり、山ほどある論文を読むと専門用
語で埋め尽くされている*1。そこで、本稿では代表的な電子状態の直接観測手法である光電子分光と X
線吸収分光の原理、及び量子ビームの一種である放射光を用いた電子状態研究の応用事例について出来る
だけ基礎的な部分から紹介する。放射光のエネルギー及び偏光可変特性を利用すれば、元素選択的、軌道
選択的、スピン選択的に電子状態の情報を抽出することが可能であるため、放射光利用研究に興味を持っ
ていただければ幸いである。

2 電子状態を直接調べる実験手段
固体の電子状態を直接調べるためには、光と物質の相互作用を利用して光により固体中の電子を励起

することが常套手段といえる。特に電子を占有電子状態から価電子帯の非占有電子状態に励起する吸収
分光や、光の粒子性に由来する外部光電効果を利用して物質の外に電子を弾き出し、そのエネルギーを調
べる光電子分光（Photoelectron Spectroscopy : PES）がよく知られている [1–4]。前者の吸収分光はテラ
ヘルツ領域の光から X線領域まで様々な光エネルギー帯域で実験されるが、特に X線を励起光源に使っ
て内殻準位の電子を励起する X 線吸収分光（X-ray Absroption Spectroscopy：XAS）が強力である。内
殻準位のエネルギーは元素種によるため、XASにより元素選択的に非占有電子状態を調べることができ
る [5, 6]。同様に X線を励起光源に用いた PESでは、固体の中から電子を取り出してエネルギー分析す
ることにより、内殻電子や価電子帯における占有電子状態の詳細を調べることが可能である。このように
書くと、吸収分光と光電子分光は全く異なる実験手法のように思えるが、始状態 |Ψi⟩から終状態 |Ψ f ⟩ま
での光学過程は一般的に電気双極子遷移の範囲で取扱うことができる。図 1に示すように、N 個の電子
からなる物質の始状態に対し、PESと XASの終状態は電子配置が異なり、PESでは外部光電効果で電子
を一つ取り出した N − 1電子配置、XASでは内殻準位の電子を非占有軌道に励起する N 電子配置をとる
点が重要となる。このように、PESと XASは終状態の電子配置が異なるだけの兄弟のような分光法とい

*1 よくわからない略語に出会ってしまった時は、関連するプレスリリースの記事に目を通してみると良い。筆者の先生方は工
夫を凝らして出来る限り平易な言葉で解説されているに違いない。きっと皆様のイメージを掴む手掛かりになってくれるだ
ろう。
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図 1 PES及び XASの光学過程。

える。具体的な例として、図 1では 3d 遷移金属イオンの 2p内殻に対する PESと XASの光学過程に着
目している。2p63dN 始状態に対し、PESの終状態は 2p53dN(物質中の電子数は N − 1)、一方で XASの
終状態は 2p53dN+1(物質中の電子数は N のまま)の様に記述され、それぞれの終状態の電子配置において
は、内殻ホールと 3d 電子、及び 3d 電子間のクーロン交換相互作用が異なる。さて、電気双極子遷移は
入射光の偏光 q′ = 0（直線偏光）、 ±1（円偏光）に依存した演算子 Dq′、始状態（終状態）のエネルギー
Ei（E f )、及び励起光エネルギー hνを用いて、下記の様に記述される。

µq′ = Σ f | ⟨Ψ f |Dq′ |Ψi⟩ |2δ(E f − Ei − hν). (1)

ここで直線偏光・円偏光に対する選択則を活用することにより電子の電荷・スピン・軌道自由度の情報を
抽出することが可能であるため、高輝度 X線である放射光のエネルギー可変特性及び偏光可変特性を用
いた実験と相性が良い。
放射光とは、円形リング型電子加速器の中を周回する光速とほぼ同程度まで加速された電子の軌道が磁

場により曲げられた際に発生する高輝度かつ指向性の高い光のことを指す [7]。赤外から硬 X線領域まで
幅の広いエネルギー帯域の光の利用が可能であり、特に軟 X線から硬 X線まで波長の異なる高輝度 X線
を高いエネルギー分解能で利用できるという特徴を有する。更に電子が周回する蓄積リング内の電子の
軌道を制御したり、ダイヤモンド等の偏光移相子を用いることにより、電子軌道面に対し水平及び垂直の
直線偏光や円偏光を利用する事ができる。現在に至るまでに、エネルギー可変特性や円偏光や直線偏光を
自在に切り替える事ができる偏光可変特性、及び高い指向性を利用した様々な電子分光手法が開発され、
世界各国で最先端電子状態研究が行われている。本稿では特に光エネルギー及び偏光可変特性を利用し
た光電子分光と吸収分光に焦点を当てて紹介する。
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図 2 (a)単一電子 (Fe原子 : 電子配置 1s22s22p63s23p63d64s2)、および（b）固体金属における電子構造の概念図。

2.1 光電子分光

2.1.1 光電子分光の基本原理
占有電子状態を観測する光電子分光の紹介の前に、用語の定義も兼ねて固体の電子状態について手短に

触れておく。例えば Fe原子を想定し単一原子から出発すると、電子は原子核からの距離に反比例する球
対称の静電ポテンシャル中において量子化され、離散的なエネルギー準位をとる [図 2(a)]。これらの原子
が固体中で周期的に配列すると、原子核付近に強く束縛される深い内殻準位の電子は離散的な状態のまま
であるが、静電ポテンシャルは原子核からの距離が離れると隣のサイトに由来するポテンシャルと重な
る。その結果、連続的なエネルギーを持ち運動量空間でバンド分散を示す価電子帯を形成し、金属であれ
ば Fermi準位（EF）まで電子が占有され Fermi面を成す [図 2(b)]。ここで Femi準位をエネルギーの原
点に取り、電子が束縛されているエネルギーを結合エネルギー（Binding Energy：EB）と定義する。固体
中の電子を外部光電効果により物質の外に励起するためには、物質中から外に電子を取り出すために必要
なエネルギー障壁（真空準位）を越えねばならない。この真空準位と Fermi準位とのエネルギー差を物
質固有の仕事関数（Φ）と定義し、固体の外に励起された光電子の運動エネルギー（Kinetic Energy：Ek）
を導入すると、これらは以下のエネルギー保存則を満たす。

EB = hν − Φ − Ek (2)

つまり、光により励起された光電子の運動エネルギーを精密に測定することにより、固体中の電子の結
合エネルギーを知ることが可能であり、あるエネルギーでの電子の数を計数することにより、状態密度の
情報を得ることが可能となる*2 [図 3(a)]。特に内殻準位の結合エネルギーは元素ごとに異なり、化学結合

*2 実際の実験では電子分析器の仕事関数が対象とする試料のそれよりも一般的に大きいため、試料の仕事関数を調べるような
ことはしない。試料と電気的に接触し化学ポテンシャルを揃えた金属の参照試料（ 一般的には Au がよく用いられる）の
Fermi端の運動エネルギーを測定し、測定試料の光電子スペクトルを結合エネルギーに変換する [3]。つまり、Fermi準位上
の状態密度が小さいような物質や、エネルギーギャップ構造を持つような物質については、エネルギー校正に十分な注意を
払わなければならないことを意味している。特に放射光実験では一般的に光エネルギーが時間と共に僅かに変化しうる。特
に分光器で単色化する軟 X 線での測定の際は、実験ステーションへの人の出入り等で周辺の温度が僅かに変化するだけで
100 meV程度光エネルギーのずれが起こりうる。この問題に対処するため、試料の価電子帯光電子スペクトルの測定後、直
ちに Au等の参照試料の Fermi準位近傍の測定を行い、さらに再度試料に戻って価電子帯光電子スペクトルを測定してスペ
クトルの再現性を取るといった点に注意を払わなければならない。また、様々な要因で放射光施設を周回する電子の運動が
止まってしまい、放射光の利用自体がストップする事態も考えられる。放射光ビームは生き物であると捉え、エネルギー校
正に必要な実験は余裕があるうちに早めに測定しておくことをお勧めする。
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図 3 (a)光電子分光の概念図、（b）硬 X線光電子分光による Au,Ag,Cuの ESCAスペクトル。

の状態に応じて結合エネルギーにずれ（ケミカルシフト）が生じる [1, 3]。このため、内殻準位に対する
光電子スペクトルの形状と結合エネルギーは元素の電子状態を示す指紋のような役割を果たすと言え、測
定試料の中にどのような不純物が含まれているか、どのような化学結合状態になっているのか等の情報
を取り出すことが可能である。このような測定は Electron Spectroscopy for Chemical Analysis（ESCA）
と呼ばれ、産業分野も含め元素分析に広く活用されている。一例として、Au, Ag, Cuに対し励起光エネ
ルギー 8 keVの硬 X線を用いた硬 X線光電子分光（Hard X-ray Photoelectron Spectroscopy：HAXPES）
により測定した ESCA スペクトルを示す [図 3(b)]。周期表の縦の並びで Au,Ag,Cu と元素を変えると、
内殻準位のピーク位置が元素毎に異なる上に、同じエネルギー帯域のピークでも主量子数が異なること
が一目でわかる。実用的には、実験の最初の段階において、測定対象となる元素の内殻軌道の結合エネル
ギーを含む限定されたエネルギー範囲で測定し、試料中に含まれている元素に由来するピークに加え、実
験に必要な清浄表面が得られているかを確認するために、試料表面に吸着した酸素や接着剤や油膜等の付
着による炭素の有無等を調べるのが定石である。
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図 4 (a)光電子分光における三段階モデル、（b）絶縁体単結晶基板 NdGaO3 の ESCAスペクトル [8]。

さて、図 3(b)で示した明瞭なピーク構造は、物質中で励起された光電子が固体中で散乱されることな
く固体の外に飛び出してきた電子によるものである。この光電子放出過程を定性的に理解するために、
（１）固体中からの電子の励起、（２）固体中から表面への電子の移動、（３）真空中への電子の放出から
なる三段階モデル（Three-Step Model）がよく用いられる [図 4(a)] [1–3]。まず（１）の過程を検討する
際に、物質の外部から照射された 1つの光子によって、物質を構成する N 個の電子から、1つの電子だ
けが励起される場合を考える。ここで、光子により突然励起された電子は固体中に残る N − 1個の電子
と相互作用をせず、電子構造に影響を与えないと近似する（突然近似）。次いで、（２）の表面への移動に
おいて、電子がエネルギーを失わずに弾性散乱され表面に移動すると考える。固体中を光電子が散乱され
ずに移動する距離を平均自由行程（Inelastic Mean Free Path）とよび、その距離は固体中を運動する電子
の運動エネルギーに依存する。高エネルギー励起光で励起された高い運動エネルギーの電子は一般的に
平均自由行程が長く、より固体内部の情報を多く含み、バルク敏感性の高い電子構造研究が可能となる。
現実的には電子が固体中を伝搬する際にその一部がエネルギー損失を起こし、非弾性散乱されてバックグ
ラウンドを形成する。また、金属的な試料においてはプラズモン等の集団励起によるサテライト構造が現
れる。一方で、光電子は物質中で伝搬する波（物質波）としての性質も有するため、周辺の原子の配置に
よる回折（光電子回折）はこの過程において生ずる。さらに、最後の（３）の過程において、真空中に電
子が飛び出すために必要なポテンシャル障壁を乗り越えねばならず、このエネルギー障壁こそが式 2に
含まれる仕事関数 Φに相当するのである。
固体中から飛び出した光電子は外的要因に散乱されることなく電子分析器まで到達しなければ測定で

きないため、一般的には超高真空中において測定を行う必要がある。また、外部磁場や電場により電子の
軌道が曲げられてしまうと、光電子は電子分析器まで到達できないことから、試料周りの余計な磁場や電
場は極力排除しなければならない。絶縁体試料では電気的な接地が困難であるため、光電子放出に伴い生
成したホールが補完されず、電気的中性を保てずに帯電し、この電場によりピーク位置が大きくシフトし
たり時間変化する等の問題を引き起こす。これをチャージアップと呼び、精密なエネルギー分析を困難
にするため、超高分解能測定を行う際には避けなければならない。この問題が如何に深刻かを示すため
に、図 4(b)に絶縁性の高い半透明な単結晶基板材料である NdGaO3 の ESCAスペクトルを示す [8]。図
の一番上のスペクトルは表面清浄化等の前処理を一切せずに測定した結果であり、結合エネルギー 600
eVから 0 eVまで光電子シグナルが喪失していることから、試料帯電の影響が非常に大きいことを示し
ている。この影響を抑制するためには、中和銃を用いて試料表面に電子を照射し、外部から電子を供給
することにより帯電を補正する方法がある。幸いにも図の中段のスペクトルでは中和銃の効果が見られ、
チャージアップを抑制した状態での測定に成功している。しかしながら、図 3(b)のスペクトルと比較し
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図 5 価数揺動物質 YbCu2Si2 に対する硬 X光電子スペクトルの励起エネルギー依存性 [12]。

て、全体的にスペクトル形状が山なりでバックグラウンドが高い様子が見て取れる。これは試料表面の清
浄化を行わずに測定したことに原因があり、光電子が試料表面の余計な吸着物により非弾性散乱されて生
じたものと考えられる。下段のスペクトルは Arスパッタリングにより不純物を取り除き、その上で中和
銃により試料帯電を抑制して得られたスペクトルであり、内殻ピークに対しバックグラウンドが十分に抑
制され、本質的な電子構造を反映したスペクトルの測定に成功している。

2.1.2 光電子分光における表面・バルク敏感性について
固体中を伝搬する光電子の運動エネルギーに応じて光電子の脱出深さが変化する点について、もう少し

掘り下げることにする。先に述べたように光電子の運動エネルギーが増加するほど固体内部（バルク）の
電子構造を反映したスペクトルを得ることができる [9, 10]。一方で、例えばトポロジカル絶縁体の表面
に現れるスピン偏極電子状態の詳細を知りたければ、より表面敏感性の高い測定を行うべきであり、これ
には 20-100 eV程度の低いエネルギーの励起光を光源に選ぶと良い [1–3, 11]。つまり、どのような電子
構造の情報を知りたいかによって、励起光源を適切に選ぶことが極めて重要である。
図 5(a)に価数揺動物質である YbCu2Si2 の Si 1s内殻に対する硬 X線光電子スペクトルの励起エネル

ギー依存性を示す [12]。励起エネルギーの増加に伴い、低結合エネルギー側のピーク Aには目立った変
化がなく、その一方で高結合エネルギー側のピーク Bが減少している。励起光エネルギーの上昇に伴い、
同じ EB での光電子の運動エネルギーが上昇し、表面敏感性がより小さくなることを考慮すれば、前者は
バルク成分を反映した本質的な Si 1s内殻ピークであり、後者は表面成分に由来すると考えられる。実は
この測定では挿入図に示すように O 1sピークが観測されているため、試料表面付近が若干酸化したこと
により化学結合状態の異なる Siの表面成分が観測されたと解釈できる。なお、試料表面が酸化している
ことをより明確に示すためには、励起光エネルギーの上昇に伴い O 1sピークも相対的に小さくなること
を確認すると良い。ここでは、より高い励起光エネルギー（hν ∼ 8 keV）を用いた測定を別の機会に行
い、O 1s ピークが観測されないことを確認し、試料内部は酸化していないことを示している [図 5(b)]。
また、Si 1sスペクトルにおける表面成分由来のピーク構造が抑制されていることを確認し、バルクの本
質的な電子構造の観測に成功している。これらにより、図 5(c)の Yb 3d 内殻スペクトルがバルク成分を
主に反映し、Yb2+ ピーク（∼ 1520 eV）の温度変化が本質的であることを確認して、ようやく Ybイオン
の平均価数の温度依存性を議論することが可能となる。このように、内殻スペクトルをうまく利用して外
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図 6 （a）直出射配置、及び（b）斜出射配置における光電子放出角の制御による検出深さの制御の
例。(c)層状ペロブスカイト型Mn酸化物 La1.2Sr1.8Mn2O7 の Sr 3d 内殻光電子スペクトルの光電子放
出角依存性。

的要因である酸化等の影響を適宜評価することは重要であり、得られた実験結果が本質的であることを示
す手助けとなる*3。
励起光エネルギー依存性以外にバルク成分と表面成分を分離する手段として、光電子の放出角依存性

を測定する方法がある。ある運動エネルギーを持つ光電子の平均自由行程を λとすると、検出深さを稼
ぐためには、図 6(a)のように直出射（Normal Emission）配置において、試料表面の方線方向に飛び出す
光電子を測定すればよい*4。一方で、図 6(b)に示すような斜出射配置では、実効的な検出深さは λ cos θ
となり、より試料表面の電子状態に敏感となる。一例として、図 6(c)に層状ペロブスカイト型 Mn酸化
物の Sr 3d 内殻スペクトルの光電子放出角依存性を示す。まず、直出射配置 (θ = 0◦)において励起光エ
ネルギー 700 eV で測定したスペクトルは、スピン軌道分裂に由来する二本のピークを示し、これらは
HAXPESスペクトル（hν ∼ 8 keV）において明瞭に観測されているため、バルク成分に由来することが
わかる [13]。さらに、励起光エネルギー 700 eVにおいて、光電子放出角を θ = 45◦、60◦ に選ぶと、θの
増加に伴い発達する二本のピーク（133 eV及び 135 eV付近）が観測された。これらは、HAXPESスペ
クトルでは抑制されているため、表面成分に由来すると考えられる。このように光電子の放出角を上手く
選ぶことにより、試料表面からの検出深さを手軽に制御できることから、バルク成分と表面成分を切り分
ける際によく用いられる。特に薄膜試料に対して準連続的に放出角依存性を測定することにより、酸化物
絶縁体ヘテロ接合界面に誘起される二次元電子ガスの伝導キャリアの密度や、キャップ層との界面や試
料表面付近のバンドベンディングの評価が可能であり、近年ではこの角度分解測定が広く利用されてい
る [14, 15]。
以上の励起光エネルギー依存性と角度依存性をうまく活用することにより、試料表面成分とバルク成

分の電子構造を分離して議論することが可能となる。図 7に強相関酸化物 V2O3 の価電子帯光電子スペ
クトルの励起光エネルギー依存性を示す。励起光エネルギーを 60 eV, 700 eV, 8 keVへと増加させるに従

*3 論文を参照する際は、O 1sや C 1s、ESCA等、実験の信頼性を担保する上で重要なデータが、Supprementarly Information
等で議論されていることもあるので、目を通すことをお勧めする。

*4 固体中の電子の平均自由行程 λは固体中の電子の運動エネルギーに依存し、Tanumaらにより発表された TTP-2Mの式を用
いて見積もることができる [11]。具体的な計算例については文献 [3]に詳しく記載されており、大変参考になる。
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図 7 V2O3 の励起光エネルギー依存性 [16–19]。

い、Fermi準位近傍のピーク構造が発達している [16–19]。これは試料表面とバルクの電子構造が大きく
異なることを示唆しているが、実際に励起光エネルギー 8 keVの HAXPESスペクトルがバルク成分を反
映しているのかどうかを確認することには意味がある。ここでは平均自由行程の励起光エネルギー依存
性と角度依存性を考慮することにより、励起エネルギー 60 eVと 700 eVのスペクトルからバルク成分の
抽出を試みる。
光電子が放出角 θ で検出された際に、試料表面から深さ zの領域で発生した光電子強度の分布関数を

η(z)とすると、電子の走行距離に対する光電子信号の減衰は下記のように与えられる [3]。

η(z) ∼ exp(−z/λ cos θ) (3)

この時、表面層の厚み dからの試料表面成分の割合は、下記の式 4で与えられる。

Isurface =

∫ d
0 η(z)dz∫ ∞
0 η(z)dz

= 1 − exp(−d/λ cos θ) (4)

また、bulk 成分の割合を Ibulk = 1 − Isurface とすれば、試料表面成分と bulk 成分の比は、式 5 で記述で
きる。

Isurface/Ibulk = Isurface/1 − Isurface = exp(−d/λ cos θ) − 1 (5)

さて、ここで二つの励起光エネルギー（ここでは hν = 60 eV、及び 700 eV）で得た光電子スペクトル
強度 A60(ω), A700(ω)が表面成分（S (ω)）とバルク成分 (B(ω))からなると仮定すれば、下記を得る。

A60(ω) = I60
bulkB(ω) + I60

surfaceS (ω), (6)

A700(ω) = I700
bulkB(ω) + I700

surfaceS (ω). (7)

ここで、各エネルギーにおける光電子放出角と平均自由行程を用いて、式 5から各励起光エネルギーに
おける表面成分とバルク成分の割合が求まれば、単純な連立方程式からバルク成分を抽出することが可能
である [17,18]。図 7に示す V2O3 の例では、試料表面第一層の電子構造を表面成分と仮定してバルク成
分を抽出すると、hν ∼ 8 keVで測定された HAXPESの実験結果と非常に良い一致を示す [18, 19]。バル
ク成分において EF 近傍に発達するピークは電子相関による繰り込みを受けた準粒子に由来する構造であ
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図 8 （a）光電子反跳効果の概念図。（b）YbB12 における B 1s、Yb 3d内殻における光電子反跳効果
と（c）Recoilシフトの原子番号依存性 [22]、及び V3Siにおける（d）V 2p内殻、（e）Si 2p内殻、（f
）価電子帯光電子スペクトルの励起エネルギー依存性 [23]。

り、準粒子ピーク、またはコヒーレントピークと呼ばれる。バルク成分で準粒子ピークが発達する理由と
しては、試料面直方向の並進対称性が崩れた試料表面に比べ、固体内部の方がバンド幅Wが広いと考え
ると定性的に理解できる。特に、電子相関が物性に顕に影響するような強相関物質の場合は、クーロン相
互作用 U と W の比（U/W）が重要な物理因子となるため、高エネルギー励起光を用いたバルク電子構
造の精密測定が必要不可欠である。

2.1.3 高エネルギー光電子分光における光電子反跳効果について
以上の議論に基づくと、トポロジカル絶縁体等のように試料表面に特徴的な電子構造を持つ物質以外

は、兎にも角にもバルクの電子構造を HAXPES で測定すれば良さそうなものである。しかしながら、
HAXPES特有の特徴も多く、注意が必要である。その一つとして、非常に高い運動エネルギーの光電子
が放出された際に、その反動で原子核が揺さぶれる光電子反跳効果（Recoil Effects）が挙げられる [図
8(a)] [20, 21]。光電子反跳効果により光電子の運動エネルギーの一部が原子核に与えられるため、光電子
スペクトルは高結合エネルギー（低運動エネルギー）側にシフトする。この Recoilシフトの大きさは電
子の質量 me と原子核の質量 Matom の比、および光電子の運動エネルギー Ek に依存し、以下のように記
述される [2, 20, 22]。

ER = Ek ×
me

Matom
. (8)

つまり、Recoil シフトは軽元素ほど大きくなること示している [図 8(b),(c)]。例えば、図 8(b) に示す
YbB12 の B 1s 及び Yb 4d 内殻スペクトルの励起光エネルギー依存性においては、重元素である Yb 4d
ピーク位置に影響はないものの、軽元素の B1s 内殻ピークでは約 300 meV もピークがシフトしてい
る [22]。また、図 8(d),(e)の V3Siの例においても、励起光エネルギーの増大に対して V 2pのピーク位
置は殆ど変化を示さないが、Si 2pでは hν = 1200 eV付近から Recoilシフトが見え始め、hν ∼ 8 keVで
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図 9 (a) Fe の電子軌道に対する光イオン化断面積。1500 eV までの低励起光エネルギー領域につい
ては文献 [24]、1500 eVから高エネルギー側については文献 [28]の表を参照している。(b)水平（H）、
及び（c）垂直（V）直線偏光に対する光イオン化断面積の異方性項の光電子放出角依存性。ここで光
電子放出角は実験配置 (d)の yz平面内を想定しており、X線の進行方向を z軸 (270◦-90◦ 方向)、水平
直線偏光の電場ベクトルを y軸 (180◦-0◦ 方向)、及び垂直直線偏光の電場ベクトルを x 軸に平行とな
るように設定されている [30–32]。

は明瞭なピークシフトが観測されている*5 [23]。更に、価電子帯スペクトルに注目すると、hν = 270 eV
では明瞭な Fermi端を示すが、励起エネルギーの増大に伴い高結合エネルギー側にずれていき、スロー
プを持つような傾向が観測されている [図 8(f)]。この結果は価電子帯でも Recoilシフトが起こることを
示しており、Fermi端近傍の Siの部分状態密度に由来している。他にも有名な例として、HAXPESで測
定した Alのフェルミ端が、金属であるにもかかわらず大きく高結合エネルギー側にシフトし、擬ギャッ
プの様な振る舞いを見せることがある点には注意を要する [21]。このため、観測されたエネルギーシフ
トが本質的なものかどうか注意深く検討する必要があり、ピークシフトの議論を行う場合は励起エネル
ギーを揃える、複数の励起エネルギーで測定して Recoilシフトの影響を評価する、といった点に留意す
るべきである。

2.1.4 光イオン化断面積について
本稿執筆時点における HAXPESの実験といえば、高輝度放射光施設での実験が主流であり、実験室光

源も市販はされているものの、一般的に広く利用されているわけではない。この理由の一つとして、一般
的に HAXPESスペクトルの強度は真空紫外光や軟 X線を用いた実験に比べて非常に小さいことが挙げ
られる。例えば、図 4(b)の NdGaO3 を実験室光源の HAXPESで測定する場合は、Nd 3d5/2 内殻スペク
トルを高い統計精度で測定するために丸一日を要する*6。これは光電子の “励起されやすさ”を示す光イ
オン化断面積（Photoionization Cross-Sections)が励起光エネルギーに依存し、一般的には真空紫外光領
域で大きく [24]、励起光エネルギーが高くなればなるほど減少する傾向にあるためである [25–28]。必然
的に HAXPESでは入射する光子の数自体を増やす必要が生じ、放射光施設が供する高輝度 X線を用い
た実験が重要となる。

*5 V 2p及び Si 2pスペクトルの軟 X線励起光エネルギーが異なることには意味がある。ここでは Recoilシフトが Ek に依存
することを踏まえ、両者の Ek が同程度になるように励起光エネルギーが選定されている。

*6 その一方で、実験室光源にはマシンタイムの制約が少ないという非常に大きなメリットがある。HAXPESの高いバルク敏感
性をうまく活用し、長時間の測定でも電子構造がほとんど変化しないことを確認できれば、後は統計精度が良くなるまで気
長に待てば良いとも言える。近くに実験室光源の HAXPES装置がある恵まれた環境にある方は積極的に活用されると良い
だろう。高分解能を必要としない内殻準位の測定では、大変な威力を発揮する。実験の際には、目的とする内殻準位や価電
子帯スペクトルの測定と共に、ESCAや O 1s、C 1s等の測定を定期的に測定し、試料の状態を確認することをお勧めする。
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図 10 (a),(b) Au内殻光電子スペクトの直線偏光依存性。(c)Au及び (d)Agの価電子帯光電子スペク
トの直線偏光依存性 [33]。

光イオン化断面積は励起光エネルギーや元素種、及び電子軌道 (主量子数 n、軌道量子数 l)に依存し、
入射光が直線偏光である場合は、偏光ベクトルと光電子検出方向の成す角 (γ)として

dσnl(hν)/dΩ =
σnl(hν)

4π
[1 + βnl(hν)(3 cos2 γ − 1)/2], (9)

で与えられる [24]。ここで、βnl(hν)は励起光エネルギーに依存する非対称パラメータである。
まず、光イオン化断面積の等方的な成分 σnl(hν)の励起光エネルギー依存性について着目する。一例と

して、Feの各軌道の光イオン化断面積を図 9(a)に示す。低励起光エネルギー側では Fe 3d 軌道の光イオ
ン化断面積が他の軌道に比べて大きい傾向にあるが、励起光エネルギーが増加するに従い、大幅に減少す
ることが示されている [24, 28]。また、主量子数や軌道量子数に応じて光イオン化断面積が異なるため、
例えば d 軌道成分が強い励起光エネルギーの領域と他の成分が強い領域があることも示されている。化
合物系の価電子帯の電子構造を調べる際に、この光イオン化断面積の変化量の違いをうまく応用し、複数
の励起光エネルギーに対する実験スペクトルから、部分状態密度の情報を抽出することもできる [29]。
次に偏光と実験配置、及び励起光エネルギーに依存する非対称パラメータ βnl(hν)について着目すると、
特に硬 X線領域でその影響が顕著に現れる傾向にある [24–28]。この異方性は軌道毎に振る舞いが異な
り、直線偏光に対し βnl(hν)に依存して大きな光電子放出方向依存性を示す [図 9(b),(c)] [30–32]。特に s
軌道においては、主量子数や励起光エネルギーによらず β ∼ 2程度であるため偏光依存性の影響が大き
く、図 10(a),(b)の Auの内殻光電子スペクトルの例に示すように光電子スペクトルに明瞭な強度変化が
現れる [33]。その一方で、図 10(b)の Au 4 f 軌道においては直線偏光に対する強度変化が小さく、軌道
に応じて偏光依存性が変化することを示している。励起光エネルギー 8 keVにおける Au 4 f 軌道に対す
る βの値は ∼ 0.6程度であり [28]、図 9(b),(c)を参照すると s軌道（β ∼ 2）と比べて光電子放出方向依
存性が小さくなることから、実験結果を定性的に説明することができる。
また、光イオン化断面積の異方性は内殻準位のみならず価電子帯スペクトルの形状にも大きな影響を与

えることが知られている*7 [30–36]。一例として、励起光エネルギー 8 keVで測定した Au及び Agの価
電子帯光電子スペクトルの直線偏光依存性を図 10(c),(d)に示す [33]。まず Agの価電子帯光電子スペク

*7 単体金属に対する HAXPESの偏光依存性については既に系統的に調べられていて、データベースに公開されている [30–32,
37, 38]。オープンソースの HAXPESのデータは現時点では貴重であるため、参照データとして大変参考になる。
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図 11 フルホイスラー合金 Co2MnSi、及びMn2VAlの XAS [39, 40]。

トルに着目すると [図 10(d)]、Fermi準位近傍と結合エネルギー 6-8 eV付近に明瞭な直線偏光依存性が観
測されている。ここで、光イオン化断面積の異方性の寄与を評価するために、s偏光（垂直直線偏光）及
び p偏光（水平直線偏光）配置で測定したスペクトルの強度比 Is/Ip（図 10(c),(d)中の Intensity Ratio)を
用いて議論する。Ag の Fermi準位付近における実験スペクトルの強度比は 5p軌道と 5s軌道の理論値
の間に位置するため、Agの 5sp成分が Fermi準位近傍で支配的であることを示している*8。一方で、Ag
の 4d成分は結合エネルギー 4-7 eVの領域において支配的であり、Fermi準位近傍の電子構造には殆ど寄
与していないことがわかる。同様の解析を Auの価電子帯光電子スペクトルの強度比について行うと、価
電子帯全域で Auの 5d 成分が支配的であり、Auと Agでは Fermi準位付近の電子の性質が異なること
が明らかになった。以上の結果から、価電子帯スペクトルの直線偏光依存性について、非対称パラメータ
βnl(hν)を考慮した光イオン化断面積の異方性を利用することで、多数の軌道が混在する価電子帯の電子
構造を軌道成分に分解して議論できることが示された。また、Agの 4d 成分と比べて、主量子数の大き
な Auの 5d 成分は明らかにバンド幅が広く、教科書で説明されていることが実験で直接確認できるとい
う点は、光電子分光の魅力の一つと言える。

2.2 X線吸収分光

さて、光電子分光が占有状態側の電子構造を強く反映する実験手法であるならば、非占有状態を主に反
映したスペクトルを計測できる吸収分光と併わせて議論をすることは重要である。特に内殻吸収端を利
用した X線吸収分光（XAS）は元素選択的かつ、サイト選択的に局所電子状態を調べることができる非
常に強力な実験手法であり、放射光のエネルギー可変を利用して実験を行う [5, 6]。図 11にフルホイス
ラー合金 Co2MnSi、及びMn2VAlに対して励起光エネルギーを 500 eVから 900 eVまで広い帯域で掃印
して得た XASスペクトルを示す。V, Mn, Coの各吸収端において観測される吸収ピークの構造を解析す
ることにより、元素選択的に電子構造を調べることが可能である [39, 40]。また、局在的な内殻ホールを
生成する励起であるため、内殻ホールと価電子帯電子との相互作用により局所的な電子状態を捉えるこ
とができる。なお、吸収端の高エネルギー側で観測されている微小な振動構造は広域 X線吸収微細構造
（Extended X-ray Absorption Fine Structure : EXAFS）と呼ばれ、励起元素周辺の局所構造を調べる実験
手段として利用されている *9 [41]。

*8 理論値は、光イオン化断面積についての文献の数値を参照している [25–28]。その上で、価電子帯をなす軌道に対して、s偏
光及び p偏光配置の実験配置を考慮し、異方性項まで含めて光イオン化断面積の比を求めている。

*9 EXAFS は主に硬 X 線領域で測定されることが多いが、近年では X 線吸収磁気円二色性スペクトルに現れる EXAFS 振動
（磁気 EXAFS）を解析する方法が構築されつつあり、スピンの配列を調べる実験手段として整備されつつある [42]。
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図 12 (a)XASの代表的な検出方法と、（b) PEY, PFY法で得られた遷移金属錯体に対する XASスペクトル [49]。

2.3 XASの測定方法について

内殻励起による吸収量を測定するためには様々な方法があるが [6,43]、代表的なものとして全電子収量
法（Total Electron Yield：TEY法）があり、光照射により電子が励起された際に生成するホールを遮蔽す
るために、グランドから供給されるドレイン電流を計測する*10 [図 12(a)]。この他、電子収量法には試料
から放出される電子をMicro Channel Plate (MCP)等で直接計測する方法もあり*11、特に逆電圧の印加等
によりエネルギーフィルターをかけて測定するものを部分電子収量法（Partial Electron Yield：PEY）と
呼ぶ。さらに、内殻励起に伴い生成した内殻ホールに対し浅い準位から電子が脱励起する際に生成する蛍
光を、Silicon-Drift Detector（SDD）等によりエネルギー分析して検出する、部分蛍光収量法等（Partial
Fluorescence Yield：PFY）が知られている。検出深さは試料からの蛍光を測定する FY法が最も深く、次
いで全電子を収量する TEY法、さらに低い運動エネルギーの電子に限定して PEY法で測定すると比較
的表面敏感性の高い実験手法となる。つまり、知りたい電子状態の情報に応じてこれらの実験手法を使い
分けることが重要といえる。これらを示す例として、遷移金属 Co錯体に対して、TEY, PFY, PEY法で得
られた Co L端 XASスペクトルを図 12(b)に示す [49]。全体的なスペクトル形状は 3つの測定手法によ
らず定性的に一致しているため本質的な XASスペクトルの測定に成功していると言えるが、よく見ると
細かい構造に違いが見られる。例えば、L3 ピークの低エネルギー側（779 eV付近）に見られる肩構造は
TEY, PEYで観測され、PFYでは抑制されているため、これらは表面状態に由来する構造と考えられる。
このように測定法を組み合わせることにより、表面成分とバルク成分の切り分けを行うことができる。
なお、絶縁体試料に対して電子収量法を行う際には、光電子分光と同様にチャージアップの影響が無視

できない可能性があるため、実験準備の際に導電性金属を蒸着する等の工夫が必要となる点は注意が必要
である*12。試料からの蛍光を測定する PFY法は試料帯電の影響が無いため絶縁体試料の測定により適し
ている。その一方で、蛍光を試料が再度吸収する自己吸収により、試料の厚み等に依存してスペクトル形
状が変化する点には注意が必要である [43]。例えば、図 12(b)の PFY法で得られた XASスペクトルは

*10 この際、電流量が吸収量に比例するという経験則を利用している。
*11 特に、結像型電子レンズを用いて主に二次電子の実空間分布を測定する顕微鏡を光電子顕微鏡（Photoemission Electron

Michroscopy : PEEM）と呼ぶ。放射光と組み合わせて吸収係数の二次元イメージの励起エネルギー依存性を測定することに
より、数十 nmの空間分解能でマイクロメートルサイズの領域を指定した XASの測定が可能であり [48]、フォトリソグラ
フィー等で加工された磁性体マイクロパターン試料の磁気ドメインを指定した XAS測定等に利用されている [44–48]。

*12 PEEM を用いたマイクロ XAS 測定では、顕微測定の利点を活かし、試料表面の 10 ∼ 15 µm 幅の測定領域を除いて Au で
キャップすることにより、チャージアップの問題を抑え、絶縁体に対する PEEM 測定を行うという技術が確立されてい
る [50]。
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図 13 Co錯体の XASスペクトル、及び Coイオン模型による XASスペクトル計算 [49]。

Coの L3 ピークが TEY法で得られたスペクトルよりも相対的に低く、自己吸収の影響が無視できないこ
とを示している。

2.4 XASスペクトルによる局所電子構造観測

局所電子構造を捉える XAS の特徴を利用すると、元素選択的に特定サイトの価数やスピン状態につ
いての情報を得ることが可能である。図 13(a) において前述の遷移金属 Co 錯体の例に着目すると、磁
気特性の異なる 2 種類の Co 錯体（[Co{Au(PPh3)(D-pen)}2]ClO4、[Co3{Au3(tdme)(D-pen)3}2]）では Co
L 端 XAS のスペクトル形状が大きく異なることが示されている*13 [49]。これらのスペクトル形状や
ピーク位置の起源を理解する上で、価数やスピン状態の異なる参照物質の XAS スペクトルと比較する
と、見通しが良くなる。ここでは、参照物質として Co3+ 低スピン状態の EuCoO3、 Co3+ 高スピン状
態の Sr2CoO3Cl、 Co2+ 高スピン状態の CoO に対する XAS スペクトルとの比較を行った [51–53]。ま
ず、[Co{Au(PPh3)(D-pen)}2]ClO4 に着目すると、そのスペクトル形状は EuCoO3 と類似性があるため、
Coの価数は 3価であり、尚且つ 3d軌道のスピン状態は低スピン状態であることが示唆される。一方で、
[Co3{Au3(tdme)(D-pen)3}2]におけるスペクトルの特徴は、CoOとよく似ており、Co2+ 高スピン状態にあ
ると考えられる。当然のことながら、物質が異なれば配位環境も異なるため、結晶場分裂の大きさ等が異
なる点には注意を要する。また、特徴的なスペクトル構造（図 13 中 A-D、及び a-f）は主に XAS 終状
態における多重項（multiplet）に由来し、生成する内殻ホールと価電子帯 3d 電子との間に働く異方的な
クーロン・交換相互作用に起因する。多重項の分裂幅や多重項構造の強度は結晶場により変化するため、
図 13(b)に示すように XASスペクトルを計算し実験結果と比較することにより、結晶場分裂の評価を行
うことができる [49, 54]。

*13 ここで、スペクトル形状の詳細を議論するため、自己吸収の影響がない TEY法で得られたスペクトルに対して解析を行なっ
ている。このため、図 13に示す [Co{Au(PPh3)(D-pen)}2]ClO4 のスペクトルには、779 eV付近に表面における Co2+ 成分に
由来する肩構造が表れている。図 12 (b)で議論したように、検出深さの異なる手法で測定することにより、スペクトル構造
の起源を理解する上で大きな手助けとなる。

14



図 14 (a)XMCDの測定配置の例。(b)フルホイスラー合金 Co2MnSi、及び Mn2VAlにおける XAS、
及び (c)XMCDスペクトル [39]。

2.5 X線吸収磁気円二色性 (XMCD)

さらに、XASでは入射X線の偏光を利用することにより、軌道やスピン自由度に関する情報を調べるこ
とができる。特に磁性体に対する X線吸収磁気円二色性（X-ray Magnetic Circular Dichroism : XMCD）
はよく知られており、近年の磁性体研究において広く利用されている [5,6,43,55–58]。図 14(a)に示すよ
うに磁性体に外部磁場を印加することにより、左右円偏光に対する内殻準位から伝導帯への遷移確率の違
い利用して、左右円偏光スペクトルの差から非占有状態におけるスピン偏極電子構造を調べることができ
る。ここで軌道量子数 lc、磁気量子数 mc の内殻軌道から l′,m′ を持つ軌道への遷移において、偏光によ
らず働く電気双極子の選択則 ∆l = l′ − lc = ±1に加えて、左 (右)円偏光に対して ∆m = m′ −mc = +1(−1)
の選択則が加わることで、遷移先が制限される [57, 58]。なお、多くの場合 ∆l = +1の遷移が支配的であ
るため、以下の議論では ∆l = -1の遷移の影響を無視して議論を行う [59, 60]。
一例として、強磁性体 Co2MnSi、及びフェリ磁性体 Mn2VAl に対する Mn L 端 XAS [図 14(b)] 及び

XMCDスペクトル [図 14(c)]を示す [39]。両者は同じ結晶構造（立方晶 L21 構造）を示すが、Mnの入
るサイトは異なっているため、Mn L 端 XAS スペクトルの形状に違いが現れている。L3 ピークの形状
は Co2MnSi の方がよりシャープであり、L2 ピークにも縦線で示すように肩構造が見られる。この電子
構造の違いは、図 14(c)の XMCDスペクトルにおいてより顕著に表れており、Mn2VAlの L3 端 XMCD
スペクトルは明瞭な肩構造が表れ、両物質のMnのスピン偏極電子構造に違いがあることを示している。
XMCDは一般的に強磁性体に対して利用されるが、図 15に示すフェリ磁性体の研究においても非常に
強力である。フェリ磁性体Mn2VAlの XMCDスペクトルを例に挙げると [図 15(a),(b)]、Mnと Vで L3

端の MCD の符号が反転しており、フェリ磁性を反映して Mn と V の磁気モーメントが反対の向きに
オーダーしていることが一目でわかる。また、印加磁場の大きさを掃印できる超伝導磁石や電磁石を用い
た実験では、磁場掃印に対するするMCDピーク強度の相対変化を測定することにより、図 15(c),(d)に
示すような磁化曲線を元素選択的に描くことができる。Mn2VAlの例では、図 15(c),(d)のMn及び Vの
L3 端のMCD強度の磁場依存性において、磁場変化に対する振る舞いがフェリ磁性を反映して両者で反
転していることが示された。
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図 15 フェリ磁性体フルホイスラー合金 Mn2VAl の XMCD。 (a) Mn L 端、(b) V L 端における
XMCDスペクトル及びその積分強度、(c)Mn L3 端、(d)V L3 端におけるMCDピーク強度の磁場依存
性、(e) sum-rule解析で得られたホールあたりのスピン及び軌道磁気モーメント [39]。

さて、XMCD が広く利用される理由の一つとして、磁気光学総和則（以降 sum-rule と呼ぶ）を用い
たスピン、及び軌道磁気モーメントの解析について触れねばならない。ここでは、図 15(a),(b) に示す
Mn2VAl の Mn 及び V の L 端 XMCD スペクトルに対する sum-rule 解析を例に挙げて議論を行う。ま
ず、内殻 2p軌道から 3d 軌道への吸収において、左右円偏光で定義される光スピンの向きと外部磁場の
向きが平行、及び反平行配置で得られた吸収スペクトルを µ+、及び µ− と定義し、両者の差で得られた
MCDスペクトル (µ− − µ+)、及び両者の和で得られた XASスペクトルからバックグラウンドを差し引い
た試料の吸収量（µ− + µ+ − b.g）の積分値を下記のように与える [43, 57]。

p =
∫

L3

(µ− − µ+), (10)

q =
∫

L3+L2

(µ− − µ+), (11)

r =
∫

L3+L2

(µ− + µ+ − b.g). (12)

すると、スピン磁気モーメント (mspin)、及び軌道磁気モーメント (morb)は下記の実用的な式により求め
ることができる*14。

*14 ここでは、軌道磁気モーメントが小さく対称性の高いバルクの合金系試料を例に挙げているため、異方的な磁気双極子に由
来する Tz 項は無視している。対称性が低い系においては Tz 項が重要となる場合があるので注意を要する [61, 62]。
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mspin

nh
= −6p − 4q

rPc
C, (13)

morb

nh
= − 4q

3rPc
. (14)

ここで、Pc は入射 X線の円偏光度*15、nh はホール数を示しており、何らかの方法で nh を知ることがで
きれば*16、元素選択的にスピン及び軌道磁気モーメントを得ることが可能となる。C は L3 と L2 端のス
ピン軌道分裂が小さい時に吸収ピークがオーバーラップする影響を補正するための項である [63]。この
影響は 3d遷移金属の軽元素側で大きく、過去の研究例を参考にする等して C の値を与える必要性が出て
くる。よって、必然的に絶対値の精度が落ちる点は意識しておかなければならない [64]。これらのパラ
メータの妥当性は、sum-ruleにより得られたスピン磁気モーメントや軌道磁気モーメントの値から全磁
気モーメントを計算し、一般的なバルクの磁化測定の結果と矛盾がないか確認することにより信頼性を担
保する必要がある [39]。また、第一原理計算等の理論計算で磁気モーメントが得られるのであれば、理
論計算との対応を議論することも重要と言える。以上のように、sum-rule解析は様々な補正係数やパラ
メータを仮定する必要があるため、磁化の絶対値を高精度で求めることには不向きであるが、磁気モーメ
ントの内訳をスピン成分と軌道成分に分離して元素選択的に調べることができるため非常に有力である。
ここで、何故スペクトルを積分することにより始状態の磁気モーメントの情報を得ることができるの

か、すでに紹介した電気双極子遷移の式に戻って、掘り下げて紹介する。電気双極子遷移の式 1の始状
態 |Ψi⟩から終状態 |Ψ f ⟩への遷移行列要素の確率振幅に着目し、

Σ f | ⟨Ψ f |Dq′ |Ψi⟩ |2 = Σ f ⟨Ψi|Dq′ |Ψ f ⟩ ⟨Ψ f |Dq′ |Ψi⟩ = ⟨Ψi|Dq′ ||Dq′ |Ψi⟩ , (15)

と書き表すと、スペクトルの積分により始状態の磁気情報を取り出すせることが理解できる [65]。ここ
で、終状態に対する和を取る際に、Σ f |Ψ f ⟩ ⟨Ψ f | = 1の関係式を利用している。また、これまでの議論か
ら、スペクトルに価数や対称性の異なるサイトが含まれている場合は、これらの寄与を注意深く分離しな
ければサイトごとの情報を抽出することはできず、積分により各成分が複雑に混ざった情報が得られとい
う点に留意する必要がある。以上のように、磁気光学総和則は非常に強力であるが、上記で示すような補
正項に由来する解析精度の問題や、始状態の情報を取り出すことができる理由について理解した上で議論
することが重要である。
さて、近年では主に X 線の偏光切り替え技術の発展により、XMCD の検出感度が大幅に向上し、強
磁性体だけではなく常磁性体や非磁性元素に誘起される微弱な磁気信号を捉えることが可能になってい
る [66, 67]。特にバルクの磁化測定が困難な薄膜試料や界面に誘起される僅かな磁気成分の測定に非常に
強力である*17。このような偏光切り替え技術を利用して測定した強相関 Ce 化合物の常磁性相における
高精度 XMCDスペクトの例を図 16に示す [68–70]。図 16(a)は TC ∼ 9.7K の強磁性体 CeAgSb2 の Ce
M 端 XMCDスペクトルであり、強磁性相 (T = 6K)においては外部磁場 10Tにおいて磁気円二色性が観

*15 円偏光度は左右円偏光の強度 I+ ,I− を用いて、実用的には Pc = |I+ − I− |/(I+ + I−)で定義され [6]、入射光の偏光純度が高い
（Pc ∼ 1）ほど sum-rule解析における補正の影響が小さくなる。

*16 例えば、第一原理計算から得られるホール数を参照する方法等がある。この際、第一原理計算の妥当性について、計算で得
られた DOSと価電子帯光電子スペクトルを比較する等の方法で入念に吟味しておくと信頼性が増す。関連して、ここで紹
介した sum-ruleの右辺は XMCD実験から得られる量のみで記述されており、左辺がホール数で規格化されていることには
意味がある。

*17 微弱な信号の変化を捉えるためには、円偏光依存性測定に加え磁場反転測定を行う必要がある。左右円偏光で定義される光
スピンの向きと外部磁場の向きが平行、及び反平行となる配置で得られた吸収スペクトルを µ+、及び µ− と定義し、実験配
置の平均として得る。その上で、MCDを求めて磁場方向の変化に追随する本質的な磁気成分を抽出する必要がある。磁場
反転測定は、特にMCD信号の小さな常磁性体や非磁性元素のMCDを測定する際には必須である。
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図 16 強相関 Ce化合物の XMCDの例　 (a）強磁性体 CeAgSb2 の強磁性相 (T = 6 K)、及び常磁性
相 (T = 150 K)における Ce M 端 XMCDスペクトル [68]、挿入図は 6 K及び 150 Kにおける M4 端
XMCDピークの磁場依存性を示す。(b）非従来型超伝導体 CeNi2Ge2 の常磁性相における Ce M 端及
び Ni L端 XMCDスペクトル [69]。

測されている。150 Kの常磁性相においては µ+ と µ− の差は極僅かであるが、非常に信号強度が小さい
（強磁性相の 1/12程度）ながらも XMCDスペクトルを得ることに成功している。さらに、図 16(a)挿入
図に示す M4 端で測定した元素選択磁化曲線は、６ Kにおいて強磁性的であり、15 Kでは常磁性的振る
舞いが観測された。以上の結果は、局在的な Ce 3価サイト当たり一個の 4 f 電子がなす常磁性モーメン
トを高精度で検出できることを示している。この高精度測定技術を利用すると、複数の磁性元素を含む化
合物に対し、磁性に関与する電子軌道を元素選択的に特定することが可能となる。例として、非従来型超
伝導体 CeNi2Ge2 の常磁性相における Ni L端及び Ce M 端 XMCDスペクトルを図 16(b)に示す。Niと
Ceは共に磁性元素であるが、XMCD信号は Ce M 端でのみ明瞭に観測されているため、Niの 3d電子は
磁性に直接的には関与せず、常磁性の磁気モーメントの起源は主に Ce 4 f 電子に由来することを示して
いる。

2.6 X線吸収線二色性（XAS-LD）

これまで XASを用いた価数（電荷自由度）、及び XMCDによる磁性 (スピン自由度）の測定手法につ
いて紹介してきたが、直線偏光を入射光に選ぶことにより、軌道の自由度についても議論することができ
る [71–74]。鍵となるのはやはり電気双極子遷移の選択則であり、結晶構造に異方性がある場合に有効な
手段となる。電気双極子遷移の演算子 Dq′ は、入射光の電場ベクトル Eq′ = (Eq′

x , E
q′
y , E

q′
z )と電子の位置演

算子 r = (x, y, z)により、Dq′ = Eq′ ·rで与えられ、直線偏光 (q′ = 0)の場合は D0 = E0 ·r = E0
x x+E0

yy+E0
z z

と表すことができる。ここで、異方的な結晶軸（例えば二次元層状物質の c軸）の方向に対し、電場ベク
トルが平行（E∥c）及び垂直（E⊥c）となる配置で測定することにより [図 17(a)]、始状態の軌道磁気量子
数と終状態の軌道磁気量子数の差（∆m）について、それぞれ ∆m = 0、及び ∆m = ±1の選択則が働き、
吸収係数に直線偏光依存性が現れる*18。特に、µE∥c と µE⊥c の差を線二色性（Linear Dichroism：LD）と
呼び、詳細な電子構造研究に利用されている [53, 73, 74]。

*18 一方で、格子定数が等しい結晶軸の方向（対称性が高い立方晶や正方晶の ab面等）に対しては吸収係数に差が現れず、スペ
クトルを区別することができない点については注意を要する。
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図 17 (a)典型的な直線偏光依存 XASの実験配置。(b)擬ー次元有機伝導体 (DMe-DCNQI-d7)2Cuの
窒素 K 端における直線偏光依存 XASスペクトル [75]。挿入図は (DMe-DCNQI-d7)2Cuの分子構造を
示す。

一例として、図 17(b)に擬ー次元有機伝導体 (DMe-DCNQI-d7)2Cuに対する N 1s XASの直線偏光依
存性を示す [75]。この物質は図 17(b) の挿入図に示す平面的な分子が c 軸方向に積層した結晶構造を持
ち、c軸方向に電気伝導しやすくなる擬一次元的なネットワークを構成する。このため、電子構造にも強
い異方性が現れ、E∥c、E⊥c配置における XASスペクトルに明瞭な直線偏光依存性が観測されている。
特に E∥cスペクトルにおける低エネルギー領域 (399 eV近傍)のピークは、E⊥c配置と比較して吸収量
が明らかに大きいことから、Fermi準位近傍のホールは主に c軸方向を向いた pz 軌道対称性を有し、異
方性が非常に強いことを表している。このように XASの直線偏光依存性は電子状態の異方性を議論する
上で非常に強力な実験手法として利用されている。

3 X線吸収分光と光電子分光を駆使した強相関軌道の軌道対称性研究
これまで、主に放射光を利用した高エネルギー X線による XASと PESを中心に、実験手法の基本的
な原理について紹介してきた。最後に両者の偏光依存性を駆使した強相関物質における軌道対称性の研
究例について紹介する。特に強相関 Ce化合物を中心に、局在 4 f 軌道の対称性と電子状態の相関、及び
量子臨界現象を引き起こす異方的混成効果について議論する。

3.1 正方晶 Ce化合物の結晶場基底状態の決定

正方晶 ThCr2Si2 型構造を持つ CeCu2Si2 において、準粒子の有効質量が非常に大きい非従来型の超伝
導状態が発見されて以来、強相関 Ce化合物は新規物性現象の宝庫として注目されている [76]。これらの
特異物性の舞台である Ce +3価イオン（4 f 1, L = 3, S = 1/2, J = 5/2）の局所 4 f 電子状態は、スピン軌
道相互作用により J = 5/2, 7/2状態に分裂し、さらに正方対称場により J = 5/2状態は下記の 3つのク
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図 18 正方晶 Ce化合物における Ce 3価イオンの Ce 4 f 電子状態。

ラマース二重項により結晶場分裂する（図 18） [77–79]。

|Γ6⟩ = |Jz = ±1/2⟩ , (16)

|Γ1
7⟩ = α |±5/2⟩ +

√
1 − α2 |∓3/2⟩ , (17)

|Γ2
7⟩ = −

√
1 − α2 |±5/2⟩ + α |∓3/2⟩ . (18)

ここで、Γ7 状態を記述する α (−1 ≦ α ≦ 1)の符号が負である場合を Σ型、正の場合を Π型（図 18）、及
び α2 を異方性パラメーターと定義する。結晶場分裂のエネルギースケールは僅か 200～300 K程度であ
るため、基底状態の対称性を精密に決定することは一般的に困難が伴うが、低温の量子臨界現象の発現
機構を解明するためには、結晶場基底状態の対称性の精密決定が非常に重要である。図 18に示すように
結晶場基底状態の候補となる 3つのクラマース二重項は異方的な電荷分布を持つことから、2010年代に
XAS-LDを用いて結晶場基底状態の対称性を決定する手法が開発された [80, 81]。この方法では、第一励
起状態よりも十分低温で測定することにより、始状態を結晶場基底状態に限定し、その対称性を精密に調
べることができる。
図 19に正方晶 Ce化合物 CeAgSb2及び CeCu2Ge2に対する Ce M端XAS-LDの測定例を示す [68,82]。
なお、これらの実験は円偏光ビームラインで行われたため、線二色性を議論するために円偏光の電場成分
が光軸に対し垂直であることを利用している。まず、(001) 試料表面に垂直に X 線を直入射することに
より E⊥c配置における吸収スペクトル µE⊥c を測定し、さらに各結晶軸における電場の射影成分が等し
くなる入射角度（θ = 54.7◦）において等方配置の XAS スペクトル µiso を得て、これらの吸収係数の差
（µE⊥c − µiso）により LDを議論する*19。まず、TC ∼ 9.7 K以下で強磁性転移を示す CeAgSb2 に着目する
と (図 19(a)上段)、常磁性相 15Kにおいて µE⊥c と µiso に明瞭なスペクトル形状の差が観測されている。
このスペクトル形状の差は Ce 4 f 電子状態の異方性を反映しており、基底状態の Ce 4 f 軌道の対称性を
Γ6 と仮定した Ce3+ イオンモデルにより、スペクトル形状を良く説明できる [図 19(b)上段]。また、250
Kにおいて直線偏光依存性が消失することから、結晶場分裂は 250 Kより小さいことを示している。こ
のため、熱励起により J = 5/2状態の励起準位が占有されて、4 f 軌道が球対称になっていると考えられ
る [図 19(a)中段]。このスペクトルの温度変化は、第一励起状態を 60 K、第二励起状態を 145 Kと仮定

*19 ここでの LD（= µE⊥c − µiso)は、一般的な µE∥c と µE⊥c の差による定義とは異なるが、LDの起源が電子軌道の球対称から
の”ずれ”に由来することから、一種の線二色性と考えて良い。
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図 19 正方晶 Ce化合物 CeAgSb2 及び CeCu2Ge2 における CeM 端 XAS-LDスペクトル、及びイオ
ンモデルによるスペクトル計算 [68, 82]。

した Ce3+ イオンモデルにより説明され*20、250 Kでは確かに直線偏光依存性が消失することが示された
[図 19(b)中段] [68]。
その一方で、図 19(c) に示す CeCu2Ge2 の例では、µE⊥c と µiso のスペクトル形状の差は CeAgSb2 と
比べて比較的小さく、特に M5 端のピーク形状が大きく異なることが示され、CeCu2Ge2 の基底状態の
対称性は Γ7 対称性であることを示唆している。さらに、Γ7 対称性の詳細を決定するために、c軸方向の
異方性パラメータ α2 の値を系統的に変えて Ce3+ イオンモデル計算を行い、α2 = 0.45 と決定すること
に成功した。しかしながら、結晶軸方向に対する入射光電場ベクトルの吸収係数の差により定義される
XAS-LDでは正方晶の ab面のように格子定数が等しい面内の異方性を捉えることができない。この原理
的な制限により、Γ7 対称性の面内方向の異方性を反映する |±5/2⟩状態と |±3/2⟩状態の線型結合の符号
には任意性が残り、基底状態の対称性を完全に決定することはできない。
この面内方向の異方性を精密に決定するためには、XASと同様の双極子遷移による選択則に加え、光

電子の放出方向の自由度を利用することができる光電子線二色性測定が有効である [84, 85]。ここで、主
量子数 nc,軌道量子数 lc の内殻軌道における、磁気量子数 mc、スピン量子数 sc(= ±1/2)の電子の励起に
ついて考える。これらの内殻電子を表す量子数の組みを ζc≡(nc, lc,mc, sc)、励起される内殻電子の一電子
エネルギーを ω(= −EB) で与え*21、始状態を N 個の多電子状態の固有エネルギー Ei(N) を持つ |Ei(N)⟩
で表し、同様に終状態を N − 1電子状態の固有エネルギー E f (N − 1)を用いて |E f (N − 1)⟩とする。この
とき、nclc 内殻準位の光電子スペクトル ρnc,lc は、励起光の偏光方向を示す単位ベクトル e、量子化軸 (z
軸)に対する光電子の放出方向 θk, ϕk の関数として、下記のように与えられる。

ρnc,lc (ω, e, θk, ϕk)∝Σ f ,sc

∣∣∣∣Σmc Mζc ⟨E f (N − 1)|aζc |Ei(N)⟩
∣∣∣∣2δ(ω + E f (N − 1) − Ei(N)). (19)

aζc は量子数 ζc の内殻電子に対する消滅演算子であり、Mζc は励起後の光電子の波動関数や遷移確率の
情報を含む遷移行列要素を示す。さらに、終状態における光電子の波動関数を部分波展開し [59, 86]、

*20 結晶場分裂のエネルギーは非弾性中性子散乱の結果を参照している [83]。
*21 ω = −EB には光電子分光のエネルギー保存則の式 2を通して、励起エネルギー hvや運動エネルギー Ek の情報が含まれる。
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図 20 (a)直線偏光依存 HAXPESの実験配置 [92]、(b) CeAgSb2 及び CeCu2Ge2 に対する HAXPES-
LD、及び (c)イオンモデルによるスペクトル計算 [82, 93]。

lc → lc + 1への電気双極子遷移のみを取り扱うことで*22、Mζc を球面調和関数 Ym
l (θ, ϕ)を用いて表すと、

最終的に以下の様に記述できる [2, 84, 85]。

ρnc,lc (ω, e, θk, ϕk) ∝ Σ f ,sc

∣∣∣∣Σm′,mc Y
m′
lc+1(θk, ϕk)Am′

lc,mc
(e) ⟨E f (N − 1)|aζc |Ei(N)⟩

∣∣∣∣2δ(ω + E f (N − 1) − Ei(N)),

Am′
lc,mc
=

"
Ym′∗

lc+1(θ, ϕ)(e · r̂)Ymc
lc

(θ, ϕ)dΩ. (20)

なお、dΩ = sin θdθdϕ、r̂ = (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)であり、光電子の散乱方向を示す θk, ϕk は量子化
軸を z軸に選んだ時の極角、アジマス角と対応している。電気双極子遷移の選択則は Am′

lc,mc
(e)により与

えられ、e∥z では ∆m = m′ − mc = 0、e⊥z では ∆m = ±1 である*23。以上に加えて、光電子の放出方向
(θk, ϕk)に依存する球面調和関数がスペクトル強度に影響を与えるため、対称性が高い単結晶試料に対し
てもスペクトル形状に方向依存性が現れることを示している。
実際に強相関物質の内殻準位に対して光電子線二色性の測定を行う際には、バルク敏感性の高い

HAXPES を用いればよく、これまでに様々な希土類化合物に対する HAXPES-LD の報告があり、強相
関 4 f 軌道の対称性を決定する手法として確立されている [87–91]。図 20(a)に示すように、実験では硬
X線ビームラインのダイヤモンド移相子光学系を利用し、水平直線偏光と垂直直線偏光をスイッチする
ことにより、内殻光電子スペクトルの直線偏光依存性を測定する [92]。なお、以下の HAXPES-LDスペ
クトルの議論では、光電子の散乱面（入射 X線と光電子検出方向のなす面）に対して直線偏光の電場ベ
クトルが垂直となる配置（s偏光配置）、及び面内にある配置（p偏光配置）で得られた光電子強度をそれ
ぞれ Is 及び Ip で表し、両者の差により LD（=Is − Ip）を定義して議論を行う*24。上述の基底状態が Γ6

対称性の CeAgSb2 と Γ7 対称性の CeCu2Ge2 の例では、図 20(b)に示すように HAXPES-LDスペクトル
の符号が反転するため、両者の基底状態の対称性が確かに異なることを示しており、イオンモデル計算に
より説明できることが明らかとなった [図 20(c)] [82, 93]。
以上に加え、CeCu2Ge2 の Γ7 対称性の面内異方性を決定するためには、図 21(a)に示すように励起さ

れた光電子を 4 f 電荷分布の腹または谷となる部分から選択的に検出すれば良い [82, 93]。このためには、

*22 実際、内殻吸収と同様に、光電子運動エネルギーが十分高ければ、lc → lc − 1の遷移確率は無視できる [59, 60]
*23 ここでは励起光の電場ベクトルを単位ベクトル eで示している点に注意。
*24 光電子線二色性の実験においては、量子化軸に対する光電子の放出方向まで重要となるため、偏光については光電子の散乱
面に対する電場ベクトルの向きに応じて s偏光、p偏光で定義している。

22



図 21 (a)正方晶 Ce化合物における Σ及び Π-type Γ7 状態の電荷分布、及び (b),(c),(d)CeCu2Ge2 に
対する HAXPES-LDのアジマス角依存性 [82]。

図 22 (a)CeNi2Ge2 に対する HAXPES-LDのアジマス角依存性、及び (b)Σ及び Π-type Γ7 対称性の
結晶中の電荷分布の概念図と、(c)CeNi2Ge2 の結晶構造 [69]。

試料表面に対する極角方向の回転自由度に加え、面内のアジマス回転軸を備えた二軸回転のマニピュレー
タを用いて、結晶軸に対する光電子の散乱方向（θk, ϕk）を指定して HAXPES-LD を測定する必要があ
る [92]。図 21(b),(c)に示す CeCu2Ge2 の例では、アジマス角 ϕk を 45◦ 変えて測定することにより、s偏
光、及び p偏光配置で得られたスペクトル形状に僅かながら差が現れる。さらに、両者の差分で定義す
る LDスペクトルを比較すると、図 21(d)に示すような明瞭なアジマス角依存性を見出すことができる。
ここでは特に図 21(d)中の矢印に着目し、Ce3+ イオンモデル計算との比較を行う。結晶格子の対角方向
に伸びた電荷分布を持つ Σ-type Γ7 と、面方向に伸びた電荷分布を持つ Π-type Γ7 を基底状態に仮定する
と、計算で得られた LDスペクトルのピーク位置は両者で異なり、実験スペクトルをよりよく再現するの
は Σ-type Γ7 であることが示された。さらに、CeCu2Ge2 と同様に正方晶 ThCr2Si2 型構造であり、非従来
型超伝導体として知られている CeNi2Ge2 においても、図 22(a)に示すように HAXPES-LDスペクトル
と同様のアジマス角依存性が現れることが示され [69]、XAS-LDと HAXPES-LDを組み合わせることに
より、正方晶 Ce化合物の結晶場基底状態を精密に決定できることが明かになった。
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図 23 ARPESの原理。ここでは、励起光エネルギー hνの光子の運動量を kph 、始状態の電子の運動
量を ki、固体中を伝搬する光電子の運動量を kt 、及び終状態における真空中の光電子の運動量をK f

で表し、θ f は試料表面の法線方向に対する光電子放出角を示す。また、試料表面が鏡面である場合を
考え、表面に平行（垂直）な成分を ∥（⊥）により表す。励起された光電子は自由電子的であると仮定
し、真空中での光電子の運動エネルギーを Ek、真空準位を EV、inner potentialを V0 とする。

3.2 4 f 軌道対称性と異方的 c f 混成効果

前節において、XAS-LDおよび HAXPES-LDを組み合わせた正方晶 Ce化合物の対称性を精密に決定
する手法、およびその測定例について紹介してきたが、ここでは基底状態の Ce 4 f 対称性が電子構造に
与える影響について、もう少し掘り下げて議論する。図 22の CeNi2Ge2 の例では、基底状態の対称性が
Σ-type Γ7 であることが示され、基底状態における Ce 4 f 電荷分布は主に Geサイトの方向に向いている
ことが明らかになった。この結果から、Ce 4 f 電子状態は直感的には Geに由来する伝導電子の電子軌道
とより混成しやすい状況にあると言える。
伝導電子との異方的な軌道混成の様子を捉えるためには、伝導電子に由来する価電子帯のバンド構造を

角度分解光電子分光（Angle Resolved Photoemission : ARPES）により直接観測するとよい。ARPESで
は光電子の運動エネルギーに加え、光電子の放出角度 θ f を精密に測定することにより、電子の運動量を
計測する (図 23)。この際、試料表面が鏡面である場合において、試料表面と平行な方向では固体内部を
伝搬する光電子と物質の外に飛び出した光電子の運動量が保存することを利用し、下記の運動量保存則に
より始状態の電子の運動量を知ることができる。

ki∥ =

√
2m
ℏ

√
Ek sinθ f − kph∥, (21)

ki⊥ =

√
2m
ℏ

√
Ekcos2θ f − V0 + kph⊥. (22)

さらに、放出角度毎に光電子の運動エネルギーを計測することにより、固体内部における電子の運動量と
エネルギーの分散関係を得て、バンド構造を可視化することができる [94–96]。試料表面に垂直な方向の
運動量を調べるためには、励起光エネルギー依存性の測定を行い、ある放出角度における電子の運動エ
ネルギーを準連続的に変化させることにより、kz 方向に対するバンド分散を得る。kz 方向には固体の外
に飛び出す際に結晶表面のポテンシャルを感じるため、これを inner potential V0 として与えている。V0
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図 24 (a)-(f) CeNi2Ge2、LaNi2Ge2 に対する軟 X線 ARPESの励起エネルギー依存性、および (g)Γ−X
方向、(h)Z − X 方向におけるエネルギー分布関数（EDC）、(i)ARPESデータのピーク位置から得られ
た Γ − X 方向のバンド分散 [100]。(a)-(f)の励起光エネルギーは図 25(c)(d)に示す kxy-kz 方向の Fermi
面マッピング中の cut I, cut II, cut IIIと対応。

は実質的には補正パラメータであり、ARPESスペクトルの励起光エネルギー依存性の測定から kz 方向
の分散を得て、バンドの周期性に基づき V0 を評価する必要がある。特に励起光に軟 X線を用いた軟 X
線 ARPESは高いバルク敏感性を持ち [97]、kz 方向のバンド構造の周期性を捉える上で非常に強力であ
る [98, 99]。ただし、実験配置によっては励起光の運動量（kph）が無視できないため注意を要する*25。
さて、図 24に非従来型超伝導体 CeNi2Ge2 の軟 X線 ARPESの励起光エネルギー依存性（kz 依存性）

を示す [100]。参照物質として 4 f 電子を持たない LaNi2Ge2 の測定も行い、c f 混成効果がない伝導電子
由来のバンド構造を観測し、CeNi2Ge2 の ARPESスペクトルと比較する。その結果、CeNi2Ge2 の X − Γ
方向において、Fermi 準位近傍で大きく折れ曲がるバンドを捉えることに成功した [図 24(a)]。また、
LaNi2Ge2 の kF よりも Γ 点に近づいたところでバンドが Fermi 準位を横切り、両者で kF が異なること
が示された。さらに、CeNi2Ge2 と LaNi2Ge2 の X − Γ方向の ARPESデータから [図 24(a),(b)]、エネル
ギー分布関数（Energy Distribution Curve : EDC） [図 24(g)]や運動量分布関数（Momentum Distribution
Curve : MDC）のピーク位置を求め、バンド分散を抽出したものを図 24(i)に示す。CeNi2Ge2 の準粒子
バンドは LaNi2Ge2 に比べ大きく折れ曲がる傾向が明示され、バンドの傾きと kF の見積もりに成功した。
さらに、これらの情報から有効質量を下記のように求めることができる。

vF = ℏ
−1|dE/dk|k=kF , (23)

m∗ = ℏkF/vF. (24)

その結果、CeNi2Ge2 は X − Γ 方向において自由電子の 22 倍以上の有効質量を持つことが明らかとな
り、重い準粒子を形成していることが明らかとなった。また、X − Γ 方向以外のバンドは CeNi2Ge2 と
LaNi2Ge2 のバンドの様子は酷似していることから、重い準粒子が特定の運動量において形成されること
を示唆している。

*25 kph の影響については、ARPES実験の実験配置と光エネルギーを考慮して検討する必要がある。具体的には、測定した励起
エネルギーの光子が与える運動量が、Brillouin Zoneに対してどの程度の大きさであるかを評価することにより、kph の項を
考慮するべきか無視して良いかの判断ができる。数十 eV程度の真空紫外光や 10 eV以下のレーザー光を励起光に用いる場
合は、多くの場合無視してよく、このため ARPESの教科書や解説書には kph の項が記載されていないことが多い。
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図 25 CeNi2Ge2、LaNi2Ge2 に対する kx-ky 方向 [(a),(b)]、及び kxy-kz 方向 [(c),(d)]の Fermi面マッピ
ング [69, 100]、(e) CeNi2Ge2 の Brillouin Zone。

図 26 (a),(b) CeNi2Ge2、(c),(d) LaNi2Ge2 に対する XZ方向における軟 X線 ARPESと、(e),(f)Fermi
準位近傍におけるMDC、及び (g)LaNi2Ge2 に対するバンド計算 [69]。

また、ARPESデータの Fermi準位近傍のスペクトル強度を抽出し、その運動量分布を kx − ky 方向、及
び kz 方向に図に示すことにより、Γ − X − Z 面、及び Γ − X 方向を通る kz 方向の Fermi面の断面（Fermi
面マッピング）を可視化することができる。図 25に示すように、CeNi2Ge2 と LaNi2Ge2 の Fermi面マッ
ピングを比較すると、CeNi2Ge2 の Fermi面は X − Γにおいてのみ大きくなり、伝導電子と 4 f 電子の間
に働く c f 混成効果が異方的であることが示された。ここで、X − Γ方向は Γ点を中心に Brillouin Zone
の対角線方向に相当し、CeNi2Ge2 の Ce 4 f 対称性が Σ-type Γ7 であり単位胞の対角線方向に電荷分布を
持つという結果と矛盾が無く、Ce 4 f 電荷分布の異方性が c f 混成を通じてバンド構造に影響を与えてい
ることを示している。
以上に加え、異方的混成効果の詳細を調べるために、別の方向で測定した ARPES スペクトルに注目
する。ここでは特に Fermi 準位を３本のバンドが横切る X − Z 方向に着目し、CeNi2Ge2 と LaNi2Ge2

について比較を行った [図 26]。X − Z 方向における CeNi2Ge2 と LaNi2Ge2 のバンド構造は、一目見る
だけでは区別がつかない程よく似ているが [図 26(a)-(d)]、Fermi 準位近傍の MDC を注意深く比較する
と [図 26(e),(f)] 、CeNi2Ge2 のバンド b3 が LaNi2Ge2 に比べてより Z 点近くに位置することがわかる。
LaNi2Ge2 は 4 f 電子を持たないため、両者の違いはバンド b3に関与する伝導電子と Ce 4 f 電子間の混
成効果の影響を示唆している。この起源を調べるために LaNi2Ge2 に対する第一原理計算 [図 26(g)]と比
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較すると、興味深いことに X − Z 方向のバンド b3には Ge 4p軌道の成分が多く含まれることを見出し
た。また、CeNi2Ge2 において重い準粒子バンドが観測された X − Γ方向においても Ge 4p軌道の寄与が
大きいことが示され、CeNi2Ge2 の異方的 c f 混成効果は主に Ge 4p軌道と Ce 4 f 軌道に由来することが
明らかとなった。これらの異方的 c f 混成効果は、Ce 4 f 結晶場基底状態が Σ-type Γ7 対称性であり、そ
の電荷分布が Ge原子の方向に伸びていることにより説明できる。以上の結果は、4 f 軌道対称性が異方
的 c f 混成効果に大きな影響を与えることを示しており、主な混成相手である Geサイトの電子構造を制
御することにより、新奇物性の開拓につながる可能性を示唆している。

4 おわりに
本稿では光電子分光、及び X線吸収分光の基礎から出発して、放射光のエネルギー及び偏光可変特性
を利用した電子分光手法について紹介した。特に直線偏光、及び円偏光依存性の測定から強相関電子物性
の根幹をなす電荷・スピン・軌道自由度の情報を抽出できることを示した。強相関 Ce化合物の軌道対称
性に関する研究例で紹介した様に、PESと XASの偏光依存性を組み合わせることにより、様々な物質の
特異物性の起源に迫ることができるため、きっと皆様の“謎解き”の手助けになるはずである。現在、日
本には多くの放射光施設があり、各施設の特徴を利用した最先端の電子状態研究が可能である。その多く
は共同利用装置を用いて実験するため、今はまだ放射光実験をされたことが無い方々も、是非今後の研究
にご活用して頂ければと思う。その際に本稿が少しでもお役に立てれば幸いである。
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共鳴 X線散乱の基礎から、X線イメージング等の最先端の研究例
東北大学 石井祐太

1 序論

物質中の電子には、電荷とスピン、軌道の自由度があり、これらが複雑に結合することで多彩な物理が

生じる。共鳴 X線散乱は、これらの物理量の秩序状態に対する直接的な測定手法であり、物質中の電荷・
軌道秩序や磁気秩序、更に高次の多極子秩序まで、観測できる。また、共鳴 X線散乱と光学遷移が同じで
ある X線磁気円二色性 (XMCD : X-ray magnetic circular dichroism)や X線線二色性 (XLD : X-ray linear
dichroism)も、磁性体等の研究に精力的に用いられている。

共鳴 X線散乱の実験は 1990年頃に Gibbsらにより実証され [1]、それ以降、多くの物質研究に使われ
てきた。一方で、近年では、X線イメージングや時分割計測といった測定技術に、共鳴 X線散乱を応用
する試みも活発に行われている。例えば、共鳴 X 線散乱と実空間イメージングを磁性体に適用すれば、
試料中の非周期的な磁気構造が、より鮮明に可視化できる。これは、結晶中のほとんど平均構造を観測す

る通常の回折実験とは大きく異なり、実際のデバイス材料等への応用研究の道も広がる。このような背景

を踏まえて、本解説では共鳴 X線散乱の原理から典型的な磁気秩序観測の例 (第二章)、実空間イメージ
ングや時分割計測の基礎事項と最近の応用例 (第三章)を記述した。

2 共鳴 X線散乱

2.1 共鳴 X線散乱の概要

図 2.1 遷移金属元素の L2,3 吸収端における共
鳴 X線散乱の概要。

共鳴 X 線散乱は、X 線誘起による電子の軌道遷
移を利用した回折・散乱手法である。例として、遷

移金属元素の L2,3 吸収端に対する共鳴 X 線散乱
を考えよう (図 2.1)。3d 元素の L2,3 吸収端は、内

殻 2p 軌道から外殻 3d 軌道への遷移に対応する。
2p 軌道は、スピン軌道相互作用により 2p j=3/2 と

2p j=1/2 状態に分裂し、2p j=3/2 状態⇔ 3d軌道が L3

端、2p j=1/2 状態 ⇔ 3d 軌道が L2 端である。例え

ば Feの場合、L2,3 吸収端に対応するエネルギーは、

L3 端が約 710 eV、L2 端が約 720 eVである。この
L2,3 端に相当するエネルギーを持つ X 線を物質に
入射すると、内殻 2p 軌道の電子が 3d ホール軌道
へ遷移され、中間状態が励起される。その後、遷移

した電子が 2p軌道に戻る過程で、入射 X線と同じ
エネルギーの X線が放出される。3d 軌道の電荷や
スピン、軌道状態に応じてこの電子遷移確率も変化
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表 2.1 主な X線吸収端における電子遷移 [2]。E1 遷移や E2 遷移に関しては、文中を参照。

Element Edge Transition Energy Range (keV) Resonance Strength

3d K E1 : 1s→ 4p 5 - 9 Weak
E2 : 1s→ 3d

3d L1 E2 : 2s→ 3d 0.5-1.2 Weak
3d L2,3 E1 : 2p→ 3d 0.4-1.0 Strong
4d L2,3 E1 : 2p→ 4d 3.0-3.5 Strong
5d L2,3 E1 : 2p→ 5d 5.8-14.0 Strong
4 f K E1 : 1s→ 4p 40-63 Weak
4 f L1 E2 : 2s→ 5d 6.5-11.0 Weak
4 f L2,3 E1 : 2p→ 5d 6.0-10.0 Medium

E2 : 2p→ 4 f
4 f M1 E1 : 3s→ 5p 1.4-2.5 Weak
4 f M4,5 E1 : 3d → 4 f 0.9-1.6 Strong
5 f M4,5 E1 : 3d → 5 f 3.3-3.9 Strong

するため、放出される X線強度や偏光も 3d軌道の電子状態に依存する。それぞれの原子から放出された
X線は、通常の X線回折と同様に干渉し合い、逆空間上に回折ピークが生じる。この回折強度を観測す
れば、3d電子状態の秩序状態にアプローチすることが可能である。

共鳴 X線散乱の特徴として、特定の軌道の電子状態のみを観測する軌道選択的な実験や、ある元素の
情報だけを抽出する元素選択的測定が可能なことが挙げられる。表 2.1は、主な X線吸収端における電
子遷移を示している*1。更に、散乱強度は吸収端近傍で発散的に増大するため、通常の X線測定では観
測されないような、微弱な信号も観測可能量になる。

2.2 X線回折

さて、共鳴 X 線散乱の詳細に立ち入る前に、通常の X 線回折を復習しよう。X 線が物質に入射する
と、物質中の電子との相互作用により X線が散乱される。今、入射 X線と散乱 X線を波数 kと k′ を持
つ平面波であると仮定する。X線の偏光やエネルギー等に依存する項を無視すれば、電子密度 ρ(r)の試
料に X線が入射し、試料から十分離れた位置にある検出器に到達する X線の波動場 (散乱振幅と呼ばれ
る)は、以下の式で表される*2*3。

F(q) =
∫

ρ(r) exp(−iq · r)d3r (2.1)

*1 後述するが、E1 遷移は軌道角運動量の変化量が ∆L = ±1、E2 遷移は軌道角運動量の変化量が ∆L = ±2の電子遷移過程であ
る。表 2.1には、軌道角運動量が増加する場合のみ記している。通常、軌道角運動量が増加する遷移の方が、減少する遷移
に比べて、強いことが知られている。

*2 このような散乱は、Thomson散乱と呼ばれる。
*3 式 (2.1)中の expの中の符号は、教科書によってまちまちであるが、本来は X線の平面波と散乱ベクトル qの定義から一意
に決定されるはずである。入射 X線と散乱 X線を平面波とし、その電場の位相部分をそれぞれ exp(ik · R)、exp(ik′ · R) (こ
こで、Rは位置ベクトル)とすると、R = 0と R = rに位置する 2つの電子に散乱される X線は、ik · r− ik′ · rだけ位相差が
生まれる。(つまり、R = rに入射する X線は、R = 0に入射する X線に対して、位相が k · r分だけ進むのに対し、散乱 X
線は k′ · rだけ位相が遅れる。)従って、散乱ベクトルを q = k′ − kと定義すれば、式 (2.1)中の expの中の位相因子には、
マイナスの符号がつく。
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ここで、q := k′ − k は散乱ベクトルと呼ばれ、逆空間*4の座標を担う。また、検出器で観測される強度

は、散乱振幅の絶対値の 2乗であり、

I(q) = |F(q)|2 (2.2)

と書ける。式 (2.1)、(2.2)を見れば分かるとおり、X線散乱強度は、ρ(r)のフーリエ変換の絶対値の 2乗
である。

今、物質を離散的な原子の集まりだと見做せば、散乱振幅は、以下のように書き直せる*5。

F(q) =
∑

j

fT, j(q) exp(−iq · r j) (2.3)

fT, j(q) =
∫

atom
ρ j(r) exp(−iq · r)d3r (2.4)

ここで、r j は j番目の原子位置を表す。 fT, j(q)は原子散乱因子と呼ばれ、 j番目の原子の電子密度 ρ j(r)
のフーリエ変換であり、

∫
atom は、 j番目の原子内での空間積分である。従って、 fT, j(q)は原子 1つに着

目したオンサイトの項であり、原子の周期的配列には関係が無い。

2.3 共鳴 X線散乱における原子散乱因子

次に、共鳴 X線散乱について記述しよう。共鳴 X線散乱の散乱強度の導出に対しては、既に優れた解
説書や教科書がいくつか存在する [3–6]。かなり煩雑な計算を伴うため、詳細はそれらの解説書に譲ると
して、ここではその外観を俯瞰しよう。節 2.1で述べたように、共鳴 X線散乱は、X線によって誘起さ
れる軌道間電子遷移を介した散乱現象である。遷移金属元素の L2,3 端の場合には、2p軌道から 3d 軌道
へ遷移した電子が、再び 2p軌道に戻る過程に対応する。電子遷移における始状態と中間状態をそれぞれ
|a⟩、|b⟩とすれば、この遷移確率 wは 2次摂動で表され、Fermiの黄金律より、

freso ∝ w =
2π
ℏ

∣∣∣∣∣∣∣∑b

⟨a|H′†|b⟩ ⟨b|H′|a⟩
Ea − Eb

∣∣∣∣∣∣∣
2

δ(Ea − Eb) (2.5)

と書ける。散乱能である原子散乱因子 freso はこの遷移確率に比例する。ここで、Ea(b) はそれぞれの状態

のエネルギーである。H′ は X線と電子間に働く光子-電子相互作用であり、共鳴 X線散乱に寄与するの
は、電磁場中の電子のハミルトニアンのうち、電子の運動量演算子 pと電磁場のベクトルポテンシャル
Aを用いて、H′ ∝ ∑

i A(ri) · pi *6の項である。iは電子にラベリングされた番号であり、ri は i番目の電
子の座標である。

さて、ベクトルポテンシャルは、

A(r) =
∑

k

√
2πℏc2

Vωk

[
εak exp(ik · r) + ε∗a†k exp(−ik · r)

]
(2.6)

と書けることが知られている*7。ここで、ak(a†k) は、波数ベクトル k を持つ光子を 1 つ消滅 (生成)
する演算子、ωk は光子の角周波数、ε は X 線の偏光を表すベクトルである。従って、式 (2.5) 中の

*4 逆格子空間とも呼ばれる。
*5 ここでは振動デバイワラー因子等は無視している。
*6 X線の作る電磁場中の電子の運動エネルギーは 1

2m

(
p − e

c A
)2
である。この式を展開することで、A · pの項が得られる。ク

ローンゲージを採用すれば、∇ ·A = 0であり、(p ·A) = (A · p)である。また、p2 の項は電磁場がない場合の電子の運動エネ

ルギーに相当する。 e2

c2 A2 の項は、本解説記事では記述を省いているが、主に 1次摂動に寄与し、Thomson散乱に対応する。
*7 本記事は、cgsガウス単位系で記述している。
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⟨a|H′†|b⟩ ⟨b|H′|a⟩ = ⟨a|∑ j(A · p)†|b⟩ ⟨b|∑i A · p|a⟩で記述されるのは、1光子の吸収と生成過程である。式
(2.6)を用いれば、

⟨a|
∑

j

(A · p)†|b⟩ ⟨b|
∑

i

A · p|a⟩ ≃ 2πℏc2

Vωk
⟨a|ε′∗ ·

∑
j

exp(−ik′ · r j)p∗j |b⟩ ⟨b|ε ·
∑

i

exp(ik · ri)pi|a⟩ (2.7)

≃ ⟨a|ε′∗ ·
∑

j

(1 − ik′ · r j)p∗j |b⟩ ⟨b|ε ·
∑

i

(1 + ik · r j)pi|a⟩ (2.8)

= im
(Eb − Ea)
ℏ

⟨a|ε′∗ ·
∑

j

r j(1 −
i
2

k′ · r j)|b⟩ ⟨a|ε ·
∑

i

ri(1 +
i
2

k · r j)|b⟩

(2.9)

となる。2番目の等式では、exp(ik · r) = 1 + ik · r + · · · を用いて、共鳴 X線散乱の主要項として、テイ
ラー展開の第 2 項目までを取り入れた。最後の等式では、電子系のハミルトニアン H = p2

2m + V に対し
て、pと rが [H, r] = −i ℏm pの関係を満たすことを利用している。

この遷移過程は、1 つの原子におけるオンサイトの話である。従って、X 線回折における散乱振幅の
中で、原子散乱因子が変更を受け、その値は式 (2.9) に比例するはずである。係数等の詳しい導出は文
献 [3–6]を確認してもらいたいが、実際の原子散乱因子は以下の式で表される。

freso = −
e2

c2

∑
b

(Eb − Ea)3

ℏ3ωk

∑
α,β

ε′∗α εβ
∑
γδ

⟨a|∑i ri,α − i
2 ri,αri,γk′γ|b⟩ ⟨b|

∑
j r j,β +

i
2 r j,βr j,δkδ|a⟩

Eb − Ea + ℏωk + iΓ/2
(2.10)

ここで、α, β, γ, δは x, y, z成分を表しており、εβ(ε′α)は入射 (散乱)X線の偏光を表すベクトル成分、kδ(k′γ)
は入射 (散乱)X線の波数ベクトル成分である。また、ℏωk は X線のエネルギー、Γは中間状態の寿命に
対応したエネルギー幅である。式 (2.10)を見ると分かるとおり、電子遷移間のエネルギー差 (Eb − Ea)に
X線のエネルギー (ℏωk)が近づくと原子散乱因子が発散的に増大することが分かる。

次に、電気双極子、電気四極子を表す演算子 R̂α と Q̂αβ を以下のように定義する。

R̂α :=
∑

i

ri,α, Q̂αβ :=
∑

i

riαriβ (2.11)

すると、原子散乱因子は電気双極子と電気四極子を通した成分に分けることができる。それぞれ、E1遷
移と E2遷移と呼ばれ*8、E1遷移は

f E1
reso = −

e2

c2

∑
b

(Eb − Ea)3

ℏ3ω

∑
α,β

ε′∗α εβFαβ (2.12)

Fαβ =
⟨a|R̂α|b⟩ ⟨b|R̂β|a⟩

Eb − Ea + ℏωk + iΓ/2
(2.13)

であり、E2遷移は、

f E2
reso = −

e2

c2

∑
b

(Eb − Ea)3

ℏ3ω

∑
α,β,γ,δ

ε′∗α εβGαγ,βδ (2.14)

Gαγ,βδ =
1
4

⟨a|Q̂αγk′γ|b⟩ ⟨b|Q̂βδkδ|a⟩
Eb − Ea + ℏωk + iΓ/2

(2.15)

*8 E1遷移と E2遷移は、どちらも電気的な遷移である。実は、共鳴 X線散乱の中には、磁気的な遷移も存在する。本記事では
説明を省いたが、式 (2.5)中の H′ の中にスピン軌道相互作用も取り入れると、磁気的なM1遷移が導かれる [7]。
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である。更に、式 (2.10)には E1遷移と E2遷移の干渉項 (E1E2遷移)も存在する。すなわち、R̂α で中間

状態に遷移し、Q̂αβ で始状態に戻る (もしくはその逆)過程である。これは、

f E1E2
reso = −

e2

c2

∑
b

(Eb − Ea)3

ℏ3ω

∑
α,β

ε′∗α εβ
∑
γδ

i
2

 ⟨a|R̂α|b⟩ ⟨b|Q̂βδkδ|a⟩
Eb − Ea + ℏωk + iΓ/2

−
⟨a|Q̂αγk′γ|b⟩ ⟨b|R̂β|a⟩

Eb − Ea + ℏωk + iΓ/2

 (2.16)

と書ける。

E1遷移では、⟨a|R̂α|b⟩という項が含まれる。電気双極子演算子 R̂α は奇関数であるため、⟨a|R̂α|b⟩がゼ
ロで無い値を持つためには、|a⟩と |b⟩は異なるパリティを持つ必要がある。これは E1遷移の選択則を与
えるものであり、|a⟩と |b⟩の軌道角運動量 Lが 1つ異なる必要がある (∆L = ±1)。3d 元素の L2,3 端にお

いて、2pから 3d 軌道への電子遷移がこれに該当し、希土類元素の L2,3 端の場合では、2pから 5d 軌道
への遷移である。同様に E2遷移では、電気四極子演算子 Q̂α,β が偶関数であるため、|a⟩と |b⟩は同じパ
リティを持つ必要があり、軌道角運動量は 2つ異なる必要がある (∆L = ±2)。例えば、希土類元素の L2,3

端の場合、2pから 4 f 軌道への遷移に該当する。

E1E2遷移における ⟨a|R̂α|b⟩ ⟨b|Q̂βδkδ|a⟩では、半分は ∆L = ±1、もう半分は ∆L = ±2が求められ、一
見そのような中間状態 |b⟩は存在しないように思える。これは系の空間反転対称性が破れ、例えば 4 f 軌
道と 5d 軌道というパリティが異なる軌道間で混成が生じ、新たな中間状態を形成可能な場合に有限の値
となる。

2.4 E1遷移

この節では、3d電子系に対する E1遷移に着目し、その詳細を見ていこう。実際に、E1遷移に比べて、
E2遷移や E1E2遷移の強度は通常弱いことが知られている。また、3d遷移金属元素の L2,3 吸収端に寄与

するのは、この波長領域では長波長近似がよく成り立つため、E1遷移のみである (表 2.1)。

2.4.1 E1遷移の原子散乱因子

Hannon [7, 8]らによれば、E1遷移における原子散乱因子は、更に以下の 3つの成分に分解できる。

f E1
reso ∝ fiso + fcirc + flin (2.17)

fiso = −(ε′∗ · ε)(F1
−1 + F1

1) (2.18)

fcirc = −i(ε′∗ × ε) · m̂(F1
−1 − F1

1) (2.19)

flin = −(ε′∗ · m̂)(ε · m̂)(2F1
0 − F1

−1 − F1
1) (2.20)

ここで、m̂はある原子の量子化軸方向の単位ベクトルであり、原子が磁気モーメント等の異方性を持っ
ている場合はその方向になる。また、F1

q (q = 0,±1)は、

F1
±1 =

∑
b

| ⟨a|R̂±1|b⟩ |2
Eb − Ea + ℏωk + iΓ/2

(2.21)

F1
0 =

∑
b

| ⟨a|R̂0|b⟩ |2
Eb − Ea + ℏωk + iΓ/2

(2.22)

と定義され、Rq は

R̂0 := R̂z, R̂±1 :=
∓1
√

2
(R̂x ± iR̂y) (2.23)
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である。以上の式の導出は節 2.4.3で行うとして、ここでは E1遷移における fiso、 fcirc、 flin の概要をそ
れぞれ記そう。

まず、fiso は m̂に依存しない等方的なスカラー成分であり、異常分散項として知られる。すなわち、式
(2.4)の fT, j 以外に X線のエネルギーに依存する項が原子散乱因子に付け加わり、 f = f0 + f ′ + i f ′′ の形
で書くことができる。この時に、 f0 = fT であり、 f ′ + i f ′′ の項が fiso に対応する。

fcirc は、mの 1次に比例する、純粋な磁気散乱を与える。すぐに示すが、始状態 |a⟩と終状態 |b⟩の磁気
量子数を Mと M′ とすれば、式 (2.19)中の (F1

−1 −F1
1)の項は、M′ = M−1の電子遷移過程と M′ = M+1

の電子遷移過程の差を見ていることに相当する (∆M = ±1)。この磁気量子数が変化する原因は、X線の
円偏光成分のヘリシティである*9。すなわち、磁気モーメント方向に進行する X線の、左右円偏光に対
する散乱の差を観測していることに相当する。

flin は、mの 2次に比例する項であり、時間反転対称性は保たれている。これは、主に周囲の結晶場や
そのイオンの電荷分布の異方性 (四極子)を起源とするものである。また、磁気モーメントが生じている
場合にも、その 2次の効果として現れる。式 (2.20)を見ると分かるとおり、 flin は、磁気量子数の変化が
0の場合 (M′ = M)と ±1の場合 (M′ = M ± 1)の散乱の差を観測していることに相当する。

2.4.2 F1
−1 − F1

1 が有限になる理由

fcirc 項において、なぜ磁気モーメント対して左右円偏光の散乱に差が生じるのかを、説明しよう。そ

のためには、F1
±1 の中にある | ⟨b|R̂±1|a⟩ |2 を考える必要がある。今、簡単のため、結晶場等の効果を無視

し、始状態と終状態が 1つの量子数で表せると仮定する。これを原子モデルと呼ぶ。すなわち、始状態
と終状態の軌道運動量を L(L′)、磁気量子数を M(M′)として、|a⟩ = |LM⟩、|b⟩ = |L′M′⟩とする。すると、
⟨b|R̂q|a⟩ (q = 0,±1)は、

⟨b|R̂q|a⟩ = ⟨L′M′|R̂q|LM⟩ = (−1)L′−M′
(

L′ 1 L
−M′ q M

)
(L′||R||L) (2.24)

と書ける*10。ここで、中括弧はWignerの 3j記号 (もしくは Clebsch-Gordan係数)である。(L′||R||L)は
還元行列要素と呼ばれ、M や M′ の値に寄らない。Clebsch-Gordan係数の性質から式 (2.24)が値を持つ
のは、

M′ = M + q (2.25)

が成り立つ時である。これは、左右円偏光に対する選択則を与える。すなわち、右円偏光の場合は磁気量

子数の変化量が ∆M = −1、左円偏光の場合は ∆M = +1となる。

F1
−1 − F1

1 が有限になるためには、| ⟨b|R̂±1|a⟩ |2 の値が、q = ±1の場合で異なる値を持てば良いことにな
る。具体例によりそのことを示そう。遷移金属元素の L2 吸収端を考える。この遷移過程は、スピン軌道

相互作用により分裂した 2p j=1/2 状態と 3d 軌道のホールへの遷移である。今、3d 軌道はスピン偏極して
おり、3d 軌道のアップスピン状態 (|↑⟩)に全て電子が埋まり、ダウンスピン状態 (|↓⟩)は空であるような
状況を考えよう。2p j=1/2 状態の縮退した jz = ±1/2の 2つの状態は、スピンも含めた状態 |L,M; sz⟩で表

*9 円偏光 X線は、電子のスピン角運動量に対応するヘリシティ σ = ±1を持つ。従って、円偏光 X線の光子が吸収されて起こ
る電子遷移の磁気量子数の変化は、M′ = M ± σとなる。

*10 節 2.4.3で言及するが、Rq は 1次の球面調和関数と対応づけられ、Wigner-Eckartの定理より式 (2.24)が成り立つ。
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図 2.2 L2 吸収端における遷移過程の概要。係数は Clebsch-Gordan係数を示す。3d軌道のうち、アッ
プスピン状態 (|↑⟩)には全て電子が埋まっていると仮定している。

すと、

| j = 1
2
, jz =

1
2
⟩ =

√
2
3
|1, 1; ↓⟩ −

√
1
3
|1, 0; ↑⟩ (2.26)

| j = 1
2
, jz = −

1
2
⟩ =

√
1
3
|1, 0; ↓⟩ −

√
2
3
|1,−1; ↑⟩ (2.27)

と書ける。3d 軌道のアップスピン状態 (|↑⟩) には全て電子が埋まっているため、遷移に寄与するのは、
式 (2.26) と (2.27) の |↓⟩ が含まれる項のみである*11。従って、これらの状態と 3d ホール軌道の状態
|L′ = 2,M′; s′z⟩間のうち、M′ = M + qを満たす遷移を考えれば良い。それぞれの遷移と、それに対応す
る Clebsch-Gordan係数を図 2.2にまとめた*12。

図 2.2を使えば、| ⟨b|R̂±1|a⟩ |2 は、

| ⟨b|R̂1|a⟩ |2 ∝
√2

3

√
6
15

2

+

√1
3

√
3
15

2

=
1
3

(2.28)

| ⟨b|R̂−1|a⟩ |2 ∝
√2

3

√
1

15

2

+

√1
3

√
3

15

2

=
1

15
(2.29)

*11 Rq には、スピンをひっくり返すような演算子が含まれていないため。
*12 これは正確には Gaunt係数と呼ばれる。
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となり、左右円偏光で散乱振幅に差が生じ、F1
−1 − F1

1 が有限の値を持つことが分かるだろう。もちろん

実際の物質では原子モデルは成り立たない事が多い。また、3d ホール軌道のそれぞれの状態は異なるエ
ネルギー準位を持つであろうから、式 (2.21)の分母も考慮する必要がある。しかしながら、定性的な理
解をする上では、上記のモデルは非常に役に立つ。

2.4.3 fiso, fcirc, flin の導出

最後に、Hannon らの方法 [7, 8] に従い、式 (2.17)∼(2.20) の導出を簡単に記述しよう。対称性の議論
から同様の式の導出を、広島大の松村先生も解説している [3]。そちらも参照してほしい。これらの式の
導出は多少複雑で前提知識がいくつか必要なので、導出に興味が無ければ、式 (2.17)∼(2.20)を認めても
らって、この節を読み飛ばしてもらって構わない。

まず、式 (2.23)の R̂q は、以下の 1次のスカラー球面調和関数に対応づけて定義されている。

Y1,0 =

√
3

4π
z
r
, Y1,±1 = ∓

√
3

8π
x ± iy

r
(2.30)

これを用いて、式 (2.12)、(2.13)における ε · Rは、以下のように書き下せる (付録 A) [8]。

ε · R ∝
∑

q

RqY(e)∗
1,q (k̂) · ε (2.31)

ここで Y(e)
1,q は、ベクトル球面調和関数の 1つであり、スカラー球面調和関数を用いて以下のように定義

される [9]。

Y(e)
L,M =

1
√

L(L + 1)
∇kYL,M(k̂) (2.32)

k̂は、X線の波数ベクトル kの単位ベクトルである。具体的に、1次の球面調和関数に対しては、

Y(e)
1,0 = −

√
3

8π
sin θeθ, Y(e)

1,±1 =

√
3

16π
exp(±iϕ)[∓ cos θeθ − ieϕ] (2.33)

と書ける。ここで、θや ϕは、k̂の方向を指定する極角と方位角である。式 (2.31)に関しては、文献 [8]
にスピン軌道相互作用も含めた場合について記述されているが、本解説記事の付録 Aにも簡単な場合の
証明を記述した。

式 (2.31)を用いれば式 (2.12)、(2.13)における
∑
αβ ε

′∗
α εβ ⟨a|R̂†α|b⟩ ⟨b|R̂β|a⟩の項は、∑

αβ

ε′∗α εβ ⟨a|R̂†α|b⟩ ⟨b|R̂β|a⟩ ∝
∑
q′q

[ε′∗ · Y(e)
1,q′ (k̂

′)][Y(e)∗
1,q (k̂) · ε] ⟨a|R̂†q′ |b⟩ ⟨b|R̂q|a⟩ (2.34)

と書ける。次に、原子モデルを採用すれば、上述したように磁気量子数に対する選択則 M′ = M + qが得
られる。この選択則を用いると、式 (2.34)の ⟨a|R̂†q′ |b⟩ ⟨b|R̂q|a⟩が値を持つのは、q′ = qの時のみである。
従って、 ∑

αβ

ε′∗α εβ ⟨a|R̂†α|b⟩ ⟨b|R̂β|a⟩ ∝
∑

q

[ε′∗ · Y(e)
1,q(k̂′)][Y(e)∗

1,q (k̂) · ε] ⟨a|R̂†q|b⟩ ⟨b|R̂q|a⟩ (2.35)

さて、式 (2.35) において偏光依存性を決めているのは、[ε′∗ · Y(e)
1,q(k̂′)][Y(e)∗

1,q (k̂）· ε] の項である。ここ

で、Y(e)
1,q の z軸 (θや ϕを定義する軸)の方向は、原子の磁気モーメント等の方向を定める量子化軸 ẑJ の

方向に一致する。これは、次のように考えられる。まず、原子の量子化軸は、その原子の全角運動量 Jの
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z軸に一致する。また、電子遷移の始状態と終状態において、常に ∆Jz = qを満たす必要がある (Jz は、J
の z軸成分)。すなわち、q = ±1の場合には、原子の量子化軸に軸が平行な光の左右円偏光成分が散乱に
寄与し、q = 0の場合には、原子の量子化軸に平行な直線偏光成分が寄与する*13。このことは、Y1

q の量

子化軸が、原子の量子化軸と一致する場合を考えれば良いことを意味している。

従って、式 (2.33)を用いれば、少々煩雑な計算の後に、次の式を導くことができる。

[ε′∗ · Y1
±1(k̂′)][Y1∗

±1(k̂) · ε] =
3

16π
(ε′∗ · ε) ∓ i(ε′∗ × ε) · ẑJ − (ε′∗ · ẑJ)(ε · ẑJ) (2.36)

[ε′∗ · Y1
0(k̂′)][Y1∗

0 (k̂) · ε] =
3

8π
(ε′∗ · ẑJ)(ε · ẑJ) (2.37)

前述したように、ẑJ はある原子サイトの量子化軸に相当し、原子サイトに磁気モーメントが存在し異方

性が生じている場合、その方向になる。

式 (2.35)、(2.36)、(2.37)を、式 (2.12), (2.13)に代入すれば、式 (2.17)∼(2.20)が導かれる。

2.5 共鳴 X線磁気散乱

この章では、磁性体中の磁気秩序を E1遷移を利用して観測することを考えることで、共鳴 X線散乱
の雰囲気を掴んでもらいたい。E1遷移の原子散乱因子の式をもう一度示そう。

f E1
reso ∝ fiso + fcirc + flin (2.38)

fiso = −(ε′∗ · ε)(F1
−1 + F1

1) (2.39)

fcirc = −i(ε′∗ × ε) · m̂(F1
−1 − F1

1) (2.40)

flin = −(ε′∗ · m̂)(ε · m̂)(2F1
0 − F1

−1 − F1
1) (2.41)

ここで、m̂が磁気モーメントの単位ベクトルである。磁気モーメントが寄与するのは、 fcirc と flin であ
る。多くの場合、 flin は fcirc に比べて弱いことが知られている。また後に詳細を記述するが、 flin には磁
気モーメントの 2次の項が含まれていることから、 flin 由来の磁気反射は、純粋な磁気反射の 0次と 2次
の位置に現れる。

fcirc と flin には i(ε′∗ × ε) · m̂や、(ε′∗ · m̂)(ε · m̂)という特徴的な偏光依存性が含まれる。電子状態を記
述する複雑な項を含む (F1

−1 − F1
1)や (2F1

0 − F1
−1 − F1

1)には目を瞑り、偏光依存性だけで議論できること
も多い。ここでは、共鳴 X線散乱における偏光依存性を詳しく見ていこう。

2.5.1 偏光のベクトル表現

偏光依存性を計算するためには、X線の偏光をベクトルとして表現することが必要である。ここでは、
入射 X線の偏光を、直交する σと π偏光の 2つを基底として表す。図 2.3に、それぞれの偏光ベクトル
の方向を示す。散乱面に対して垂直方向の偏光が σ、散乱面内にある偏光が πである。これらの偏光ベ

クトルを、以下のように定義する。

εσ :=

10
0

 , επ :=

01
0

 (2.42)

*13 例えば、q = 1の場合には、入射 X線がどんな偏光状態であろうが、散乱 X線の偏光は、原子の量子化軸に軸が平行な左円
偏光成分と反平行な右円偏光成分、垂直な直線偏光成分で構成される。
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図 2.3 X線回折と X線偏光の関係。散乱ベクトル qと ki もしくは k f で貼られる面を散乱面と呼ぶ。
散乱面内の偏光を π偏光、散乱面内に対して垂直方向を σ偏光と呼ぶ。

ここで、3番目の成分は、X線進行方向の次元も表現できるように付け加えた。光は横波であるため、偏
光は進行方向に垂直な面内で考えれば十分である。従って、直交する εσ と επ を用いることで、任意の

偏光ベクトル εを以下のように表現できる。

ε = c1εσ + c2επ =

c1
c2
0

 (2.43)

例えば、入射 X線が σ偏光の場合、c1 = 1、c2 = 0であり、π偏光の場合、c1 = 0、c2 = 1である。左
右円偏光は、σ偏光と位相を ±90度ずらした π偏光の足し合わせで表現できる。従って、左円偏光の場

合、c1 = 1/
√

2、c2 = i/
√

2、右円偏光の場合、c1 = 1/
√

2、c2 = −i/
√

2の係数がつき、その偏光ベクトル
εL(R) は、

εL =
1
√

2

1i
0

 , εR =
1
√

2

 1
−i
0

 (2.44)

である*14。

2.5.2 fcirc の偏光依存性

上記の偏光ベクトルを用いて、 fcirc の偏光依存性 i(ε′ × ε) · m̂を計算しよう。実験配置は図 2.3に示す
ものを考える。入射 X線と散乱 X線の偏光ベクトル ε、ε′ を以下のように定義する。

ε =

c1
c2
0


ε

, ε′ =

c
′
1

c′2
0


ε′

(2.45)

これらのベクトルは、それぞれの X線進行方向が異なるため、異なる基底で表されている。添字の εや

ε′ は、それぞれの座標系で表現されているベクトルであることを表す。座標系 ε′ から座標系 εに変換す

る回転行列 Rεε′ は、

Rεε′ =

1 0 0
0 cos 2θ sin 2θ
0 − sin 2θ cos 2θ

 (2.46)

*14 式 (2.44)の左右円偏光の定義を逆にしても、この後の議論は同様に構成できる。これらの違いは光の進行方向のどちらから
眺めるかで変わる。今回は、試料の気持ちになって X線の進行方向から逆向きに X線を眺めた時に、左 (右)周りに見える
偏光を左 (右)円偏光と定義した。
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と書ける。従って、(ε′∗ × ε)は、

(ε′∗ × ε) = Rεε′

c
′∗
1

c′∗2
0


ε′

×
c1
c2
0


ε

=

1 0 0
0 cos 2θ sin 2θ
0 − sin 2θ cos 2θ


c
′∗
1

c′∗2
0


ε′

×
c1
c2
0


ε

=

 c2c′∗2 sin 2θ
−c1c′∗2 sin 2θ

c2c′∗1 − c1c′∗2 cos 2θ


ε

(2.47)

と書くことができる。

次に、磁気モーメントの単位ベクトル m̂を、図 2.3に示す直交する 3つの基底 (ê1∼3)で表される座標
系 sを使って、以下のように定義する。

m̂ :=

m1
m2
m3


s

(2.48)

添字の sは、座標系 sで表現されているベクトルを表す。座標系 εから、座標系 sへの変換行列 Rsε は、

以下のように表される。

Rsε =

−1 0 0
0 sin θ cos θ
0 cos θ − sin θ

 (2.49)

従って、座標系 sにおける (ε′∗ × ε)は、

Rsε(ε′∗ × ε)ε =

 −c2c′∗2 sin 2θ
(c2c′∗1 − c1c′∗2 ) cos θ
−(c2c′∗1 + c1c′∗2 ) sin θ


s

(2.50)

と表せる。式 (2.50)を用いれば任意の偏光状態に対して、i(ε′∗ × ε) · m̂が計算できる。
最も重要なのは、入射と散乱 X線のそれぞれが、σ偏光と π偏光の 4通りの場合である。4つの散乱

過程を、式 (2.50)を用いて計算し式 (2.40)に代入すれば、原子散乱因子は以下のような形式にまとめら
れる。

−i(ε′∗ × ε) · m̂(F1
−1 − F1

1) =
(

f σ
′σ

circ f π
′σ

circ
f σ
′π

circ f π
′π

circ

)
=

(
0 i(m2 cos θ + m3 sin θ)

−i(m2 cos θ − m3 sin θ) im1 sin 2θ

)
(F1
−1 − F1

1) (2.51)

ここで、 f ε
′ε

circ は、入射 X線と散乱 X線の偏光が、それぞれ εと ε′ の場合の原子散乱因子である。

上記の 4パターン以外の偏光依存性は、 f σ
′σ

circ ∼ f π
′π

circ の 4つの原子散乱因子を用いることで簡単に記述
できる。例えば、右円偏光で入射し、σ偏光の散乱 X線を観測する場合、式 (2.50)において、c1 = 1/

√
2、

c2 = −i/
√

2、c′1 = 1、c′2 = 0より、

−i(ε′∗ × ε)s · m̂ = −i


0

− i√
2

cos θ
i√
2

sin θ


s

·
m1
m2
m3


s

= − 1
√

2
(m2 cos θ − m3 sin θ) (2.52)

従って、この散乱過程の原子散乱因子 f σ
′R

circ は、

f σ
′R

circ = −
i
√

2
f σ
′π

circ =
1
√

2
f σ
′σ

circ −
i
√

2
f σ
′π

circ (2.53)
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と書けることに気づく。同様に、右円偏光で入射し、π 偏光の散乱 X 線を観測する場合、c1 = 1/
√

2、
c2 = −i/

√
2、c′1 = 0、c′2 = 1より、

−i(ε′∗ × ε)s · m̂ = −i


i√
2

sin 2θ
− 1√

2
cos θ

− 1√
2

sin θ


s

·
m1
m2
m3


s

=
1
√

2
[m1 sin 2θ + i(m2 cos θ + m3 sin θ)] (2.54)

従って、この散乱過程の原子散乱因子は、

f π
′R

circ =
1
√

2
f π
′σ

circ −
i
√

2
f π
′π

circ (2.55)

と書ける。

上の例から示唆されるように、任意の偏光状態の入射 X線に対する原子散乱因子 f σ
′(π′)ε は、εを εσ

と επ に分解した時の対応関係と一致する。すなわち、ε = c1εσ + c2επ であるならば、

f ε
′ε = c1 f ε

′σ + c2 f ε
′π (2.56)

が成り立つ。

2.5.3 flin と fiso の偏光依存性

flin の偏光依存性 (ε′∗ · m̂)(ε · m̂)も、 fcirc と同様に計算が可能である。単純な計算のため計算過程は省

くが、入射と散乱 X線のそれぞれが σ偏光と π偏光の 4通りの場合に関して、以下の式で表される。

−(ε′∗ · m̂)(ε · m̂)(2F1
0 − F1

−1 − F1
1) =

(
f σ
′σ

lin f π
′σ

lin
f σ
′π

lin f π
′π

lin

)
=

(
−m2

1 −m1(m3 cos θ − m2 sin θ)
−m1(m3 cos θ + m2 sin θ) m2

3 cos2 θ − m2
2 sin2 θ

)
(2F1

0 − F1
−1 − F1

1)

(2.57)

最後に、 fiso の偏光依存性を計算すると、以下のように表される。

−(ε′∗ · ε)(F1
−1 + F1

1) =
(

f σ
′σ

iso f π
′σ

iso
f σ
′π

iso f π
′π

iso

)
=

(
−1 0
0 − cos 2θ

)
(F1
−1 + F1

1) (2.58)

以上をまとめると、E1遷移では、原子散乱因子の偏光依存性は以下のように記述される。

f E1
reso =

(
f σ
′σ

reso f π
′σ

reso
f σ
′π

reso f π
′π

reso

)
∝

(
−1 0
0 − cos 2θ

)
(F1
−1 + F1

1)

+

(
0 i(m2 cos θ + m3 sin θ)

−i(m2 cos θ − m3 sin θ) im1 sin 2θ

)
(F1
−1 − F1

1)

+

(
−m2

1 −m1(m3 cos θ − m2 sin θ)
−m1(m3 cos θ + m2 sin θ) m2

3 cos2 θ − m2
2 sin2 θ

)
(2F1

0 − F1
−1 − F1

1) (2.59)
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2.5.4 散乱強度の偏光依存性

次に、散乱強度の偏光依存性を考えよう。今、入射 X線と散乱 X線が偏光 ε、ε′ の場合の散乱振幅を

Fε′ε(q)と書けば、式 (2.4)より、

Fε′ε(q) =
∑

j

f ε
′ε

j exp (−iq · r j) (2.60)

と表せられる。散乱強度は、入射 X線が σ偏光と π偏光のそれぞれの場合において、

Iσ(π)(q) = |Fσ′σ(π)|2 + |Fπ′σ(π)|2 (2.61)

となる*15。入射 X線が右円偏光の場合は、原子散乱因子を考えた時と同様に、

IR(q) = |Fσ′R|2 + |Fπ′R|2

=
1
2
|Fσ′σ − iFσ′π|2 + 1

2
|Fπ′σ − iFπ′π|2

=
1
2

(|Fσ′σ|2 + |Fπ′σ|2 + |Fσ′π|2 + |Fπ′π|2) − Im
[
(Fσ′π)∗Fσ′σ + (Fπ′π)∗Fπ′σ

]
(2.62)

と書ける。左円偏光も同様に計算して、

IL(q) =
1
2

(|Fσ′σ|2 + |Fπ′σ|2 + |Fσ′π|2 + |Fπ′π|2) + Im
[
(Fσ′π)∗Fσ′σ + (Fπ′π)∗Fπ′σ

]
(2.63)

以上の計算より、散乱強度は

I(q) =
1
2

(1 + P3)(|Fσ′σ|2 + |Fπ′σ|2)

+
1
2

(1 − P3)(|Fσ′π|2 + |Fπ′π|2)

+ P2Im
[
(Fσ′π)∗Fσ′σ + (Fπ′π)∗Fπ′σ

]
(2.64)

と表せられる。ここで、P2、P3 はストークスパラメータと呼ばれ、光の偏光状態を表すパラメータであ

る。P2 = −1は右円偏光、P2 = +1は左円偏光、P3 = 1は σ偏光、P3 = −1は π偏光を表す。式 (2.64)
は、その導出に原子散乱因子の詳細に触れていないため、全ての散乱過程に対して成り立つ式である。

2.5.5 Sinusoidal磁気構造の観測

共鳴 X線磁気散乱を計算する準備が整ったので、典型的な磁気秩序 [Sin波的 (Sinusoidal)磁気構造と
ヘリカル型磁気構造]に対する偏光依存性を計算し、共鳴 X線磁気散乱によって磁気秩序の観測が可能で
あることを見ていこう。

今、図 2.4に示すような、a軸方向に伝搬ベクトル τ で形成される Sinusoidal磁気構造を考える*16。結

晶の a軸方向を e3 に平行に置き、e2 方向に磁気モーメントが向いていると仮定しよう。それぞれの原子

サイト r j での磁気モーメント m j が、座標系 sにおいて、以下の式で表されるとする。

m j = m0

 0
cos(τ · r j)

0


s

(2.65)

*15 σ偏光と π偏光は互いに直交しているため、Fσ′σ(π) と Fπ′σ(π) の干渉強度は 0である。
*16 伝搬ベクトルは、波数ベクトルと同じ次元を持ち、図 2.4に示す磁気構造に対しては、τ = 2π

a (1/8, 0, 0)である。
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図 2.4 サイン波の形状をした Sinusoidal磁気構造に対する回折実験。磁気モーメントの方向を e2 と
している。結晶構造に対して、a軸方向に 8倍周期の Sinusoidal秩序が形成されると仮定している。

まずは、散乱過程のうち、 fcirc の項を考えよう。それぞれの偏光に対する散乱振幅は、式 (2.51)を用
いれば以下のように計算できる。

Fσ′σ
circ = Fπ′π

circ = 0 (2.66)

Fπ′σ
circ = im0 cos θ

∑
j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.67)

Fσ′π
circ = −im0 cos θ

∑
j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.68)

ここで、∆Fcirc := F1
−1 − F1

1 である。*17散乱強度は、それぞれの偏光に関して、

Iσ
′σ

circ = Iπ
′π

circ = 0 (2.69)

Iπ
′σ

circ = Iσ
′π

circ = m2
0 cos2 θ|∆Fcirc|2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

(2.70)

≃ N2

4
m2

0 cos2 θ|∆Fcirc|2δ[q − (G ± τ )] (2.71)

と書ける。ここで、δ(q) はディラックのデルタ関数であり、G は結晶格子で決まる逆格子ベクトル、N

*17 fcirc = −i(ε′∗ × ε) · m̂(F1
−1 − F1

1)の中で、m̂は磁気モーメントの方向を表す単位ベクトルであり、磁気モーメントの大きさ
を反映しているのは ∆Fcirc := F1

−1 − F1
1 の部分である。従って、厳密には、∆Fcirc も r j に依存して変化する。ここでは、簡

単のため、∆Fcirc を一定として、m̂を磁気モーメントの大きさも含めたベクトルとして見做している。これは、大胆な近似
式であることは注意した方が良い。
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は原子数である。式 (2.70)の jに関する和の計算は、∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j

cos(τ · r j) exp(iq · r j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣12
∑

j

[
exp(iτ · r j) + exp(−iτ · r j)

]
exp(−iq · r j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=
1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j

[
exp(−i(q − τ) · r j) + exp(−i(q + τ) · r j)

]∣∣∣∣∣∣∣∣
2

≃ N2

4
(δ((q − τ) −G) + δ((q + τ) −G) (2.72)

と書ける*18。

さて、図 2.4に示す実験配置には、散乱ベクトル方向を軸に試料を回転するアジマス角度の自由度があ
る (図中の ψ)。散乱強度は磁気モーメントの異方性を反映して、明瞭なアジマス角依存性を示す。磁気
モーメントが e2 軸方向を向いている時を ψ = 0として、アジマス角が ψでの磁気モーメントは以下の式

で表される。

m j =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 ·
 0
m0 cos(τ · r j)

0


s

= m0

− sinψ cos(τ · r j)
cosψ cos(τ · r j)

0


s

(2.73)

従って、それぞれの偏光に対する散乱振幅は以下のように計算できる。

Fσ′σ
circ = 0 (2.74)

Fπ′σ
circ = −im0 cosψ cos θ

∑
j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.75)

Fπ′σ
circ = im0 cosψ cos θ

∑
j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.76)

Fπ′π
circ = im0 sinψ sin 2θ

∑
j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.77)

これらを用いて、それぞれの偏光に対する散乱強度のアジマス角度依存性が計算できる。その様子を図

2.5 に示す。磁気モーメントの異方性を反映して、異方的なアジマス角度依存性が現れることが分かる
だろう。従って、散乱強度のアジマス角依存性を測定することで、磁気モーメントの方向が推定可能に

なる。

次に、磁気モーメントの 2次の項である flin の項について考えよう。図 2.4に示すように、今考えてい
る磁気構造は m2 成分のみを持つ。従って、式 (2.57)より、散乱振幅は π′-πの散乱過程のみ値をもち、以
下のように表される。

Fσ′σ
lin = Fπ′σ

lin = Fσ′π
lin = 0 (2.78)

Fπ′π
lin = −m2

0 sin2 θ
∑

j

cos2(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Flin (2.79)

*18 最後の等式は以下のように導ける。まず、周期的な単位胞 (実格子ベクトル a)を仮定すれば、r j = r j′ +ma (mは単位胞の番号)
と書ける。ここで、j′ は単位胞内の原子の番号である。すると、

∑
j exp[−i(q− τ) · r j] =

∑
m[exp(−i(q− τ) ·ma]

∑
j′ exp[−i(q−

τ) · r j′ ]となる。図 2.4の結晶格子では、 r j′ = (0, 0, 0)として良い。従って、
∑

j exp[−i(q − τ) · r j] =
∑

m[exp(−i(q − τ) · ma]
である。|∑m[exp(−i(q − τ) · ma]|2 はラウエ関数であり、単位胞の数を十分大きく取れば、N2δ((q − τ) −G)とみなすことが
できる。
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図 2.5 各偏光に対する Sinusoidal 磁気構造における散乱強度のアジマス角度依存性。磁気モーメン
トが e2 方向を向いているときを、ψ = 0として定義した。

ここで、∆Flin := 2F1
0 − F1

−1 − F1
1 である。従って、散乱強度は、入射と散乱 X線がどちらも π偏光の場

合のみ値を持ち、

Iπ
′π

lin =
N2

16
m4

0 sin4 θ|∆Flin|2
[
δ(q − (G ± 2τ )) + 2δ(q −G)

]
(2.80)

となる。式 (2.80)は、散乱強度が q = Gと q = G ± 2τ で観測されることを示しており、これは fcirc の

0次と 2次の位置である。

2.5.6 磁気ヘリカルの観測

次に、図 2.6に示すような磁気ヘリカル構造について考えよう。Sinusoidal構造の時と同様に、伝搬ベ
クトルを τ、ヘリカルの伝搬方向を a軸方向とし、a軸方向を散乱ベクトルの方向に向ける。各原子の磁
気モーメントを、以下の式で表そう。

m j = m0

χ sin(τ · r j)
cos(τ · r j)

0


s

(2.81)

ここで、χ := ±1は、ヘリカル構造のヘリシティ (伝搬方向に対するスピンの回転の向き)を表す。

すぐに示すように、入射 X線が円偏光の場合は、 fcirc を通して磁気ヘリカル構造のヘリシティを区別
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図 2.6 ヘリカル磁気構造に対する回折実験。結晶構造に対して、a軸方向に 8倍周期のヘリカル秩序
が形成されると仮定している。

することが可能になる。 fcirc に対して、散乱振幅を計算すれば、

Fσ′σ
circ = 0 (2.82)

Fπ′σ
circ = −im0 cos θ

∑
j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.83)

Fσ′π
circ = im0 cos θ

∑
j

cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.84)

Fπ′π
circ = −iχm0 sin 2θ

∑
j

sin(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Fcirc (2.85)

と書ける。従って、散乱強度は

Iσ
′σ

circ = 0 (2.86)

Iπ
′σ

circ =
N2

4
m2

0 cos2 θ|∆Fcirc|2δ(q − (G ± τ )) (2.87)

Iσ
′π

circ =
N2

4
m2

0 cos2 θ|∆Fcirc|2δ(q − (G ± τ )) (2.88)

Iπ
′π

circ =
N2

4
m2

0 sin2 2θ|∆Fcirc|2δ(q − (G ± τ )) (2.89)

である。これより、入射 X線が直線偏光の場合、散乱強度は磁気構造のヘリシティ χには依存しないこ

とが分かる。

では、入射 X線が左右円偏光の場合はどうであろうか。式 (2.83)と式 (2.85)から、Fπ′σ と Fπ′π には

cos(τ · r j)と sin(τ · r j)の項がそれぞれ含まれており、位相が 90度ずれていることが読み取れる。従っ
て、式 (2.64)の第 3項が有限の値となる。実際に散乱強度を計算をすると、ストークスパラメータ P2 を
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図 2.7 χ = 1のヘリカル磁気構造に対する散乱強度の円偏光依存性。P2 = 1が右円偏光、P2 = −1が
左円偏光を表す。

用いて、

IL(R)
circ =

N2

4
m2

0(cos2 θ +
1
2

sin2 2θ ∓ P2χ cos θ sin 2θ)|∆F1
1 |2δ(q − (G ± τ )) (2.90)

と表される。散乱強度は磁気構造のヘリシティ χや円偏光のヘリシティ P2、逆空間上の点 G ± τ に依存
して変化する。図 2.7に、χ = 1に対して、逆空間上の散乱強度の様子を示した。左右円偏光のそれぞれ
の散乱強度や、q = G ± τ における散乱強度を取得し差分を取ることで、磁気構造のヘリシティが観測可
能になる。

flin 項においては、それぞれの偏光の散乱振幅を計算すれば、

Fσ′σ
lin = −m2

0

∑
j

sin2(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Flin (2.91)

Fπ′σ
lin = χm2

0 sin θ
∑

j

sin(τ · r j) cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Flin (2.92)

Fσ′π
lin = −χm2

0 sin θ
∑

j

sin(τ · r j) cos(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Flin (2.93)

Fπ′π
lin = −m2

0 sin2 θ
∑

j

cos2(τ · r j) exp(−iq · r j)∆Flin (2.94)

となり、散乱強度は、

Iσ
′σ

lin =
N2

16
m4

0|∆Flin|2
[
δ(q − (G ± 2τ )) − 2δ(q −G)

]
(2.95)

Iπ
′σ

lin = Iσ
′π

lin =
N2

16
m4

0 sin2 θ|∆Flin|2δ(q − (G ± 2τ )) (2.96)

Iπ
′π

lin =
N2

16
m4

0 sin4 θ|∆Flin|2
[
δ(q − (G ± 2τ )) + 2δ(q −G)

]
(2.97)

(2.98)

である。この場合も、散乱強度は q = G, G ± 2τ で観測されることが分かる。式 (2.92)や (2.93)を見る
と、その中に磁気ヘリカル構造のヘリシティ χが現れている。このことは、例えば、電荷散乱等と干渉

させることで、 flin を通しても磁気ヘリカル構造のヘリシティ成分が観測され得ることを示している。
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図 2.8 軟 X線を利用した、ヘリカル磁性体 Ba0.5Sr1.5Zn2Fe12O22 のヘリシティ観測 [10]。Fe L3 端 (E
= 710 eV)における共鳴 X線散乱実験である。左図 : Feのヘリカルスピン構造に対する実験配置を示
している。右図 : (a)左右円偏光 X線と (b)直線偏光 X線を用いた際の、(0 0 L)方向の強度プロファ
イル。(0 0 3)に見えるのが基本反射、そこから磁気波数 (τ = (0, 0, 0.5))分だけずれた位置にあるピー
クが磁気反射である。Reprinted figure with permission from [A. M. Mulders et al., Physical Review B,
81, 092405, 2010.] Copyright 2010 by the American Physical Society.

2.5.7 ヘリシティの観測例

最後に、実際に円偏光軟 X線を利用した磁気秩序のヘリシティ観測の例を示そう。図 2.8に示すのは、
ヘリカル磁性体 Ba0.5Sr1.5Zn2Fe12O22 の磁気構造を、軟 X線を用いた Fe L3 端における共鳴 X線散乱で
観測した例である [10]。この物質は、磁気波数 τ = (0, 0, τ)で特徴づけられるヘリカルな磁気構造を有す
る。(図 2.8の挿入図を参照。この実験の温度では、τ = 0.5である。)この物質に、図 2.6と同様の実験配
置で、共鳴 X線散乱を行った実験である。図 2.8(a)(b)に示すのは、(a)左右円偏光 X線と (b)直線偏光 X
線を用いた際の (0 0 L)方向の強度プロファイルであり、q =(0 0 3)にあるピークが基本反射、そこから
磁気波数分だけずれた位置 q = (0 0 3±τ)にあるピークが磁気散乱である。図 2.8(a)を見ると、磁気反射
位置 (0 0 3+τ)では、左円偏光の方が右円偏光に比べて強度が強くなっているが、(0 0 3−τ)ではこの関係
が逆転している。これは、ヘリカル磁気構造のヘリシティを反映した強度差であり、式 (2.90)がよく対
応していることが分かる。一方で、(0 0 3)の基本反射強度は左右円偏光で変わらないことも確認できる。
これは、これまでの計算が示唆する通りトムソン散乱や fiso 項では、左右円偏光での強度差は生じないた

めである。 flin が有意な値を持っており、電荷散乱と磁気散乱が干渉する場合には左右円偏光で強度差が
生じるが、今回の場合にはそれがほとんど強度に寄与していないことが窺える。図 2.8(b)では、入射 X
線の偏光が直線偏光の場合を示している。この時には、磁気反射位置 (0 0 3±τ)のそれぞれの偏光に対す
る強度差は逆転しない。π偏光の方が散乱強度が強い理由は、式 (2.86) ∼ (2.89)に示すように、入射 X線
が π偏光の場合には、磁気散乱強度には σ′-πと π′-πの散乱強度が寄与するが、σ偏光の場合には、π′-σ
の散乱過程のみ寄与するためであると考えられる。基本反射を見てみると、σ偏光の場合が圧倒的に強

い。これは式 (2.58)に示すように、 fiso 項は π偏光の場合に cos 2θに比例するためであると考えられる。
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図 2.9 XMCD測定の概要。(a)透過配置と (b)TEY配置での XMCD測定。(c)(d) TEY配置で取得し
た Ni 30 nm薄膜に対する円偏光 X線の (c)XASスペクトルと (d)XMCDスペクトル。

2.6 XMCD

共鳴 X 線散乱と同様に、磁性体研究に多く使われるのが、X 線磁気円偏光二色性 (XMCD : X-ray
magnetic cular dicroism) である。XMCD では、円偏光の X 線を磁性体に照射し、その吸収率を計測す
る。X線吸収端にて、左右円偏光の X線の吸収スペクトルの差分をとったものが、XMCDスペクトルと
呼ばれる。この XMCD スペクトルが、対象とする元素の磁性状態を反映したものになり、対象となる
磁性体は主に強磁性体である。吸収率の計測には、透過 X線を測定する方法 [図 2.9(a)]以外に、X線吸
収により電子が試料外に放出することで、試料に流れる電流を計測する全電子収量 (Total electron yield :
TEY)法 [図 2.9(b)]や X線吸収により発せられる蛍光を測定する蛍光収量 (Fluorescence yield : FY)法等
がある。

XMCDにおける X線の吸収過程には、共鳴 X線散乱の E1遷移と同じ電子遷移過程を含む。物質の X
線吸収係数を µとしよう。µは、光学理論において、原子散乱因子 f の前方散乱 (k′ = k)成分かつ、偏
光が変化しない (ε′ = ε)成分の虚部に対応し、以下のように表されられる。

µ ∝ Im f (k′ = k, ε′ = ε) (2.99)

共鳴 X線散乱において円偏光 X線を入射する場合、この原子散乱因子は式 (2.17)の f E1
reso の中の、 fiso と

fcirc に対応する。すなわち、

µ ∝ Im( fiso + fcirc) = −Im
[
(ε∗ · ε)(F1

−1 + F1
1) + i(ε∗ × ε) · m̂(F1

−1 − F1
1)

]
(2.100)

である。ちなみに、σ偏光と π偏光の X線を入射し、吸収係数の差を取得する場合は X線線二色性と呼
ばれ、 fiso + flin の虚部に対応する。
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この時の偏光依存性を考えよう。まず、式 (2.100)中の fiso に対応する部分は、ε∗ · ε = 1である。 fcirc

部分は、式 (2.50)において θ = 0とすればよく、図 2.3で示す座標系 sを用いれば、

ε′∗ × ε =
 0
(c2c∗1 − c1c∗2)

0


s

= ik̂P2 (2.101)

と書ける。ここで、k̂は入射 X線の進行方向の単位ベクトルであり、P2 = ±1は、X線の左右円偏光 (ヘ
リシティ)を表すストークスパラメータである。式 (2.101)を見て分かるように、X線が直線偏光の場合
には fcirc 項は消失する。これより、式 (2.100)は、

µ ∝ −Im
[
(F1
−1 + F1

1)
]
− k̂ · m̂P2Im

[
(F1
−1 − F1

1)
]

(2.102)

と表せられる。右円偏光と左円偏光の吸収係数をそれぞれ µ+ と µ− とすれば、XMCDは、左右円偏光の
吸数係数の差 ∆µ = µ+ − µ− に対応し、

∆µ ∝ −2k̂ · m̂Im
[
(F1
−1 − F1

1)
]

(2.103)

と書ける。従って、XMCDでは、X線入射方向の磁気モーメント成分が観測される。通常は、反強磁性
秩序の場合には XMCD 信号が打ち消しあい強度は消えるため、強磁性秩序のみ信号に引っかかる。ま
た、左右円偏光の吸数係数の和 µ0 = (µ+ +µ−)は、X線吸収スペクトル (X-ray absorption spectrum: XAS)
に対応し、

µ0 ∝ −2Im
[
(F1
−1 + F1

1)
]

(2.104)

である。XMCDの具体的な強度は、共鳴 X線散乱の場合と同様に、(F1
−1 − F1

1)を計算する必要がある。
原子モデルを採用すれば、節 2.4.2で示したように、Clebsch-Gordan係数を用いて計算できる。

図 2.9(c)(d)に、Ni薄膜に対する XMCD測定の例を示そう。図 2.9(c)には、Ni L2,3 端周辺での円偏光

X線の XASスペクトルを示している。L2,3 端付近で左右円偏光で吸収率に差があることが読み取れるだ

ろう。これらの差分である XMCD スペクトルを、図 2.9(d) に示す。符号の異なる明瞭なピークが L2,3

端で観測されている*19。

XMCDでは、Sum ruleと呼ばれる便利な公式がある [11–13] *20。これは、XMCDと XASスペクトル
から、電子の軌道モーメントとスピンモーメントの期待値 (⟨Lz⟩と ⟨S z⟩)を導出するものである。3d電子
の L2,3 吸収端の場合に以下の式が導出される。

⟨Lz⟩ =
4
3

nh

∫
L3
∆µ(E)dE +

∫
L2
∆µ(E)dE∫

L3+L2
µ0(E)dE

(2.105)

⟨S z⟩ +
7
2
⟨Tz⟩ = nh

6
∫

L3
∆µ(E)dE − 4

∫
L2
∆µ(E)dE∫

L3+L2
µ0(E)dE

(2.106)

ここで、
∫

L2(3)
· · · dEは、L2(3) 吸収端におけるスペクトルの積分値、nh は 3d軌道ホールの数を表す。⟨Tz⟩

は、双極子演算子 S − 3r(r · S)/r2 の期待値であり、スピンの空間分布の異方性を表している。もし nh の

値を正確に知ることができたならば、少なくとも軌道モーメントは定量的に評価することが可能である。

通常は、nh を求めるのに理論計算に頼ることが多い。また、スピンモーメントを求める際には、⟨Tz⟩項

*19 符号が異なることを理解するためには、節 2.4.2と同様の計算を L3 端 (2p j= 3
2
と 3d軌道間の遷移)に対しても行えば良い。

*20 共鳴 X線散乱には、筆者の知る限り、Sum ruleは存在しないようである。
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を評価する必要がある。⟨Tz⟩項は、多くの強磁性体ではスピン磁気モーメントに比べて小さく、無視され
ることが多い。また、⟨Tz⟩ = 0になるような、入射 X線の角度 54.7◦ (Magic angle)が知られている [14]。
一方で、最近では、⟨Tz⟩項を介することで反強磁性秩序の観測も可能であることが示されている。ある
種の反強磁性秩序においては、その対称性により ⟨S z⟩ = 0にであるにも関わらず、⟨Tz⟩項はマクロに有
限の値として残る。これを利用した、拡張多極子秩序等の観測が行われている [15, 16]。最後に、この
XMCDの Sum ruleは 1電子の波動関数に基づいているが、その適用限界も議論されていることに言及
しておきたい [17, 18]。

3 共鳴 X線散乱や XMCDを利用したイメージング、時分割測定の例

ここまで、共鳴 X線散乱や XMCDの基礎的な事柄を中心に記述した。これらの手法は、実空間イメー
ジングや時分割測定等の X線測定技術と組み合わせることで、多種多様な実験が可能になる。本章では、
特に、ナノメートルからマイクロメートル程度のメゾスコピック領域における秩序状態の可視化が可能な

実空間イメージングや、ダイナミクスを直接観測する時分割 X線測定に関して、基礎的内容から共鳴 X
線散乱を組み合わせた応用例までを記述する。

3.1 X線実空間イメージング

X線イメージング手法には、大きく分けて 2種類存在する。X線のコヒーレンスを利用したコヒーレ
ント X線回折イメージングと、X線を集光し試料を走査する走査型 X線顕微鏡である。ここでは、それ
ぞれのイメージング手法について、その原理と応用例を記述したい。また、主に磁気秩序観測に的を絞っ

て記述するが、電荷秩序や多極子秩序状態の観測に対しても、散乱強度に寄与するならば、原理的に適用

可能である。

3.1.1 コヒーレント X線回折イメージング

X 線のコヒーレンスを用いたコヒーレント X 線回折イメージング (CDI : Coherent X-ray diffraction
imaging)を記述する。この手法は、後述する走査型 X線顕微法に比べて、高空間分解能 (< 10 nm)が望
める手法である。

波である X線の重要な性質として、コヒーレンスという概念がある。コヒーレンスは、X線の位相が
空間的・時間的にどのくらい相関があるかを表すものである。例えば、空間コヒーレンスが良い光は、

ビームサイズ全体に渡って位相が揃った光である。1つの光子を考えるならば、これは光がどのくらいの
平行ビームであるかを表している。これは、ビームが発散的であればあるほど、光の位相は急峻に変化

し、相関が失われていくためである。どのくらいの距離に渡って相関があるかを表す量を、空間コヒーレ

ンス長と呼ぶ。また、時間コヒーレンスが良い光は、時間的に相関がある光を指す。これは光が、どのく

らい単色であるのかに対応している。例えば、単色性の悪い光は、様々な周波数の光の重ね合わせで表さ

れるが、このような光は時間的にほとんど相関を持たない*21。

大学等で使用できる X 線は、空間的にも時間的にもほとんどインコヒーレントであり、その空間コ

*21 量子力学で学ぶ通り、フォトンが 1つだけでも “干渉”は起こる。筆者の理解では、実験室や放射光施設で利用できる X線を
使った散乱実験の場合、ほとんどフォトン 1個の干渉の足し合わせを見ている。これは、実験室や放射光施設で使える X線
は、フォトン間での時間的コヒーレンスが悪く、2つのフォトン間で干渉を起こす頻度が非常に少ないためである。一方で、
SACLA等で利用できる X線レーザーを用いれば、2つのフォトンの相関を利用した実験も可能である。
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図 3.1 (a) CDIの典型的な実験配置。試料にコヒーレントな X線を照射し、後方の散乱強度を 2次元
検出機で取得する。(b)逆空間で観測される散乱強度の例。(i)円開口と (ii)試料外形が円形で内部に
電荷分布をもつ試料に対する、実空間像と、散乱強度の計算値。円開口からは、同心円状の散乱強度
が観測される。(ii)の試料からの散乱強度は、円開口からの散乱 X線と試料内部の電荷分布からの散
乱 X線の干渉強度になる。

ヒーレンス長はビームサイズに比べて遥かに小さい*22。それでも X線回折が起こる理由は、X線の空間
的なコヒーレンスが原子間隔よりも十分に長いためである*23。一方で、放射光施設で利用できる X線の
空間的コヒーレンス長は、µm ∼ mm程度と比較的長い。また、X線自由電子レーザー施設で利用できる
X線レーザーは、空間的・時間的コヒーレンスが非常に高い。このようなコヒーレント光を積極的に用い
ようとする試みが盛んに行われている。その中で、CDIは、X線の空間的コヒーレンスに着目した手法
である。

CDIは、通常、ナノメートルからマイクロメートル程度の非周期な構造を、実空間で可視化する手法を
指す。よく用いられる CDIの実験配置を、図 3.1(a)に示してある。観測したい試料に対して、十分にコ
ヒーレントな X線を入射し、その小角領域 (Γ点近傍)の回折像を 2次元検出機で取得する*24。Thomson
散乱の場合、散乱強度は X線回折と同様に以下のように書ける。

I(q) ∝ |F(q)|2 (3.1)

F(q) =
∫

ρ(r) exp(−iq · r)d3r (3.2)

さて、実際に CDIでどのような回折像が観測されるのかを見ていこう。CDIが対象とする試料の電荷分
布 ρ(r)は、通常の X線回折とは異なり、周期的で無くても良いし、ある有限の大きさを持っていてもよ
い。そのような非周期な電荷分布からの散乱は、ある特定の qで表されるのでは無く、幾つもの qの足
し合わせで表現される。これらの散乱は全て、電荷から生じる Thomson散乱と見做すことができる。例
として、円開口からの散乱を見てみよう。図 3.1(b-i)には、式 (3.1)と (3.2)を利用して計算された円開口

*22 実験室系の X線の空間コヒーレンス長は、経験的に数 100 nm程度と知られている。
*23 電球等から放出される光を、市販の回折格子に当てると回折模様が出てくるのも、これと同じ理由である。
*24 Γ点近傍では無く、通常の Bragg回折点周辺の散乱強度を取得する方法も存在し、Bragg-CDIと呼ばれる。
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図 3.2 電荷散乱と磁気散乱の干渉の例。(a) 実空間像。円形試料の内部に、強磁性磁気ドメイン (磁
区)構造 [m||(r)]と一様な電荷分布 [ρ(r)]がある場合を示している。(b)逆空間上で観測される散乱強
度。(i)直線偏光の場合と (ii)円偏光 X線の場合を示している。直線偏光の場合には試料外形と磁気ド
メイン構造からの散乱強度の和となるが、円偏光の場合にはそれらの強度の干渉強度が加わる。

から生じる散乱強度が示されている。同心円状の散乱強度が、主に中心付近に観測されていることが分

かるだろう*25。また、この円開口の中に非周期的な電荷分布が存在する場合の例を示しているのが、図

3.1(b-ii)である。この試料からの散乱強度は、円開口から生じる同心円上の散乱 X線と、試料内部の電
荷分布から生じる散乱 X線の干渉強度となり、複雑なパターンを描く。

このような、小角領域の散乱強度を取得し、実空間像を再構成するのが CDI と呼ばれる手法である。
一方で、式 (3.1)を見れば分かるとおり、散乱強度は実空間像である電荷分布 ρ(r)のフーリエ変換の絶対
値の二乗であり、単純な関係ではない。言い換えれば、散乱強度の平方根を逆フーリエ変換しても、実空

間像は戻せない。この問題を克服するため、CDIでは通常、後述する位相回復アルゴリズムより実空間
像が求められる。

共鳴 X線散乱を利用した場合には、強度の弱い flin 項を無視すれば、散乱強度に寄与する原子散乱因
子は、Thomson散乱項 fT と共鳴 X線散乱項 fiso + fcirc である。電荷散乱項を fch = fT + fiso、磁気散乱

項を fcirc とすれば、散乱振幅は

F(q) =
∑

j

(
fch, j + fcirc, j

)
exp(−iq · r j) = Fch(q) + Fmag(q) (3.3)

Fch(q) :=
∑

j

fch, j exp(−iq · r j) (3.4)

Fmag(q) :=
∑

j

fcirc, j exp(−iq · r j) (3.5)

と書ける。従って、散乱強度 ICDI は、

ICDI = |Fch(q)|2 + |Fmag(q)|2 + Fch(q)∗Fmag(q) + Fmag(q)∗Fch(q) (3.6)

である。Thomson散乱のみの場合と比べて、電荷散乱と磁気散乱の干渉項が存在する分、状況は複雑で
ある。

電荷散乱と磁気散乱の干渉は、入射 X線の偏光に依存することが知られている [19]。図 3.2に、磁気
ドメイン構造を持つ円形試料からの散乱強度の計算値を示している*26。直線偏光を用いる場合には、小

*25 このような回折は、実際に市販のピンホールに可視光レーザーを照射すると観測できる。
*26 強磁性体中では、通常、図 3.2(a)のような迷路上のドメインが発生する。
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角領域では、式 (3.6)中の電荷散乱と磁気散乱の干渉項はほとんど散乱強度に寄与しない。これは次のよ
うに示せる。Fch の偏光依存性は、式 (2.58)より入射と散乱 X線の偏光が変わらず、

Fch =

(
Fσ′σ

ch 0
0 Fπ′π

ch

)
(3.7)

である*27。Fmag に対しては、式 (2.51)において θ ≃ 0とすれば、ほとんど X線進行方向の磁気モーメン
ト成分 m|| が寄与することが分かる。また、その偏光依存性は

Fmag ≃
(

0 Fπ′σ
mag

Fσ′π
mag 0

)
=

(
0 im||
−im|| 0

)
(F1
−1 − F1

1) (3.8)

となる。従って、電荷散乱と磁気散乱の X線の偏光は直交関係にあり、干渉は起こらず、散乱強度は電
荷散乱と磁気ドメイン構造からくるそれぞれの散乱強度の和となる [図 3.2(b-i)]。よって、磁気転移点前
後で実験を行う等により、電荷散乱強度 |Fch(q)|2 を独立で取得可能であるならば、式 (3.6)との差分を取
ることで磁気散乱強度 |Fmag(q)|2 のみを取得できる。このようにして得られた散乱強度 Isub

CDI は、

Isub
CDI ∝ |Fmag(q)|2 (3.9)

Fmag(q) ∝
∫

m||(r) exp(−iq · r) (3.10)

と表すことができ、CDIで求められる実空間像は m||(r)になる。

円偏光を用いる場合には、電荷散乱と磁気散乱の干渉強度が存在する [図 3.2(b-ii)]。従って、求められ
る実空間像は、m||(r)の他に、異常分散まで含めた電荷散乱項の寄与が入る。この電荷散乱項の実空間像
に対応するものを ρ′(r)と書けば、求められる実空間像は ρ′(r) + m||(r)である。ここから m||(r)を求める
ためには、左右円偏光の依存性を利用すれば良い。すなわち、m||(r)は左右円偏光に対して符号が変わる
のに対して、ρ′(r)は不変であるため、左右円偏光に対する散乱強度から実空間像を取得し、それらを差
し引けば m||(r)が取得できる。

以上の方法を用いれば、小角領域の CDIにより、磁性体の実空間像 m||(r)が求められる。実際に、CDI
を利用した磁気秩序観測の例を図 3.3に示そう。図 3.3には、磁性体 FeGe中に誘起される磁気ヘリカル
格子と磁気スキルミオン格子*28に対する CDIの様子を示している [20]。実験では、FeGe試料に設置さ
れたくま型のピンホールを設置し、試料外形をこちらで決めている [図 3.3(a)(b)]。これは、後に記述す
るオーバーサンプリング条件を満たすためである。図 3.3(c)に示すように、この試料に円偏光 X線を照
射し、その散乱強度を二次元検出器で取得する。実際に得られた散乱強度が、図 3.3(d)(e)に示されるも
のである。それぞれの磁気構造に対応して、ヘリカル磁気秩序状態では対称な位置にある 2点の強い散
乱強度が、スキルミオン格子では 6回対称の散乱強度がそれぞれ観測されている (図中の赤丸で囲った箇
所)。一方で、磁気散乱強度以外に、中心から放射線状に伸びる散乱強度が観測されていることが分かる
だろう。これは、くま型ピンホールに由来する電荷散乱である。少々分かりづらいが、この実験では円偏

光 X線を用いていることから、逆空間上では電荷散乱と磁気散乱の干渉強度が存在しているはずである。
この散乱強度から、後述する位相回復アルゴリズムを用いて、スキルミオン格子の実空間像を取得したの

が、図 3.3(f)である。スキルミオン格子の面直方向の磁気モーメントの実空間像 m||(r)が得られている。

以上の手法により、ナノメートルスケールで磁気構造の実空間像が可視化される様子が分かるだろう。

更に、試料を走査しながら散乱強度を取得し高視野・高空間分解能なイメージングが達成可能なタイコグ

*27 Thomson散乱の偏光依存性は、 fiso と同じ (ε′ · ε)である。
*28 磁気ヘリカル格子は、スピンがヘリカル状に巻いている磁気秩序、磁気スキルミオンはナノメートルスケールの磁気渦構造
である。
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図 3.3 磁気ヘリカル格子と磁気スキルミオン格子に対する CDI 測定 [20]。(a) 試料に設置されたく
ま型のピンホール。(b)実験で使用された FeGe試料。(c)実験配置の概要図。FeGe試料にくま型ピン
ホールを設置し、それに円偏光 X線を照射する。ダイレクトビームは、ビームストッパーでマスクさ
れている。(d)ヘリカル磁気秩序と (e)磁気スキルミオン格子に対する散乱強度。赤丸で囲った部分が
磁気散乱に対応する。中心から放射状に伸びる散乱強度が、くま型ピンホールからのエッジ散乱。(f)
位相回復により得られたスキルミオン格子の実空間像。左右円偏光 X線に対して得られた実空間像の
差分が示してある。図等は、文献 [V. Ukleev, et al., Quantum Beam Science, 2, (2018).]から引用。こ
れらの図は、図番号等が論文のものから若干修正されている。(ライセンス情報は、上記リンクに記載
されている)。

ラフィー測定や、試料を回転しながら散乱強度を取得し 3次元的な構造を可視化するトモグラフィーや
ラミノグラフィー測定が確立されている。次の節からは、得られた散乱強度からどのように実空間像を求

めるかを記述しよう。

3.1.2 オーバーサンプリング

X線回折強度から実空間像を取得する方法を見ていこう。まず考えなければいけないのは、位相問題
である。実験で観測される X線回折強度は、実空間像のフーリエ変換そのものでは無く、その絶対値の
2乗である。従って、散乱振幅には振幅と位相が独立に含まれるが、実験では位相部分の情報が失われ、
振幅のみが観測される。このため、元の実空間像を取得するためには情報量が半分不足してしまう。これ

を位相問題と呼ぶ*29。

このことを更に深く考えよう。実際の実験では、逆空間上の散乱振幅の絶対値 (|F|)を検出器で離散的
に取得するため、得られる実空間像も離散的となる。また、|F|をどのくらいの分解能で取得するかで逆
空間上の分解能が決まり、逆空間上で原点からどれくらい離れたところまで |F|を観測するかで逆空間で

*29 今、散乱振幅と実空間像の成分を並べたベクトル y、xの関係を、簡単に y = Ax (Aは xと yを繋ぐ行列)と書けば、散乱振
幅から実空間像を取得することは、この式の逆問題を解くことと等価になる。位相問題は、yの成分量が xの成分量よりも
少なく、y = Axが劣決定問題となってしまうことを指す。
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図 3.4 実空間画像と逆空間画像の関係。(a) ピクセル数が Nx、Ny の実空間像。(図に示してあるの
は、Nx = Ny = 512の場合。)1ピクセルの長さ (分解能)は δx、δy と定義している。(b) (a)の実空間像
に対応する逆空間上の散乱振幅の絶対値 (|F|)。（実空間画像をフーリエ変換し、絶対値を取ったもの
である。) この時の分解能 (逆空間における 1 ピクセルの “長さ”の値) は、2π/δx、2π/δy となる。(c)
オーバーサンプリングをし、ピクセル数が σx、σy 倍となった散乱振幅画像。(図に示しているのは、
ピクセル数を元の散乱振幅画像の 2倍にした場合。)この時、逆空間の視野は変わらないが、分解能
は 2π/(σxδx)、2π/(σyδy)になる。(d)オーバーサンプリングをした (位相まで含めた)散乱振幅画像を、
逆フーリエ変換した実空間画像。オーバーサンプリングの影響で、ピクセル数が σxNx、σyNy となり、
実空間の視野が σxNxδx、σyNyδy となる。一方で、実空間の分解能は逆空間の視野が変わらないため、
δx、δy のままである。

の観測視野が決まってしまう*30。これに応じて求めることのできる実空間の視野や分解能も変更を受け

る。今、求める実空間像を Nx × Ny のピクセル数からなる 2次元の物体としよう (例を図 3.4(a)に示す)。
実空間の分解能 (1ピクセル毎の長さ)をそれぞれの軸に対して、δx, δy と決めてしまうと、実空間の視野

は Nxδx,Nyδy となる。この物体を離散フーリエ変換したものが、逆空間の散乱振幅になる。図 3.4(b)に、
図 3.4(a)の実空間画像の散乱振幅の絶対値 (|F|)の分布を示す。逆空間の散乱振幅画像のピクセル数は、
実空間と同じ Nx × Ny であるが、逆空間における 1ピクセルの “長さ”の値 (これを逆空間の分解能と呼
ぶ)は 2π/δx, 2π/δy となる*31。従って、逆空間画像の視野は Nx2π/δx,Ny2π/δy となる。

*30 逆空間上の視野は、逆空間をどこまで観測するかを表している。通常の X線回折で言えば、散乱角度 2θ を大きくして、ど
こまで原点から遠い逆空間を取得するかに対応する。

*31 これは、δx を格子定数と読み替えれば、X線回折等で実格子と逆格子を定義した時と、式は全く一緒になる。
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ここで、実空間の 1ピクセル毎の情報量を αとすれば、実空間の情報量は αNxNy と書ける。実空間像

の原子散乱因子が実数 ( f0)で表される場合は α = 1、複素数 ( f0 + i f1)の場合は α = 2である。一方で、
逆空間上では、散乱振幅は複素数であるため、その情報量は 2NxNy である。従って、原子散乱因子が複

素数 (α = 2)の場合には、実空間と逆空間の情報量は一致する。原子散乱因子が実数 (α = 1)の場合には、
一見、情報量が保存されていないように見えるが、この場合、フリーデル則*32より |F(q)| = |F(−q)|が成
り立つ。従って、逆空間の情報量は半分の NxNy となり、やはり実空間と逆空間の情報量は一致する。以

上より、逆空間の情報量は実空間と同じ αNxNy と書ける。

上述したように、回折強度を取得する際には、散乱振幅の位相情報が失われる。従って、実験で観測

できる情報量は αNxNy/2となり、実空間の情報量の半分になってしまう。これを解決する方法が、オー
バーサンプリング法である。これは逆空間において、視野は変えずピクセル数を増やす (分解能を上げる)
ことで、より細かく回折強度を取得 (オーバーサンプリング)することである。今、図 3.4(c)に示すよう
に逆空間上のピクセル数を σx, σy 倍したとしよう。この時、逆空間の視野は変わらないが、ピクセル数

は σxNx, σyNy になる。従って、逆空間で得られる情報量は ασxσyNxNy/2となる。この情報量が実空間
の情報量 αNxNy よりも大きくなるためには、

σxσy ≥ 2 (3.11)

が求められる。式 (3.11)は、オーバーサンプリング条件と呼ばれ、実空間像を取得するための条件であ
る。ちなみに、実空間上では、逆空間の視野 (観測する逆空間の上限)が変わらないため、分解能は変わ
らず δx, δy のままである。一方で、逆空間の分解能が変更されたため、実空間の視野が変更を受けて、

σxNxδx, σyNyδy となる*33。これは図 3.4(d)に示すように、実空間の物体の周りに「情報量が 0」の領域
が追加されたことに他ならない。

実際の実験では、オーバーサンプリング条件はどう考えればよいだろうか。測定試料毎に検出器の分解

能を変更するのはほとんど不可能である。そこで、オーバーサンプリング条件が満たされるように、測定

試料側に X線が照射される領域をピンホール等で制限し、それ以外は X線が照射せず情報量が 0である
と決めてしまう方法がとられる*34。そこで、オーバーサンプリング条件を満たす測定試料サイズを求め

よう。

今、改めて、検出機が正方形であり、一辺のピクセルサイズを ∆d、ピクセル数を Nd とする。∆d は、

実際の検出器のピクセルサイズであり、長さの単位を持っている*35。ピクセル数 Nd は、図 3.4(c) から
Nd = σx(y)Nx(y) に対応する。試料を一辺の長さが ax, ay の長方形とすると、これらの長さは、図 3.4(d)に
示してあるように、

ax(y) = Nx(y)δx(y) =
Nd

σx(y)
δx(y) (3.12)

と書ける。試料の分解能 δx(y) は、Fresnel-Kirchhoffの回折理論と離散的フーリエ変換の式から (詳細は付
録 Bに記述)、X線の波長 (λ)とカメラ長 (z : 試料と検出器の距離)に依存して、

δx(y) =
λz

Nd∆d
(3.13)

*32 原子散乱因子 f が実数の場合、式 (2.3)より、|F(q)| = |F(−q)|が成り立つ。これをフリーデル則と呼ぶ。
*33 フーリエ変換により、実空間の分解能は逆空間の視野に、実空間の視野は逆空間の分解能に結び付けられる。
*34 孤立試料の場合にはピンホール等は必要ないが、その場合でもオーバーサンプリング条件を満たすように試料サイズが決
まってしまう。

*35 例えば、Teledyne Princeton製の CCD PMI2048の場合、∆d = 13.5 µm、Nd = 2048である。
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図 3.5 反復的位相回復アルゴリズムのダイアグラム。実空間拘束条件は ER法を示している。

と表せられる。従って、式 (3.11)より、オーバーサンプリング条件を満たす測定試料のサイズは、

ax(y) =
λz

σx(y)∆d
≤
√

2λz
∆d

(3.14)

となる。実験では、式 (3.14)を満たすように測定試料サイズを決めれば良い。

3.1.3 反復的位相回復アルゴリズム

さて、測定試料のサイズがオーバーサンプリング条件を満たしたとしても、散乱振幅の位相情報は失わ

れたままであり、実空間像を取得するためには失われた位相を回復する必要がある。CDIではそのため
の手法がいくつか開発されている。その 1つが反復的位相回復アルゴリズムである。これは、実空間と
逆空間に拘束条件をかけながら、反復的にフーリエ変換と逆フーリエ変換を行い、実空間像の解を収束さ

せる方法である [図 3.5]。以下には、位相回復アルゴリズムの 1つである、エラーリダクション・アルゴ
リズム (ER)法を紹介する [21]。

• ERアルゴリズム
1. まず初期値として、ρ0(r)を用意する。
2. n番目の実空間像を ρn(r)とし、ρn(r)のフーリエ変換 gn(q)を求める。: gn(q) = F [

ρn(r)
]

3. 逆空間拘束条件として、gn(q)の振幅部分を実験で得られた強度の平方根 |Fobs(q)| =
√

I(q)で
置き換えた g′n(q)を求める。: g′n(q) = gn(q)

|g′n(q)|Fobs(q)
4. g′n(q)を逆フーリエ変換し、ρ′n(r)を求める。: ρ′n(r) = F −1 [

g′n(q)
]

5. 実空間拘束条件として、次の式を用いて、ρn(r)を ρn+1(r)に更新する。

ρn+1(r) =
{
ρ′n(r) r ∈ S
0 r < S

(3.15)

ここで、Sはサポート領域と呼ばれ、X線の照射領域を表す。すなわち、サポート領域内はそ
のまま ρ′n(r)を用いて、サポート領域外は X線が当たっていないため、値を 0とする。

6. 2に戻り、同様の操作を繰り返す。

以上の操作を解が収束するまで反復的に繰り返すことで、位相情報を回復することが可能である。解の

収束の判定は、以下の式で表されるフーリエエラー EF
2
を計算し、最小となるところを探す。

EF
2

n =
1
2

N−2
∑

q

[|gn(q)| − |Fobs(q)|]2 (3.16)
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図 3.6 CDI 実験のシミュレーション計算。(a) シミュレーションに用いた CDI の配置。シミュレー
ションにおいて仮定した条件は図中に記載している。散乱強度は、実空間像のフーリエ変換から求め
た。(b)試料の振幅と位相分布。振幅は 0 ∼ 1の範囲、位相は −π ∼ πの範囲で値をとる実数とした。
(c) HIOアルゴリズムに用いた試料の振幅と位相分布の初期値。(d)HIOアルゴリズムを用いた位相回
復後の試料の振幅と位相分布。ここでは、β = 0.9、試行回数 10000回で解析を行った。

また、ER法は、最小二乗法での最急降下法に対応していることが知られている [22]。すなわち、EF
2

は常に減少する。従って、真の解に辿り着く前に、EF
2
が偽の解の極小値に落ち込んでしまうこともあり

得る。そこで ERの改良版として、Hybrid-input-output(HIO)法も開発された [22]。HIOでは、実空間拘
束条件として、以下の式を用いる。

ρn+1(r) =
{
ρ′n(r) r ∈ S
ρn(r) − βρ′n(r) r < S

(3.17)

ここで、βはフィードバック定数であり、0.5 ∼ 1の値が通常用いられる。すなわち、HIO法では、サポー
ト領域の外においても値を 0とせず、少し値を持たせることで、最急降下による解の落ち込みを防いで
いる。

3.1.4 シミュレーション計算による位相回復

位相回復アルゴリズムを用いたイメージング手法の解析を、シミュレーション計算で示そう。これに

より、CDIの解析で何をするか、雰囲気を掴んでもらいたい。今、図 3.6(b)に示す振幅と位相を独立に
持つ試料を考える。この試料にコヒーレントな平面波である X線を照射し、小角領域の回折強度を 2次
元検出器で測定する [図 3.6(a)]。今、CDIの条件として、X線の波長は λ = 1.59 nm、カメラ長 z = 0.4
m、検出器のピクセル数 Nd = 512、ピクセルサイズは ∆d = 54 µmとした。この実験条件から、式 (3.14)
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図 3.7 走査型顕微法による磁気ドメインや磁気スキルミオン格子の観測 [23]。試料は van der waals
磁性体である Fe3GeTe2である。(a)走査型顕微鏡法の実験配置。X線は、集光素子である Fresnel zone
plate (FZP)で集光され、その 1次光のみ Order sorting aperture (OSA)で切り出す。試料は、X線が透
過できるよう剥片化し、SiNメンブレン上に設置されている。磁場は試料面直方向に印加されている。
(b)磁気ドメイン構造の実空間像。迷路状に見える模様が、磁気モーメントが面直上向きと下向きに向
いているドメインを表している。(c)磁気スキルミオンの実空間像。白い粒々に見える模様が、1つの
スキルミオン構造を表している。これらの図は、文献 [M. T. Birch, et al.,Nature Communications, 13,
3035 (2022).]から引用 (ライセンス情報は、上記リンクに記載されている)。図番号等、若干の修正を
加えている。

を用いれば、オーバーサンプリング条件を満たす測定試料のサイズは、1辺 16.7 µmの正方形以下であれ
ば良いことが分かる。そこで、1辺が 6 µmと 10 µmの 2等辺三角形のサポート領域を試料につける [図
3.6(b)] *36。これは、実験的には測定試料にピンホール等を貼り付ける等で対応する。この試料に対する

小角領域の回折強度は、フーリエ変換を計算することで、図 3.6(a)に示すようなパターンになる。まだ
らな散乱強度や、サポート領域の三角形に対応する若干鋭い線状の回折が見えるだろう。

さて、この回折強度から HIOアルゴリズムを使って、位相回復を行う。まず、振幅と位相の初期値と
して、Nd × Nd のランダムな値を用意する [図 3.6(c)]。式 (3.13)を用いれば、実空間画像の 1ピクセルの
長さは、δx(y) = 23 nmとなる。この画像を初期値として、フィードバック定数 β = 0.9、試行回数 10000
回で HIOアルゴリズムを回した結果を図 3.6(d)に示す。サポート領域内においては、振幅と位相どちら
とも元の画像とほぼ等しい結果が得られていることが分かるだろう。CDIでは、このようにして散乱 X
線の位相回復を行い、実空間像を再構成する。

3.1.5 走査型 X線顕微鏡

CDIの他に、集光 X線を用いたイメージング実験も、主流な手法の 1つである。原理は難しくないた
め、ここでは実験の概要と応用例を簡単に紹介しよう。

集光X線を用いた代表的なイメージング手法は、走査型X線顕微鏡 (SXM : Scanning X-ray microscope)
である。この測定では、X線を集光素子を用いて集光し、その焦点位置に試料を設置する。この状態で、
透過強度を測定しながら測定試料を走査すると、試料上で透過強度のマッピングが得られる。XMCD信
号を測定すれば、これは磁気構造の実空間イメージングになる。また、透過強度の他に、TEY配置によ
り XMCD信号を取得しながら試料を走査する顕微鏡も開発されている (TEY配置については、節 2.6を
参照。)図 3.7に、SXMを用いた二次元磁性体の磁気ドメインや磁気スキルミオンが観測された例を示
す [23]。図 3.7(a)には、この手法の典型的な測定配置が示されている。X線を集光させるためには、レン

*36 サポート領域の形はなるべく低対称である方が、解析の収束が良くなることが知られている。
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ズの役割をする Fresnel zone plate (FZP)や X線ミラーが使われる。FZPでは、いくつかの回折光から、
特定の集光される光だけを切り出す必要があるため、Order sorting aperture (OSA)を、FZPの下流に設置
する必要がある。試料は、X線が透過できるよう剥片化し、SiNメンブレン上に設置されている。実際に
この手法で観測された磁気ドメイン構造と磁気スキルミオン構造を、図 3.7(b)(c)にそれぞれ示す。迷路
上の構造である磁気ドメイン構造や、粒々状の磁気スキルミオンが、実空間で観測されていることが分か

るだろう。走査型 X線顕微鏡における空間分解能は、試料位置での集光サイズで決まり、一般的な FZP
を用いると、50 nm - 100 nm程度になる。従って、CDIと比べると空間分解能はやや劣るが、観測信号が
そのまま実空間像になり、複雑な解析を必要としないため、非常に簡便に測定ができるメリットがある。

3.2 時分割測定

最後に、放射光のパルス X線を利用した時分割計測と共鳴 X線散乱への応用について記述する。放射
光施設では、光速近く加速された電子の塊 (電子バンチ)がシンクロトロンを周回している。この電子バ
ンチが曲げられる際に、その接線方向にパルス X線が照射される。そのパルス幅は、電子バンチの大き
さで決まり、多くの放射光施設では数 10ピコ秒 (ps) ∼100 ps程度である*37。

このパルス X線は、時分割測定に応用できる。時分割測定では、試料に X線以外のレーザーや電流パ
ルス等の外場を印加 (ポンプ)し、その応答を X線で捉える (プローブ)、ポンプ&プローブ測定が一般的
である。この時分割測定を、XMCDや共鳴 X線散乱と組み合わせることで、磁気秩序や多極子秩序等の
外場応答現象を実時間で観測することができるだろう。ここでは、放射光のマルチバンチモードを利用し

たマイクロ波励起のマグノン観測実験を紹介したい。

3.2.1 マルチバンチモードを利用した時分割測定によるマイクロ波励起のマグノン観測

多数の電子バンチがシンクロトロンを周回し、周期的に X線が放出されるモードをマルチバンチモー
ドと呼ぶ [図 3.8(a)]。放射光施設では、X線入射の周波数は 500 MHz程度である。この X線入射の周期
に、同じく周期的に変化する外場を入力すると、ストロボスコピック的な時分割測定が可能になる。これ

により、GHz帯のマイクロ波に励起されたマグノン観測が可能になる。

電磁波を磁性体に照射すると、電磁波の交流磁場とスピンが結合して、マグノンが励起される。強磁

性体中のマグノンのエネルギーは GHz帯に位置し、マイクロ波領域の電磁波でマグノン励起が起こる。
このマグノン励起の様子は、通常マイクロ波の減衰量として測定され、このような測定は強磁性共鳴

(Ferromagnetic Resonance : FMR)と呼ばれる。

一方で、このマイクロ波励起されたマグノンは、時分割の XMCD測定を利用しても観測される。この
測定は XFMR(X-ray Ferromagnetic Resonance)測定と呼ばれ、ここ 10年程の間に幾つかの放射光施設で
確立されてきた。XFMR測定には、FMR測定や、マグノン等の磁気励起観測を得意とする中性子非弾性
散乱等に比べて、幾つかのメリットがある。以下に代表的なものを挙げてみた。

1. 前述した実空間イメージング手法に、容易に組み合わせることが可能である。このことは、薄膜や
デバイス試料における有限の波数を持つマグノンの実空間イメージングに繋がる。

2. 放射光で利用できる X線は高フラックス・高輝度であるため、通常の電気測定ではノイズに埋も
れてしまうような微弱な信号も観測可能になる。また、微小試料に対するマグノン観測にも適用

可能である。

*37 放射光以外では、X線自由電子レーザー (XFEL)を用いれば、パルス幅が数 10フェムト秒の X線が使用可能である。また、
近年では高次高調波を用いたアト秒分光が可能な軟 X線レーザーの開発も行われている。
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図 3.8 (a) XFMR 実験のセットアップ。放射光施設では、電子バンチがシンクロトロン内を周回し
ている。複数のバンチが等間隔に並んでいるモードを、マルチバンチモードと呼ぶ。1つの電子バン
チから、1 パルスの X 線が試料に入射される。X 線入射の周波数は fRF ∼ 500 MHz であり、これに
同期した RF信号を利用する。この RF信号を位相変調して Function Generator (FG)にトリガーとし
て入力する。FGからは、周波数 fMW のマイクロ波を位相遅延を行いながら試料に入力する。位相変
調は、別の FGから出力する ∼ kHz帯の信号を用いる。この信号と検出した XMCD信号を Lock-in
Amplifierに入力する。(b)パルス X線の入射とマイクロ波の位相の関係。マイクロ波の位相を遅延す
ることは、X線入射のタイミングにおけるマイクロ波の位相を変えることに対応する。(c)マイクロ波
の位相遅延、位相変調とスピン歳差運動の関係。hAC は、マイクロ波の AC磁場、HDC は外部磁場、m
は磁気モーメントを表す。

3. XMCDや共鳴 X線散乱と組み合わせることで、様々な物理量を観測できる可能性を秘めている。
例えば、節 2.6で見たようにマグノンのスピン成分と軌道成分に分けることが原理的に可能である
し、多極子秩序等の外場に対する高速応答も引っかかるかもしれない。

もちろん、デメリットも存在する。例えば、通常 FMRではマイクロ波は電気的に導入するため、励起で
きるマグノンの波数はマイクロ波電極の大きさで決まってしまい、短波長のマグノンを叩くことは困難で

ある。また時間分解能は、X線のパルス幅や X線入射のジッターで決められてしまい、観測可能な周波
数領域は現状、10 GHz程度に留まっている。それでも、上に挙げたメリットを考えれば、今後のスピト
ロニクスや物性物理に対する、有効な測定手法になり得る。

XFMRによるマグノン観測の典型的な実験配置を、図 3.8(a)に示す。まず必要になるのが、X線入射
のタイミングと完全に同期した放射光高周波 (RF : Radio Frequency)基準信号*38である。この RF基準信
号をマイクロ波を出力するファンクションジェネレータ (FG : Function Generator)にトリガーとして入力
する。FGから出力されるマイクロ波を電気的に試料に印加することで、マイクロ波と X線入射が完全に
同期したことになる。測定では、マイクロ波の位相を RF基準信号に対して徐々に遅延させると、X線入
射とマイクロ波のタイミングがずれるため、それぞれのマイクロ波の位相におけるスピン運動を観測でき

*38 これは蓄積リング中の高周波加速空洞を制御する信号である。
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図 3.9 (a) XFMR測定 [24]の試料周りの概要図。Coplanar waveguide (CPW)にてマイクロ波を電気
的に試料に入力する。マイクロ波の AC磁場は、X線と外部磁場 HDC の両方に対して、垂直方向に印
加される。(b) Pt(10)/Py(Fe-Ni)(30)薄膜における XFMR信号の観測。LCPと RCPは、左円偏光と右
円偏光を表す。(c) XFMR信号の Ni L2,3 周辺でのエネルギースペクトル。遅延時刻を、図 (b)に示し
た t1 と t2 に固定している。(d)ベイズ推定を用いた、それぞれの時刻でのスピンと軌道モーメントの
比に対する事後確率分布。これらの図は、文献 [Y. Ishii, et al., Scientific Reports, 14, 15504 (2024).]か
ら引用 (ライセンス情報は、上記リンクに記載されている)。図番号等、若干の修正を加えている。

る [図 3.8(b)]。マイクロ波の周波数 f が X線入射の周波数 fRF のちょうど整数倍であるならば、検出器

は位相遅延したそれぞれの時刻に対して、ただ積算すれば良い。整数倍でない場合は、検出器側で、X線
をパルス毎に切り分ける操作が必要である。

マイクロ波を試料に印加しながら、透過強度 [もしくは TEY強度 (TEYについては、節 2.6を参照)]を
測定し、XMCD信号を観測する。この XMCD信号は、スピン歳差運動の X線方向の射影成分である [図
3.8(c)]。そのため通常の XMCD信号に比べて、さらに 2桁から 3桁程、弱い信号になる。そこで S/N比
を向上させるため、マイクロ波の位相を数 Hz ∼数 kHzで変調させることが多い。これにより、もしマ
イクロ波に応答している信号があれば、その信号も同様に変調するはずである。検出器で測定された信号

と、マイクロ波の位相変調に用いる信号を Lock in Amplifier (LIA) *39に入力すれば、マイクロ波に応答

している信号を精度良く測定可能になる。更に、この位相変調をマイクロ波の位相が πだけ変化するよ

うに選べば、これはスピンに印加される磁場の反転に相当し、最も大きく XMCD信号が変化することか
ら、より測定精度が上がる。その様子を、図 3.8(c)に示した。ここでは、Lock in amplifierが出力する信
号を、XFMR信号と呼ぶことにする。

*39 LIAを用いたロックイン測定では、入力信号と参照信号を LIAに入力すると、入力信号において参照信号の周波数帯域の成
分のみを抽出し、他のすべての周波数成分を除去する。これにより、非常に高精度な測定が可能になる。
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以上のセットアップのもと、我々が最近行った、 Pt/Fe-Ni (Permalloy : Py)薄膜中に誘起されるマグノ
ンの観測について紹介したい [24]。マイクロ波は、[図 3.9(a)]に示す Coplanar waveguide (CPW)を用い
て電気的に試料に入力する。図 3.9(b)には、マイクロ波の遅延時間に対する Fe L3 端での XFMR信号の
変化を示している。印加したマイクロ波の周波数は f = 4 GHzであるが、マイクロ波の周波数に対応し
て 250 psの周期を持つ振動信号が観測され、更に左右円偏光で位相が πだけずれていることが分かる。

このことは、マイクロ波に応答するスピンの歳差運動を実時間で捉えていることを示している。

さらに、XFMR信号のエネルギースペクトルを取得することで、マグノンを担う電子の電子状態に迫
ることが可能である。Ni L2,3 端周辺の XFMR スペクトルを図 3.9(c) に示す。測定は、遅延時間を固定
して X線のエネルギーを変化させて取得した。通常の XMCD信号と同様に、Ni L2,3 端のそれぞれで逆

符号のピークが観測されていることが分かる。XMCD 測定では、このエネルギースペクトルから、式
(2.105)と (2.106)に記述される XMCD Sum ruleを用いてスピンと軌道モーメント成分に分けることが
可能である。図 3.9(d)にベイズ推定により取得したスピン mS と軌道モーメント mL の比 r = mL/mS の

事後確率分布を示す*40。それぞれの時刻において rを誤差つきで定量的に評価できていることが分かる。
残念ながら、Pyでは軌道角運動量の消失のため、大きな mL のダイナミクスは観測されなかったが、こ

の手法は、磁化ダイナミクス中の軌道モーメントを評価するユニークな手法になり得る。さらに、上述し

た X線イメージング手法と組み合わせることで時分割実空間イメージングが可能になり、有限の波数を
もつマグノンの可視化が可能になる。特に、集光 X線を使った走査型顕微鏡と相性が良く、これと組み
合わせた時分割イメージングが近年では実現している [25]。

最後に、海外のグループによって行われた XFMR 手法と共鳴 X 線散乱を組み合わせたマグノン振
動モードの観測例を紹介しよう。図 3.10 には、ヘキサフェライト Ba2Mg2Fe12O22 に対して行われた

XFMR-共鳴 X線散乱実験*41を示す [26]。この物質は、図 3.10(B)に示されるように、数 GHz帯付近に
2つのマグノン振動モードがあることが FMRの測定から分かっており、低エネルギー側を modeA、高エ
ネルギー側を modeBと名前が付けられている。これらの振動モードは、Ba2Mg2Fe12O22 中の transverse
conical磁気構造 [図 3.10(D)]の何らかのマグノン振動モードに対応すると思われる。そこで、マイクロ波
を入力しながら共鳴 X線散乱実験を行うことで、これらの振動モードの特定が可能になる [図 3.10(A)]。
実験では、XFMR 手法と同様にマイクロ波の位相を遅延しながら共鳴 X 線散乱を観測している。図
3.10(C)は、基本反射位置 (0, 0, 3)と 2つの磁気反射位置 (0, 0, 3 + q1,2)での散乱強度の遅延時間依存性を
示している。縦軸は、入射 X線の直線偏光の傾き ηを示しており、η = 0◦ が σ偏光、η = 90◦ が π偏光

を表す。高周波数側の modeBでは、磁気反射位置において、η = 0◦ と η = 90◦ で強度が消失するサイン
波的な強度変化を示す。一方で modeAでは、η = 130◦ 付近に節を持ち、何かオフセットが足されたよう
な偏光依存性を示している。これらの明瞭な偏光依存性は、それぞれのモードにおいて、ある遅延時間で

の磁気構造を反映しているはずであり、式 (2.51)で説明が可能である*42。図 3.10(D)には、ヘキサフェ
ライト中の transverse conicalの偏光依存性の計算結果が示されている。これにより、modeBは、ヘキサ
フェライトの 2つのコーンの歳差運動の位相がずれるモード (out-of-phase)に対応し、modeAは同位相
の振動モードで実験結果を説明できることが結論づけられている。以上のことは、XFMRと共鳴 X線散
乱を組み合わせることで、mode-sensitiveなマグノンの実時間観測が可能であることを示している。

*40 本研究で用いたベイズ推定解析に関しては、文献 [24]を参照してほしい。
*41 論文中では、DFRM(X-ray detected diffractive ferromagnetic resonance)と呼ばれている。
*42 基本反射 (0, 0, 3)でも、複雑な偏光依存性が見られているが、これは flin 項を通した散乱と思われる。
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図 3.10 [A] DFMR実験の実験セットアップ [26]。[B] FMRで観測された Ba2Mg2Fe12O22 の 2つの
マグノンモード (mode A と mode B)。[C] DFMR 測定によって観測された mode B (上段) と mode
A (下段)の散乱強度の偏光依存性。[D] Transverse conical磁気構造の out-of-phaseモードと in-phase
モードの偏光依存性の計算。これらの図は、文献 [D. M. Burn, et al., Nano Letters, 20, 345 (2020).]か
ら引用 (ライセンス情報は、上記リンクに記載されている)。図番号等、若干の修正を加えている。

4 おわりに

本解説では、共鳴 X線散乱の原理から、その応用としての磁気秩序観測、X線イメージング、さらに
は時分割測定に至るまでの基礎的事項を中心に記述した。共鳴 X線散乱は、その複雑さから定量的な評
価は簡単な場合を除いて難しい。しかし、偏光依存性測定等の適切な測定を行えば、円偏光を用いた磁気

秩序のヘリシティ観測や時分割計測を用いたマグノンモード観測のように、見たい物理量をズバッと観測

できる強みもある。また、ここでは詳細を割愛したが、E2遷移や E1E2遷移を利用することで、散乱に
寄与するより高次の多極子秩序も観測可能である。共鳴 X線散乱を利用した「適切な測定」というのは
観測したい物理量によりもちろん異なるが、ここが研究者としての腕の見せ所だろうか。本解説書の一部

分でも、読者の皆様の今後の研究において一助になれば幸いである。
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付録 A 式 (2.31)の簡単な場合の証明

本文中の式 (2.31)を再度記述する。

ε · R ∝
∑

q

RqY(e)∗
1,q (k̂) · ε (A.1)

ここで Y(e)
1,q は、具体的に、

Y(e)
1,0 = −

√
3

8π
sin θeθ, Y(e)

1,±1 =

√
3

16π
exp(±iϕ)[∓ cos θeθ − ieϕ] (A.2)

と書ける。k̂は、X線の波数ベクトル kの単位ベクトル、θや ϕは、k̂の方向を指定する極角と方位角で
ある。

式 (A.2)を用いれば、式 (A.1)の右辺は、∑
q

RqY(e)∗
1,q (k̂) · ε (A.3)

=

−√
3

8π
R0 sin θeθ +

√
3

16π
R1 exp(−iϕ)(− cos θeθ + ieϕ) +

√
3

16π
R−1 exp(iϕ)(cos θeθ + ieϕ)

 · ε (A.4)

となる。また、3次元極座標の単位ベクトル eθ と eϕ は、直交座標系の単位ベクトル ex、ey、ez を用いて

以下のように表される。

eθ = cos θ cos ϕex + cos θ sin ϕey − sin θez (A.5)
eϕ = − sin ϕex + cos ϕey (A.6)

今、簡単のため、X 線の波数ベクトルの方向を x 軸方向に取ろう。この場合、極座標系の座標は
θ = π/2、ϕ = 0である。これを、式 (A.4)に代入し、更に式 (A.5)と (A.6)を用いれば、

∑
q

RqY(e)∗
1,q (k̂) · ε =

√ 3
8π

R0ez + i

√
3

16π
(R1 + R−1) ey

 · ε (A.7)

と書ける。

式 (2.23)を見れば、Rα (α = x, y, z)は Rq (q = 0,±1)を用いて以下のように書き表せることが分かる。

Rz = R0 (A.8)

Rx =
1
√

2
(R−1 − R1) (A.9)

Ry =
i
√

2
(R−1 + R1) (A.10)

従って、式 (A.12)は、更に以下のように書ける。

∑
q

RqY(e)∗
1,q (k̂) · ε =

√
3

8π

[
Rzez + Ryey

]
· ε (A.11)

69



さて、偏光ベクトル εは、k̂の方向である x軸とは垂直の yz面内に値を持つことが許される。従って、√
3

8π
R · ε =

∑
q

RqY(e)∗
1,q (k̂) · ε (A.12)

となり、式 (A.1)が成り立つ。

付録 B 試料画像と逆空間像の空間分解能の関係

逆空間での散乱振幅は、Fresnel-Kirchhoffの回折理論より、以下の式で表される。

U(x2, y2, z) = A0(x2, y2, z)
"

Sample
u(x1, y1, 0) exp

[
2πi
λz

(x1x2 + y1y2)
]

dx1dy1 (B.1)

A0(x2, y2, z) =
i exp(i 2πz

λ
)

λz
exp

[
−i

2π
λ

(x2
2 + y

2
2)/2z

]
(B.2)

ここで、U(x2, y2, z) は検出器に映る逆空間画像、u(x1, y1, 0) は試料の実空間画像である。z は試料と検
出器の距離、λ は X 線の波長を表す。実空間画像と逆空間画像を離散的なものと見做し、∆x1,∆y1 と

∆x2,∆y2 をそれぞれの画像の分解能と定義すれば、

U(k∆x2, l∆y2, z) = A0

∑
n,m

u(m∆x1, n∆y1, 0) exp
[
2πi
λz

(m∆x1k∆x2 + n∆y1l∆y2)
]

(B.3)

である。実空間と逆空間がどちらも、(M × N)の同じ画素数を持つならば、

U(k, l, z) = A0

∑
n,m

u(m, n, 0) exp
[
2πi
λz

(m∆x1k∆x2 + n∆y1l∆y2)
]

(B.4)

としても同じである。

一方で、実空間像 u(m, n)の離散的フーリエ変換は、

U(k, l)′ =
∑
n,m

u(m, n) exp [2πi(mk/M + nl/N)] (B.5)

と書ける。式 (B.4)と (B.5)を比較すれば、試料画像と逆空間像の空間分解能の関係が以下の通りに書け
る事がわかる。

∆x1 =
λz

M∆x2
(B.6)

∆y1 =
λz

N∆y2
(B.7)
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最新の研究から学ぶ中性子磁気散乱とスピン波
総合科学研究機構 (CROSS) 飯田一樹

1 はじめに
1.1 中性子散乱に関するいくつかの言葉の定義

一般に中性子ビームを用いた実験には、「回折」、「散乱」、「小角散乱」、「反射率」、「イメージング」な
どがある。磁性・超伝導の研究でよく用いられるのは「回折」と「散乱」であり、両者はほぼ同じ原理で
あるため、まとめて「中性子散乱」と呼ばれることが多い。本講義では主に非弾性中性子散乱について解
説するが、中性子回折の内容も一部含んでいる。
中性子散乱といってもいくつかの種類があり、主に次のような分類がある。すなわち、「弾性散乱、非

弾性散乱、準弾性散乱」、「核散乱、磁気散乱」、「干渉性散乱、非干渉性散乱」などにそれぞれ分類される。
これらの分類は独立しているため組み合わせることが出来る。例えば「干渉性磁気非弾性散乱」、「非干渉
性核準弾性散乱」などである。アシンメトリ量子に最も関係するのは、「干渉性磁気非弾性散乱」と思わ
れる。そこで本講義では (非弾性)中性子 (磁気)散乱の基本となる式を説明し、応用例として干渉性磁気
非弾性中性子散乱、つまりスピン波に関する論文をいくつか紹介する。
中性子散乱に関する momentum transferは Q = (H,K, L)と、大文字の Qベクトルで表されることが多
い。このとき、結晶の逆格子点を Gとするとき、Gに関する Brillouin zone内の momentum transferは
q = (h, k, l)と、子文字の qベクトルで表される (Q = G + q)。本講義でもこの定義を使用する。

1.2 本講義の概要

本講義では第 2章で干渉性磁気非弾性散乱 (スピン波による散乱)の基礎について解説する。次に、第
3章から第 5章でスピン波に関する論文をテーマ毎に紹介し、中性子散乱実験によって得られる情報が、
実際の研究ではどのような手順により引き出されているのかについて解説する。
今回は「中性子の学校」ではないので、アシンメトリ量子に関係しそうなスピン波について集中して解

説する。中性子散乱に関する全般については教科書を参照されたい [1–4]。また時間の関係で中性子散乱
装置に関してはほとんど紹介できないので、興味のある方は専門の教科書を参照されたい [5–7]。

2 中性子磁気散乱の基礎
実際の中性子散乱実験では物質に散乱された中性子の数を計測し、中性子散乱強度として取り扱われ

る。中性子散乱強度は、理論的には微分散乱断面積に対応しており、「弾性散乱、非弾性散乱、準弾性散
乱」、「核散乱、磁気散乱」、「干渉性散乱、非干渉性散乱」にかかわらず、それぞれの微分散乱断面積に関
する計算手法が (ほぼ)確立されている。本章では特に干渉性磁気非弾性散乱、つまりスピン波に関する
微分散乱断面積について解説し、スピン波の実験結果を理解するための準備を行う。

73



2.1 非弾性中性子散乱測定の進歩

中性子散乱研究において、研究用原子炉から供給される定常的な中性子ビームを用いる手法が最初に
発達した。非弾性中性子散乱も定常炉に設置されたいわゆる三軸分光器を用いて中性子散乱強度を測定
していた。三軸分光器では 1つの Brillouin zone内 (Q = G + q)に絞った測定がメインであり、Q − ℏω
空間における散乱強度を、Brillouin zoneをまたいで網羅するような測定は苦手であった。実際の三軸分
光器を用いた非弾性中性子散乱実験では Qを固定して、ℏωを変化させることで、エネルギースペクトル
I(ℏω)を得て、分解能を考慮した fittingを行うことで、フォノンやマグノンの分散関係 ℏω (q)を決定して
いた。その後に加速器中性子源の開発が進み、2010年頃に、英国の ISISや米国の SNS、そして J-PARC
が本格的に稼働し、いわゆるチョッパー分光器が非弾性中性子散乱測定の機会が充実してきた。チョッ
パー分光器は幅広い Q − ℏω 空間における中性子散乱強度を一度に測定することを得意とする。そのた
め、複数の Brillouin zoneをまたいだ幅広い Q − ℏω空間で中性子散乱強度 I(Q, ℏω)が観測出来るように
なってきた。その結果、フォノンやマグノンの分散関係だけでなく、Q − ℏω空間において broadな励起
を示す量子スピン液体や非従来型超伝導における測定を効率的に行えるようになり、予想外な振る舞いを
示す励起も逃さず観測できるようになった。最近の非弾性中性子散乱の論文はこのような I(Q, ℏω)のカ
ラーマップが載せられることが多いので、これらを理解するためには散乱強度 (散乱断面積)の理解が特
に重要となってくる。
例として、Gdにおけるスピン波を、三軸分光器とチョッパー分光器、それぞれで測定した研究例を紹

介する。図 1(a)に 1970年に三軸分光器で決定された Gdのスピン波の分散関係を示す [8]。上で述べた
ように、Q を固定してエネルギースペクトルを測定し、スピン波の分散関係 ℏω (q) が決定されている。
一方、図 1(b)に 2022年にチョッパー分光器で測定された Gdのスピン波の I(Q, ℏω)カラーマップを示
す [9]。エネルギースペクトルを fittingするまでもなく、分散関係が見て取れる (実験的な分散関係を決
定するためには、fittingを行う)。さらに Lを変えた異なる Brillouin zoneでは散乱強度が異なることも
分かる。このようにチョッパー分光器を用いれば、大量の I(Q, ℏω)のデータが得られ、より豊富な情報
が得られるようになった。またソフトウェアの進歩により [10]、図 1(c)に示したようにスピン波の中性
子散乱強度も容易に計算できるようになった。このため、現在では Q − ℏω空間における中性子散乱強度
を実験的に得ることは非常に重要となっている。ただし依然として、ある特定の (Q, ℏω) における時間
当たりの入射中性子フラックスはチョッパー分光器より三軸分光器の方が高い。そのため三軸分光器は

(a) (b) (c)

図 1 (a)三軸分光器で決定した Gdのスピン波の分散関係 [8]。(b)チョッパー分光器で測定した Gd
のスピン波 [9]。(c) SpinWソフトウェア [10]を使用して計算した Gdのスピン波 [9]。
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(Q, ℏω)を固定して、中性子散乱強度の温度変化や磁場変化を測定することを得意としており、三軸分光
器はまだまだ現役である。

2.2 中性子微分散乱断面積の一般的な形式

通常、中性子微分散乱断面積 σは立体角 Ωと散乱中性子エネルギー Ef による微分形式

d2σ

dΩdEf
=

1
Φ0

Number of neutrons scattered per second into a solid angle
dΩ with final energy between Ef and Ef + dEf

dΩdEf
=
Φ

Φ0
(1)

で定義される [図 2(a)]。ただし Φ0 は 1秒あたりの入射中性子数である。また Φはある立体角に、ある
エネルギーで散乱された 1秒あたりの中性子数である。Eq. (1)の右辺を見ると、散乱断面積は確率で与
えられることが分かる。したがって、中性子微分散乱断面積は Fermiの黄金律を用いて次のように書き
換えることが出来る。

d2σ

dΩdEf
=

k f

ki

( m
2πℏ2

)2 ∣∣∣∣〈k f , s f

∣∣∣V̂ ∣∣∣ ki, si

〉∣∣∣∣2 δ (ℏω + Es,i − Es, f

)
(2)

ただし、V̂ は系と中性子の間に働くポテンシャル (相互作用)、mは中性子の質量、k f (ki)は散乱後の中
性子波数ベクトル (入射中性子の波数ベクトル)、s f (si) は散乱後の系の状態 (散乱前の系の状態)、Es, f

(Es,i)は散乱後の系のエネルギー (散乱前の系のエネルギー)、E f (Ei)は散乱後の中性子のエネルギー (散
乱前の中性子のエネルギー)、ℏωは energy transfer (ℏω = Es, f − Es,i = Ei − E f = k2

i /2m − k2
f /2m)である。

図 2(b)に示したように momentum transfer Qは Q = ki − k f で定義される、ki と k f で決まる量である。
よって Eq. (2)より、中性子微分散乱断面積 (中性子散乱強度)は Qと ℏωの 4次元空間の量で決まるこ
とが分かる。Qと ℏωは ki、k f から計算できるため、実験的には ki、k f (と 2θ)を決定すればよい。通
常 ki = k f を弾性散乱、ki , k f を非弾性散乱と呼ぶが、基本的に中性子微分散乱断面積は同じ式 (2)より
与えられる。また、ℏω > 0は energy loss過程と呼ばれ、中性子が系にエネルギーを与える過程である。
反対に ℏω < 0は energy gain過程と呼ばれ、系が中性子にエネルギーを与える過程である。一般的に非
弾性中性子散乱実験のデータは energy loss (ℏω > 0)だけを表示することが多い。

図 2 (a)中性子散乱の模式図。(b) ki、k f、Q、2θの関係の模式図。
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上述のように Eq. (2)の右辺は Qと ℏωに関係した量なので

d2σ

dΩdEf
=

k f

ki
S (Q, ℏω) (3)

と書き換えられる。この S (Q, ℏω)は dynamical structure factor (動的構造因子)、または scattering function
(散乱関数)と呼ばれる。磁気散乱の場合、揺動散逸定理を用いると、S (Q, ℏω)はさらに

S (Q, ℏω) =
1

1 − e−ℏω/kBT

1
π (gµB)2 χ

′′(Q, ℏω) (4)

と書き換えることできる。ただし、µB は Bohr magneton である。この χ′′(Q, ℏω) は imaginary part of
general susceptibilityであり、他の物性測定で観測される値と比較することが出来る物理量である。

2.3 中性子の散乱ポテンシャルとスピン系の微分散乱断面積

Eq. (2)の中性子散乱ポテンシャル V̂ として 2種類のポテンシャルがある。1つ目が核ポテンシャル

V̂N(r) =
2πℏ2

m

∑
j

b jδ
(
r − R j

)
(5)

である。ただし、b j は各原子の散乱長である。2つ目が磁気ポテンシャル

V̂M(r) = µ⃗n · (BS + BL) (6)

である。ただし、

µ⃗n = −γµNσ⃗ (7)

BS + BL =
µ0

4π

[
∇ ×

(
µe × R

R3

)
− 2µB

ℏ

ve × R
R3

]
(8)

である。µ⃗n は中性子の磁気モーメント、BS + BL は位置 R において中性子が感じる磁場の大きさであ
る。ただし、γは gyromagnetic ratioと呼ばれる γ = 1.913の値を持つ係数、µN は核 Bohr magneton、σ⃗
は Pauli行列、µ0 は真空の透磁率、µe は電子の磁気双極子モーメント、ve は電子の速度ベクトルである。
Eq. (6) の磁気ポテンシャルは、中性子の持つ磁気モーメント µ⃗n と、系の電子の持つスピンによる磁場
と軌道による磁場の、それぞれの相互作用の和によって決まる。したがって、中性子は核、スピン、軌
道、及びそれらの混成ポテンシャルによって散乱される。以下では特にスピン系による微分散乱断面積に
絞って解説する。

Eq. (2)に Eq. (6)の磁気ポテンシャルを代入し、スピン成分のみを書き下すと、(
d2σ

dΩdEf

)
spin
=

k f

ki
(γr0)2 F2(Q)

×
∑
i, f

∑
a,b

x,y,z∑
α,β

pi

(
δα,β − QαQβ/Q2

) 〈
i
∣∣∣S α

a

∣∣∣ f
〉 〈

f
∣∣∣∣S β

b

∣∣∣∣ i〉 eiQ·(ra−rb)δ
(
ℏω + E f − Ei

)
(9)

となる。F(Q)は magnetic form factor、r0 は電子の古典的半径 (r0 = 2.818 × 10−15 m)、pi は系が initial
stateにいる確率、S α

a は aサイトのスピン演算子の α成分、ra は aサイトの位置ベクトルである。Eq. (9)
は、係数およびエネルギー保存則を除くと、magnetic form factor、polarization factor、Fourier変換した
スピン演算子の遷移確率の積の 3 つの成分からなる。magnetic form factor に関しては次節で述べる。
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polarization factorは散乱ベクトル Q、つまり実験の geometryで決まる量である。Fourier変換したスピ
ン演算子の遷移確率の積は中性子散乱断面積の主要な要素である。この項があるために、非弾性中性子散
乱では、スピン波 (やフォノン)の分散関係だけでなく、散乱強度も含めて実験結果と計算結果を fitting
できるので、スピンハミルトニアンを精度よく決定することが出来る。
次々節で説明するように、スピン波の微分散乱断面積は Eq. (9)から出発して導く事が出来る。また、

Eq. (9)はスピン波等の素励起 (集団励起)だけでなく、孤立系の励起、例えば結晶場励起も計算すること
が出来る。つまり、Eq. (9)は coherent磁気散乱にも incoherent磁気散乱にも対応している、中性子磁気
散乱の出発点となる式である。

2.4 magnetic form factor

Eq. (2) から Eq. (9) へ変換する際、スピン演算子を Fourier 変換している。その結果、Eq. (9) には、
< i|F(Q)S α

a eiQ·ra | f >という項が現れている。磁気モーメントが、図 3(a)のように格子点のみに点電荷の
ように存在しているならば、電子の位置ベクトルの Fourier変換はデルタ関数となり、中性子磁気散乱断
面積に magnetic form factor F(Q)は存在しない。しかしながら実際の電子スピンは図 3(b)のように電子
雲として広がっている。そこで図 3(c)のように、位置ベクトル rを分割して、Rを原子核の位置、原子
核の位置からの相対位置を rd とし、r = R + rd する。さらに不対電子の rd でのスピン密度を sd (rd)と
する。実空間のスピン演算子を S (r)、原子核位置 Rにある全スピン演算子を S (R)とする。この時、ス

図 3 (a) Simple cubicの格子点。(b) Simple cubicの格子点周りの電子雲の模式図。(c) r、R、rd の相
対関係 (r = R + rd)の模式図。(d) Cr3+ の magnetic form factorの 2乗 F2(Q) [11]。ただし、Landéの
g因子を 2として計算している。(e) Simple cubicで k = (0.5, 0.5, 0.5)の磁気伝搬ベクトルを持つ、反
強磁性磁気構造。δ⃗i はある磁性イオンからとなりの磁性イオンへの変位ベクトルである。
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ピン演算子 S (r)を Fourier変換すると、∫
S (r) eiQ·rdr =

∫
sd (rd) eiQ·rd drd

∫
S (R) eiQ·RdR = F(Q)

∫
S (R) eiQ·RdR (10)

となり、magnetic form factor F(Q) =
∫

sd (rd) eiQ·rd drd が現れる。つまり、magnetic form factorは不対電
子の実空間スピン密度を Fourier変換したものであり、磁性イオンの価数によって決まる量である。この
magnetic form factor F(Q)は、d電子の場合、g = 2とすると、

F(Q) = Aexp
[
－ a

( Q
4π

)2]
+ Bexp

[
－ b

( Q
4π

)2]
+Cexp

[
－ c

( Q
4π

)2]
+ D (11)

で近似され、磁性イオンの価数ごとに係数 A、a、B、b、C、c、Dの値が、International Tablesに報告さ
れている ( f 電子も同様に報告されている) [11]。例として、Cr3+ の magnetic form factor の 2 乗である
F2(Q)を図 3(d)に示す。図より明らかなように、magnetic form factor (の 2乗)は Qが大きくなると減衰
する。一方、一般的に非弾性核散乱 (例えば phonon)は Qが大きい方が強くなる。大雑把に言えば、low
Q (もしくは低角)では磁気散乱強度が、high Q (高角)では核散乱強度がそれぞれ支配的である。このた
め、両者が同時に観測される非弾性中性子散乱実験において、シグナルが low Qで強いのか high Qで強
いのかは、両者を区別する上で重要な情報となる。
この magnetic form factorは局在スピン系では、coherent磁気散乱、incoherent磁気散乱にかかわらず、

中性子磁気散乱強度に常に効いてくる。一方で、遍歴電子系の場合は magnetic form factorは Eq. (11)の
ような単純な式で表すことができず、物質毎に異なっている (方向依存性、つまり異方性を持つこともあ
る)。このため、遍歴電子系では magnetic form factor自体が研究対象となる事もある。実際、比較的最近
でも遍歴強磁性体MnSiの magnetic form factorに関する報告がなされている [12]。

2.5 反強磁性スピン波の中性子微分散乱断面積

磁性体において、最もシンプルなスピンハミルトニアンは最近接交換相互作用 J1 のみからなる

H = J1

∑
i, j

Si · S j (12)

で与えられる (J1 < 0が強磁性、J1 > 0が反強磁性)。ここでは図 4(a)のような simple cubicの結晶構造
をもつ反強磁性体 (J1 > 0)を考える。平均場近似によりこのスピンハミルトニアンの磁気基底状態が求

(a) (b)

δ1

δ2

δ3

δ4

δ5

δ6

a

b

c

図 4 (a) Simple cubicの結晶構造。点線が unit cellを表す。δ⃗i (i = 1 ∼ 6)はある磁性イオンからとな
りの磁性イオンへの変位ベクトルである。(b) Simple cubicで k = (0.5, 0.5, 0.5)の磁気伝搬ベクトルを
持つ、反強磁性磁気構造。(a)の結晶構造に比べて unit cellの大きさが各軸ともに 2倍になっている。
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まり、k = (0.5, 0.5, 0.5) の磁気伝搬ベクトルを持つ長距離磁気秩序である [磁気構造は図 4(b) に示した
通りであり、磁気 unit cellは、図 4(a)に示した結晶構造の unit cellと比べて各軸ともに 2倍になってい
る。結晶構造の unit cellと磁気構造の unit cellは大きさが異なるため、磁気反射は核 Braggとは異なる
位置に現れる。核 Bragg位置と磁気反射位置のズレを磁気伝搬ベクトル kと呼ぶ。核反射位置を Gとす
ると、Qmag = G ± kの関係式が成り立ち、原理的には Gから磁気伝搬ベクトル分ズレた全ての位置 (サ
テライト位置)に磁気反射は現れ、その強度は磁気構造因子で決まる。また磁気伝搬ベクトルはスピンの
モーメントの方向とは関係がなく、スピンが c軸を向いている必然性はない。]。一方、素励起であるス
ピン波の分散関係は、多くの場合 Holstein−Primakoff変換を用いて計算される。反強磁性体の Aサイト、
Bサイトの 2つの sublatticeの Holstein−Primakoff変換は一般的に

S x
a =

√
2S
2 (a + a†)

S y
a =

√
2S
2i (a − a†)

S z
a = S − a†a


S x

b =
√

2S
2 (b + b†)

S y
b = −

√
2S
2i (b − b†)

S z
b = −S + b†b

(13)

で与えられ、これらを Eq. (12)に代入して、Fourier変換すると、

H = S J1

∑
q

[
a†qaq + b†qbq + γ

∗ (q) aqb−q + γ (q) a†qb†−q+
]

(14)

となる。ただし、γ (q) = γ∗ (q) r =
∑6

i=1 eiq·⃗δi であり、⃗δi はある磁性イオンからとなりの磁性イオンへの変
位ベクトルである [図 4(a)]。しかしながら Eq. (14)では、演算子 aq や bq がスピン波の固有状態になっ
ていない (aqb−q や a†qb†−q のような項がある)。そこで、いわゆる Bogoliubov変換とその逆変換{

Aq = uqaq + vqb†q
Bq = vqa†q + uqbq

{
aq = uqAq − vqB†q
bq = −vqA†q + uqBq

(15)

を用いる。ただし、u2
q − v2

q = 1の関係式は満たすようにする。この条件の元で、スピンハミルトニアン
を対角化できるような新たな演算子 Aq や Bq を与える、変換係数 uq と vq を求める。この Aq や Bq を用
いることで、Eq. (14)は対角化され、

H =
∑

q

(
ℏωq,1A†qAq + ℏωq,2B†qBq

)
(16)

となる。ただし、実際には Eq. (12)のスピンハミルトニアンを持つ simple cubic反強磁性体の場合、ス
ピン波は縮退しており、ℏωq,1 = ℏωq,2 = ℏωq となる。ここまではスピン波の分散関係を求めただけであ
り、一般的な固体物理学の範囲内である。以下ではスピン波による中性子散乱断面積を求める。
スピン波の散乱断面積を求めるには Eq. (9) に必要な情報を代入すればよい。Magnetic form factor

F(Q)は磁性イオンで決まる量であり、位置ベクトル rは結晶構造で決まる量である。また、エネルギー
保存則は Eq. (16)のスピン波の分散関係 ℏωq で決まる。系の状態 iや f、及びスピン演算子は、Eq. (13)
の Holstein−Primakoff変換と Eq. (15)の Bogoliubov変換の逆変換を用いて代入すればよい。詳しい導出
は文献 [2]に記載されているので、結果だけ示すと、反強磁性体におけるスピン波の中性子散乱断面積は(

d2σ

dΩdEf

)±
spin
wave

=
k f

ki

(
γr0

2

)2 (2π)3

v0
exp {−2W(Q)} F2(Q)

[
1 +

(
Q̂z

)2
]

×
1,2∑
a

∑
G

∑
q

(
nq +

1
2
± 1

2

) {
u2

q + v
2
q − 2uqvqcos

(
δ⃗ · q

)}
δ
(
ℏω ∓ ℏωq,a

)
δ (Q −G ∓ q) (17)

となる。ただし、v0 は unit cellの体積、exp {−2W(Q)}は Debye-Waller factor、Q̂z は規格化された Qの z
成分 (zはスピン秩序の方向)、nq = 1/(eℏω/kBT − 1)は Bose population factor、uq と vq は Eq. (15)に示し
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図 5 (a)スピン波の生成・消滅の散乱過程。(b)いくつかの温度での nq と nq + 1。ℏω < 0の点線が
nq で、ℏω > 0の実線が nq + 1である。(c)反強磁性スピン波の中性子散乱強度の温度依存性。黒の実
線は反強磁性スピン波の分散関係。

た Bogoliubov変換の係数である。さらに ±はそれぞれスピン波の生成・消滅過程に対応している。定数
項と Debye-Waller factorを除いた、Eq. (17)のスピン波の生成、及び消滅に係る散乱断面積を分割すると

生成: F2(Q)
[
1 +

(
Q̂z

)2
] 1,2∑

a

∑
G

∑
q

(
nq + 1

) {
u2

q + v
2
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(
δ⃗ · q

)}
δ
(
ℏω − ℏωq,a

)
δ (Q −G − q)

消滅: F2(Q)
[
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(
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)2
] 1,2∑

a

∑
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∑
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(
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) {
u2

q + v
2
q − 2uqvqcos

(
δ⃗ · q

)}
δ
(
ℏω + ℏωq,a

)
δ (Q −G + q) (18)

となる。
ℏω > 0 (energy loss)は中性子から系にエネルギーを与えられ、スピン波である bosonが生成される散
乱過程であり、ℏω < 0 (energy gain)は系から中性子にエネルギーが渡されて、スピン波である bosonが
消滅される散乱過程であった [図 5(a)]。Eq. (18)より明らかなように、スピン波の生成・消滅の散乱断面
積の違いは、係数である nq + 1と nq のみである。そこで nq + 1と nq を、いくつかの温度でプロットし
た結果を図 5(b)に示してある。系の温度が上昇するほど、中性子から系にエネルギーが与えられスピン
波が生成されやすくなるが (ℏω > 0)、同時にスピン波が消滅して散乱中性子にエネルギーを与えるよう
な過程も活発になる (ℏω < 0)。温度が上昇すると、nq + 1と nq は ℏω = 0を中心に左右対称に近づくが、
「+1」の違いがあるために完全には対称にはならない。さらに、いくつかの温度での反強磁性スピン波の
中性子散乱強度を、energy gain側 (ℏω < 0)も含めて図 5(c)にプロットした。温度が上昇するにつれて
ℏω < 0側の強度が増す様子が分かる。さらに、高温になると ℏω > 0側の強度も上昇する。つまり磁気
モーメントサイズが温度により大きく変化しない場合、高温の方がスピン波のシグナルは強くなる。この
ため磁気転移温度が高い系では、最低温度ではなく、統計のよいデータを得るためにあえて (磁気転移温
度以下の)高温で実験することもある。ただし実際の実験では、温度を上げるとスピン波の強度だけでな
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くバックグラウンドも上昇するので、それらのバランスが重要となってくる。また、Eq. (18)より、スピ
ン波の生成に関するエネルギー保存則及び運動量保存則はそれぞれ ℏω = ℏωq と Q = G + qであり、ス
ピン波の消滅に対するエネルギー保存則及び運動量保存則はそれぞれ ℏω = −ℏωq と Q = G − qとなる。
空間反転対称性がある物質では、逆格子点 Gを基準として、qに対する分散関係は対称なため、ℏωq と
ℏω−q は等しくなる。このため、図 5(c)のように、生成・消滅に対応するスピン波の分散関係は ℏω = 0
を中心に対称となる (両者の散乱強度は異なる)。一方、空間反転対称性のない系では、逆格子点 Gを基
準として、qに対して分散関係は対称でなくなり、ℏωq , ℏω−q となる。このため、生成・消滅過程に対
応するスピン波の分散関係は ℏω = 0を中心に対称とはならない。このような空間反転対称性がない場合
のスピン波の例として、第 5章で取り扱うMnSiや α-Cu2V2O7 等がある。

2.6 本章のまとめ

中性子は物質の核、スピン、軌道により散乱され、系の波動関数を用いて、coherent・incoherentにか
かわらず、非弾性中性子散乱強度を計算することが出来る。本章では特にスピンによる散乱について扱っ
た。磁気散乱断面積は magnetic form factor、polarization factor、スピンハミルトニアンの波動関数によ
り決まる動的構造因子が主要素であった。さらに磁気散乱断面積の例として、スピン波に関する散乱断面
積を取り扱った。これらは本講義に関係する部分だけを取り扱ったので、体系的に学びたい場合は専門書
を参考にされたい [1–4]。
中性子散乱の測定技術の進歩により、幅広い Q − ℏω空間で非弾性中性子散乱強度が観測出来るように

なったことを Gdのスピン波を例として紹介した。以下の章ではスピン波に関する比較的最近の論文を 3
つ紹介する。これらの研究では、スピン波の分散関係だけでなく、中性子散乱強度が重要な役割をしてい
ることを実感できるはずである。

3 Honeycomb格子強磁性体におけるトポロジカルマグノン
本章では honeycomb 格子強磁性体 CrBr3 において、非弾性中性子散乱実験により Dirac cone、topo-

logical magnonを観測した論文、「S. E. Nikitin et al., Phys. Rev. Lett. 129, 127201 (2022)」について解説
する [13]。

図 6 (a) 球体とドーナツ。(b) 普通の絶縁体とトポロジカル絶縁体。(c) トポロジカル絶縁体の edge
state。(d)トポロジカル絶縁体 TlBiSe2 における ARPES結果 [14]。
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3.1 トポロジカル絶縁体と grapheneにおける Dirac cone

よく知られているようにトポロジーの分類において、球と円柱は同じだが、球はドーナツとは異なる
[図 6(a)]。これは数学的に表すと、曲率 (接線ベクトル)の積分が穴の数 (トポロジカル数)に対応してお
り、球とドーナツはトポロジカル的に異なる。電子バンドでもトポロジカル数が定義でき、電子バンドの
Berry 曲率 (波動関数の位相の外積) の積分がチャーン数 C と呼ばれるトポロジカル数に対応している。
チャーン数 C は整数であり、バンド毎に定義されるトポロジカル数である。多くの絶縁体において、電
子バンドのチャーン数 C は 0である。この時、電子バンドは偶パリティであり、いわゆる普通の絶縁体
である。一方、ある特殊な絶縁体では電子バンドのチャーン数 C は 1となる。この時、電子バンドは奇
パリティであり、トポロジカル絶縁体となる [図 6(b)]。このようなトポロジカル絶縁体の条件として、
「時間反転対称性」、「強いスピン軌道相互作用による位相のパリティの破れ」、「チャーン数がノンゼロ」
の 3つが挙げられる。トポロジカル絶縁体は真空 (普通の絶縁体)とは異なるトポロジーに属すため、真
空とは接続出来ず、トポロジカル絶縁体の edge (surface)は必ず絶縁体以外の性質、すなわち金属となる。
トポロジカル絶縁体では時間反転対称性が保たれているので、edge stateのバンド (surface band)は必ず
対称の形状になり、ある点において交差する [図 6(c)]。この edge stateのバンドが交差する点を k = 0と
すると、k = 0近傍のバンド分散は線形で近似でき、その 2階微分がゼロなので有効質量ゼロとなる。そ
のため k = 0近傍の電子バンドの有効ハミルトニアンは相対論的な Dirac方程式と同じ形式となり、バン
ドが交差する様子は Dirac coneと呼ばれる。この Dirac coneはトポロジカル絶縁体の性質によってプロ
テクトされており、電子バンドのハミルトニアンによらない。実際、このような edge stateのバンドの交
差はトポロジカル絶縁体 TlBiSe2 において ARPESの手法を用いて観測されている [図 6(d)] [14]。
トポロジカル絶縁体ではないが、graphene [図 7(a)]のバンド構造は Fermi面近傍で線形となり [図 7(b)]、

K 点付近のバンド構造が Dirac cone を示す [図 7(c)]。この grapheneの電子バンドの Dirac cone は時間
反転対称性が破られない限り系のハミルトニアンによらず不変である。grapheneの Dirac coneは結晶構
造の対称性によってプロテクトされたトポロジカルな電子バンドである。さらにこの電子バンドに関し
てチャーン数 C を計算することが出来る。
さて、電子バンドはそもそも fermion であり、fermion でチャーン数が定義できるなら boson でも

チャーン数が定義できるはずである。そこで、「grapheneと同じ対称性を持つ honeycomb格子強磁性体
なら、K 点においてトポロジカルマグノン (boson)が観測されるはずである」という予想がたてられた。
その結果、honeycomb格子強磁性体において非弾性中性子散乱を用いたトポロジカルマグノンの観測競
争が繰り広げられた。次節では honeycomb格子強磁性体のスピン波が K 点において Dirac coneを示し
うる事を紹介する。

図 7 (a) 2D graphene の結晶構造。(b) Tight-binding model で計算した graphene のバンド構造。(c)
Grapheneの K 点における Dirac cone。
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3.2 honeycomb格子強磁性体におけるトポロジカルマグノンとモデル物質 CrX3

Honeycomb格子強磁性体において、最近接交換相互作用 J1 のみのスピンハミルトニアンを考える。こ
の系のスピン波を計算すると [図 8(a)]、tight-bind modelで計算したバンド構造の分散関係 [図 7(b)]と同
じ形状を示す。これは grapheneと honeycomb格子強磁性体では、分散関係に係る結晶の対称性が同じた
めである。Honeycomb格子強磁性体のスピン波は 2つの branchを持ち、K 点で交わっている [図 8(a)]。
次に、第二近接交換相互作用 J2 を追加した J1 − J2 honeycomb格子強磁性体モデルについて考える。J1

を固定して、J2 の値や符号を変えても、常に K 点で 2つのスピン波 branchが交差する [図 8(b)]。スピン
ハミルトニアンに第三近接交換相互作用 J3 や単イオン異方性等を導入しても、系の対称性が変わらない
ため同様に K 点においてスピン波が交差する。この K 点でのスピン波の交差は honeycomb格子強磁性
体のスピンハミルトニアンによらず、時間反転対称性が保たれている限り不変である。つまり Dirac cone
である。この Dirac coneは結晶構造由来の symmetry-protectedな性質を持ち、トポロジカルマグノンと
も呼ばれる。一方、honeycomb格子の空間反転対称性を破る第二近接の Dzyaloshinskii-Moriya (DM)相
互作用が存在すると (第一近接間には DM相互作用は存在しない)、K 点においてスピンギャップが開き
[図 8(c)]、Dirac coneではなくなる。これは DM相互作用が honeycomb格子強磁性体の対称性を破るの
で、symmetry-protectedでなくなるためである。この時のスピン波の分散関係は、バンドギャップが開い
た絶縁体と似たような形状を示すので、トポロジカルマグノン絶縁体と呼ばれる。
このような honeycomb格子強磁性体のモデル物質として、CrX3 (X = Cl, I, Br)がある [図 9(a)]。CrX3

は honeycomb 格子を有し、CrX3 の空間群は全て R3̄ である。CrX3 は全ての物質で面内の最近接交換
相互作用 J1 が強磁性である。ただし、面間の相互作用や異方性の違いから磁気構造は異なる。CrCl3
は A−type 反強磁性 (面内強磁性) でモーメントは a 軸を向いている。一方、CrI3 と CrBr3 はどちらも
強磁性でモーメントは c 軸を向いている。非弾性中性子散乱実験により CrCl3 は Dirac magnon を示し
[図 9(b)] [15]、CrI3 はトポロジカルマグノン絶縁体を示す事が [図 9(c)] [16]、それぞれ分かっている。一
方、CrBr3 は Dirac magnon を示すのか、トポロジカルマグノン絶縁体を示すのかは未解決問題であり、
どちらであるのかを決定することが、この章で解説している Ref. [13]の目的である。
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図 8 Honeycomg格子強磁性体におけるスピン波の分散関係。(a) J1 のみのモデル。(b) J1 − J2 モデ
ルで、J2 の大きさと符号を変化させた結果 (上段: J2 = −0.1J1、中段: J2 = 0、下段: J2 = J1)。(c) J1

と DM相互作用からなるモデル (DM= −0.1J1)。
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図 9 (a) CrX3 (X = Cl, I, Br)の結晶構造。(b) CrCl3 で観測された Dirac cone [15]。(c) CrI3 における
トポロジカルマグノン絶縁体的な振る舞い [16]。

(a) (b) (c)

図 10 (a) CrBr3 の結晶構造と磁気構造 [17]。(b) CrBr3 の磁化と比熱の温度変化 [17]。(c) CrBr3 の中
性子回折結果 [18]。TC = 32 K以下で、核 Braggと同じ Qに磁気反射も発達している。

3.3 CrBr3 の物性と非弾性中性子散乱実験結果

前述の通り、CrBr3 の空間群は R3̄ で、Cr3+ (S = 3/2) は 6c サイトの (0, 0, 0.3323) を占有している
[図 10(a)] [17]。CrBr3 は TC = 32 Kで強磁性秩序を示し [図 10(b)] [17]、単結晶磁化の結果から、TC 以
下では c軸が磁気容易軸であることが分かる [図 10(b)] [17]。また磁気伝搬ベクトルは k = (0, 0, 0)であ
る [図 10(c)] [18]。最低温度での磁気モーメントサイズは 2.74µB であり、Cr3+ が確かに S = 3/2である
ことが分かる [18]。

CrBr3 の非弾性中性子散乱結果を紹介する前に、2次元 honeycomb格子強磁性体のスピン波について
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図 11 (a) Honeycomb格子強磁性体のスピン波の中性子散乱強度 (カラー)と分散関係 (黒線)。上段:
J1 = −1、中段: J1 = −1、D = −0.4、下段: J1 = −1、DM= 0.1。(b) Honeycomb格子強磁性体のスピン
波の Γ点における 2つのモードの実空間表示 [19]。上が高エネルギー mode、下が低エネルギー mode
に対応。

再度復習する。2次元 honeycomb格子強磁性体は unit cellに 2つの磁性イオンを有し、結晶構造と同じ
周期である k = (0, 0, 0)の磁気伝搬ベクトルを持つ。このとき honeycomb格子強磁性体のスピン波は 2
つの branchを持ち、スピンハミルトニアンによって、分散関係の形状が異なる。図 11(a)上段にスピンハ
ミルトニアンとして J1 だけを考慮したスピン波の計算結果を示す。スピン波の 2つの branchの Γ点に
おける実空間での描像を図 11(b)に示してある [19]。Γ点での 2つのスピン波モードは、2つの sublattice
のスピンの揺らぎが同位相の mode と逆位相の mode に対応しており、逆位相の mode が高エネルギー
モードに対応している (unit cellに 2つの sublatticeがあるため、強磁性体でも Γ点において逆位相を取
りうる)。一般に線形スピン波近似の範囲内では、スピン波の branchの数は magnetic unit cell内の磁性
イオンの数に対応している。多くの場合スピン波の branchは縮退しており、磁性イオンより少ない数の
branchしか現れない。一方、スピン波の 2つの branchが縮退していない honeycomb格子強磁性体は特
異的である (J1 onlyの honeycomb格子反強磁性体も unit cellに磁性イオンが 2つあるが、スピン波は縮
退しており、1つの branchのみ現れる)。スピンハミルトニアンに単イオン異方性を導入すると、Γ点で
の低エネルギーモードにスピンギャップを与える [図 11(a) 中段]。一方、DM 相互作用を導入すると K
点でのスピン波 branchの交差にギャップを与える [図 11(a)下段]。したがって、honeycomb格子強磁性
体のスピンハミルトニアンを決定する際に、スピン波の分散関係の全体描像だけでなく、Γ点でのスピン
ギャップの有無と K 点でのスピン波の交差の様子が重要となる。
図 12と図 13に、T = 1.7 Kでの CrBr3 の非弾性中性子散乱測定結果を示す [13]。まず、図 13(b)に
示した Q = (1/2, 1, L) のスピン波の分散関係 (横軸 Q、縦軸 ℏω) について見てみる。ℏω = 5 meV と
10 meVにフラットな branchが 2つ存在する。L方向のスピン波の分散関係がフラットであることは面
間の相互作用が無視できるほど小さいことを示唆している。したがって、CrBr3 の honeycomb格子面内
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図 12 (a) CrBr3の逆格子空間の模式図。丸数字は (b)で示した分散関係のQの方向に対応。(b) CrBr3

の T = 1.7 Kでのスピン波の分散関係 [13]。(c) CrBr3 の T = 1.7 Kでの K 点近傍の constant-energy
map [13]。対応する ℏωは図中に表記されている。

のスピン波の branchは (面間の相互作用を無視できるので) 2つになる (散乱強度はところどころゼロと
なっており、1つしか branchが見えない Qも存在する)。図 12(b)、図 13(a)に示した面内の分散関係を
見ると、K 点の ℏω = 7.5 meV でスピン波はゼロギャップで交差している。図 12(b) の真ん中に示した
ように、ある branchの散乱強度が小さくて交差は見えない Q = K も存在するので、どの Qを測定する
のかも重要となる。図 12(c)と図 13(c)に示した constant-energy map (縦軸も横軸も Q)を見ると、K 点
近傍で常にスピン波が強度を持つ (ギャップはない)事が分かる。これは CrBr3 では、K 点でのスピン波
branchの交差にギャップを与える DM相互作用が、無視できるほど小さいことを示唆している。以上の
実験結果により、CrBr3 のスピン波が Q = K、ℏω = 7.5(1) meVで Dirac coneを示すトポロジカルマグ
ノンであることが分かった。

Ref. [13]では、CrBr3 のスピン波の実験的な分散関係を決定するために、139個の異なる Qにおける
エネルギーペクトルを fittingしている。そして CrBr3 のスピンハミルトニアンとして 3つの交換相互作
用と単イオンの異方性からなる

H = J1

∑
i, j

Si · S j + J2

∑
i, j

Si · S j + J3

∑
i, j

Si · S j + D
∑

i

(
S z

i

)2
(19)

を考慮した。ただし、K 点でのスピン波 branch の交差はギャップのない Dirac cone なので、DM 相互
作用は無視してある。さらに L方向の分散関係は flatな励起なので [図 13(b)]、面間の相互作用も無視し
てある。J1、J2、J3 は分散関係の全体的な形状より、Dは Γ点でのスピンギャップよりそれぞれ決定さ
れ、J1 = −1.485(15) meV、J2 = −0.0077(13) meV、J3 = 0.068(12) meV、D = −0.028(7) meVと求まっ
た。ただし、この時の非弾性中性子散乱実験のセットアップでのエネルギー分解能は、CrBr3 の Γ点での
スピンギャップを観測するには充分ではなかったので、ferromagnetic resonanceより報告されているスピ
ンギャップの値が使用された [20]。得られたスピンハミルトニアンは分散関係及び constant-energy map
だけでなく、Dirac coneも再現できている [図 12(b)、図 13(a)、図 13(c)]。この計算結果も CrBr3 のスピ
ン波が K 点で Dirac coneを示すことを支持している。

86



図 13 (a) CrBr3 のスピン波の分散関係の T = 1.7 K での実験結果 (左) と計算結果 (右) [13]。(b)
CrBr3 の T = 1.7 Kでのスピン波の Q = (1/2, 1, L)方向の分散関係 [13]。面内では M 点に対応してい
る。(c) CrBr3 の constant-energy map の実験結果と計算結果 [13]。対応する ℏω は図中に表記されて
いる。

3.4 honeycomb格子強磁性体のスピン波の Chern数

この節では honeycomb格子強磁性体のスピン波 branchの Chern数について、Ref. [17]を元に解説す
る。スピンハミルトニアンとして

H = J1

∑
NN

Si · S j +
∑
NNN

d ·
(
Si × S j

)
(20)

を考える。ただし、J1 は最近接交換相互作用、dは第二近接 DM相互作用であり、d = (dx, dy, dz)とす
る。図 14(a)に示した結晶構造を考える。赤丸を Aサイト、青丸を Bサイトとする。ここで Aサイト、B
サイトそれぞれについて一般的な Holstein−Primakoff変換、S x

a =
√

2S /2(a + a†)、S y
a =
√

2S /2i(a − a†)、
S z

a = S − a†a、S x
b =
√

2S /2(b + b†)、S y
b =
√

2S /2i(b − b†)、S z
b = S − b†bを用い、Eq. (20)に代入する。

図 14 (a) 2 次元 honeycomb 格子強磁性体モデル。最近接交換相互作用 J1、第二近接 DM 相互作用
d。(b) dz = 0の時のスピン波の分散関係とそれぞれの branchの Chern数。(c) dz = 0.02J1 の時のスピ
ン波の分散関係とそれぞれの branchの Chern数。
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さらに Fourier変換すると

H = J1S
∑

q

[
−3a†qaq − 3b†qbq + γ1,qa†qbq + γ

∗
1,qaqb†q

]
+ 2iS dz

∑
q

[
−γ2,qa†qaq − γ∗2,qb†qbq

]
(21)

と変形できる。ただし、

γ1,q =

3∑
i=1

exp (iq · ci) =
3∑

i=1

[
cos (q · ci) + isin (q · ci)

]
(22)

γ2,q =

3∑
i=1

exp (iq · di) =
3∑

i=1

[
cos (q · di) + isin (q · di)

]
(23)

である。ci と di は変位ベクトルであり、c1 = (1/3, 2/3, 0)、c2 = (−2/3,−1/3, 0)、c3 = (1/3,−1/3, 0)、
d1 = (−1, 0, 0)、d2 = (0,−1, 0)、d3 = (1, 1, 0)である [図 14(a)]。Pauli行列

τ0 =

(
1 0
0 1

)
, τx =

(
0 1
1 0

)
, τy =

(
0 −i
i 0

)
, τz =

(
1 0
0 −1

)
(24)

を用いると、Eq. (21)はさらに変形出来て

H =
∑

q

(
a†q b†q

) (
h0

qτ
0 + hx

qτ
x + hyqτ

y + hz
qτ

z
) (

aq bq
)T

(25)

となる。ただし、

h0
q = −3S J1

hx
q = S J1

3∑
i=1

cos (q · ci) (26)

hyq = S J1

3∑
i=1

sin (q · ci)

hz
q = 2S dz

3∑
i=1

sin (q · di)

であり、hq = (hx
q, h

y
q, hz

q)、ĥq = hq/|hq|とする。この ĥq を用いると、honeycomb格子強磁性体のスピン
波 branchの Berry曲率が

Ωq,± = ∓
ĥq

2
·
∂ĥq

∂qx
×
∂ĥq

∂qy

 (27)

のように計算でき、Berry曲率を Brillouin zoneで積分することで、Chern数が

C± =
1

2π

∫
BZ
Ωq,±dq (28)

と求まる。
Eq. (26)より、交換相互作用は hx

q と hyq 成分、DM相互作用は hz
q 成分のみに現れる。したがって、DM

相互作用が 0のとき、ĥq は xと y成分のみを持ち、z成分は 0となる。このため、Eq. (27)の括弧内の外
積は z成分のみ値を持つが、内積を取るときに ĥq の z成分が 0なので、Berry曲率が 0となり、Chern数
も 0となる [図 14(b)]。一方、図 11(a)に示したように、DM相互作用が 0のときには K 点においてスピ
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ン波 branchが交差し、Dirac coneを示す。反対に DM相互作用が有限の値を持つとき、Chern数は ±1
となる [図 14(c)]。一方、図 11(a)に示したように、DM相互作用が有限の値のときには K 点でスピン波
branchは anticrossingを示し、トポロジカルマグノン絶縁体となる。以上のように、Chern数の観点から
も、honeycomb格子強磁性体では K 点でのスピン波 branch間の交差の様子が重要となってくる。

3.5 本章のまとめ

Honeycomb 強磁性体 CrBr3 において、Q = K、ℏω = 7.5(1) meV で Dirac cone を観測した (ただし、
系の空間反転対称性を破る第二近接 DM相互作用を導入すると、トポロジカルマグノン絶縁体になる)。
Grapheneとの類似性から honeycomb強磁性体でトポロジカルマグノンの研究が盛んに行われてきたが、
実はトポロジカルマグノンが非弾性中性子散乱によって初めて観測されたのは Cu3TeO6 である [21]。最
近ではカゴメ格子におけるトポロジカルマグノンの研究が盛んに行われている [22]。スピン波と同じ
bosonであるフォノンに関しても Chern数が定義出来て、CoSiやMnSi等においてトポロジカルフォノ
ンが非弾性中性子散乱により観測されている [23]。

4 chiralな結晶構造を持つ系におけるマグノン
本章では空間反転対称性が破れた系 Ba3NbFe3Si2O14 において、chiralityと helicityが組み合わさった
スピン波を観測した論文、「M. Loire et al., Phys. Rev. Lett. 106, 207201 (2011)」について解説する [24]。
この論文では非偏極及び偏極非弾性中性子散乱の手法を組み合わせた報告がされている。

4.1 Ba3NbFe3Si2O14 の結晶構造とバルク磁性

Ba3NbFe3Si2O14 の空間群は空間反転対称のない P321 (trigonal)であり、chiralな結晶構造を持つ [25]。
結晶構造が chiralなので、Ba3NbFe3Si2O14 は single domainのmagnetic chiralityが存在しうる系である。
図 15に Ba3NbFe3Si2O14 の結晶構造を示す。Feは 3 f サイト (0.2496, 0, 0.5)を占有し ab面内で非等方
的三角格子を形成する [図 15(a)]。一方、Baは 3eサイト (0.56598, 0, 0)を占有し ab面内でカゴメ格子を
形成する。後述するように磁性イオンは Fe3+ (3d5)である。ab面内には、Fe3+ イオン間に J1 (Fe-O-Fe)
と J2 (Fe-O-O-Fe) の 2 種類の交換相互作用が存在し、J1 が支配的な交換相互作用である。図 15(a) に

図 15 Ba3NbFe3Si2O14 の結晶構造 [25]。(a) ab面内。J1 と J2 の交換相互作用が存在。(b) c軸方向
の三角 tube。J3、J4、J5 の交換相互作用が存在。
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図 16 (a) Ba3NbFe3Si2O14 における Fe3+ の四面体配位 [25]。(b) Ba3NbFe3Si2O14 における 5 Tでの
単結晶磁化率と逆磁化率 [26]。(c) Ba3NbFe3Si2O14 における 2 Kと 275 Kでの単結晶磁化曲線 [26]。

示したように、J1 が三角 unit 内相互作用で、J2 が三角 unit 間相互作用である。そして J1 = J2 の時に
は通常の等方的三角格子となる。また、Fe3+ イオンの J1 で形成される三角 unitは c軸方向に三角 tube
を形成する [図 15(b)]。隣り合う層間に働く、変位ベクトルが c成分のみを持つ交換相互作用は J4 であ
る。一方、J3 と J5 は、変位ベクトルが c成分のみだけでなく、ab成分を持つ。J3 と J5 の距離は同じだ
が、chiralな結晶構造のために異なる相互作用の大きさを持つ。図 15(b)に示したように、J5 の exchange
pathである Fe-O-O-Feは 180度に近いので、Goodenough-Kanamori rulesにより J5 の方が J3 より反強
磁性相互作用が強いことが期待される (実際、後述のように非弾性中性子散乱により確認されている)。
Ba3NbFe3Si2O14 では、三角 unitの隣り合う層間の磁気構造が helicalになっているが、この非等価な、c
軸方向にねじれた J5 と J3 が起源となっている。
図 16(a)に示した通り、Ba3NbFe3Si2O14 では Feは 3価で四面体配位をとる。その結果、3d5 の Fe3+

は、S = 5/2 の high spin 状態となる (L = 0)。磁化率の Curie-Weiss fitting ではモーメントサイズは
5.95µB となり、g = 2及び S = 5/2と一致する [図 16(b)] [26]。また、Curie-Weiss温度は θCW = −171 K
であり、Ba3NbFe3Si2O14 における支配的な相互作用は反強磁性である。比熱の結果から TN = 26 Kで二
次転移を示し、反強磁性長距離磁気秩序状態になる [27]。また、frustration parameterは |θCW/TN| ∼ 6.6
であり、幾何学的フラストレーションの存在が示唆される。これは ab面内で非等方的三角格子が形成さ
れている結果と考えられる。単結晶磁化率の結果より、TN より上の温度では磁気異方性がないことが分
かる [26]。これは軌道の quench を示唆しており、Fe3+ イオンが S = 5/2 の high spin 状態である事と
consistentである。また面内の磁化率は TN 以下で減少することから、面内は反強磁性であることが分か
る。さらに TN 以下でわずかな磁気異方性が確認された。図 16(c)に Ba3NbFe3Si2O14 単結晶の磁化曲線
を示す [26]。2 Kの c軸の磁化曲線が上向きの curvatureを示し、c軸方向へのスピンの cantingが示唆
される。

4.2 Ba3NbFe3Si2O14 の磁気構造の候補

図 17(a)に Ba3NbFe3Si2O14 の Q = (1,−1, 1 − τ)と (0, 0, τ)、τ = 1/7における規格化された中性子回
折強度の温度依存性を示す [28]。Q = (1,−1, 1) は核 Bragg 位置であり、Q = (1,−1, 1 − τ) は核 Bragg
のサテライト磁気反射である。さらに (0, 0, τ) は (0, 0, 0) のサテライト磁気反射と考える。したがって
Ba3NbFe3Si2O14 の磁気伝搬ベクトルは k ∼ (0, 0, 1/7) となる。前節で述べたように、ab 面内では非等
方的三角格子が形成されている [図 15(a)]。ab 面内の 2 次元磁気伝搬ベクトルは k = (0, 0) であり、格
子の周期と一致する。ただし、通常の等方的な三角格子は面内の unit cell に磁性イオンは 1 つである
が、Ba3NbFe3Si2O14 には 3つの Fe3+ が存在する。一方、支配的な相互作用は反強磁性であることが磁
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図 17 (a) Ba3NbFe3Si2O14 のQ = (1,−1, 1−τ)と (0, 0, τ)における中性子回折強度の温度依存性 [28]。
(b)三角 unitに存在する 2つの (vector spin) chirality自由度 (ϵ△ = ±1) [25]。(c) c軸方向の stackingに
関する 2つの helicity自由度 (ϵH = ±1) [25]。

化率より分かっている。したがって、ab面内は 120度構造を取ることが予想される。ただし、図 17(b)
に示したように、三角 unitにおける (vector spin) chiralityの取り方は 2種類存在する (ϵ△ = ±1)。一方、
磁気伝搬ベクトルは k ∼ (0, 0, 1/7) であるので c 軸方向には、三角 unit の 120 度構造が、約 7 倍周期
の incommensurate に stacking している。ただし、図 17(c) に示したように、c 軸方向の stacking には
右巻きか左巻きかの自由度である helicityが 2種類存在する (ϵH = ±1)。Ba3NbFe3Si2O14 では 101反射
と 101̄ 反射は異なる structure factorを持つため、単結晶回折実験を行うことで、c 軸の方向を一意に決
定することが出来る。このため、原理的には Ba3NbFe3Si2O14 において 2 つの helicity を区別できる事
が期待される。この 2つの自由度を併せた (ϵH, ϵ△)が 4種類存在 [(1, 1)、(−1,−1)、(1,−1)、(−1, 1)]し、
Ba3NbFe3Si2O14 の磁気構造の候補となっている [25]。
これら 4つの磁気構造の候補を図 18(a)に図示する [25]。これら 4つの磁気構造の候補は 2つに分類

することが出来る。図 18(a) の (ϵH, ϵ△) = (1, 1) と (−1,−1) が右手系で、(1,−1) と (−1, 1) が左手系であ
る。この分類は図 18(a) に示した、緑色の実線もしくは黄色の実線を見ればわかりやすい。これらの実
線は隣り合う層で反強磁性的な相関が強いサイトを結んでいる (互いのスピン間の角度が 180度に近い)。
下から上へ、緑色の実線は右ネジ (右手系)、黄色の実線は左ネジ (左手系) になっていることが分かる。
Ba3NbFe3Si2O14 において、面間の相互作用で支配的な J5 は図 18(a) の黄色に対応している。つまり、

(1, –1)(–1, –1) (–1, 1)(εH, ε ) = (1, 1)

(a)

( 1, -1), (-1, 1)

( 1, 1), (-1, -1)

(b)

図 18 (a) Ba3NbFe3Si2O14 における 4 つの (ϵH, ϵ△) に対応した磁気構造の候補。(ϵH, ϵ△) = (1, 1) と
(−1,−1) が右手系で、(1,−1) と (−1, 1) が左手系である。(b) Ba3NbFe3Si2O14 における非偏極単結晶
中性子回折結果。いずれも Ref. [25]より。
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Ba3NbFe3Si2O14 は左手系であり、(1,−1)と (−1, 1)の磁気構造が実現していると予想される。
粉末中性子回折実験を行うと、図 18(a)に示した 4つの磁気構造は全て、実験結果をよく再現する [26]。
このため、粉末中性子回折実験からは Ba3NbFe3Si2O14 の 4つの磁気構造の候補を区別することが出来な
い [26]。そこで、Ba3NbFe3Si2O14 の単結晶中性子回折実験が行われた [25]。図 18(b)に示したように、
4 つの磁気構造の内、(1,−1)、(−1, 1) が実験結果とよく一致した。これら 2 つの磁気構造は左手系であ
り、結晶構造から予想される磁気構造と consistentである。しかしながら、単結晶中性子回折実験を用い
てもこの 2つの磁気構造を区別できなかった [25]。そこで、さらに偏極中性子を用いた単結晶中性子回
折実験も行われたが [25]、2つの磁気構造を区別できず (本来は偏極中性子回折の手法を用いれば 2つの
磁気構造は区別出来るはずだが、出来なかった理由は Ref. [25]には明記されていないので、原因は不明
である)、磁気構造が single domainであることが判明したにとどまっていた。そこで、この章で紹介して
いる Ref. [24]では、非偏極及び偏極非弾性中性子散乱の手法を用いて Ba3NbFe3Si2O14 の磁気構造を決
定することが目標となっている。

4.3 Ba3NbFe3Si2O14 の非弾性中性子散乱実験結果

図 19(a)に Ba3NbFe3Si2O14 の 1.6 Kでの (0,K, L)面の constant-energyマップを示す。ここでは G =
(0,−1,−1)の核 Bragg近傍のスピン波のシグナルについて着目する。磁気伝搬ベクトルは k ∼ (0, 0, 1/7)
なので、スピン波はそのサテライトピークに対応する (0,−1,−1±τ)から発達すると予想される [図 17(a)]。
しかしながら constant-energy マップを見ると、Q = (0,−1,−1 + τ) の方が、Q = (0,−1,−1 − τ) よりも
はるかに散乱強度が強く、散乱強度が非対称的であることが分かる。これは Ba3NbFe3Si2O14 が single
domain の chiral な磁気構造を持つため、Q = G + q と Q = G − q ではスピン波の動的構造因子が異な
るためである。実際、結晶構造の構造因子も 01̄1 反射と 01̄1̄ 反射では異なっており、これらの結果は

図 19 (a) Ba3NbFe3Si2O14 の 1.6 K での (0,K, L) 面の constant-energy マップ。(b) Ba3NbFe3Si2O14

の 1.6 Kで (0,K,−1 + τ)方向のスピン波の分散関係。(c) Ba3NbFe3Si2O14 の 1.6 Kで (0,−1, L)方向
のスピン波の分散関係。全て Ref. [24]より。
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(a) (b) (c)

(d)(d) (e) (f)

図 20 (a)等方的三角格子反強磁性体 Ba3CoSb2O9 における (H,H)方向のスピン波の分散関係 [29]。
(b) Ba3CoSb2O9 の磁気構造。(c) Ba3CoSb2O9 の粉末中性子回折パターン [30]。ただし、1.5 Kのデー
タから 40 K のデータを引いてある。(d)ヘリカル磁気構造を持つ擬 1次元スピン鎖 LiCu2O2 におけ
る (0.5,K, 0)方向のスピン波の分散関係 [31]。(e) LiCu2O2 の磁気構造。1次元鎖の方向は結晶の b軸
に対応している。(f) LiCu2O2 の 1.5 Kでの ℏω = 5 meVにおける、Q = (0.5,K, 0)方向の中性子散乱
強度の Q依存性 [I(Q)] [31]。

Ba3NbFe3Si2O14 が空間反転対称性を持たないことに起因している。ℏω = 1 meVでは等方的な円の形状
だったスピン波の散乱強度が、ℏωが大きくなるにつれて円環の形状に変化している様子が分かる。これ
はスピン波が K 方向にも L方向にも分散を持っていることに対応している。つまり、非等方的三角格子
の ab面内だけでなく、三角 tubeの c軸方向にも磁気相関が発達していることを示唆している。
図 19(b) と図 19(c) に Ba3NbFe3Si2O14 の 1.6 K での Q = (0,K,−1 + τ) 方向と (0,−1, L) 方向のスピ

ン波の分散関係をそれぞれ示す。まずは ab 面内のスピン相関を反映した、K 方向のスピン波の分散
関係から見てみる [図 19(b)]。ここでは (0, 0,+τ) の L 方向のズレを無視する。Q = (0,K,−1) におい
て、K = 0、−1、−2、−3 は全て核 Bragg 位置である。図 19(b) を見ると、Ba3NbFe3Si2O14 の K 方向
のスピン波の分散関係は、これらの核 Bragg 位置から発達しており、結晶構造の周期と一致している
ことが分かる。図 20(a) に等方的三角格子反強磁性体 Ba3CoSb2O9 における 0.3 K での (H,H) 方向の
スピン波の分散関係を示す [29]。2 次元の Q = (H,H) において、n を整数としたとき、H = n/3 の周
期でスピン波の分散関係が観測されている。さらに図 20(b) に Ba3CoSb2O9 の磁気構造、図 20(c) に
Ba3CoSb2O9 の粉末中性子回折パターンをそれぞれ示す [30]。Ba3CoSb2O9 の面内の磁気伝搬ベクトル
は k = (1/3, 1/3) であり、対応する磁気構造はいわゆる 120 度構造である。ただし、Ba3CoSb2O9 の
magnetic unit cellは Ba3NbFe3Si2O14 の magnetic unit cellより a軸と b軸共に 3倍大きい (逆格子空間
では Ba3NbFe3Si2O14 の a∗ の方が 3倍大きい)。また、図 15(a)と図 20(b)を見比べると、Ba3CoSb2O9

の (H,H)方向は Ba3NbFe3Si2O14 の (0,K)方向 [もしくは (H, 0)方向]に対応していることが分かる。つ
まり、Ba3NbFe3Si2O14 の Q = (0,K)方向のスピン波は、120度構造の磁気構造を持つ典型的な三角格子
反強磁性体 Ba3CoSb2O9 の Q = (H,H)方向のスピン波に対応している。両者を見比べると双方が類似し
てることが分かる。この比較から、Ba3NbFe3Si2O14 の ab面内のスピン相関が 120度構造の反強磁性ス
ピン相関を反映していることが示唆される。
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図 21 (ϵH, ϵ△) = (1,−1) の磁気構造と本文中のスピンハミルトニアンを用いて計算した
Ba3NbFe3Si2O14 のスピン波の中性子散乱強度。(a) Constant-energy マップ。(b) (0,K,−1 + τ) 方
向の分散関係。(c) (0,−1, L)方向の分散関係。全て Ref. [24]より。

次に Ba3NbFe3Si2O14 における面間の三角 tube方向に対応する、L方向のスピン波について見てみる
[図 19(c)]。図 19(a)で見たように、Q = (0,−1,−1+τ)から発達するスピン波 branchの散乱強度は強いが、
Q = (0,−1,−1− τ)から発達するスピン波 branchの散乱強度は弱い。ここで類似物質である helimagnetic
磁気構造を持つ擬 1 次元スピン鎖 LiCu2O2 における (0.5,K, 0) 方向のスピン波の分散関係を図 20(d)
に示す [31]。さらに、図 20(e) に LiCu2O2 の helimagnetic 磁気構造を示す。LiCu2O2 は k = (0.5, ζ, 0)
(ζ = 0.174) の磁気伝搬ベクトルを持ち、b 軸方向にらせん磁気構造を示す [32]。LiCu2O2 の空間群は
Pnmaであり、空間反転対称性を持つ。LiCu2O2 では、Q = (0.5, 1 ± ζ, 0)に磁気反射が観測されており、
これらの磁気反射からスピン波の分散関係が発達している。図 20(d)には LiCu2O2 のスピン波の分散関
係しか示されていないので、図 20(f) に 1.5 K での ℏω = 5 meV における、Q = (0.5,K, 0) 方向の中性
子散乱強度の Q 依存性 [I(Q)] を示す [31]。図 20(d) のスピン波の分散関係から分かるように、図 20(f)
では 5 meVにおいて 4つのスピン波のピークが観測されている。LiCu2O2 では、Ba3NbFe3Si2O14 とは
異なり、らせん磁気構造の方向のスピン波の強度は、Q = (0.5, 1 ± ζ, 0) でほぼ対称であることが分か
る。つまり、Ba3NbFe3Si2O14 において観測された、三角 tube 方向のスピン波の散乱強度の非対称性は
Ba3NbFe3Si2O14 が空間反転対称を持たないことを反映しており、Ba3NbFe3Si2O14 特有の性質である。
次に Ba3NbFe3Si2O14 の非弾性中性子散乱結果を説明するために

H =
5∑

n=1

Jn

∑
i, j

Si · S j +
∑
NN

d ·
(
Si × S j

)
(29)

のスピンハミルトニアンを考える。ただし、DM 相互作用は ESR の結果から報告されているスピン
ギャップを再現するために導入されている [33]。|d/J1| ∼ 1%と小さく、magnetic zone centerにおけるス
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ピンギャップ以外のスピン波の分散関係の形状にはほとんど影響しない (三角 unitにおける chiralityの
選択にも影響し、DM項により chiralityの符号が決まる)。図 19(b)と図 19(c)に示した Ba3NbFe3Si2O14

におけるスピン波の分散関係をもっともよく再現する交換相互作用パラメーターは J1 = 0.85(10) meV、
J2 = 0.24(5) meV、J3 = 0.053(30) meV、J4 = 0.017 meV、J5 = 0.24(5) meVと求まった。(ϵH, ϵ△) = (1,−1)
の磁気構造と、このスピンハミルトニアンを用いて計算したスピン波の散乱強度を図 21に示す。図 19に
示した Ba3NbFe3Si2O14 の実験結果をよく再現していることが分かる。スピンハミルトニアンは J5 > J3

であるが、この条件は (1,−1)の磁気構造も (−1, 1)の磁気構造もどちらも安定化させる [図 18(a)]。図 21
は (ϵH, ϵ△) = (1,−1)の磁気構造を用いて計算した結果であるが、(ϵH, ϵ△) = (−1, 1)の磁気構造を用いてス
ピン波の散乱強度を計算すると全く同じ結果が得られる。すなわち非偏極非弾性中性子散乱の手法では、
同じ左手系の 2つの磁気構造の候補は区別できない。この結果は単結晶中性子回折実験で 2つの磁気構
造が区別できなかったことと同じである。

Ba3NbFe3Si2O14 におけるスピン波の解析について 2 つ補足する。(1) Ba3NbFe3Si2O14 の磁気伝搬ベ
クトルは k ∼ (0, 0, 1/7)であり、c軸方向に helicalな incommensurate磁気構造である。スピン波のパラ
メータは常に k ∼ (0, 0, 1/7)が磁気基底状態であることを満たす必要があることに注意が必要である。一
般的に、commensurate強磁性や commensurate反強磁性はスピンハミルトニアンのパラメーター空間に
おいて、磁気構造が安定な領域が広い。一方、incommensurate磁気構造の場合、スピンハミルトニアンの
パラメーター空間で、磁気構造が安定な領域は極端に狭く、スピン波解析ではあまり自由にパラメーター
を振ることが出来ない。その結果、スピンハミルトニアンを決定することの難易度が高く、注意深い解析
が必要となってくる。(2)図 21(a)の constant-energyマップにおいて、K = 0ではスピン波は L = n (nは
整数)から発達している [図 19(a)の実験結果でも確認できる]。これは、Q = (0, 0, L)の時、面内のスピン
相関が平均化された L依存性が観測されるためである。平均化された結果、L方向の incommensurate性
が失われて、仮想的に c軸方向に強磁性的であると近似することが出来る。そのため commensurateな位
置からスピン波が発達する。一方、Q = (0,−1, L)では有限の ab面内成分が含まれるので、三角 tubeの相
関が反映されて、Lが incommensurateな位置からスピン波が発達している [例えば、Q = (0,−1,−1+τ)]。

(ϵH, ϵ△) = (1,−1)と (−1, 1)の 2つの磁気構造を区別するために、さらに偏極非弾性中性子散乱実験が
行われた (ほとんどの偏極非弾性中性子散乱実験は未だ三軸分光器を用いて行われており、Ref. [24]でも
同様である。偏極中性子散乱では、中性子スピンの入射時の方向と散乱後の方向を選別することが必要
である。その選択によってスピン相関における揺らぎ方向を分解した測定が可能となり、動的構造因子
S αβ の成分が分離抽出され、スピン波モードのアサインの精度が高まる。偏極中性子散乱測定において、
スピン方向を変えるコイルによる磁場印加の方法が簡便であるが、中性子速度に応じた磁場の方向と強
さの調整が必要となるため、単色中性子を用いる原子炉での実験で用いられるのが主流である。一方、加
速器のパルス中性子散乱では白色中性子を用いることがアドバンテージであるため、中性子スピンの偏
極は容易ではない。しかし、近年、ヘリウム 3の原子核スピンの偏極状態の違いによる中性子スピン選
択の手法や、中性子スピン選択ミラーの開発が進みつつある。)。偏極非弾性中性子散乱を説明するため
に、Eq. (9)のスピン系の中性子散乱断面積をもう一度見てみる。散乱断面積のうち、定数部分を除いた
成分を

S αβ(Q, ℏω) =
∑
i, f

∑
a,b

x,y,z∑
α,β

pi

(
δα,β − QαQβ/Q2

) 〈
i
∣∣∣S α

a

∣∣∣ f
〉 〈

f
∣∣∣∣S β

b

∣∣∣∣ i〉 eiQ·(ra−rb)δ
(
ℏω + E f − Ei

)
(30)

とする。α及び βは直交する x、y、zの 3つの成分を持ち、S αβ(Q, ℏω)は全部で 9つある。詳細は専門
書に書かれているが [1–7]、偏極非弾性中性子散乱の手法を用いると、

M(Q, ℏω) = S yy(Q, ℏω) + S zz(Q, ℏω)
C(Q, ℏω) = S yz(Q, ℏω) − S zy(Q, ℏω) (31)
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図 22 (a) (ϵH, ϵ△) = (1,−1)の磁気構造で計算した (0, 1, L)方向のスピン波のmagnetic成分 M(Q, ℏω)。
(b) Ba3NbFe3Si2O14 の 1.5 K での (0, 1, L) 方向のスピン波の chiral 成分 C(Q, ℏω) の実験結果。(c)
(ϵH, ϵ△) = (1,−1)の磁気構造で計算した (0, 1, L)方向のスピン波の chiral成分 C(Q, ℏω)。(d) (ϵH, ϵ△) =
(−1, 1)の磁気構造で計算した (0, 1, L)方向のスピン波の chiral成分 C(Q, ℏω)。全て Ref. [24]より。

の 2種類の成分を得ることが出来る。M(Q, ℏω)は核散乱成分やバックグラウンド成分を含まない、純粋
な磁気散乱シグナルである。一方、C(Q, ℏω)は主に noncollinear磁気構造で観測される chiralな情報を
含んだ磁気散乱シグナルであり、負の値も取りうる。ただし、xは Qと同じ方向で、yは散乱面内での x
に垂直な方向、z は x に垂直かつ散乱面に垂直な方向である [この実験での散乱面は (0,K, L) 面]。つま
り、Q = (0, 1, L)では、Lが大きくなるにつれて、純粋な c軸方向の相関を見ることが出来る。
偏極非弾性中性子散乱測定により得られた Ba3NbFe3Si2O14 の、1.5 Kでのスピン波の (0, 1, L)方向の
分散関係に関する C(Q, ℏω)成分を図 22(b)に示す。さらに、図 22(a)に同じ方向の M(Q, ℏω)成分の計
算結果を示す。計算結果を見ると、Q = (0, 1, 1− τ)からスピン波の branchが 2本発達している [図 19(c)
では、Q = (0,−1,−1 + τ)から、強い強度を持つスピン波 branchが観測されていた。Ba3NbFe3Si2O14 で
は、Q = (0, 1, 1) は (0, 1,−1) や (0,−1, 1) とは等価ではないが、(0,−1,−1) とは等価な構造因子を持つ。
そのため、図 22(a)では、Q = (0,−1,−1 + τ)の K 成分と L成分の両方にマイナスをかけた (0, 1, 1 − τ)
から強い強度を持つスピン波が発達している。この結果も Ba3NbFe3Si2O14 の chiral な結晶構造に由来
している。]。この内、2本の branchが縮退している低エネルギーの modeを w-mode、高エネルギーの
modeを c-modeと呼ぶ。c-modeはスピンが ab面内で揺らいでいるモードであり、w-modeはスピンが
面間方向にも揺らいでいる mode である [34]。この 2 つの mode の内、chiral 成分 C(Q, ℏω) を持つの
は c-modeのみであった。これは C(Q, ℏω)が helicityよりも chiralityに敏感であり、面内の揺らぎに対
応した c-modeの方がシグナルが大きいためと考えられる。さらに、c-modeは全てのエネルギーでその
chiralityを保っていることが分かる (同じ符号で、同じくらいの強度を持つので)。(ϵH, ϵ△) = (1,−1)の磁
気構造と (−1, 1)の磁気構造を使って計算した C(Q, ℏω)を図 22(c)と図 22(d)にそれぞれ示す。分散関係
のエネルギーは同じであるが、chiralityがお互い反転しているため、C(Q, ℏω)の正負が逆になっている。
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(1,−1)の磁気構造が図 22(b)の実験結果、特にその符号をよく再現していることが分かる。以上の偏極
非弾性中性子散乱測定により Ba3NbFe3Si2O14 の磁気構造を一意に決定することに成功した。

4.4 本章のまとめ

本章では空間反転対称のない Ba3NbFe3Si2O14 のスピン波を非偏極及び偏極非弾性中性子散乱によっ
て研究した論文 [24]について紹介した。空間反転対称の欠如は非偏極非弾性中性子散乱の散乱強度の非
対称性に現れていた。また偏極非弾性中性子散乱により、Ba3NbFe3Si2O14 の磁気構造を一意に決定する
ことに成功した。さらに ab 面内に揺らぐスピン波は全てのエネルギーにおいて、その chiral な性質を
保っている事も分かった。このように空間反転対称のない系では、スピン波解析において偏極非弾性中性
子散乱測定が非常に有効な手法であることが分かった。

5 空間反転対称性がない反強磁性体における nonreciprocal magnon

本章では空間反転対称性が破れた系である α-Cu2V2O7 において、nonreciprocal magnon を反強磁性
体で初めて観測した論文、「G. Gitgeatpong et al., Phys. Rev. Lett. 119, 047201 (2017)」について解説す
る [35]。
前章で扱った Ba3NbFe3Si2O14 では chiral な結晶構造に起因して交換相互作用がねじれており、その
結果、基底状態が helicity (と chirality)を持ち、incommensurateな Qに磁気反射が観測されていた。そ
して incommensurate 磁気反射位置から acoustic マグノンが発達していた。つまり、空間反転対称性の
破れた Ba3NbFe3Si2O14 においては、基底状態と励起状態が同じ chiral な磁気状態を共有していた (こ
のことは偏極非弾性中性子散乱測定からも確認された)。一方、本章で取り扱う α-Cu2V2O7 は磁気基底
状態は collinear 反強磁性である。しかしながら、スピン波は incommensurate な Q から発達し、その
Qは commensurateな磁気反射位置の Qと異なっている。このようなスピン波を nonreciprocal magnon
と呼ぶ。Nonreciprocal magnon が観測される系では、基底状態の commensurate な状態と励起状態の
incommensurate状態が fluctuationしていると考えられる (もしくは基底状態の incommensurateな状態と
励起状態の commensurate状態が fluctuationしている)。このような nonreciprocal magnonが反強磁性体
で初めて、α-Cu2V2O7 において観測された。

5.1 nonreciprocal magnonについて

この節では nonreciprocal magnon についての review 論文を紹介する [36]。図 23(a) のような強磁性、
もしくは図 23(b)のような反強磁性 1次元スピン鎖モデルを考える (スピンのサイズは結果に無関係)。ス
ピンハミルトニアンとして交換相互作用、容易軸異方性、DM相互作用 (DM相互作用の方向は uniform
である必要がある)からなる、

H =
∑
i, j

[
JSi · S j + d ·

(
Si × S j

)]
+

∑
i

D
(
S z

i

)2
(32)

を考える。ただし、z方向を磁気容易軸とし、d = (0, 0, d)とする。この時、容易軸的異方性は collinear磁
気構造を、DM相互作用は helical磁気構造をそれぞれ安定化させる。本来なら S = 1/2の場合、Eq. (32)
のような単イオン異方性項 Dは無視できるほど小さく、代わりに異方的な交換相互作用が容易軸的な異
方性を担う。ただしここでは簡単のため、S = 1/2の場合についても、容易軸的異方性に対応する項とし
て単イオン異方性項 Dを導入してある。

97



Eq. (32)のスピンハミルトニアンで、強磁性に関して S = 1/2、J = −1、d = 0.2、D = −0.1のパラメー
ターを、反強磁性に関して S = 1/2、J = 1、d = 0.2、D = −0.03のパラメーターを使用してスピン波の
分散関係を計算した結果が図 23(c)及び図 23(d)にそれぞれ示してある。スピン波の branchの minimum
energy を与える Q が、magnetic zone center である Q = 0 と一致せず、シフトしている様子が分かる。
シフトの方向は、強磁性では DM相互作用の符号 (より正確には DM相互作用の方向とスピンの向きの
相対関係)で決定される。一方、反強磁性では、Qのシフト方向以外は同じ分散を持つ 2つの branchが
存在する。これは強磁性体と異なり、反強磁性体ではスピンの向きが正負の 2種類存在するため、スピ
ンの向きに対して DM相互作用の符号が仮想的に反転しているためだと考えられる。
このような nonreciprocal magnonの分散関係は、磁場下非弾性中性子散乱実験により、磁場誘起強磁

性体MnSiにおいて初めて観測された [37]。図 24(a)に示した通り、MnSiの低温、ゼロ磁場での磁気基
底状態は k0 = (0.016, 0.016, 0.016)の磁気伝搬ベクトルを持つ helical磁気構造である。MnSiは空間反転
対称性を持たないため有限の DM相互作用が存在し、DM相互作用と交換相互作用の競合が helical磁気
構造の起源となっている。一方、磁場を [111]方向に印加すると、比較的低い磁場で磁気伝搬ベクトルが
k = (0, 0, 0)の磁場誘起強磁性相になる。

MnSi の非弾性中性子散乱実験は磁場 B = 0.5 T、温度 T = 27 K の磁場誘起強磁性相で行われた。
MnSi は遍歴磁性体であり、磁場誘起強磁性相では Q = 0 からスピン波が観測されることが期待され
る (branchは 1つ)。ℏω < 0は系が中性子にエネルギーを与える散乱過程 (energy gain)であるが、励起
エネルギーに対して温度が低いと ℏω < 0 の散乱がほぼ 0 になる [図 5(b)]。この研究では ℏω < 0 での
非弾性中性子散乱シグナルの観測も重要であり、energy gain過程での強度が期待される 27 Kにおいて

図 23 (a)強磁性 1次元スピン鎖。(b)反強磁性 1次元スピン鎖。どちらも uniformな DM相互作用
を考慮している。(c) 強磁性 1 次元スピン鎖モデルで S = 1/2、J = −1、d = 0.2、D = −0.1 のパラ
メータを用いて計算したスピン波の分散関係。(d)反強磁性 1次元スピン鎖モデルで S = 1/2、J = 1、
d = 0.2、D = −0.03を用いて計算したスピン波の分散関係。全て Ref. [36]より。
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図 24 (a) MnSi において磁場を [111] 方向に印加した際の温度・磁場相図。図中の緑の四角の条
件で非弾性中性子散乱測定が行われた。(b) 磁場 B = ±0.5 T、温度 T = 27 K における、MnSi の
Q = (0.06, 0.06, 0.06)でのエネルギースペクトル。(c)磁場 B = ±0.5 T、温度 T = 27 KにおけるMnSi
のスピン波の分散関係。全て Ref. [37]より。

測定が行われた。また 0.5 T という磁場の大きさは 27 K における相境界に近い磁場として選ばれた。
図 24(b) に Q = (0.06, 0.06, 0.06) でのエネルギースペクトルを、磁場が正負の場合それぞれについて示
す。スピン波は磁場が正の時は energy gain (ℏω < 0)側にのみ、磁場が負の時には energy loss (ℏω > 0)
側にのみ、それぞれ観測された。Qを変化させてエネルギースペクトルを測定し、実験で決定したスピ
ン波の分散関係をプロットした結果が図 24(c) に示してある。磁場が負の時には magnon minimum が
q0 ∼ (0.016, 0.016, 0.016)にあるスピン波 branchが 1本だけ観測された [図 24(c)の紫色の実線]。磁場が
正の時は magnonの「極大値」が q0 ∼ (0.016, 0.016, 0.016)にあるスピン波 branchが 1本だけ観測され
た [図 24(c)の緑色の実線]。Eq. (18)において、強磁性相なので G = 0とすると、スピン波の生成に関す
るエネルギー保存則及び運動量保存則はそれぞれ ℏω = ℏωq と Q = q、スピン波の消滅に対するエネル
ギー保存則及び運動量保存則はそれぞれ ℏω = −ℏωq と Q = −q となる。磁場が正の時はスピン波の消
滅に対応する branchが見えたので、対応するスピン波の生成に関する branchは、magnon minimumが
q0 ∼ (−0.016,−0.016,−0.016)に存在することになる [図 24(c)の緑色の点線]。つまり、磁場の正負により
Q = (0, 0, 0)を対称とした分散関係がそれぞれ観測された。結果をまとめると、MnSiの磁場誘起強磁性
相の磁気伝搬ベクトルは k = (0, 0, 0)だが、magnon minimumはmagnetic zone centerであるQ = (0, 0, 0)
ではなく、磁場が負の時は q0 = (0.016, 0.016, 0.016)に、磁場が正の時は q0 = (−0.016,−0.016,−0.016)
にそれぞれ観測された。この結果は図 23(c)に示したモデル計算とよく一致する。興味深いことにゼロ磁
場の helical磁気構造の磁気伝搬ベクトルは k0 = (0.016, 0.016, 0.016)であり、磁場誘起強磁性相のMnSi
のスピン波の minimumである q0 = (0.016, 0.016, 0.016)とよく一致している。すなわち磁場誘起強磁性
相の動的な揺らぎとして、ゼロ磁場相の磁気伝搬ベクトル k0 と同じ磁気相関を持つスピン波が観測され
たことになる。

MnSiは容易軸異方性は小さいと考えられるが、外部磁場がその役割を果たしている。磁場誘起強磁性
体では外部磁場が容易軸異方性の役割を担うことが出来るため、nonreciprocal magnonが反強磁性体より
観測されやすい。このような理由で、反強磁性体では α-Cu2V2O7において発見されるまで、nonreciprocal
magnonが観測されていなかったと考えられる。
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(a) (b) (c)

図 25 (a)空間反転対称性を持たない α-Cu2V2O7 の結晶構造 [38]。(b, c) α-Cu2V2O7 の X線 absorption [40]。

5.2 α-Cu2V2O7 の結晶構造とバルク磁性

非弾性中性子散乱実験結果を解説する前に、α-Cu2V2O7 の構造と磁性について簡単に紹介する。α-
Cu2V2O7 の空間群は空間反転対称性を持たない Fdd2である [38]。Cuは 16eサイトを占有し、一般位置
である 16e サイトの対称操作 [(x, y, z), (−x,−y, z), (x,−y, z), (−x, y, z)] から、空間反転対称性を持たない
ことが分かる。α-Cu2V2O7 は空間反転対称性の破れ及び磁気秩序による時間反転対称性の破れが共存し
うる系であり、unconventional phenomena、例えば multiferroicsを示すことが期待される (実際に観測さ
れている [39])。また、α-Cu2V2O7 の X線 absorptionの結果を CuOと V2O5 の結果と比較することによ
り、Cuは 2価で 3d9 かつ S = 1/2であり、Vは 5価で 3d0 かつ S = 0であることが分かる [40]。つま
り、α-Cu2V2O7 における磁性イオンは S = 1/2の Cu2+ のみである。

(a) (b)

図 26 (a)第一原理計算で見積もられた α-Cu2V2O7 の J1 − J5 の値。(b) α-Cu2V2O7 の J1、J2、J3 の
exchange pathと結晶におけるボンド。J1 と J3 が zigzag chainを形成している。全て Ref. [41]より。
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図 27 (a) α-Cu2V2O7 の磁気比熱と磁気エントロピー [40]。(b) α-Cu2V2O7 の TN 上下での粉末中性
子回折パターン [38]。(c)粉末中性子回折により決定された α-Cu2V2O7 の磁気構造 [38]。

α-Cu2V2O7 において、第 1 近接の Cu2+ を結ぶと、< 011 > と < 100 > 方向、もしくは < 01̄1 > と
< 100 >方向の、2種類の方向に zigzag chainを形成している。さらに unit cell内に、zigzag chainが a
軸方向に 4 層 stacking している。また第 3 近接の Cu2+ ボンドも zigzag chain を形成している。後述す
るように支配的な相互作用は J3 であり、α-Cu2V2O7 は J1、もしくは J3 の zigzag chainが基本となって
いる。
α-Cu2V2O7 における交換相互作用に関して、第一原理計算により J1 から J5 までの大きさが見積も

られている [41]。図 26(a) より明らかなように、α-Cu2V2O7 では J1、J2、J3 が主な交換相互作用であ
り、全て反強磁性である。また特に支配的な相互作用は J3 である。図 26(b)には J1、J2、J3 の exchange
path が示されている。J1、J2、J3 ボンドの変位ベクトル (と距離) はそれぞれ、δ1 = (0.08, 0.25, 0.25)
(d1 = 3.14 Å)、δ2 = (0.17, 0.23, 0) (d2 = 3.98 Å)、δ3 = (0.17, 0.27, 0.5) (d3 = 5.26 Å)である。また、第 2
近接に関しては 2種類の pathが compensateするので DM相互作用は存在しないが、第 1近接と第 3近
接に関しては非対称的な path なので DM 相互作用が存在しうる [図 26(b)]。第一原理計算により、DM
相互作用は D1a と D1b が主要な成分であることが分かっている (第 3近接の DM相互作用は小さい)。さ
らに、磁気容易軸が a軸であることも第一原理計算により分かっている。
次に α-Cu2V2O7のバルク物性、特に磁性に関して紹介する。図 27 (a)に α-Cu2V2O7の磁気比熱と磁気
エントロピーを示す [40]。α-Cu2V2O7は TN = 33.4 Kでラムダ型の磁気転移を示す。Cmag(T )/T を 150 K
まで積分した磁気エントロピーの値は 41 J/mol/Kとなり、spin–1/2の値である 2Rln2 = 11.5 J/mol/Kよ
り遥かに大きい。この結果は α-Cu2V2O7 における magnetolattice coupling の存在を示唆している。ま
た、低温比熱を power law (T d)で fittingすると、d = 1.83となり、α-Cu2V2O7 は 1次元鎖というよりは
2次元的であることを示唆している。
図 27 (b)に α-Cu2V2O7 の TN 上下での粉末中性子回折パターンを示す [38]。低温では Q = (0, 2, 0)の

核 Bragg 位置の強度が増大している。これは磁気伝搬ベクトルが k = (0, 0, 0) であることを示唆してい
る。α-Cu2V2O7 では unit cellに 16個の Cu2+ イオンが存在しており、k = (0, 0, 0)でも反強磁性構造を
取りうる。また、Q = (4, 0, 0)と (6, 0, 0)の磁気散乱強度はほぼ 0なので、スピンのモーメントは主に a
軸を向いていることが示唆される。粉末中性子回折による磁気構造解析の結果、図 27 (c)に示したよう
な、a軸方向にスピンのモーメントが向いた collinear反強磁性磁気構造が得られた [38]。またスピンの
モーメントは、群論的には bと c成分を持ちうるが、a軸からの canting成分が小さいため中性子回折で
は決定できず、以下で紹介する磁化により決定された。
α-Cu2V2O7 の磁化率を Curie-Weiss fitting すると、Curie-Weiss 温度は θCW = −73 K であり、支配的
な相互作用は反強磁性であることが分かった [42]。また磁気モーメントは 2.087µB となり S = 1/2で予
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(a) (b)

図 28 (a) α-Cu2V2O7 の a軸、b軸、c軸それぞれの単結晶磁化率。(b) α-Cu2V2O7 における 1.7 Kで
の a軸、b軸、c軸それぞれの磁化曲線。いずれも Ref. [42]より。

想される 1.73µB より大きい。図 28(a) に α-Cu2V2O7 の a 軸、b 軸、c 軸それぞれの単結晶磁化率を示
す [42]。H||aでは TN で kinkが観測され、モーメントが a軸を向いた反強磁性を示唆している。一方、
H||cでのみ TN 以下で weak ferromagnetismが観測され、canting方向は c軸であることが分かった。こ
れにより、スピンは ac面にあるので、b成分の DM相互作用 (D1b)の存在が示唆される。また、H||bで
のみ 50 K 付近に short-range order を示唆する broad peak が観測された。この振る舞いは J1、J2、J3、
D1b からなるスピンハミルトニアン (J1、J2、J3 は全て反強磁性で、J3 が支配的)を用いた量子モンテカ
ルロ計算でよく再現できる [42]。さらに TN 以下の 1.8 Kでの、a軸、b軸、c軸それぞれの磁化曲線を
図 28(b)に示す [42]。磁化率と同様に、c軸方向にのみ、weak ferromagnetismが観測された。この c軸の
残留磁化 M(0) = 0.082µB の値より、c軸方向の a軸からの canting角度は 4.7度と算出された。ただし、
次節で紹介する非弾性中性子散乱実験の結果にはほとんど影響しないため、ゼロ磁場での α-Cu2V2O7 の
磁気基底状態は a軸方向を向いた collinear反強磁性として取り扱われている [35]。
図 29(a) に、磁気容易軸である a 軸に磁場をかけた、α-Cu2V2O7 の高磁場磁化曲線を示す [42]。

図 29 (a) α-Cu2V2O7 の a 軸に磁場を印加した高磁場磁化曲線。(b) 10 T での Q = (0, 2, 0) と
(0, 1.766, 0)における中性子散乱強度の温度変化。(c)磁場を 0 Tから 10 Tまで変化させたときの、中
性子散乱強度の (0,K, 0) scan。全て Ref. [42]より。

102



k = (0, 0, 0)の磁気伝搬ベクトルを持つゼロ磁場での a軸方向の collinear反強磁性構造が Hc1 = 6.5 Tで
spin flop 転移をし、さらに Hc2 = 18 T 以上で磁場方向に spin flip 転移をする [図 29(a) の inset 参照]。
通常の spin flop転移では commensurateな磁気伝搬ベクトルが観測されることが多いが、α-Cu2V2O7 の
spin flop相 (Hc1 < H < Hc2)の磁気伝搬ベクトルは incommensurateな k = (0, 0.23, 0)であることが確認
された [図 29(b)] [42]。また α-Cu2V2O7 の spin flop相の磁気伝搬ベクトル k = (0, 0.23, 0)は磁場の大き
さによって変化しない [図 29(c)] [42]。
以上の α-Cu2V2O7 の構造及びバルク物性の結果をまとめると以下のとおりである。　 (1) 空間反転

対称性を持たない、擬 1 次元的 zigzag スピン鎖、(2) 磁化率や DFT 計算は反強磁性交換相互作用を示
唆、(3) a軸が磁気容易軸であり、容易軸的異方性が存在、(4) c軸に canting成分が観測され、DM相互
作用が存在、(5) ゼロ磁場では磁気伝搬ベクトルが k = (0, 0, 0) の、主に a 軸を向いた collinear 反強磁
性、(6) Hc1 = 6.5 T で磁気伝搬ベクトル k = (0, 0.23, 0) の incommensurate 相への spin flip 転移。した
がって α-Cu2V2O7 は、容易軸異方性による collinear反強磁性と DM相互作用による helical modulation
の競合が予想される空間反転対称性を持たない擬 1 次元的スピン鎖のモデル物質であると考えられ、
nonreciprocal magnonが観測されることが期待される。

5.3 α-Cu2V2O7 の非弾性中性子散乱実験結果

この節では、空間反転対称性を持たない α-Cu2V2O7 では nonreciprocal magnon が観測されること
と [35]、類似物質であるが空間反転対称性を持つ Zn0.06Cu1.94V2O7 では nonreciprocal magnonが観測さ
れなかったこと [43]について紹介する。

magnetic reflection

magnon

minimum

magnon

minimum

TN

(a) (b)

(c)

図 30 (a) α-Cu2V2O7 の 1.5 K での、(H,K, 0) 面と (0,K, L) 面での、いくつかのエネルギーでの
constant-energy map。(b) α-Cu2V2O7 の 1.5 Kでの (0,K, 0)方向の分散関係。(c) Q = (0, 1.75, 0)にお
けるスピンギャップの大きさの温度依存性。全て Ref. [35]より。
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図 30(a)に α-Cu2V2O7 の 1.5 Kでの、(H,K, 0)面と (0,K, L)面での constant-energy mapを示す。ゼロ
磁場の磁気伝搬ベクトルは k = (0, 0, 0)なので、elastic位置 (ℏω = 0)では逆格子点 [例えば Q = (0, 2, 0)]
に強い磁気 (+ 核) 散乱強度が観測されている。以下では Q = (0, 2, 0) に着目する。ℏω = 2 meV では、
Q = (0, 2, 0) を中心に K 方向に分裂した 2 つのスポットが観測された (この 2 つのスポットがスピン波
minimumにほぼ対応している)。一方、H と L方向は commensurate位置、つまり H = 0と L = 0を中心
とした分裂していないシグナルが観測されている。ℏω = 5 meVではスピン波のリングが観測されるが、
K方向に最も大きな分散を持つことが分かる (スピン波minimumにほぼ対応している ℏω = 2におけるシ
グナルからの変化が最も大きい)。図 30(b)に、α-Cu2V2O7 の 1.5 Kでの (0,K, 0)方向の分散関係を示す。
Q = (0, 2, 0) を中心に対称な 2 本のスピン波 branch が観測された。先に述べた通り、G = (0, 2, 0) は核
Bragg位置であり、ゼロ磁場の磁気伝搬ベクトルは k = (0, 0, 0)である。つまり Q = (0, 2, 0)が magnetic
zone centerである。一方、スピン波 branchの minimumを与える Qは (0, 2, 0)でなく、incommensurate
な Q ∼ (0, 1.75, 0) と Q ∼ (0, 2.25, 0) であった。これは磁気反射を与える Q とスピン波の minimum を
与える Qが異なることに対応しており、反強磁性体において初めて観測された nonreciprocal magnonで
あった。図 29(c) に示した通り、磁場誘起 incommensurate 相の磁気伝搬ベクトルは k = (0, 0.23, 0) で
あり、ゼロ磁場のスピン波 minimumを与える q0 と近い [q0 ∼ (0, 0.25, 0)]。同様の類似は、先に示した
MnSi でも観測されていた (磁場誘起強磁性相のスピン波 minimum の q0 が、ゼロ磁場 incommensurate
の磁気伝搬ベクトル k0 と近い)。α-Cu2V2O7 のスピン波 minimum 位置である Q = (0, 1.75, 0) でのス
ピンギャップの大きさの温度依存性を図 30(c) に示す。Q = (0, 1.75, 0) でのスピンギャップは TN 以下
で発達していることが分かる。この結果は、collinear 反強磁性磁気秩序と incommensurate なスピン波
minimumの間に密接な関係がある、nonreciprocal magnonであることを示唆している。
以下では α-Cu2V2O7 のスピンハミルトニアンについて議論する。α-Cu2V2O7 の magnetic unit cellに
は Cu2+ イオンが 16個存在するので、スピン波の branchの数は最大で 16だが、有限の散乱強度をもつ
のは decoupledした 2本のみであった [図 30(b)]。この 2本のスピン波 branchの示す分散関係は各 Q点
におけるエネルギースペクトルの fittingにより実験的に決定され、α-Cu2V2O7 のスピン波の分散関係が
図 31に、H、K、L方向それぞれについて示されている。この実験的に決定された分散関係を再現する
ために、図 27(c)にようなスピンのモーメントが a軸を向いた collinear反強磁性磁気構造を考える (c軸
への cantingは考えない)。さらにスピンハミルトニアンとして、交換相互作用 J1、J2、J3、異方的交換
相互作用 G、DM相互作用 D、ゼーマン項からなる

H =
∑
i, j

Ji jSi · S j +
∑
i, j

Gi j

(
S x

i S x
j − S y

i S y
j − S z

i S
z
j

)
+

∑
i, j

Di j ·
(
Si × S j

)
− gµBS · B (33)

を考える。ただし、x を磁気容易軸とし、a 軸と一致させている。また、異方的な交換相互作用であ
る G 項、a 軸が磁気容易軸になっている (S = 1/2 なので、単イオン異方性ではなく、このような項を

(c)(a) (b)

図 31 α-Cu2V2O7 のスピン波の分散関係。丸が実験結果で、実線が線形スピン波による計算結果。
(a) (0,K, 0)方向。(b) (H, 1.75, 0)方向。(c) (0, 2, L)方向。全て Ref. [35]より。
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図 32 (a) α-Cu2V2O7 の 10 T、1.5 Kでの (0,K, 0)方向のスピン波の分散関係。(b) Q = (0, 1.75, 0)と
(0, 2.25, 0)における、1.5 Kでのスピンギャップの大きさの磁場依存性。(c) 1.5 K、0 Tと 10 Tにおけ
る (0,K, 0)方向の中性子回折パターン。全て Ref. [35]より。

考えている)。さらに、図 28 のバルク磁化で存在が指摘された D1b は、a 軸を向いた collinear 反強磁
性磁気構造では、スピン波のエネルギーに影響を与えないため、D1a のみが考慮されている。つまり、
D = (D1a, 0, 0)である。Eq. (33)のスピンハミルトニアンにおいて、G項が spin gapの大きさ、DM項が
nonreciprocity (逆格子点からのシフトの大きさ)にそれぞれ寄与する。実験の分散関係を fittingすること
で、J1 = 2.67 meV、J2 = 2.99、J3 = 5.42、G1 = 0.282 meV、D1a = 2.79 meVのパラメーターが得られ
た (ただし、J1、J2、J3 の比は第一原理計算の値である 1.00 : 1.12 : 2.03 で固定され [42]、交換相互作
用としての fitting パラメーターは 1 つのみであった)。またこのパラメーターは図 31 に示したように、
H、K、L 方向の全ての分散関係 (と散乱強度) をよく再現できる。つまり、このスピンハミルトニアン
で、α-Cu2V2O7 において観測された nonreciprocal magnon を説明することができる [さらに図 32(a) に
示した 10 Tでのスピン波の実験結果とも一致している]。
α-Cu2V2O7 に関して、磁場下での非弾性中性子散乱実験も行われている。図 32(b) のように、スピ

ン波 branch の 2 つの minimum である、Q = (0, 1.75, 0) と (0, 2.25, 0) でのスピンギャップは磁場に対
して真逆の応答を示す。つまり、正の磁場をかけると Q = (0, 1.75, 0) のスピンギャップは小さくなり、
B ∼ 6.6 Tでスピンギャップが閉じる。一方、Q = (0, 2.25, 0)のスピンギャップは負の磁場をかけると小
さくなり、同様に B ∼ −6.6 Tでスピンギャップが閉じる。この臨界磁場の大きさは、spin flop転移を起
こす磁場の大きさ 6.5 Tとよく一致している。さらに spin flopした incommensurate磁気相である 10 T
における Q = (0,K, 0)の中性子回折パターンを図 32(c)に示す。10 Tでは、G = (0, 2, 0)の核 Bragg位置
のサテライトピークとして、Q = (0, 1.77, 0)と (0, 2.23, 0)に磁気反射が観測された [ゼロ磁場での磁気反
射は、k = (0, 0, 0)なので、Q = (0, 2, 0)に観測されている]。つまり、10 Tでは k = (0, 0.23, 0)の磁気伝
搬ベクトルに対応した incommensurateな磁気構造となっている。さらに、図 32(a)に 10 T、1.5 Kでの
α-Cu2V2O7 の (0,K, 0)方向のスピン波の分散関係を示す。興味深いことに、スピン波のminimumは磁気
反射位置ではなく、Q = (0, 2, 0)に観測された。つまり、スピン波 minimumは q0 = (0, 0, 0)であり、磁
気伝搬ベクトル k = (0, 0.23, 0)と異なっている。この 10 Tでの非弾性中性子散乱の結果は、α-Cu2V2O7

の磁場誘起 incommensurate相でも nonreciprocal magnonが観測されたことを意味している。
以上の α-Cu2V2O7 に関するゼロ磁場・10 T での非弾性中性子散乱実験の結果をまとめると、次の

ようになる。(1) ゼロ磁場 commensurate 相では磁気反射が Q = (0, 2, 0) に、スピン波の minimum が
Q = (0, 1.75, 0)と (0, 2.25, 0)にそれぞれ観測された [k = (0, 0, 0)および q0 ∼ (0, 0.25, 0)]、(2)磁場誘起
incommensurate相では磁気反射がQ = (0, 1.77, 0)と (0, 2.23, 0)に、スピン波のminimumがQ = (0, 2, 0)
にそれぞれ観測された [k = (0, 0.23, 0) および q0 = (0, 0, 0)]。したがって α-Cu2V2O7 は、反強磁性
collinear相でも incommensurate磁気相でも、常に磁気反射とスピン波 minimumの Qの位置が異なる特
異な系である。
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図 33 (a) Zn0.06Cu1.94V2O7 の磁気構造。(b) Zn0.06Cu1.94V2O7 の (0,K, 0)方向のスピン波の分散関係。
(c) Zn0.06Cu1.94V2O7 の (H, 2, 0)方向のスピン波の分散関係。全て Ref. [43]より。

この節の最後に α-Cu2V2O7 の類似物質である β-Cu2V2O7 型構造の Zn0.06Cu1.94V2O7 におけるスピン
波について紹介する。α-Cu2V2O7は空間反転対称性を持たないが、β-Cu2V2O7型構造の Zn0.06Cu1.94V2O7

は空間反転対称性を持ち、空間群は C2/cである。TN = 26 Kで collinear反強磁性磁気秩序を示し、磁
気伝搬ベクトルは k = (0, 0, 0) である [図 33(a)]。図 33(b) と図 33(c) に、Zn0.06Cu1.94V2O7 における K
方向と H 方向のスピン波の分散関係をそれぞれ示す。強度を持つスピン波 branch は 1 本のみで、核
Bragg位置であるQ = (0, 0, 0)からスピン波が発達している。すなわち、磁気反射のQの位置とスピン波
minimumの Qの位置が同じ Q = (0, 2, 0)に観測された。よって α-Cu2V2O7 で観測された nonreciprocal
magnonは、Zn0.06Cu1.94V2O7 では観測されなかった。Zn0.06Cu1.94V2O7 にも容易軸型の磁気異方性は存
在する。一方、α-Cu2V2O7 とは異なり空間反転対称性を持つため DM 相互作用が存在しない。このた
め、collinearなスピン相関と helical modulationの競合が起こらないため、nonreciprocal magnonが観測
されなかったと考えられる。Zn0.06Cu1.94V2O7 のスピン波を理解するために

H =
∑
i, j

Ji jSi · S j +
∑
i, j

Gi j

[
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S z
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z
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(
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i S y
j − S z

i S
z
j

)]
(34)

のスピンハミルトニアン、図 33(a)に示した collinear反強磁性磁気構造が考えられている。スピンハミ
ルトニアンは交換相互作用と異方的相互作用からなる。ただし、βは monoclinic系における a軸と c軸
の角度である。また、Gi j = GJi j とし、異方的相互作用は交換相互作用に比例するとした。面内の交換相
互作用 J1、J5、J6 と面間の交換相互作用 J14、及びスピンギャップを与える G 項でスピン波をよく再現
することが出来る [図 33(b) と図 33(c)] (J1 = 8.5 meV、J5 = 5.3 meV、J6 = 1.9 meV、J14 = 0.5 meV、
G = 0.0044 meV)。また、このスピンハミルトニアンでは nonreciprocal magnonが現れないことも実験結
果とよく一致している。

5.4 本章のまとめ

空間反転対称性のないMnSiの磁場誘起強磁性相でも nonreciprocal magnonは観測されていたが [37]、
空間反転対称性のない α-Cu2V2O7 において、反強磁性体で初めて nonreciprocal magnon を観測するこ
とに成功した [35]。一方、空間反転対称性があり、DM 相互作用がないと考えられる β-Cu2V2O7 型構
造を持つ反強磁性体 Zn0.06Cu1.94V2O7 では nonreciprocal magnon は観測されなかった [43]。これらの
実験結果は nonreciprocal magnon の理論モデルでよく説明できる [36]。つまり、α-Cu2V2O7 における
nonreciprocal magnonは、交換相互作用に容易軸的異方性と DM相互作用を加えたモデルで再現出来る。
容易軸異方性による collinear反強磁性構造 (もしくは強磁性)と DM相互作用による helical磁気構造が
競合し、それぞれ静的性質 (磁気構造)と動的性質 (スピン波)に現れていると考えられる。この静的・動
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的状態間の競合が nonreciprocal magnon の起源であると考えられる。2 つの磁気相関が競合しているた
め、MnSiと α-Cu2V2O7 では比較的小さい磁場で磁気相転移が起こっているとも考えられる。

6 おわりに
この講義では、スピン波による非弾性中性子散乱を理解するための最低限度の教科書的内容を説明し、

スピン波に関する非弾性中性子散乱の論文を 3つ紹介した。第 3章の CrBr3 では、スピン波 branchの K
点での交差におけるギャップの有無の判定が重要であった。これは有限のエネルギーでの Q分解能及び
エネルギー分解能が重要となってくる。第 4章の Ba3NbFe3Si2O14 では特に低エネルギーでの Q分解能
が重要であり、さらに偏極非弾性中性子散乱の手法も使用された。第 5章の α-Cu2V2O7 では、磁気反射
を与える Qとスピン波の minimumを与える Qが、同じなのか異なるのかを判別できる Q分解能及びエ
ネルギー分解能が重要であった。
実際の研究では、「分解能」、「エネルギースケール (Ei)」、「入射中性子の flux (シグナルの統計)」、「非
偏極 or偏極」、「試料環境 (温度・磁場・圧力)」、「単結晶 or粉末」、「装置の人気度 (課題の採択率)」など
の観点から、「どの施設」の「どの装置」を使用するのかを選択している。実際、この講義で紹介した 3
つの論文では適切に装置を選択し、興味深い成果が得られている。中性子の専門家であればこのような選
択が精度よく出来るはずなので、もし中性子散乱実験に興味がある人は是非相談することをお勧めする。
末筆ながら、この講義を聞いてくれた人の中から、中性子散乱の課題申請をする人が出てくることを願い
ます。
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超音波による多極子秩序に伴う臨界減速の観測
∼ランダウの相転移の現象論と構造相転移に伴う臨界減速，および電気十六極子-格子回転相互作用 ∼

東京理科大学創域理工学部先端物理学科 栗原綾佑

1 序論
1.1 固体中の超音波の概要

音は，我々が生活する際に重要な五感のうち，聴覚で感じることができる物理現象である．ある人に
とっては，光を通して顔を認識する以上に，声色こそが自分の家族や友人を識別する際のもっとも重要な
判断基準となっているかもしれない．また，円滑なコミュニケーションをとる際にも，声色はかなり重要
な情報を与えるだろう．このように，人は日常的に音を感じ取っており，とりわけ音色を特徴づける周波
数の分解に長けているといってもいいだろう．本テキストと関連して重要なことは，人は主として鼓膜の
機械振動を通して音を認識していることである．
このような音は，多くの人にとっては空気中を約 340 m/sで伝わる空気の振動である．また，（自分を

含む中年以上の人にとってはモスキート音と呼ばれる 17 kHz以上の音は聞こえないかもしれないが）そ
の振動数は 20 Hzから 20 kHz程度の周波数である. このような周波数帯の音の波長 λを，音の周波数 f
と音速 vの関係式である

v = fλ (1.1.1)

を用いて求めると，およそ 20 cmから 2 m程度であることがわかる．20 kHzを超えると，人間の可聴域
を超えた高音となってしまう．それゆえ，一般的に人間の可聴域を超えた高音は超音波と呼ばれている.

音は媒質の振動であるがゆえ，空気中のみならず液体や固体中を伝搬できる．つまり，固体物理の実験
手段として用いられるような各種電磁波とは異なり，金属であろうが絶縁体であろうが内部に侵入し伝搬
することができる特徴をもつ．さらに，空気中の音速である 340 m/sと比較して固体中の音速ははるかに
高速となり，例えばダイアモンド中の音速は約 10 km/sを超えるほどとなる．このような音速に由来し，
実験で使用するような 10 MHz以上の周波数の超音波の波長は，1 mmよりも短くなる点も重要である．
これら音速や波長は空気中を伝搬する音のものと比べ高周波・短波長である一方，固体物理でよく用いら
れる x線や中性子，また光のものと比べると，格段に低周波・長波長といえる．それゆえ，固体物理にお
ける超音波は低エネルギー (E = ℏω)かつ低波数 (q = ω/v)の振動を用いる実験プローブであり，超音波
測定の強みの 1つとなっている．ここで，ℏは Dirac定数，ω = 2π f は角振動数である．
固体中の音波にみられる他の特徴的な性質は，その変位方向である．音波の伝搬方向を q，その変位方

向を ξ とすると，固体中の超音波は 2種類に区別できる．1つは縦波であり，波数と変位は q ∥ ξ のよう
に互いに平行になっている．もう一つが横波であり，波数と変位が q ⊥ ξ のように互いに直交している.
これは，縦波しか存在しない空気中を伝搬する音波には見られず，固体中を伝搬する音波の大きな特徴で
ある．このテキストで述べるように，横波は固体の多極子物理および超音波による多極子応答の観測を考
える際に最も重要といっても過言ではない．その理由は，横波超音波によって固体中に誘起される結晶格
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子の変形が，結晶を記述する群の既約表現の基底関数となっていることにある．

1.2 本テキストの構成と秋の学校での講義との対応について

このテキストでは，構造相転移や超伝導に伴う多極子秩序を例とし，上記のような強みをもつ超音波に
よって，どのように多極子の応答を観測できるのか，またその応答をもたらす量子状態はどのように記述
できるのかを述べていく．第 2章では，鉄ヒ素超伝導体における超音波実験を紹介し，どのような多極
子効果を議論する必要が生じたのかを述べる．第 3章では，弾性論の基礎について述べ，格子の変形に
よって歪みのみならず回転が誘起されること，また超音波を用いることで固体の弾性定数が測定できる
ことを述べる．第 4章では，格子の歪みや回転を群論的に分類する方法について議論する．これにより，
構造相転移による空間群の変化や可能な結晶変位を解析する方法，また Landauの 2次相転移の現象論を
理解するために必要な活性表現について述べる．第 5章では，多極子と格子歪み（回転）との結合を記述
するハミルトニアンを導出する方法や，多極子をもたらす量子状態について議論する．これにより，多極
子の応答が弾性定数に現れることを示す．特に 5.6節が重要であり，本講義の主なテーマである電気十六
極子と回転との結合を議論する．第 6章では，本講義の主なテーマである Landauの 2次相転移の現象論
および構造相転移に伴う臨界減速について述べる．第 7章では，筆者が鉄ヒ素超伝導体の実験に基づき
提案した超伝導に伴う電気十六極子秩序の微視的機構について述べる．第 8章では，このテキストのま
とめ，およびアシンメトリ量子と関連しているパルス強磁場を用いた筆者の最近の研究についてコメント
し，むすびとする．
紙面の都合上，テキストでは超音波計測の手法については省略した．詳しくは，筆者の師匠および兄弟

子たちが執筆した素晴らしい文献を参照していただきたい [1–3]．他方，当時と比較して現代では超音波
測定の手法も変わりつつあり，パルス強磁場下超音波計測などの高速測定の技術も進歩している [4, 5]．
それゆえ，要望があれば後日なんらかの形で文章化することを考えている．
このように内容を一部省略したにもかかわらず，90分という秋の学校の講義時間に対してこのテキス

トの文章量は不釣り合いなほど長くなってしまった．そこで当日は，「ランダウの相転移の現象論の基礎、
構造相転移に伴う臨界減速、および鉄系超伝導体における電気十六極子-格子回転相互作用」の内容に相
当する 2，4.7，5.6，6，7，8章について抜粋した講義を実施する予定である．その他の内容については
Appendix扱いとし，講義の際は詳細を省く可能性があるため，事前に目を通して頂きたい．

2 鉄ヒ素超伝導体における超音波測定
2.1 鉄系超伝導体の概要

この章では鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCOx)2As2 の超音波実験について紹介し，なぜ構造相転移や超伝導
転移での多極子効果を考える必要が生じたのかを述べる．紙面の都合上，なるべく多極子に関係した研究
のみの記載を心がけ，鉄系超伝導体で繰り広げられた超伝導秩序変数の対称性の論争や，電子ネマティッ
ク状態など [6, 7]最近の研究などには立ち入らないようにする．
鉄系素超伝導体は，2006年に東工大の細野グループによって発見された LaFeAsOを始め [8]，以降に

続々と発見された Feを含む超伝導体 [9–12]の総称である．その大きな特徴の 1つは，磁性の象徴とも
いうべき Fe元素を含むことにあり，新奇な超伝導発現機構が盛んに議論された．特に，反強磁性秩序お
よび構造相転移の量子臨界点近傍で発現する超伝導の観点から，その超伝導発現機構が反強磁性揺らぎ
に由来するのか，また軌道（電気四極子）揺らぎに由来するのかという議論が白熱した．鉄系超伝導体の
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図 1 (a) Ba(Fe1−xCox)2As2 の正方晶相 (D17
4h)の結晶構造と，(b)直方晶相 (D23

2h)の結晶構造 [18]．x,
y, z (x′, y′, z′)は正方晶（直方晶）の結晶軸である．結晶の c軸方向から見た (c)正方晶相のユニット
セル（実線），および (d)直方晶相のユニットセル（実線）．図中の破線は構造相転移に由来する正方
晶ユニットセルの歪み εxy を表す．

諸物性については，当時のレビュー論文などを参照してもらいたい [13–15]．研究が白熱していた 2008
年，JST戦略的創造研究推進事業「新規材料による高温超伝導基盤技術 (TRiP)」がスタートし，日本国
内での研究がさらに加速することとなる．その最中の 2010 年，筆者は新潟大学理学部物理学科の 4 年
生として後藤・根本研究室へと配属され，JST-TRiPの支援課題に採択されていた名古屋大学の佐藤正俊
教授から試料提供を受け，鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 の超音波測定を実施することとなった．翌
2011年に富山大学で開催された秋の物理学会が筆者が参加した初めての日本物理学会であったが，初日
から最終日まで鉄系超伝導体のセッションが開催されていたほど研究がさかんであった．2024年の感覚
からすれば，異常ともいえる状態であったことは想像に難くないであろう．
鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 は，母物質である BaFe2As2 の Fe2+ を Co2+ に置換したキャリア

ドープ型の超伝導体である [9, 16]．図 1に，BaFe2As2 の結晶構造を示す．BaFe2As2 は，いわゆる 122
と同じ結晶構造・空間群 D17

4h (I4/mmm, No. 139)に属する金属である．系の伝導や磁性を担うのは Feの
3d 電子であり，正方格子に由来したシリンダー状のフェルミ面を形成する [17]．Feには 4つの As原子
が四面体配位し，Feサイトの点群対称性は D2d となっている．温度を下げると 140 K程度で構造相転移
と反強磁性の同時転移が生じ，図 1(b)に示すように，空間群 D23

2h (Fmmm, No. 69)の直方晶へと結晶対称
性が低下する [18]．このとき，結晶の x軸と y軸の間の角度が 90◦ から 0.5◦ 程度変化する歪み εxy が生
じ，図 1(c)および図 1(d)に示すようにユニットセルが取り直される．後に議論するように，この構造相
転移の活性表現は B2g である．Coの置換量を多くしていくと構造相転移・反強磁性転移温度が低下しつ
つ x ∼ 0.03程度で超伝導が発現し，量子臨界点である x ∼ 0.06近傍で最大の超伝導転移温度 TSC ∼ 23 K
を示す [19]．LnFeAsO (Ln = La, Nd)系の実験ではあるものの，このような構造相転移の量子臨界点近傍
では FeAs4 四面体が正四面体に近くなることが報告された [20]．これに関して岩手大学の吉澤正人先生
が，「超伝導に対する結晶構造の重要性，さらにいえば Feの 3d電子の軌道縮退の重要性が示唆され，超
音波測定の出番だと感じた」のように述べていたことを記憶している．
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2.2 鉄ヒ素超伝導体における弾性定数 C66 のソフト化

構造相転移では，結晶変形に対応するフォノンの振動がゼロに向かう．つまりフォノンのソフト化が生
じ，これに伴い物質の固さを表す熱力学量の弾性定数もゼロに向かうソフトモード挙動を示す．このよう
な構造相転移における弾性定数のソフトモード挙動自体は様々な物質でみられ一般的であり [21–25]，鉄
ヒ素超伝導体の構造相転移に関してもソフトモード挙動が期待できる．2008年に共鳴超音波法による多
結晶 LaFeAsOの測定が行われ，D7

4h (P4/nmm, No. 129)から D21
2h (Cmme, No. 67)への構造相転移に伴う

弾性定数のソフト化が観測された [26]．音波屋の観点からいえば，鉄ヒ素超伝導体における超音波物理
の契機となったのは，2010年 10月に論文が出版された Ba-122系における弾性定数 C66 のソフト化の発
見であろう [27]．ここで特筆すべきは，D17

4h (I4/mmm, No. 139)から D23
2h (Fmmm, No. 69)への構造相転

移で期待できる C66 のソフトモード挙動だけではなく，構造相転移が消失し超伝導のみが発現する Co置
換量においても C66 が巨大ソフト化を示し，かつそのソフト化が室温から超伝導転移点まで続いていた
ことにある．つまり，弾性定数のソフト化を引き起こす電子系の自由度の揺らぎが超伝導転移点で凍結し
始めることを示唆していた（同時期に岩手大の吉澤先生らのグループでも類似の結果を得ていたようで
ある）．当時学部 4年生であった筆者は，超音波を用いて超伝導のみが発現する Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の弾
性定数を網羅的に調べた．その結果，正方晶で測定可能な弾性定数のうち，C66 のみが室温から超伝導転
移点に向かって顕著にソフト化することを見出した [28]．2010年 11月 20日，C66 の測定中にふらっと
現れた後藤輝孝先生が*1，ソフト化の事実を知るや否や歓声を上げ始めたことは鮮明に覚えている．その
後，様々な Co置換量をもつ試料の C66 のソフト化が調べられ，構造的量子臨界点の視点からの超伝導の
理解が促進された [29]．さらには，C66 のソフト化に対応する様々な物理量の応答や [30, 31]，そのミク
ロな起源としていわば遍歴電子の軌道秩序ともいうべき yz, zxバンドの分裂が明らかになった [32]．
改めて，Ba(Fe1−xCox)2As2 における横波弾性定数 C66 の温度変化を議論しよう．図 2(a) - 2(c)に，筆

者が測定した x = 0，0.014，0.036 の C66 を示す [33, 34]．図 3(a) に示すように，これら 3 つは構造相
転移を示す試料であり，そのソフトモードである C66 が室温から構造相転移温度 Ts に向かって巨大ソフ
ト化を示す．ソフト化が巨大すぎる影響で特に構造相転移点近傍の測定は困難であり，図 2(b)で示した
x = 0.014の試料では弾性定数の測定が不可能であった．x = 0.036については超伝導をも示す試料であ
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図 2 Ba(Fe1−xCox)2As2 の弾性定数の温度変化．(a) x = 0, (b) 0.014, (c) 0.036 の横波弾性定数 C66．
図中黒の実線は，(2.2.1)式による解析結果を示す．x = 0.036の (d)縦波弾性定数 C11, (e)横波弾性定
数 C44，(f)横波弾性定数 (C11 −C12) /2,および (g)縦波弾性定数 CL[110] = (C11 +C12 + 2C66) /2. 図中
の qは超音波の進行方向を，ξは変位方向を示す．これらの図に使用したデータは，文献 [33,34]に使
用されているものと同一である．

*1 後藤輝孝：新潟大学自然科学研究科，教授（当時）．日本学術振興会科学研究費助成事業，超音波による f電子の研究，超音波
計測による音響ドハース効果の研究，電荷揺らぎに由来する強相関量子相の研究（特別推進研究），表面超音波によるシリコ
ンウェーハ表層の原子空孔の研究などを獲得してきた，強相関電子系における超音波物理の巨頭である．筆者の師匠である．
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図 3 (a) Ba(Fe1−xCox)2As2 (x = 0.071) の x-T 相図．Ba(Fe1−xCox)2As2 の弾性定数の温度変化．(b)
横波弾性定数C66，(c)縦波弾性定数C11, (d)横波弾性定数C44，および (e)横波弾性定数 (C11 −C12) /2．
(f)縦波弾性定数 C33 の相対変化. 図中の qは超音波の進行方向を，ξ は変位方向を示す．また，(a)の
黒色の実線は，(2.2.1)式による解析結果を示す．これらの図に使用したデータは，文献 [33, 34]に使
用されているものと同一である．

り，その転移点である TSC = 16.6 Kにおいて弾性異常を確認した．図 2(d) - 2(f)に示したように，正方晶
で測定可能な他の縦波弾性定数 C11 と，横波弾性定数 C44 および (C11 −C12) /2は低温に向かってハード
化を示した．図 2(g) に示した縦波弾性定数 CL[110] = (C11 +C12 + 2C66) /2 もソフト化を示しているが，
これは C66 のソフト化に由来する．このようにソフトモード挙動は横波弾性定数 C66 にだけ見られるこ
とがわかり，D17

4h (I4/mmm, No. 139)から D23
2h (Fmmm, No. 69)への構造相転移で予想される弾性挙動と

一致する．他方，図 3(b)に示すように，TSC = 23 Kで超伝導を示す x = 0.071の試料では構造相転移が
生じないにもかかわらず，横波弾性定数 C66 が室温から TSC に向かってソフト化を示し，TSC 以下では一
転してハード化を示す．また，図 3(c)-(f)に示すように，C66 以外の弾性定数に顕著なソフト化がみられ
ない．以上のことから，C66 のソフト化の起源となる電子系の自由度の揺らぎが超伝導に寄与することが
示唆された．量子臨界性の観点からいえば，その揺らぎは構造相転移の秩序変数に由来するはずである．
それゆえ，秩序変数およびそれをもたらす量子状態の記述が喫緊の課題となり，電気四極子効果を考える
きっかけとなった．
まず弾性定数 C66 のソフト化を理解するため，C66 に応答を示す電気四極子 Oxy に着目し，構造相転移

のソフトモード解析で用いられる以下の式に着目した [35, 36]．

C66 = C0
66

(
1 − ∆

T − Θ

)
= C0

66

(
T − T 0

s

T − Θ

)
. (2.2.1)

ここで，C0
66 は低温に向かってハード化する項の寄与，∆は Jahn-Tellerエネルギー，ΘはWeiss温度であ

る．また，T 0
s = ∆ + Θと定義した．詳細は第 5章で説明するが，∆や Θは Oxy の静的性質を反映する．

重要なことは，理想的な 2次相転移の構造相転移温度では弾性定数がゼロとなるため，T 0
s がその転移温

度を与えることにある．図 2(a) -2(c)および図 3(b)に，この式を用いた C66 のソフト化の解析結果を示
す．x = 0，0.014，0.036においては T 0

s > 0が得られ，構造相転移が発現する事実と一致する結果となっ
た．他方，x = 0.071においては T 0

s < 0となり，やはり構造相転移がなく超伝導のみが現れる事実を支
持する結果となった．繰り返しになるが，弾性定数 C66 には点群 D4h の既約表現 B2g に属する電気四極
子 Oxy の応答が現れる．よって，構造相転移および C66 のソフト化の起源が Oxy にあり，特に x = 0.071
ではその揺らぎが超伝導に寄与している可能性を指摘した．
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図 4 Ba(Fe1−xCox)2As2 の弾性定数，超音波吸収係数および緩和時間の温度変化．(a) x = 0.036の構
造相転移点近傍における縦波弾性定数 CL[110] と対応する超音波吸収係数 αL[110]，および (b) CL[110] と
αL[110] から計算した緩和時間 τ．黒色の実線は緩和時間の解析結果である．(c) x = 0.071の超伝導転
移点近傍における横波弾性定数 C66 と対応する超音波吸収係数 α66，および (d) C66 と α66 から計算し
た緩和時間 τ．灰色の実線は (2.3.2)式による緩和時間の解析結果である．図中には，超音波吸収係数
の測定周波数を示した．(e) x = 0.071の横波弾性定数 C66 および緩和時間 τの解析結果のまとめ．こ
れら図に使用したデータは，文献 [33, 34]に使用されているものに基づく．

2.3 鉄ヒ素超伝導体における超音波吸収の増大と相転移の臨界減速

弾性定数のソフト化の解析から，電気四極子 Oxy の静的性質を明らかにした．これに加え，その揺ら
ぎに関する動的性質の知見を得るため，物質中を超音波が通過した際に信号強度が減衰する度合いを表す
超音波吸収係数 αの測定を遂行した．超音波測定を磁化測定と比較すると，前節で示した弾性定数は交
流磁化測定による動的磁化率の実部に対応するのに対し，超音波吸収係数は動的磁化率の虚部に相当す
る物理量であり，相転移の秩序変数が揺らぐことによるエネルギー散逸を調べることができる．単位は
[dB/m]もしくは [Np/m]が用いられる．
図 4(a)に，構造相転移を示す x = 0.036の超音波吸収係数の温度依存性を示す．構造相転移のソフト
モード挙動に由来し，C66 に対応する超音波吸収係数の測定は困難であった．そこで，C66 を含む縦波弾
性定数 CL[110] に対応する超音波吸収係数 αL[110] を測定している．その結果，構造相転移に向かって発散
的に増大する αL[110] を観測した．この結果に基づき，四極子揺らぎの時間スケールを表す緩和時間 τを
以下の式を用いて計算した [36, 37]．

α (ω,T ) =
C∞ (T ) −C0 (T )

2ρv∞ (T )3

ω2τ

1 + ω2τ2 . (2.3.1)

ここで，C∞ (T )は高周波極限の弾性定数であり (2.2.1)式用いてソフト化を解析したときの係数 C0 に相
当し，v∞ (T ) =

[
C∞ (T ) /ρ

]0.5 はそのときの音速を表す．また，C0 (T )は低周波極限の弾性定数でありソ
フト化した弾性定数に対応する．図 4(b) に，x = 0.036 の緩和時間 τ を示す．その結果，構造相転移点
に向かって発散的に増大する結果を得た．詳しくは第 6 章で述べるが，τ は以下の式でよくフィットで
きる．

τ = τ0

∣∣∣∣∣∣T − T 0
s

T 0
s

∣∣∣∣∣∣−zν=−1

. (2.3.2)
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このように，弾性定数がゼロとなるだけではなく，緩和時間も構造相転移点 T 0
s に向かって発散的な振る

舞いを示すことがわかった．これは秩序変数の相関距離や揺らぎの時間スケールが相転移点に向かって
無限に長くなる critical slowing down（臨界減速）をとらえたことを意味する．
構造相転移の臨界減速に対し，超伝導のみを示す x = 0.071においても異常な超音波吸収を観測した．
図 4(c)に，C66 に対応する超音波吸収係数 α66 の温度変化を示す．また図 4(d)に，実験結果から計算し
た緩和時間 τの温度依存性を示す．このように，τが TSC に向かって発散的に増大する振る舞いを観測し
た．図 4(e)に示すように，(2.2.1)式による解析から C66 がゼロとなる温度は T 0

s = −26.5 Kである．そ
れゆえ，理想的には四極子揺らぎの緩和時間もこの温度に向かって発散的に増大するはずである．しかし
ながら，実験結果は緩和時間が TSC に向かって発散的に増大するように思える．この起源を明らかにす
ることが，筆者の博士課程のテーマとなった．
一見すると矛盾している実験結果はどのように解釈すればよいのだろうか．ここで着目したのは，電

気四極子 Oxy 以外の多極子 HΓγ が超伝導に伴い秩序化したときの臨界減速に由来し，かつ弾性定数にそ
の応答が現れない可能性である．その場合には α66 の TSC = 23 Kに向かった発散を説明できる．このと
き鍵となるのは，横波弾性定数 C66 を測定する際に超音波によって結晶中に誘起される格子変形である．
C66 の測定では，横波超音波を q//[100]に伝搬させ，結晶を ξ//[010]方向に変位させた場合の音速を測
定する．第 3章で示すように，このような横波超音波は格子歪み εxy のみならず，格子の回転 ωxy をも誘
起している．そのため，εxy と電気四極子 Oxy との結合に由来した C66 のソフト化だけではなく，ωxy と
HΓγ，結論をいえば電気十六極子 Hα

z [38]との結合に由来した α66 の増大が可能となる．以上から，ωxy

と Hα
z との結合を記述するハミルトニアンの導出や，超伝導に伴う Hα

z の秩序の記述が最終的な目標と
なった．

3 弾性理論と固体中の超音波
3.1 歪みと回転テンソル

この章では，超音波によって結晶中に誘起される歪みと回転を特徴づける 2種類のテンソルについて
述べる. この格子歪みと回転は，超音波を用いた量子系に由来する多極子応答の観測を考える際の基礎と
なる．
結晶の歪みを考えるため弾性体に着目し，図 5に示すような 2点の位置ベクトル r および r + ∆r を取

り上げる [39]. ここで，∆r = (∆x,∆y,∆z)T とした. このとき，弾性体の変形によって位置 rおよび r + ∆r

r

u(r)

∆r

r + ∆r

r’

∆r’

u(r + ∆r)

r’ + ∆r’

図 5 弾性体の変形に由来する位置の変位の概要図．
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が以下のように変化したとしよう．
r′ = r + u (r) , (3.1.1)

r′ + ∆r′ = r + ∆r + u (r + ∆r) . (3.1.2)

ここで，u (r) =
(
ux (r) , uy (r) , uz (r)

)T は変位ベクトルと呼ばれる．この 2式から，∆r′ を以下のように
求めることができる．

∆r′ = ∆r + u (r + ∆r) − u (r) . (3.1.3)

このとき，∆x, ∆y, ∆zがそれぞれ微小である場合，右辺の微小量の 1次までの Taylor展開を考えること
で，∆r′ を以下のように記述できる．

∆r′ = ∆r +

 ∂xux∆x + ∂yux∆y + ∂zux∆z
∂xuy∆x + ∂yuy∆y + ∂zuz∆z
∂xuz∆x + ∂yuz∆y + ∂zuz∆z


=


 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 +
 ∂xux ∂yux ∂zux
∂xuy ∂yuy ∂zuz
∂xuz ∂yuz ∂zuz


∆r. (3.1.4)

ここで，偏微分の演算子を ∂/∂ri = ∂ri のように簡略化した記法を用いた．この (3.1.4)式の右辺に現れる
行列

εreducible =

 ∂xux ∂yux ∂zux
∂xuy ∂yuy ∂zuy
∂xuz ∂yuz ∂zuz

 (3.1.5)

は，弾性体の微小な変形を特徴づける歪みテンソルと呼ばる. この歪みテンソルは，対称歪みテンソル

ε =

 εxx εxy εxz = εzx
εyx = εxy εyy εyz
εzx εzy = εyz εzz

 , (3.1.6)

と，反対称の回転テンソル

ω =

 0 ωxy ωxz = −ωzx
ωyx = −ωxy 0 ωyz

ωzx ωzy = −ωyz 0

 (3.1.7)

の和に分解できる．ここで，対称歪みテンソルの成分 εi j (i, j = x, y, z) と，回転テンソルの成分 ωi j は，
それぞれ以下のように定義される．

εi j =
1
2

(
∂ui

∂r j
+
∂u j

∂ri

)
, (3.1.8)

ωi j =
1
2

(
∂ui

∂r j
−
∂u j

∂ri

)
. (3.1.9)

記述を簡単にするため，rx = x, ry = y, rz = zとおいた．弾性体の変位の単位は [m]であるため，歪みお
よび回転は無次元量である. (3.1.8)式および (3.1.9)式の定義から，歪み εi j は iと jの交換に対して対称
となっているのに対し，回転 ωi j は反対称であることが確認できる．
ここで，回転テンソルについて少し深堀してみよう．ωi jを成分とする回転ベクトルω =

(
ωyz, ωzx, ωxy

)T

を定義すると，(3.1.9)式から変位ベクトルと回転ベクトルは以下の関係式を満たす．

ω =

 ωyz
ωzx
ωxy

 = −1
2
∇ × u. (3.1.10)
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この関係式から，回転ベクトル ω は変位ベクトル uによって弾性体中に誘起される回転の度合いを記述
するといえる（ωi j が回転と呼ばれている理由ともいえる）．さらに言えば，回転ベクトルは変位ベクト
ルをベクトルポテンシャルとする場になっており，時間反転対称性を破らないものの，磁場と似た物理を
展開できることを示唆している．

x

y

u

u

θ x

y

uyθ

θ
ux

(b)

x

y

u

(a) (c)

x

y

θ

θ

(d)

図 6 x-y 面内に存在する正方形の変形の概要図．(a) 長方形の場合，(b), (c) ひし形の場合，(d) 回
転が生じた場合. 図中の灰色の破線は変形前の正方形を，青の実線は変形後の形状を表す．また，
u =

(
ux, uy, uz

)T は変形を表す変位ベクトルを，θは変形によって生じた角度変化を表す．

ここで，歪みテンソルと回転テンソルがどのような物理的意味を持つのかを確かめよう．たとえば，ri

(i = x, y, z)方向に沿った 1次元的な変形を考える．このとき，(3.1.4)式から以下の関係式が得られる．

εii =
∆r′i − ∆ri

∆ri
. (3.1.11)

このことから，歪み εii は 1次元的な変形に対する長さの相対変化を表すことがわかる．このような歪み
を生じたときの弾性体の変形を，図 6(a)に示した．εii は,引張り歪みとも呼ばれる．この歪み εii を用い
ると，弾性体の微小かつ等方的な体積変化が以下のように記述できる．

V ′ − V
V

=
∆x′∆y′∆z′ − ∆x∆y∆z

∆x∆y∆z
≃ εxx + εyy + εzz. (3.1.12)

ここで登場した εxx + εyy + εzz は bulk strainとも呼ばれ，弾性理論のみならず，様々な物理分野に登場す
る重要な量である．そこで，改めて等方的な微小体積歪みを以下のように定義しよう．

εB = εxx + εyy + εzz. (3.1.13)

次に，i , jに対する歪みを考えよう．このような歪み εi j は，弾性体の微小な角度変化を表すことを確
認する．図 6(b)に，弾性体の正方形からひし形への変形を示す．だたし，変形の前後で正方形の 1辺が
固定されている場合を想定している．このとき，変形を記述する変位ベクトルは u =

(
0, uy = x tan θ, 0

)T

と記述できる．その結果，微小な θ に対して歪み εxy は tan θ/2 ∼ θ/2と近似でき，角度変化を特徴づけ
ることがわかる．これをさらに一般化し，図 6(c)に示すような正方形からひし形への微小な変形を考え
よう．この変形が，図 6(b)の変形とは異なることに注意が必要である．図 6(c)の変形では，変位ベクト
ルが u =

(
ux = y tan θ, uy = x tan θ, 0

)T と記述できるため，εxy ∼ θが得られる．このような歪み εi j (i , j)
は，せん断歪みと呼ばれる．
上記の図 6(b)および 6(c)で取り扱った 2種類のせん断歪みは，ともに正方形からひし形への変形を記
述する．それにもかかわらず，それぞれの εxy は異なる結果となった．その理由を，弾性体の回転に注目
して考えよう．図 6(b)の変形の場合，(3.1.9)式から ωxy は tan θ/2 ∼ θ/2と計算できる．それに対し，図
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6(c)の変形の場合には ωxy はゼロとなる．つまり，図 6(c)の変形が純粋に弾性体のせん断歪みのみを与
えるのに対し，図 6(b)の変形はせん断歪みのみならず，図 6(d)に示すような弾性体の回転をも与えてい
ると解釈できる．数式的に重要なのは，図 6(b)のような変形では ∂yux , 0かつ ∂xuy = 0となることにあ
る．後述するように，超音波が歪みのみならず回転をも誘起する理由はここにある．

3.2 応力テンソル

x

y

z

n

M

pn

py

pz

px

x

y

z

∆Sx

x

y

z

∆Sy

x

y

z

∆Sz

x

y

z

∆Sn

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

図 7 (a)四面体に作用する応力の概要図．四面体の (b) y-z平面内に位置する面 ∆S x，(c) z-x平面内
に位置する面 ∆S y，(d) x-y平面内に位置する面 ∆S z，および (e)残りの面 ∆S n

ばねが変位すると復元力が生じ，その関係は Hookeの法則で記述される．これと同様に，弾性体が変
形した場合にはそれに伴って弾性体自身に応力が生じる．このような応力は超音波によって結晶中に歪
みを誘起する場合にも生じるため，一般の弾性体に働く応力を議論しておこう．
図 7(a)に示すような，点 Mを中心とする四面体型の弾性体を考える [39]．ここで，四面体の 3辺が x，

y，z軸と重なっているとする．また，図 7(b)から図 7(e)に示すように，四面体の側面を ∆S i（i = x, y, z）
と名付ける．ここで，∆S i は ri 軸に垂直，n =

(
nx, ny, nz

)T は表面 ∆S n の法線ベクトルである．これら
∆S i に働く応力ベクトル σi =

(
σix, σiy, σiz

)T および ∆S n に働く応力ベクトル σn =
(
σnx, σny, σnz

)T を考
えよう．応力ベクトルの成分 σi j（i, j, k = x, y, z）は，i 方向に作用する力による ki 平面（ j 方向に垂直
な）への応力を表す．たとえば，y方向に力を加えた場合に yz平面に作用する応力が σyx で表される．
このとき，各面に作用する力は −σi∆S i（σn∆S n）と記述される．これらの力に加え，弾性体の質量 dm
に作用する加速度 aを用いることで，弾性体の運動方程式を以下のように記述できる．

adm = fdm + σn∆S n − σx∆S x − σy∆S z − σz∆S z. (3.2.1)

ここで，f は単位体積あたりに働く力である．四面体が点 M に収縮するような極限を考えると，運動を
せず外力も働いていない平衡状態では，以下の関係が得られる．

σn∆S n = σx∆S x + σy∆S z + σz∆S z. (3.2.2)

ここで，∆S i は ∆S n を ri 軸に射影したものでもあるため，次のような関係式が得られる．

∆S i = ∆S n cos (n, ei) = ∆S nni. (3.2.3)
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(3.2.2)式と (3.2.3)式の関係を考慮すると，σn を次のように記述できる．

σn = σn. (3.2.4)

ここで，(3.2.4)式の σは応力テンソルと呼ばれ，次のように定義される．

σ =
(
σx,σy,σz

)
=

 σxx σyx σzx
σxy σyy σzy
σxz σyz σzz

 . (3.2.5)

弾性体が平衡状態にある場合，応力テンソルは σi j = σ ji を満たす対称テンソルとなる．

3.3 弾性定数のテンソル表記

弾性体の歪みと応力を記述するテンソルが準備できたため，これらが満たす関係を議論しよう．そのた
めには，Hookeの法則のばね定数に対応するテンソルの導入が必要となる．応力が歪みに比例する範囲
での弾性体の変形を議論することとし，以下の関係式を導入する．

σ = Cε. (3.3.1)

ここで，C が応力テンソルと歪みテンソルの間の線形関係を特徴付ける弾性 (スティフネス)定数テンソ
ルとなる．応力の単位は [Pa]であり，また歪みは無次元であることから，弾性定数の単位も [Pa]となる．
他方，弾性定数の単位を [Pa]と等価な [J/m3]で表す音波屋が一部存在する．筆者もその一人であり，こ
のテキストでは [J/m3]を採用している．
次に，弾性定数テンソルのランクと成分数について考える．応力テンソルと歪みテンソルはともにラン

ク 2のテンソルであるため，弾性定数テンソルのランクは 4となる．したがって，C の成分は 34 = 81個
にもなり，そのすべてを考えることは大変である (私たちの PC画面もしくは紙にランク 4のテンソルを
書くのは至難の業である). そこで，各テンソルの対称性を利用しよう．応力テンソルと歪みテンソルはと
もに対称テンソルであることから，9成分のうち独立した成分は 6個である．それゆえ，応力テンソルの
成分 σi j は，以下に示すように歪みテンソルの独立した 6成分の線形結合で記述できるはずである [40]．

σi j =
∑
k,l

Ci jklekl. (3.3.2)

ここで，i, j, k, l = x, y, zとおいた. ei j は工学の定義による歪みであり，(3.1.8)式で示した対称歪みを用い
て記述される．i = jの引っ張り歪みの場合は εii と一致し，i , jのせん断歪みに対しては ei j = 2εi j の関
係を満たす．文献 [40]で使用されているのは ei j であることに注意が必要である．(3.3.2)式から，弾性
定数テンソルの独立した成分は 81個中 36個であることがわかる．ここでは例として，σxx を書き下し
てみよう．

σxx = Cxxxxεxx +Cxxyyεyy +Cxxzzεzz +Cxxyz

(
2εyz

)
+Cxxzx (2εzx) +Cxxxy

(
2εxy

)
. (3.3.3)

弾性定数テンソルの成分が 36個まで減ったとはいえ，その成分 Ci jkl は 4種類の指標で記述されるため，
多くの人にとっては依然として複雑に見えるだろう．そこで通常は，以下のような簡易的な表記が用いら
れる．

σxx = C11εxx +C12εyy +C13εzz +C14

(
2εyz

)
+C15 (2εzx) +C16

(
2εxy

)
. (3.3.4)
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ここで，xx = 1, yy = 2, zz = 3, yz = 4, zx = 5, xy = 6とおいた．以上の結果を用いると，ランク 2の応力
テンソルとランク 2の歪みテンソルを関係づける (3.3.1)式を，ベクトル形式で記述できる．

σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy


=



C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66





εxx
εyy
εzz

2εyz
2εzx
2εxy


. (3.3.5)

ここで，弾性定数テンソルが対称テンソルとみなせるとした．以上の議論により，テンソルの成分を 36
個から 21個にまで減らすことができ，通常の超音波物理で用いられる応力テンソルと歪みテンソルの関
係式を得た．
このようなテンソルの対称性に加え，結晶の対称性を考慮すれば弾性テンソルの成分数をさらに減らす

ことができる．たとえば，立方晶では 3つの結晶軸が等価であることに由来し，応力は σxx = σyy = σzz

および σyz = σzx = σxy を満たす必要がある．加えて，4つの 3回回転軸を考慮することで，(3.3.5)式を
以下のように簡単化できる．

σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy


=



C11 C12 C12 0 0 0
C12 C11 C12 0 0 0
C12 C12 C11 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C44





εxx
εyy
εzz

2εyz
2εzx
2εxy


. (3.3.6)

つまり，81個存在した弾性定数テンソルの成分のうち，立方晶においてはわずか 3個のみを考えればよ
い．立方晶から結晶対称性を少し低下させ，正方晶の場合の弾性定数を考えてみよう．この場合，z軸ま
わりの 4回回転対称性および x軸と y軸まわりの 2回回転対称性を考慮することで，(3.3.5)式を以下の
ように簡単化できる． 

σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy


=



C11 C12 C13 0 0 0
C12 C11 C13 0 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C66





εxx
εyy
εzz

2εyz
2εzx
2εxy


. (3.3.7)

結晶対称性の低下に伴い，弾性定数テンソルの独立な成分が 3個から 6個に増えた. さらに結晶対称性を
直方晶まで低下させた場合には，(3.3.5)式の弾性定数テンソルの独立な成分は 9個となってしまう．

σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy


=



C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66





εxx
εyy
εzz

2εyz
2εzx
2εxy


. (3.3.8)

ここで，直方晶では 3 つの 2 回回転軸が存在することを利用した．このような結晶対称性の低下に由
来し，独立した弾性定数テンソルの成分数は増える (多くの音波屋が立方晶，最低でも正方晶を測定
したがる理由がここにある)．例外的なものは，六方晶である．この晶系では弾性定数テンソルが正方
晶のものと一致するため，一見すると独立な成分は 6 個に見える．しかし，系の対称性を考慮すると
C66 = (C11 −C12) /2の関係式が成り立つため，独立な成分が 1つ減る．低対称の結晶における弾性定数
については，文献 [3]や [36]を参照していただきたい．
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ここまで議論した Hookeの法則では，(3.3.6)式や (3.3.7)式のように基底ベクトルの成分を応力 σi j お
よび εi j で記述した．他方，立方晶や正方晶の弾性定数テンソルに着目すると，これを対角化するような
基底を選ぶ余地があるように見える．この対角化で得られる基底ベクトルが，次の章で議論する歪みの群
論的考察で重要となるため，ここで導入しておこう．まず立方体の弾性定数テンソルの対角化について議
論する．せん断歪みに対する弾性定数テンソルの部分はすでにブロック対角化されているので，以下に示
す引っ張り歪みに対する行列部分を対角化すればよい．

Cpart
cubic =

 C11 C12 C12
C12 C11 C12
C12 C12 C11

． (3.3.9)

この行列を対角化する基底は，εxx, εyy, εzz の線形結合で記述できる．この基底変換を表すユニタリ行列

Ucubic =


1√
3
− 1√

6
1√
2

1√
3
− 1√

6
− 1√

2
1√
3

2√
6

0

 (3.3.10)

を用いることで，(3.3.9)式を対角化した行列を以下のように記述できる．

Cpart′

cubic =

 C11 + 2C12 0 0
0 C11 −C12 0
0 0 C11 −C12

． (3.3.11)

(3.3.9)式と (3.3.11)式に着目すると，ユニタリ変換によるトレースの不変性が保たれていることを述べ
ておく．以上から，(3.3.6)式を対角化した結果を得る．

σxx+σyy+σzz

3
2σzz−σxx−σyy

2
√

3
σxx−σyy

2
σyz
σzx
σxy


=



CB 0 0 0 0 0
0 Cv 0 0 0 0
0 0 Cu 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C44





εB
εu
εv

2εyz
2εzx
2εxy


. (3.3.12)

ここで，対角化した弾性定数テンソルの成分と基底ベクトルの成分を以下のように定義した．

CB =
C11 + 2C12

3
, (3.3.13)

Cu = Cv =
C11 −C12

2
, (3.3.14)

εu =
2εzz − εxx − εyy√

3
, (3.3.15)

εv = εxx − εyy. (3.3.16)

(3.3.13)式の弾性定数 CB は体積弾性率と呼ばれ，(3.1.13)式で定義した結晶の等方的な体積変化 εB に対
する結晶の固さを表す．(3.3.15)式の歪み εu は立方体から正方晶への変形を表し，その変形に対する弾
性定数が (3.3.14) 式となる．εu は，立方晶を z 軸方向に引っ張り (縮め)，x-y 面内には等方的に縮めた
(引っ張った)場合の歪みとなる．他方，(3.3.16)式の歪み εv は立方体の底面を正方形から長方形へ変形
させる．したがって，εu と εv の両方が立方晶から正方晶への結晶の変形を記述し，弾性定数 Cu と Cv が
等しくなる．この対角化により (3.3.12)式の基底となった歪みを図 8にまとめた．次の章で議論するよ
うに，これらの対称化された歪みは立方晶が属する群の既約表現の基底関数になっている．それゆえ，対
称歪みと呼ばれることがある．
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図 8 対称歪みによる格子変形の概要図．細い黒色の線は変形前を，太い青色の線は変形後の結晶を
表す．(a) εB, (b) εu, (c) εv, (d) εi j (i , j).

この対称歪みを基底とする場合の正方晶の弾性定数テンソルにも注目しよう．(3.3.7)式で示した正方
晶の弾性定数テンソルについて，εi j (i = j)に対する行列部分

Cpart
tet =

 C11 C12 C13
C12 C11 C13
C13 C13 C33

 (3.3.17)

を (3.3.10)式のユニタリ行列 Ucubic を用いて変換すると，以下の行列が得られる．

Cpart′
tet = U−1

cubicC
part
tet Ucubic

=


2C11+2C12+4C13+C33

3
−2C11−2C12+2C13+2C33

3
√

2
0

−2C11−2C12+2C13+2C33

3
√

2
C11+C12−4C13+2C33

3 0
0 0 C11 −C12

 . (3.3.18)

ここで，(3.3.17)式の Cpart
tet のトレースと (3.3.18)式の Cpart′

tet のトレースが一致することを述べておく．こ
のユニタリ変換から，立方晶の固有関数であった歪み εv が正方晶においても依然として固有関数であり，
かつ対応する弾性定数も (3.3.14)式の (C11 −C12) /2のままであることが確認できる．この結果は，正方
晶系においても εv で記述される直方晶への結晶変形の余地が残されていると解釈できる．以上をまとめ
ると，対称歪みを基底としたときの正方晶の Hookeの法則が以下のように記述できる．

σxx+σyy+σzz√
3

2σzz−σxx−σyy√
6

σxx−σyy√
2

σyz
σzx
σxy


=



2C11+2C12+4C13+C33

3
√

3
−2C11−2C12+2C13+2C33

3
√

2
0 0 0 0

−2C11−2C12+2C13+2C33

3
√

2
C11+C12−4C13+2C33

3 0 0 0 0
0 0 C11 −C12 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C66





εB√
3

εu√
2
εv√

2
2εyz
2εzx
2εxy


.

(3.3.19)

(3.3.19)式の弾性定数テンソルは，完全には対角化されていない．そのため，(3.3.19)式を対角化すれば
εB と εu の線形結合で記述される新しい基底関数と固有値が求められる．しかしながら，後に述べるよう
に，群論的にはそのような基底は物理的意味を持たず，行列の変換としてはここまでで十分である．
この節では，応力テンソルと歪みテンソルを関係づけるテンソルとして弾性定数を導入した．このテン

ソルの対角化によって得られる対称歪み (固有関数)が，結晶対称性の低下を記述する際に便利な関数と
なっていることを改めて強調しておく．
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3.4 弾性エネルギー

ばねの問題と同様に，弾性体の変形に伴って系の弾性エネルギーが変化する．そこで，応力テンソル，
歪みテンソル，および弾性定数テンソルを用いて結晶変形による弾性エネルギーの変化を記述しよう．
ばねにおける Hookeの法則を考慮すると，単位体積当たりの弾性エネルギー Eelastic は応力テンソルと

歪みテンソル，および弾性定数テンソルを用いて以下のように記述できる．

Eelastic =
1
2
εTCε =

1
2
εTσ. (3.4.1)

ここで表記を簡単化するため，応力ベクトル σ =
(
σxx, σyy, σzz, σyz, σzx, σxy

)T および歪みベクトル
ε =

(
εxx, εyy, εzz, 2εyz, 2εzx, 2εxy

)T
=

(
exx, eyy, ezz, eyz, ezx, exy

)Tを導入した．また，(3.4.1)の変形では (3.3.1)
式を用いた．1次元における Hookeの法則である Fx = kxおよびそのときの弾性エネルギー EH = kx2/2
が dEH/dx = Fx の関係式を満たすことを考慮すると,応力テンソルの成分も σi j = ∂Eelastic/∂ei j の関係を
満たすと期待できる．例えばこの関係式から，σxx が以下のように記述される．

σxx =
∂Eelastic

∂exx
=

1
2



1
0
0
0
0
0



T

Cε +
1
2
εTC



1
0
0
0
0
0


=

1
2

(
σxx +C11exx +C21eyy +C31ezz +C41eyz +C51ezx +C61exy

)
=

1
2

6∑
i=1

(Ci1 +C1i) ei. (3.4.2)

この結果から，応力テンソルと歪みテンソルの間に Hookeの法則を成立させるためには (3.3.5)式の弾性
定数テンソルが対称テンソルとなっており，非対角成分が Ci j = C ji を満たす必要があることがわかった．
次に，(3.4.1)式を用いて立方晶および正方晶における弾性エネルギーと弾性定数の関係を議論しよう．

(3.3.6)式の弾性定数テンソルを用いると，立方晶の弾性エネルギー Ecubic が以下のように記述できる．

Ecubic =
1
2

C11

(
ε2

xx + ε
2
yy + ε

2
zz

)
+C12

(
εyyεzz + εzzεxx + εxxεyy

)
+ 2C44

(
ε2
yz + ε

2
zx + ε

2
xy

)
. (3.4.3)

この表式は立方晶の弾性エネルギーを記述するものの，結晶対称性の議論に用いる場合には不便である．
そこで，ユニタリ変換ではエネルギーが不変に保たれることに着目し，Ecubic を (3.3.12)式および対称歪
みを用いて記述する．その結果は以下の通りである．

Ecubic =
1
2
εT

sym



CB 0 0 0 0 0
0 Cu 0 0 0 0
0 0 Cv 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C44


εsym

=
1
2

CBε
2
B +

1
2

Cv

(
ε2

u + ε
2
v

)
+ 2C44

(
ε2
yz + ε

2
zx + ε

2
xy

)
. (3.4.4)
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ここで簡単のため，対称歪みベクトル εsym =
(
εB, εu, εv, 2εyz, 2εzx, 2εxy

)T を導入した．立方晶と同様の議
論を正方晶に適用することで，(3.3.19)式から対称歪みを用いた場合の Etet を以下のように記述できる．

Etet =
1
2

2C11 + 2C12 + 4C13 +C33

9
ε2

B +
1
2

C11 +C12 − 4C13 + 2C33

6
ε2

u +
−C11 −C12 +C13 +C33

6
√

3
εBεu

+
1
2

C11 −C12

2
ε2
v + 2C44

(
ε2
yz + ε

2
zx

)
+ 2C66ε

2
xy. (3.4.5)

(3.4.5)式の右辺第 3項は，(3.3.19)式の非対角項に由来するエネルギーとなる．
以上で得られた弾性エネルギーから，改めて弾性定数を計算する方法を議論しよう．再び 1次元のば

ねにおける Hooke の法則に着目し，∂2EH/∂x2 = k の関係式を考慮すると，弾性定数テンソルの成分は
Ci j = ∂

2Eelastic/∂e2
i j のように計算できると考えられる (この関係式を (3.4.3)式に適用すれば，立方晶の弾

性定数が記述できることを確かめられる)．特に，Etet を歪み εB で微分することで，正方晶の体積弾性率
CB が得られることが重要である．

CB =
∂2Etet

∂ε2
B

=
2C11 + 2C12 + 4C13 +C33

9
. (3.4.6)

他の対称歪みに対する弾性定数も同様の方法で記述できる．正方晶歪み εu による微分からは，以下のよ
うに Cu が記述できる．

Cu =
∂2Etet

∂ε2
u
=

C11 +C12 − 4C13 + 2C33

6
. (3.4.7)

εv からは弾性定数 Cv = (C11 −C12) /2が得られ，立方晶の Cv と一致することが確かめられる．また，せ
ん断歪み eyz = 2εyz および ezx = 2εzx に対する弾性定数が C44 に，exy = 2εxy に対する弾性定数が C66 に
なることが，この方法からも確かめられる．ここで注意すべきことは，(3.4.5)式の弾性エネルギーをせ
ん断歪み εi j で 2階微分した結果は

∂2Eelastic

∂ε2
i j

= 2Ci ji j (3.4.8)

となるため，工学歪み ei j で微分した場合と比較して 2倍の差が生じる点である．この差は，多極子と歪
みの結合定数を議論する際に重要となる場合がある [41, 42]．
この節では，弾性エネルギーと弾性定数の関係を記述した．このような方法は，(3.3.5)式の Hookeの
法則によって弾性定数を定義する方法とは別の弾性定数の定義方法を与えるにとどまらず，のちに議論す
るような弾性定数に現れる多極子応答の統計力学的理解の際に重要となる．

3.5 弾性体の運動方程式と超音波

この節では，変形した弾性体の運動方程式と，弾性体中を伝搬する超音波について記述する．これによ
り，弾性体を伝わる超音波の音速と固体の弾性定数の関係式を記述でき，超音波実験でどのように弾性定
数を決定できるのかを述べる．
初めに，位置 r 近傍の弾性体を考えよう．ここで，弾性体の局所質量密度を ρ (r)とする. 弾性体の変

形により変位 u (r)が生じた場合，r まわりの微小体積部分 ∆V に加速度が生じる．もし弾性体に外力が
働いておらず，かつ平衡状態を維持している場合には，加速度に起因して微小体積に作用する力が弾性体
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の表面 ∆S に作用する応力と等しくなるはずである [43]．それゆえ，微小体積の平衡条件は以下のように
記述できると考えられる．

ρ (r)
∂2u (r)
∂t2 ∆V = σn (r)∆S . (3.5.1)

(3.5.1)式を弾性体全体にわたって積分することで，以下のように運動方程式の積分形が得られる．∫
S

dSσn (r) =
∫

dVρ
∂2u (r)
∂t2 . (3.5.2)

ここで (3.2.4)式で示したように，r 付近の弾性体の表面に作用する応力 σ (r)は応力テンソル σとその
点の法線ベクトル nによって記述できるため，(3.5.2)式は以下のように記述できる．∫

dV
[
ρ
∂2u

∂t2 −∇ · σ
]
= 0. (3.5.3)

ただし，Gaussの法則を用いて面積分を体積積分に変更した．この結果から，以下のように弾性体の変形
を記述する運動方程式が得られる．

ρ
∂2u

∂t2 =∇ · σ =
 ∂xσxx + ∂yσxy + ∂zσxz
∂xσxy + ∂yσyy + ∂zσyz
∂xσzx + ∂yσyz + ∂zσzz

． (3.5.4)

(3.5.4)式で記述される運動方程式は，一般の弾性体の運動を記述する方程式となっている．これに対
し，(3.3.5)式の Hookeの法則を適用することで任意の対称性をもつ結晶の変形を記述する運動方程式が
得られる．ここでは例として，正方晶の運動方程式をを示そう．(3.3.7)式で示した正方晶の Hookeの法
則および運動方程式 (3.5.4)式から，以下の結果を得る．

ρ
∂2ux

∂t2 =
∂

∂x

(
C11εxx +C12εyy +C13εzz

)
+
∂

∂y
C66εxy +

∂

∂z
C44εzx

=

(
C11

∂2ux

∂x2 +C12
∂2uy
∂x∂y

+C13
∂2uz

∂z∂x

)
+C66

(
∂2ux

∂y2 +
∂2uy
∂x∂y

)
+C44

(
∂2uz

∂z∂x
+
∂2ux

∂z2

)
, (3.5.5)

ρ
∂2uy
∂t2 = C66

(
∂2ux

∂x∂y
+
∂2uy
∂x2

)
+

(
C12

∂2ux

∂x∂y
+C11

∂2uy
∂y2 +C13

∂2uz

∂y∂z

)
+C44

(
∂2uy
∂y∂z

+
∂2uz

∂y2

)
, (3.5.6)

ρ
∂2uz

∂t2 = C44

(
∂2uz

∂x2 +
∂2ux

∂z∂x

)
+C44

(
∂2uy
∂y∂z

+
∂2uz

∂y2

)
+

(
C13

∂2ux

∂z∂x
+C13

∂2uy
∂y∂z

+C33
∂2uz

∂z2

)
. (3.5.7)

このように，運動方程式は歪みおよび弾性定数を用いて記述されることが示された．
この運動方程式に基づき，結晶中を伝搬する超音波によって誘起される変位と歪み，および超
音波が満たすべき分散関係を議論しよう．超音波によって正方晶中に誘起される変位が u (r, t) =
u0 exp [i (q · r − ωt)]のように平面波で記述される場合を考える [40]．ここで，q は超音波の波数ベクト
ル，ωは角振動数，u0 は変位ベクトルの係数ベクトルである. 例えば，x軸方向に伝搬および変位する縦
波超音波の場合には，変位ベクトルが u (r, t) =

(
u0

x exp
[
i (qxx − ωt)

]
, 0, 0

)T と記述できる．これにより結
晶中に誘起される歪みと回転は，(3.1.8)式および (3.1.9)式から以下のように計算できる．

εxx = iqxux , 0, (3.5.8)
ωi j = 0. (3.5.9)
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よって，x軸もしくは y軸方向に伝搬する縦波超音波では，結晶中に歪み εxx もしくは εyy が誘起される
ことがわかる．その一方で，回転は誘起されずゼロとなる．また，(3.5.5)式の運動方程式からは以下の
関係式が得られる．

C11 = ρv
2
11. (3.5.10)

ここで，(3.5.10)式を導出する際に以下の線形分散関係が成り立つことを仮定した．

v11 =
ω

qx
． (3.5.11)

第 1.1章で述べたように，通常の超音波測定で使用する超音波は Γ点近傍のフォノンを誘起するため線
形分散が成り立つとみなしてよい．他の例として，x軸方向に伝搬し y軸方向に変位する横波超音波を考
える．このときの変位ベクトルは u (r, t) =

(
0, u0

y exp
[
i (qxx − ωt)

]
, 0

)T と記述でき，歪みと回転はそれぞ
れ以下のように記述できる．

εxy =
1
2

iqxuy , 0, (3.5.12)

ωxy = −
1
2

iqxuy , 0. (3.5.13)

この結果から，横波超音波によって対称歪み εxy のみならず回転 ωxy が同時に誘起されることが確かめら
れた．また，(3.5.5)式の運動方程式から以下の関係式を得る．

C66 = ρv
2
66, (3.5.14)

v66 =
ω

qx
. (3.5.15)

以上で述べたように，結晶変形を記述する運動方程式を考慮することで，結晶中に伝搬させた超音波に
よりどのような音速および弾性定数が決定できるのか記述できることがわかった．例として，正方晶の場
合を表 1にまとめた. 他の対称性をもつ結晶においても，運動方程式を求めさえすれば上記のような対応
関係を記述できる．

表 1 正方晶中を q 方向に伝搬し，かつ ξ 方向に変位する超音波の種類と，そのとき誘起される歪み
と回転，および測定できる弾性定数．Lと Tは，それぞれ縦波と横波を表す．

q ξ type induced strain induced rotation elastic constant
[100] ([010]) [100] ([010]) L εxx (εyy) 0 C11

[100] ([010]) [010] ([100]) T εxy ωxy (−ωxy) C66

[100] ([010]) [001] T εzx ωzx C44

[110] [110] L
(
εxx + εyy + 2εxy

)
/2 0 (C11 +C12 + 2C66) /2

[110] [110] T εxx − εyy ωxy (C11 −C12) /2
[110] [001] T εyz + εzx ωzx C44

[001] [001] L εzz 0 C33

[001] [100] T εzx −ωzx C44

[001] [110] T εyz + εzx −ωzx C44
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3.6 第 3章のまとめ

第 3章では,一般的な弾性理論を取り扱った．これにより，歪み，回転と弾性定数，および超音波との
関係を述べることができた．この章のまとめとして，固体物理における超音波測定の利点についてコメン
トする．

1つめは，実験条件をうまく選ぶことで，結晶中に誘起する対称歪みや測定する弾性定数を選択できる
ことである．この性質により，次の章で述べるようにな結晶の構造変化，つまり構造相転移を特徴づける
群の既約表現の決定が可能となる．ここから相転移を記述する秩序変数を絞り込むことができ，その起源
となるハミルトニアンと可能な量子状態の記述につながることを意味する．2つめは，対称歪みに加えて
回転をも誘起することにある．第 2章で述べたように，鉄ヒ素超伝導体における電気十六極子の臨界減
速を考えるに至った理由はここにある．
ここで述べた超音波による多極子応答の観測を理解するためには，対称歪みや回転の群論的理解が役に

立つ．そこで次の章では，特に正方晶の空間群 D4h に着目し，これらの分類について議論する．

4 格子変形の群論的考察
4.1 正方晶系における対称操作とその表現

固体物理における構造相転移や多極子秩序での弾性応答を理解するためには，対称歪みを用いた議論が
便利である．そのためには，研究対象とする結晶が属する群の既約表現を考え，歪みや回転がどの表現に
属するのかを考える必要がある．この章では，超音波物理で用いられる初歩的な群論の利用方法を説明し
つつ，歪みと回転の分類を目指す．この章を一通り理解することで，多極子初心者が今後頻繁に目にする
であろう Γ5 や ⊕といった記号の意味するところ，また指標表の使い方といった実用的な群論の使い方を
習得する助けになれば幸いである．他方，実用性を第一としたため厳密性に欠いている部分も多々存在す
る．これについては，他のテキストと合わせた学習を推奨する．
鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 を念頭に置いているため，この章では空間群として symmorphicな

群に着目する．平たくいえば，symmorphicな空間群は適切な原点を選ぶことで半端な並進を含む対称操
作を省くことができる群である [44]. 例えば空間群 D17

4h (I4/mmm, No. 139)は symmorphicであり，その
対称操作は点群 D4h (4/mmm)の対称操作を考えれば十分となる．点群 D4h は，回転や鏡映など 16個の
対称操作で構成される．これを要素と呼び，Gi (i = 1 - 16)で表す．また，要素の個数を gで表し，D4h

では g = 16となる．表 2に，D4h の Gi をまとめた. これら対称操作により，座標 (x, y, z)が変換される．
この変換を表す行列を表現行列とよび，D (Gi)で表す [44]. 例えば，D4h では D (G3 = C4)が以下のよう
に記述される．

D (C4) =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 1

 . (4.1.1)

表 2に，D4h の D (Gi)をまとめた [45].

D4h の表現行列から，座標変換に関する重要な群論的性質を読み取ることができる．正方晶系では z軸
が x軸および y軸と非等価になるため，zから x，もしくは yへの変換・逆変換が禁止される．それゆえ，
zに対する対称操作はその符号を変えるのみとなる．このように，対称操作 Gi に対して符号だけを変え
る関数を，1次元表現の基底と呼ぶ. zに対し，xと yは Gi によって互いに変換される場合がある．それ

127



表 2 D4h の対称操作 Gi とその幾何学的要素，および変換された座標とその表現行列 D (Gi). 幾何
学的要素は，対称操作を特徴づける点や回転軸，もしくは鏡映面を表す．変換後の座標においては，
ri = −ri ど表記する Jone’s fathful representation symbolという記法を用いた [46]．表現行列中の実線
は，既約表現 Eu および A2u を区別するために導入した．スペースの都合上，−1を 1と表記した．

要素 幾何学的 変換後の 表現行列
Gi 要素 座標 D (Gi)

G1 = E x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 G9 = I 0, 0, 0 x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1


G2 = C2 [001] x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 G10 = σh [001] x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1


G3 = C4 [001] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 G11 = IC4 [001] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1


G4 = C−1

4 [001] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 G12 = IC−1
4 [001] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1


G5 = Cy

2 [010] x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 G13 = σ
y
v [010] x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1


G6 = Cx

2 [100] x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 G14 = σ
x
v [100] x, y, z


1 0 0
0 1 0
0 0 1


G7 = Cx

2 [110] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 G15 = σ
y
d [110] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1


G8 = Cy

2 [110] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 G16 = σ
x
d [110] y, x, z


0 1 0
1 0 0
0 0 1


ゆえ，このような関数は 1つの組として扱うべきであり，2次元表現の基底と呼ばれる．のちに示すよう
に，D4h では複数の 1次元表現，また 2次元表現が存在する．そこで，表現を識別をしやすくするため
名前を付けると便利である．通常，基底関数 zが属する D4hの表現は A2u と呼ばれる. Aは D

(
C±1

4

)
= 1

を，添え字の 2は D
(
Cx,y

2

)
= −1を，またもう一つの添え字 uは ungeradeの頭文字であり D (I) = −1を

意味する．また，{x, y}の組が属する表現は Eu と呼ばれる.

このような表現を用いて，表現行列を簡単化することを考えよう．表現表列 D (Gi) の Eu 部分を
D(Eu) (Gi)と，A2u 部分を D(A2u) (Gi)と表記することにしよう. 例えば，D(Eu) (G3 = C4)と D(A2u) (C4)はそ
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れぞれ以下のような行列を表すことになる．

D(Eu) (C4) =
(

0 1
−1 0

)
, (4.1.2)

D(A2u) (C4) =
(

1
)
. (4.1.3)

このような各表現の表現行列を表す記法を用いることで，もとの表現行列 D (Gi)を以下のように記述で
きる．

D (Gi) =
(

D(Eu) (Gi) 0
0 D(A2u) (Gi)

)
. (4.1.4)

このような行列の表記方法は行列の直和と呼ばれ，以下のような記法が用いられる．

D (Gi) = D(Eu) (Gi) ⊕ D(A2u) (Gi) (4.1.5)

(よく目にする記号 ⊕が登場した)．これら表現行列 D(Eu) (Gi)と D(A2u) (Gi)は，D4h の他の表現行列を用
いてこれ以上簡単化することはできない．それゆえ，これらの表現を点群 D4h の既約表現 Γγ と呼ぶ. 表
現行列を既約表現の直和で表す方法は，超音波物理にとどまらず，固体物理の各所で登場する重要な群論
的表現方法となっている．

4.2 格子歪みに対する対称操作とその表現

座標 (x, y, z)から一歩進み，(3.1.8)式で定義した歪み εi j に対する対称操作を議論しよう．そのために
は，変位および微分演算子に関する対称操作を議論する必要がある．変位ベクトル uは弾性体の変形に
由来する位置の変化として定義したため，その成分 ui (i = x, y, z)に対する対称操作の表現行列は x，y，z
の表現行列と等しくなる．また，座標に関する微分演算子 ∂ri の表現行列も x，y，zの表現行列と一致す
る. これに加え，歪みが微分演算子と変位の積の形になっていることを考慮すると，歪みに対する対称操
作は座標の組み合わせによって構成できる 2次関数 x2，y2，z2，yz，zx，xyの対称操作を考えることと
同値となる．
これら 2 次関数に対する D4h の対称操作を考えよう．基底ベクトルは

(
x2, y2, z2, yz, zx, xy

)T とする．
例えば，G4 = C4 で表される z軸まわりの +π/2回転対称操作の場合には，その表現行列 D (G4)が以下
のように記述される．

D (C4) =



0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 −1


. (4.2.1)

この結果から，関数 z2 と xyはそれぞれ 1次元表現の基底関数となることが示唆される．また，関数 x2

と y2 が互いに変換されるため,{x2, y2}が 2次元表現の基底関数となるように思える．しかしながら，x2

と y2 の線形結合である x2 + y2 と x2 − y2 を考えると，これらの関数は 1次元表現の基底関数となってい
ることが確かめられる．以上から，x2, y2, z2 の線形結合を考えることで 1次元表現に属する 3つの基底
関数を作ることができ，x2 + y2 + z2，2z2 − x2 − y2，x2 − y2 が該当する関数となる．したがって，これら
基底関数と同じ構造をもつ対称歪み εB = εxx + εyy + εzz，εu =

(
2εzz − εxx − εyy

)
/
√

3，εv = εxx − εyy，そし
て εxy がそれぞれ 1次元表現の基底関数となることがわかった．これら 1次元表現の基底関数に対する
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表 3 座標の 2次関数に対する D4h の対称操作 Gi の表現行列 D(Γγ) (Gi)とその既約表現 Γγ. ここで
表記を簡単にするため，D (Gi)が 1 × 1行列であることを考慮し括弧を除外した. またスペースの都合
上，−1を 1と，基底関数を r2 = x2 + y2 + z2 および u = 2z2 − x2 − y2 = 3z2 − r2 と表記した．

basis E C2 C4 C−1
4 Cy

2 Cx
2 Cx

2 Cy
2 I σh IC4 IC−1

4 σ
y
v σx

v σ
y
d σx

d Γγ

z2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A1g

x2 + y2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A1g

r2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A1g

u2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A1g

x2 − y2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B1g

xy 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B2g

表 4 既約表現 Eg の基底関数 {yz, zx}に対する D4h の対称操作 Gi の表現行列 D(Eg) (Gi). スペースの
都合上，−1を 1と表記した．

E C2 C4 C−1
4 Cy

2 Cx
2 Cx

2 Cy
2 1 0

0 1

  1 0
0 1

  0 1
1 0

  0 1
1 0

  1 0
0 1

  1 0
0 1

  0 1
1 0

  0 1
1 0


I σh IC4 IC−1

4 σ
y
v σx

v σ
y
d σx

d 1 0
0 1

  1 0
0 1

  0 1
1 0

  0 1
1 0

  1 0
0 1

  1 0
0 1

  0 1
1 0

  0 1
1 0


対称操作 Gi の表現行列 D (Gi)を表 3にまとめた. 他方，2次関数の組 {yz, zx}は 2次元表現の基底関数
となる．これに対する対称操作の表現行列を表 4にまとめた. ここで，基底ベクトルは (yz, zx)T とした．
以上の結果から，対称歪み εyz と εzx もまた 2次元表現の基底関数となっていることが結論付けられる．
ここまでの議論によって対称歪みの分類が完了したため，その表現に名前を付けると便利である．表

3 の表現行列を考慮すると，z2, x2 + y2, x2 + y2 + z2, 2z2 − x2 − y2 とこれらに対応する対称歪みはすべ
て同じ 1 次元表現の基底関数であるといえ，属する表現を A1g と表記する. ここで，下付き文字の 1 は
D

(
Cx,y

2

)
= 1を，他の下付き文字の gは geradeの頭文字であり D (I) = 1を意味する．A1g 表現の特徴的

な性質は，対称操作Gi に対する不変性にある．つまり，すべての要素Gi に対して D(A1g) (Gi) = 1となっ
ている．基底関数 x2 − y2 の表現行列は D(A1g) (Gi) や D(A2u) (Gi) とは異なるため，新たに B1g と表記す
る．また，基底関数 xyが属する表現も，同様の事情から B2g と表記する．2次の基底関数が属する表現
は，Eg と表記する．後にコメントするように，これらの表現はすべて既約表現となっていることが確か
められる．以上から，対称歪みを D4h 群の下で分類でき，どの既約表現に属しているのかを議論できた．
対称歪みの分類について，群論的な考察のみならずその物理的意味を考えよう．ここまでの分類から，

D4h 群の下では等方的な体積変形を記述する歪み εB および正方晶への変形を記述する歪み εu が，とも
に A1g 表現に属することが確かめられた．この結果は，正方晶を εB および εu のように変形させたとき
の結晶構造によって理解できる．つまり，どのような結晶を選んでも εB はその結晶の対称性を低下させ
ることはないし，正方晶に対する εu の変形も結晶対称性を低下させることはない．それゆえ，εB もしく
は εu が結晶に与えられたり，自発的に結晶が歪んだ場合でも，正方晶の空間群や点群の対称性は保存さ
れることになる．他方，εv は x-y面内の結晶面を正方形から長方形へ変形させる歪みであることから，正
方晶の対称性を低下させる．それゆえ，εv の既約表現は εB および εu とは異なってしかるべきといえる．
このように，自分が扱う結晶の空間群を調べ，対称歪みがどの既約表現に属するのかを調べるだけで，可
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能な結晶対称性の低下はある程度予想できることになる．格子変形を群論的に分類する利点の 1つがこ
こにある．
歪みの群論的な分類についてより理解を深めるため，D4h の対称操作に対する表現行列に再び着目しよ
う．対称歪みの既約表現と表現行列を考慮すると，εsym =

(
εB, εu, εv, εyz, εzx, εxy

)T を基底ベクトルとした
ときの対称操作に対する表現行列 D (Gi)は，以下のように直和の表記方法で記述できる．

D (Gi) =


D(A1g) (Gi) 0 0 0 0

0 D(A1g) (Gi) 0 0 0
0 0 D(B1g) (Gi) 0 0
0 0 0 D(Eg) (Gi) 0
0 0 0 0 D(B2g) (Gi)


= 2D(A1g) (Gi) ⊕ D(B1g) (Gi) ⊕ D(B2g) (Gi) ⊕ D(Eg) (Gi) . (4.2.2)

このことから，対称歪みが属する表現がすべて D4h の既約表現になっていることが確かめられる．また，
Hookeの法則に従う範囲の一般の歪みが，対称歪みの線形結合で分解できることをも意味している．例
えば，(3.3.19)式で示した正方晶における弾性定数テンソルを対角化する必要がなかった理由は，D4h に
おいて εB と εu が既約表現 A1g に属する基底関数となっていたことにある．
のちの格子回転の分類のため，表現行列の方法を用いると基底関数 {yz, zx}が D4h の対称操作によって
どのように変換されるのかを簡単に記述できることも述べておく．例えば要素 G7 = Cx

2 に着目し，表 4
の D(Eg) (G7)を表 3の D(A2u) (G7)および D(Eu) (G7)と比較することで，以下に示すような直積を用いた関
係式が成り立つことが確認できる．

D(Eg) =
(

0 −1
−1 0

)
=

(
D(Eu)

11 × D(A2u)
11 D(Eu)

12 × D(A2u)
11

D(Eu)
21 × D(A2u)

11 D(Eu)
22 × D(A2u)

11

)
. (4.2.3)

ここで表記の簡単化のため，(G7)を省略した．この関係式がすべての Gi で成り立つことを考慮し*2，Gi

に対する表現行列を直積記号 ⊗によって記述しよう．

D(Eg) (Gi) = D(Eu) (Gi) ⊗ D(A2u) (Gi) . (4.2.4)

つまり，既約表現 Eg に属する 2次の基底関数 {yz, zx}が 1次元の Au に属する zと 2次元の Eu に属する
{x, y}の積によって作られている以上，Eg の表現行列も Au と Eu の表現行列の直積で作られることを意
味する．(4.2.3)式の表記は一見すると複雑な印象を受けるため，以下のような簡単化した表記を用いる
ことにしよう．

Eg = Eu ⊗ A2u. (4.2.5)

これにより，多極子物理の群論や 4 f 電子系のテキストなど各所でよく見る表記となった．Eg 表現の基
底関数に加え，同様の議論を 1次元表現の既約表現 A1g の基底関数 z2 についても適用してみよう．結果
は以下の通りとなる．

A1g = A2u ⊗ A2u. (4.2.6)

このようにして，複数の既約表現の基底関数の積から新しい関数 f を作った場合， f が属する表現を議
論する方法が分かった．

*2 演習問題
実際に確認せよ
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4.3 対称操作に対する弾性エネルギーの不変性について

対称歪みに対する D4h の対称操作とその表現行列が分かったので，弾性エネルギーに対する対称操作
についても考えよう．(3.4.5)式の弾性エネルギーは，対称歪みの 2次式となっていることが分かる．そ
れゆえ，1次元表現の対称歪みに対する表現行列の行列要素が 1もしくは −1であることを考慮すると，
弾性エネルギーのうち 1次元表現の歪みで記述される部分が D4h の対称操作に対して不変であることが
ただちにわかる．2次元表現 Eg に属する εyz と εzx は D4h の対称操作の種類によっては互いに変換され
てしまうものの，これらによって記述される弾性エネルギー 2C44

(
ε2
yz + ε

2
zx

)
は依然として不変となる．

以上から，(3.4.5)式の弾性エネルギーは D4h の対称操作に対して不変であり，A1g 表現の基底関数になっ
ていることが確かめられた．
さらに議論を深化させ，弾性エネルギーの不変性が D4h ではない他の空間群でも成立するのかを考え

よう．例えば点群対称性が D4h よりも低対称となっている正方晶の空間群の場合，許される対称操作は
D4h の操作に含まれているため，弾性エネルギーは不変である．このような空間群ではスクリュー操作や
グライド操作をも考える必要があるが，結晶の変形が一様である場合には並進に対して歪み εi j が不変と
なるため，やはり弾性エネルギーは不変となる．したがって弾性エネルギーに対する空間群の対称操作を
考える際には，その結晶の最も高い点群対称性を考えれば十分といえる．
この節で議論した空間群の対称操作に対するエネルギーの不変性は，弾性のみならず，一般のエネル

ギーについても成り立つべき事項である．この事実をうまく利用するのが Landauの相転移の現象論であ
り，本稿で扱う構造相転移のみならず，多極子秩序の理解でも重要な理論の 1つとなっている．

4.4 格子回転の分類とその表現

超音波は結晶に歪み εi j だけではなく回転 ωi j をも誘起するので，D4h での回転の分類も議論しよう．
(3.1.10) 式で述べたように，ωi j は∇ × u の成分に比例した形で記述される．それゆえ，対称歪みと同
様に微分演算子と座標の積を考慮し，それらと同値な座標の 2 次関数を記述することで，表現の基底
関数を作れるように思える．しかしながら，回転は反対称テンソルの成分であるため，同値な基底関数
rir j − r jri はゼロとなる．このような理由から，微分演算子 ∂ri と変位 ui の積をそのまま取り扱い，対称
操作に対する表現行列を記述する必要がある．これは一見すると大変に思えるかもしれないが，∂ri と ui

の D4h の対称操作に対する表現行列は {x, y}およびと zと同値であるため，これらを利用する．表 5に，
ω =

(
ωyz, ωzx, ωxy

)T を基底ベクトルとした場合の表現行列をまとめた．
この表現行列を用いて，回転 ωi j を分類しよう．ωxy に着目すると，1 次元表現の基底関数となって

いることが確かめられる．さらに，ωxy の対称操作に対する表現行列が，他の 1 次元の既約表現の表現
行列とは異なっていることが分かる．それゆえ，ωxy が属する表現を A2g と名付けることにする．他方，
{ωyz, ωzx}に対する対称操作の表現行列は {yz, zx}と同値であり，その表現は既約表現 Eg となる.

4.5 既約分解による格子歪みと回転の分類

4.2節および 4.4節では，D4h における対称操作Gi に対する対称歪みと回転の表現行列を導出すること
でこれらを分類した．この分類が，以下に述べる既約分解の方法でより簡単に実行できることを見ていこ
う．この既約分解は，多極子物理の群論的考察において必須の強力な手法となっている．

(3.1.5)式で述べたように,対称化・反対称化していない歪みテンソル εreducibleの 9個の成分は
(
∂x, ∂y, ∂z

)
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表 5 D4h の対称操作に対する回転 ωyz =
(
∂zuy − ∂yuz

)
/2，ωzx = (∂xuz − ∂zux) /2，ωxy =(

∂yux − ∂xuy
)
/2の表現行列 D (Gi)．スペースの都合上，−1を 1と表記した．

E C2 C4 C−1
4 Cy

2 Cx
2

1 0 0
0 1 0
0 0 1




1 0 0
0 1 0
0 0 1




0 1 0
1 0 0
0 0 1




0 1 0
1 0 0
0 0 1




1 0 0
0 1 0
0 0 1




1 0 0
0 1 0
0 0 1


Cx

2 Cy
2 I σh IC4 IC−1

4
0 1 0
1 0 0
0 0 1




0 1 0
1 0 0
0 0 1




1 0 0
0 1 0
0 0 1




1 0 0
0 1 0
0 0 1




0 1 0
1 0 0
0 0 1




0 1 0
1 0 0
0 0 1


σ
y
v σx

v σ
y
d σx

d
1 0 0
0 1 0
0 0 1




1 0 0
0 1 0
0 0 1




0 1 0
1 0 0
0 0 1




0 1 0
1 0 0
0 0 1


と

(
ux, uy, uz

)
の積の形で記述できる. これは，以下に示すような直積の表記方法で記述される．

εreducible =

 ∂x
∂y
∂z

 ⊗
 ux

uy
uz

 . (4.5.1)

それゆえ，これら歪みテンソルの成分の表現行列は，
(
∂x, ∂y, ∂z

)
の表現行列と

(
ux, uy, uz

)
の表現行列の直

積になっていると予想できる. (4.1.5)式で示した x, y, zの表現行列を用いると，歪みテンソル εreducible の
成分からなる 1次元ベクトルを基底とした場合の表現行列は，以下のように記述される．

Dreducible =
(
D(Eu) ⊕ D(A2u)

)
⊗

(
D(Eu) ⊕ D(A2u)

)
=

(
D(Eu) ⊗ D(Eu)

)
⊕

(
D(Eu) ⊗ D(A2u)

)
⊕

(
D(A2u) ⊗ D(Eu)

)
⊕

(
D(A2u) ⊗ D(A2u)

)
=


D(Eu) ⊗ D(Eu) 0 0 0

0 D(Eu) ⊗ D(A2u) 0 0
0 0 D(A2u) ⊗ D(Eu) 0
0 0 0 D(A2u) ⊗ D(A2u)

 . (4.5.2)

(4.2.5)式と (4.2.6)式を考慮すると，(4.5.2)式中の Eu⊗A2uと A2u⊗Euが既約表現 Egの対称歪み {εyz, εzx}
と回転 {ωyz, ωzx}を記述する表現行列になっていることがわかる. また，Eu⊗Euからは，{∂x, ∂y}と {ux, uy}
の積の組み合わせで作られる歪みおよび回転が作られると予想される．それゆえ，この直積からは対称歪
み εxx + εyy, εv, εxy と回転 ωxy が作られると考えられる．つまり，直積 Eu ⊗ Eu を既約表現の直和で記述
した結果は，A1g ⊕ A2g ⊕ B1g ⊕ B2g になると考えられる．以上から，歪みテンソルの 9個の成分に対する
表現行列が以下のような表現行列の直和で記述されるといえるだろう．

Dreducible =



A1g 0 0 0 0 0 0
0 A1g 0 0 0 0 0
0 0 B1g 0 0 0 0
0 0 0 B2g 0 0 0
0 0 0 0 Eg 0 0
0 0 0 0 0 A2g 0
0 0 0 0 0 0 Eg


. (4.5.3)
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ここで簡単化のため，Dを省略した．この表現行列は一見すると 7 × 7行列であるが，Eg の表現行列が
2× 2行列であることを考慮すると，9× 9行列になっていることがわかる．つまり，表現行列 Dreducible の
次元は，これを構成する既約表現の次元の総和である 1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 1 + 2に等しい．
このように，微分演算子と変位の直積から歪みと回転を分類できることがわかった．他方，この方法で

は対称歪みと回転の表現行列と既約表現がすでに分かっていることが前提となっている．つまり，(4.2.5)
式が成り立つことを確認するためには，微分演算子と変位，および対称歪みの表現行列を計算しておく必
要があった．このような方法は一般にはとてもヘヴィである．表現の直積を，既約表現の直和によって記
述するより一般的な方法はないのだろうか．
この簡単な方法を調べるため，再び表現行列に着目しよう．例えば，(4.2.3)式の直積から以下の関係

式の成立が確かめられる．

Tr
[
D(Eu) ⊗ D(A2u)

]
=

(
D(Eu)

11 + D(Eu)
22

)
× D(A2u)

11

= Tr
[
D(Eu)

]
Tr

[
D(A2u)

]
= Tr

[
D(Eg)

]
. (4.5.4)

ここで，Tr [A] は行列 A のトレースを表す．このような関係式は，一般的に成り立つ．例として，
D (Gi) = D(Eu) (Gi) ⊗ D(Eu) (Gi) と定義される表現行列 D (Gi) を表 6 にまとめた．これより，表現行列
D (Gi)のトレースが Tr

[
D(Eu)

]
Tr

[
D(Eu)

]
と一致することが確かめられる．以上のことから，ある基底関数

表 6 点群 D4h の表現行列 D(Eu) (Gi) ⊗ D(Eu) (Gi) から作られる表現行列 D (Gi)．基底ベクトルは(
x2, xy, yx, y2

)
. これら基底関数に対応する関数は ∂xux, ∂xuy, ∂yux, および ∂yuy となる．スペースの都

合上，−1を 1と表記した．

E C2 C4 C−1
4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


Cy

2 Cx
2 Cx

2 Cy
2

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


I σh IC4 IC−1

4
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


σ
y
v σx

v σ
y
d σx

d
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
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の対称操作Gi に対する表現行列 D (Gi)がどのような既約表現の表現行列の直和となっているのかを調べ
るためには，そのトレースを調べればよいことが示唆される．対称操作 Gi の表現行列 D (Gi)のトレース
を指標と呼ぶこととし，改めて以下のように定義しよう．

χ(Γ) (Gi) = Tr
[
D(Γ) (Gi)

]
. (4.5.5)

この指標を用いた議論から，Eu ⊗ B2u = Eg のような，直積の既約表現を調べる方法がわかった．
上記のような関係式を調べる際には，群の指標表を用いると便利である．表 7に，D4h の対称操作 Gi

に対する既約表現 Γγ の指標と基底関数をまとめた [44]. この指標表では，例えば 2つの対称操作 C4 と
C−1

4 を，2C4 として 1列にまとめている．同様に，Cy
2 と Cx

2 を 2C′2 に，Cx
2 と Cy

2 を 2C′′2 に，IC4 と IC−1
4

を 2IC4 に，σyd と σx
d を 2σd にまとめた．この理由を群論的にいえば，それぞれの 2つの対称操作が共

役な要素となっていることに由来する．共役とは，要素 Gi が G j のユニタリ変換となっていることを意
味する．この指標表に基づくと，(4.2.4)式および (4.2.5)式で示した表現行列の関係式の成立が，以下の
ような指標でも成り立つことを確認できる．

χ(Eu) (Gi) × χ(A2u) (Gi) = χ(Eg) (Gi) . (4.5.6)

このように指標表を用いることで，既約表現 Γγ および Γγ′ の基底関数の積から作った新しい基底関数の
表現を簡単に求めることができた．
この指標表を用いた群論的議論についてさらに掘り下げ，特徴的な 3 つの性質を理解しよう．まず 1

つめは，既約表現 Γγ の恒等操作 E の指標 χ(Γγ) (E)は，その既約表現の次元 d(Γγ) に一致する．つまり以
下の関係が成り立つ．

χ(Γγ) (E) = d(Γγ). (4.5.7)

これは，基底関数が恒等操作に対して不変性であることに由来する．2つめは，任意の既約表現 Γγ の指

表 7 点群 D4h の対称操作 Gi に対する既約表現 Γγ の指標 [44]. 基底関数の lri = −i
(
r j∂rk − rk∂r j

)
は

角運動量演算子である．スペースの都合上，−1 (−2)を 1 (2)と表記した．

Γγ E C2 2C4 2C′2 2C′′2 I σh 2IC4 2σv 2σd basis strain rotation
A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2 εB

2z2 − x2 − y2 εu

A2g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 xy
(
x2 − y2

)
lz ωxy

B1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x2 − y2 εv

B2g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 xy εxy

Eg 2 2 0 0 0 2 2 0 0 0 {yz, zx} {εyz, εzx}
{lx, ly} {ωyz, ωzx}

A1u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 xyz
(
x2 − y2

)
A2u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 z
B1u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 xyz
B2u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 z

(
x2 − y2

)
Eu 2 2 0 0 0 2 2 0 0 0 {x, y}
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標 χ(Γγ) (Gi)と，群の要素の個数 gの間に以下の関係式が成り立つことである．

g =

g∑
i

[
χ(Γγ) (Gi)

]2
. (4.5.8)

3 つめは，指標の直交性である．既約表現 Γγ の指標 χ(Γγ) (Gi) を用いたベクトル χ(Γγ) =(
χ(Γγ) (G1) , χ(Γγ) (G2) , ..., χ(Γγ)

(
Gg

))T を定義すると，ベクトルの内積で記述されるような以下の
関係式が成り立つ．

gδΓγΓγ′ =
[
χ(Γγ)

]T
· χ(Γγ′ ). (4.5.9)

Γγ , Γγ′ の場合は (4.5.8)式を与え，Γγ , Γγ′ は既約表現の直交性を意味する．このような性質は大直交
定理と呼ばれ，D4h に限らず一般の群に対して成り立つ群論の重要な性質である [44].

この指標に関する 3 つの重要な群論的性質を用いると，ある基底関数の表現行列がどのような
既約表現の表現行列の直和として記述されるのか，つまり既約分解する方法を議論できる．例とし
て，(4.5.2) 式および (4.5.3) 式で示した表現行列 Dreducible を取り上げよう. この表現行列がどのよう
に既約分解されるのかを調べるため，(Eu ⊕ A2u) ⊗ (Eu ⊕ A2u) を指標を用いて記述しよう. そのため
には，χ(Eu⊕A2u) (Gi) × χ(Eu⊕A2u) (Gi) を計算する必要がある．指標が行列のトレースで定義されるので，
χ(Eu⊕A2u) (Gi) = χ(Eu) (Gi) + χ(A2u) (Gi)が成り立つ．これより，χ(Eu⊕A2u) (Gi)の指標表を表 8のように計算
できる．これを用いて，Dreducible (Gi) の指標 χreducible (Gi) を計算した結果を表 8 にまとめた．この指標
χreducible (Gi)を，以下に示すような既約分解の形

χreducible (Gi) =
∑
Γγ

χ(Γγ) (Gi) (4.5.10)

で記述したい．そこで，ベクトルの成分分解を思い出し，以下のような計算に着目しよう．∑
i

χreducible (Gi) χ(Γ) (Gi) =
∑

i

∑
Γ′

χ(Γ′) (Gi) χ(Γ) (Gi)

=
∑
Γ′

[
χ(Γγ)

]T
· χ(Γγ′ )

= qΓγgδΓ′,Γ. (4.5.11)

ここで qΓγ は，(4.5.11) に寄与する既約表現 Γγ の指標の個数である．これより，(4.5.11) 式を用いると
qΓγ が以下のように計算できることがわかる．

qΓγ =
1
g

∑
i

χreducible (Gi) χ(Γγ) (Gi) . (4.5.12)

この関係式を用いることで，表現行列 Dreducible の既約分解を実行できる．例えば，この既約分解は 2Eg

表 8 点群 D4h における表現行列 Dreducible の指標表．

E C2 2C4 2C′2 2C′′2 I σh 2IC4 2σv 2σd

χ(Eu) + χ(A2u) 3 −1 1 −1 −1 −3 1 −1 1 1

χreducible =
[
χ(Eu) + χ(A2u)

]2
9 1 1 1 1 9 1 1 1 1
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を含むことを確かめられる．

qEg =
1

16
[9 × 2 × 1 + 1 × (−2) × 1 + 1 × 0 × 2 + 1 × 0 × 2 + 1 × 0 × 2

+9 × 2 × 1 + 1 × (−2) × 1 + 1 × 0 × 2 + 1 × 0 × 2 + 1 × 0 × 2]
= 2 (4.5.13)

Eg だけではなく，表 8に示した D4h の既約表現すべてに対して (4.5.12)式から得られる qΓγ を計算する
ことで，(4.5.3)式の既約分解の結果を確認できる．
我々は，一般的に表現行列の既約分解を計算する方法を修得した．この方法を用いることで，既約表現

の基底関数の積から作った新しい関数が，どのような既約表現の基底関数の線形結合で記述されるのかを
知ることができる．

4.6 群の変化に伴う対称歪みの既約表現の変化

4.1節および 4.2節では，空間群 D4h の対称操作に対する対称歪みと回転の表現を調べた．他方，多極
子秩序などに由来する結晶対称性の低下を考える場合には，低対称の群での対称歪みと回転の分類が必要
となる．特に，電気四極子秩序に伴う構造相転移の弾性を議論するためには，この対称性の変化に伴う再
分類が重要である．
ここでは例として，正方晶系の空間群 D4h から直方晶系の空間群 D2h への結晶対称性の低下を議論し
よう．ただし，空間群はともに symmorphicなものとし，点群 D4h および D2h の対称操作を考えるもの
とする．物理的な事実としては，この空間群の変化により対称歪み εv = εxx − εyy で記述されるような結
晶変形が生じ，結晶の x軸と y軸が等価ではなくなる. これを群論的に導こう．表 9に， D2h の指標表
と各既約表現の基底関数を示す．また，対称歪みと回転がどの既約表現に属するのかを併記した．D2h と
D4h の指標表を比べると，D2h では対称操作 2C4，C′′2，2IC4，および 2σd が許されないことが分かる．
さらに，これらの対称操作に対して D4h における B1g の指標がすべて −1になっていることが読み取れ

表 9 点群 D2h の対称操作 Gi に対する既約表現 Γγ の指標 [44]. 基底関数の lri = −i
(
r j∂rk − rk∂r j

)
は

角運動量演算子である．

Γγ E Cz
2 Cy

2 Cz
2 I σz σy σx basis strain rotation

Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2 εB

2z2 − x2 − y2 εu

x2 − y2 εv

B1g 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 xy εxy

lz ωxy

B2g 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 zx εzx

ly ωyz

B3g 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 yz εyz

1 lx ωzx

Au 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 xyz
B1u 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 z
B2u 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 y

B3u 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 x
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表 10 D2h における表現行列 Dreducible の指標表．

E Cz
2 Cy

2 Cz
2 I σz σy σx

χ(B1u) + χ(B2u) + χ(B3u) 3 −1 −1 −1 3 −1 −1 −1

χreducible =
[
χ(B1u) + χ(B2u) + χ(B3u)

]2
9 1 1 1 9 1 1 1

る．他方，他の既約表現ではこれら対称操作に対する指標が 1以外の値をもっている．このような指標
の性質が，D4h から D2h への構造相転移を特徴づけている．D4h において正方晶型の対称歪み εu が A1g

に属していたように，直方晶型の対称歪み εv は D2h の Ag に属さなければならない．それゆえ，εv の符
号を変えるような対称操作は D2h の要素となることが禁止される．このように，ある群における全対称
表現でない既約表現 Γγ がより低対称の群の全対称表現になる場合，Γγ を相転移の活性表現と呼ぶ．例え
ば，D4h の既約表現 A2g が構造相転移の活性表現となっている場合には，低対称相の群は C4h (4/m)とな
り，対称操作として 2C′，2C′′，2σv，そして 2σd が禁止される．C4h は z軸周りの C4 回転操作が許され
る一方，水平軸方向の C2 回転操作と水平軸に垂直な鏡映操作が禁止されるような群となっている．
対称歪み εv だけではなく，6個の対称歪みと 3個の回転を含んだ歪みテンソルの表現行列 Dreducible を，

D2h の下で既約分解するとどうなるかを考えよう．この群では，x，y，そして zがそれぞれ等価でなくな
ることに由来し，既約表現はそれぞれ B2u，B3u，そして B1u となる．それゆえ，以下の直積を考えれば
よい．

Dreducible = D(B2u⊕B3u⊕B1u) ⊗ D(B2u⊕B3u⊕B1u). (4.6.1)

この結果を表 10にまとめた．また，(4.5.12)式を用いると，D2h における Dreducible の既約分解を以下の
ように求めることができる．

(B2u ⊕ B3u ⊕ B1u) ⊗ (B2u ⊕ B3u ⊕ B1u) = 3Ag ⊕ 2B1g ⊕ 2B2g ⊕ 2B3g. (4.6.2)

さらに，指標表に基づいた計算から χ2u (Gi)⊗χ1u (Gi) = χ3g (Gi)，χ1u (Gi)⊗χ3u (Gi) = χ2g (Gi)，χ3u (Gi)⊗
χ2u (Gi) = χ1g (Gi)となることが確かめられ，対称歪み εyz，εzx，εxy がこれらの既約表現の基底関数とな
ることが確認できる．以上から，D4h の全対称表現に属していた εB と εu に加え，D4h の B1g 表現に属し
ていた εv が D2h の全対称表現に属することが確かめられた．
この節の最後に，対称性の低下によって基底関数の既約表現がどのように変化するのかを議論しよう．

高対称相の空間群を G，低対称相の空間群を G′ とする．このとき，以下の関係式が成り立つ．

q′Γγ =
1
g′

∑
i

χ
(Γγ′ )
G

(
G′i

)
χ(Γγ) (

G′i
)
. (4.6.3)

ここで，G′i は G′ の要素を，g′ はその個数を，また χ
(Γγ)
G

(
G′i

)
は Gにおける既約表現 Γγ の G′i の指標を

表す．例えば以下に示すように，G = D4h の既約表現 Eg に属する基底関数の 1つが，G′ = D2h の下では
B2g に属することが確かめられる．

qB2g =
1
8

[2 × 1 + (−2) × (−1) + 0 × 1 + 0 × (−1) + 2 × 1 + (−2) × (−1) + 0 × 1 + 0 × (−1)]

= 1. (4.6.4)

同様の計算により，qB3g = 1となることが確認できる．それゆえ，G = D4h の既約表現 Eg に属する基底
関数は，G′ = D2h の下では以下のような既約表現の直和で記述されることとなる．

Eg ↓ G′ = B2g ⊕ B3g. (4.6.5)
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このような方法を簡約と呼ぶ．以上から，空間群の変化に伴う基底関数の既約表現の変化を調べる方法が
わかった．このような方法は，分子軌道やフォノンの振動モード，また構造相転移に伴う原子変位などと
いった，同値な基底関数を記述することが難しい場合に威力を発揮する．

4.7 構造相転移により生じる変位モードの解析

(a)
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図 9 (a) Ba(Fe1−xCox)2As2 の正方晶相 (D17
4h, I4/mmm, No. 139) の結晶構造から Fe 原子を取り出し

たときの構造と 8個の Fe原子の識別番号，および (b) z軸方向からの俯瞰図．xおよび yは正方晶の
主軸に対応する．(c) D17

4h の既約表現 B2g に属する結晶変位の模式図．変位方向を矢印で示した．

4.6節で記述した既約分解の方法を利用して，空間群 Gから G′ への構造相転移で可能となる結晶変位
を導出しよう．例として，D17

4h (I4/mmm, No. 139)から D23
2h (Fmmm, No. 69)への構造相転移が生じる鉄

ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 を取り上げる．第 2章の図 1(a)と 1(b)に示したように，この構造相転
移では正方晶相における主軸 xと yの角度が変化する対称歪み εxy が生じる [18]．このような格子変形
が実際に可能となること，またその変形がどのような基底関数で記述されるのかを調べる．ここでは議論
を簡単化するため，図 9(a)および 9(b)に示すように，Fe原子のみに着目しその原子変位を議論する．Fe
原子だけではなく，Ba原子や As原子に着目した場合でもこの節の結論は変わらないことを述べておく．
まず D17

4h の対称操作に対し，8個の Fe原子がどのように変換されるのかを調べる．D17
4h は symmorphic

な空間群であるため，原点を体心の Ba原子位置にとることで並進操作を省略できる．表 11に，D17
4h の

対称操作により変換された Fe原子位置をまとめた．また，その表現行列の指標を記載した．
完全に余談になるが，表 11の指標を D4h の下で簡約化した結果は以下のとおりである．

Γ ↓ D4h = A1g ⊕ B1g ⊕ Eg ⊕ A2u ⊕ B2u ⊕ Eu. (4.7.1)

この簡約化は何を意味するのであろうか．実は，電荷秩序の対称性を考える場合にはこのような群論解析
が有効である．Fe原子位置の電荷密度 ρi を考慮すると，ρi も群の対称操作によって変換されるので，そ
の表現行列の指標は χ(Γ) と一致する．これにより可能となる電荷の秩序パターンを記述する基底関数の
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表 11 空間群 D17
4h (I4/mmm, No. 139)の並進以外の対称操作に対する Fe原子位置 ri (i = 1 - 8)の変

換とその表現行列の指標 χ(Γ)．表記を簡単にするため，変換後の位置を添え字 iで記述した．また，指
標 χ(Γ) の計算に寄与する変換後の位置を太字で記した．

ri E C2 C4 C−1
4 Cy

2 Cx
2 Cx

2 Cy
2 I σh IC4 IC−1

4 σ
y
v σx

v σ
y
d σx

d

r1 1 3 2 4 5 7 8 6 7 5 8 6 3 1 2 4
r2 2 4 3 1 8 6 7 5 8 6 5 7 2 4 1 3
r3 3 1 4 2 7 5 6 8 5 7 6 8 1 3 4 2
r4 4 2 1 3 6 8 5 7 6 8 7 5 4 2 3 1
r5 5 7 6 8 1 3 4 2 3 1 4 2 7 5 6 8
r6 6 8 7 5 4 2 3 1 4 2 1 3 6 8 5 7
r7 7 5 8 6 3 1 2 4 1 3 2 4 5 7 8 6
r8 8 6 5 7 2 4 1 3 2 4 3 1 8 6 7 5
χ(Γ) 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 4 0 0

対称性が，(4.7.1)式の中の既約表現となる．基底関数は，以下に示す射影演算子によって導出できる．

PΓγl(m) =
dΓγ
g

g∑
i

DΓγlm (Gi) Gi. (4.7.2)

ここで，dΓγ は既約表現 Γγ の次元，DΓγlm (Gi)は対称操作 Gi についての既約表現 Γγ の表現行列の lm成分
を表す．この射影演算子を用いると，例えば B1g 表現の基底となるような電荷秩序が生じる場合には，そ
の基底関数 ρB1g を以下のように記述できる．

ρB1g =
1
8

(ρ1 − ρ2 + ρ3 − ρ4 + ρ5 − ρ6 + ρ7 − ρ8) . (4.7.3)

ここで，以下に示す B1g の射影演算子を用いた*3．

PB1g

1(1) =
1
16

(
E +C2 −C4 −C−1

4 +Cy
2 +Cx

2 −Cx
2 −Cy

2 + I + σh − IC4 − IC−1
4 + σ

x
v +Cy

v − σyd − σ
x
d

)
.

(4.7.4)

ρi の符号を電荷の正負に対応させれば，ρB1g は結晶中の異方的な電荷分布を記述することとなる．これ
により結晶中に D4h の対称性を破る電荷分布が形成され，空間群の対称性が低下する．この異方的な電
荷分布が歪みと結合する場合には，構造相転移が生じるとともに弾性異常が期待される [47]．また，この
原子位置の変換から希土類化合物などの rattlingの理解も可能である [48].

話を変位モード解析に戻そう．構造相転移で可能となる変位を調べるためには，各 Fe原子位置に変位
ベクトル ui =

(
ui

x, u
i
y, u

i
z

)T を設定し，その変換を求めることになる．表 12に，D17
4h の対称操作により変

換された変位およびその表現行列の指標をまとめた．D4h の下でこの表現行列を簡約化した結果は以下の
とおりである．

Γ′ ↓ D4h = 2A1g ⊕ A2g ⊕ 2B1g ⊕ B2g ⊕ 3Eg ⊕ A1u ⊕ 2A2u ⊕ B1u ⊕ 2B2u ⊕ 3Eu. (4.7.5)

*3 演習問題
表 7に示した指標表を用いて，射影演算子 P

B1g
1(1) および P

B2g
1(1) を導出せよ．
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表 12 空間群 D17
4h (I4/mmm, No. 139)の並進以外の対称操作に対する Fe原子変位 ui

l (l = x, y, z, i = 1
- 8) の変換とその表現行列の指標 χ(Γ)．表記を簡単にするため，変換後の変位をその添え字を用いて
1x, 7z のように省略した．また，スペースの都合上 −1x = 1x のように符号の反転を表現した．指標
χ(Γ) の計算に寄与する変換後の変位を太字で記した．

ui
l E C2 C4 C−1

4 Cy
2 Cx

2 Cx
2 Cy

2 I σh IC4 IC−1
4 σ

y
v σx

v σ
y
d σx

d

1x 1x 3x 2y 4y 5x 7x 8y 6y 7x 5x 8y 6y 3x 1x 2y 4y
2x 2x 4x 3y 1y 8x 6x 7y 5y 8x 6x 5y 7y 2x 4x 1y 3y
3x 3x 1x 4y 2y 7x 5x 6y 8y 5x 7x 6y 8y 1x 3x 4y 2y
4x 4x 2x 1y 3y 6x 8x 5y 7y 6x 8x 7y 5y 4x 2x 3y 1y
5x 5x 7x 6y 8y 1x 3x 4y 2y 3x 1x 4y 2y 7x 5x 6y 8y
6x 6x 8x 7y 5y 4x 2x 3y 1y 4x 2x 1y 3y 6x 8x 5y 7y
7x 7x 5x 8y 6y 3x 1x 2y 4y 1x 3x 2y 4y 5x 7x 8y 6y
8x 8x 6x 5y 7y 2x 4x 1y 3y 2x 4x 3y 1y 8x 6x 7y 5y
1y 1y 3y 2x 4x 5y 7y 8x 6x 7y 5y 8x 6x 3y 1y 2x 4x
2y 2y 4y 3x 1x 8y 6y 7x 5x 8y 6y 5x 7x 2y 4y 1x 3x
3y 3y 1y 4x 2x 7y 5y 6x 8x 5y 7y 6x 8x 1y 3y 4x 2x
4y 4y 2y 1x 3x 6y 8y 5x 7x 6y 8y 7x 5x 4y 2y 3x 1x
5y 5y 7y 6x 8x 1y 3y 4x 2x 3y 1y 4x 2x 7y 5y 6x 8x
6y 6y 8y 7x 5x 4y 2y 3x 1x 4y 2y 1x 3x 6y 8y 5x 7x
7y 7y 5y 8x 6x 3y 1y 2x 4x 1y 3y 2x 4x 5y 7y 8x 6x
8y 8y 6y 5x 7x 2y 4y 1x 3x 2y 4y 3x 1x 8y 6y 7x 5x
1z 1z 3z 2z 4z 5z 7z 8z 6z 7z 5z 8z 6z 3z 1z 2z 4z
2z 2z 4z 3z 1z 8z 6z 7z 5z 8z 6z 5z 7z 2z 4z 1z 3z
3z 3z 1z 4z 2z 7z 5z 6z 8z 5z 7z 6z 8z 1z 3z 4z 2z
4z 4z 2z 1z 3z 6z 8z 5z 7z 6z 8z 7z 5z 4z 2z 3z 1z
5z 5z 7z 6z 8z 1z 3z 4z 2z 3z 1z 4z 2z 7z 5z 6z 8z
6z 6z 8z 7z 5z 4z 2z 3z 1z 4z 2z 1z 3z 6z 8z 5z 7z
7z 7z 5z 8z 6z 3z 1z 2z 4z 1z 3z 2z 4z 5z 7z 8z 6z
8z 8z 6z 5z 7z 2z 4z 1z 3z 2z 4z 3z 1z 8z 6z 7z 5z
χ(Γ′) 24 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 4 0 0

この既約分解から，D17
4h に属する Ba(Fe1−xCox)2As2 で可能となる結晶変形が導かれた．鉄ヒ素超伝導体

の実験事実を考慮すれば，(4.7.5)式の既約分解の中に B2g 表現が含まれていることが重要である．つま
り，対称歪み εxy で記述される結晶変形による D23

2h への構造相転移が可能となっている．
この節の最後に，B2g の変位を記述する基底関数を求め，対称歪み εxy と一致することを確かめよう．

B2g の射影演算子

PB2g

1(1) =
1
16

(
E +C2 −C4 −C−1

4 −Cy
2 −Cx

2 +Cx
2 +Cy

2 + I + σh − IC4 − IC−1
4 − σx

v −Cy
v + σ

y
d + σ

x
d

)
.

(4.7.6)

を用いると，基底関数 uB2g が以下のように記述される．

uB2g =
1
8

(
u1

x − u2
y − u3

x + u4
y + u5

x − u6
y − u7

x + u8
y

)
. (4.7.7)
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図 9(c)に，uB2g の概要図を示した．これより，uB2g によって記述される原子変位と対称歪み εxy が同値で
あることが確められた*4．
以上の変位モード解析では，原子位置に設定したベクトルの変換を考えたことになる．それゆえ，この

解析を応用することで混成軌道や分子軌道の導出が可能となる．また，時間的に変動する変位を考慮す
れば結晶で許される振動モードとその既約表現が得られるなど，各方面に応用が利く群論的解析手法の 1
つとなっている．

4.8 対称性に基づいた量子状態と可能な多極子自由度についての考察

群論的に可能な結晶変形が実現するかどうかを調べるためには，系の量子状態に対する相転移の秩序変
数の期待値を調べる必要がある．この期待値について，群論的な考察をしよう．量子力学において，物理
量 Qの期待値は演算子 Q̂と量子系の波動関数を用いて以下のように記述できる．

⟨Q⟩ =
∫

drψ∗Q̂ψ. (4.8.1)

空間群 Gの結晶中では，波動関数 ψの表現行列は簡約化される．それゆえ，以下に示すように ψは既約
表現の基底関数の線形結合で記述される．

ψ =
∑
Γγ

c(Γγ)φ(Γγ). (4.8.2)

ここで，φ(Γγ) は既約表現 Γγ の基底関数であり，c(Γγ) はその係数である．この展開を用いると，これま
で我々が対称歪みと回転の分類で行ってきたように，Gの対称操作 Gi に対する ψ∗ψの表現行列を記述す
るために群論の方法を用いることができる．
物理量は系の対称操作に対して不変である必要がある．それゆえ量子力学においても，(4.8.1) 式で
示した物理量の期待値が不変となる必要がある．言い換えると，G の対称操作に対する ψ∗Q̂ψ の表
現行列を既約分解した結果に，全対称表現が含まれている必要がある．従って，

(
Γ1 ⊕ Γ2 ⊕ ... ⊕ Γγ

)
⊗(

Γ1 ⊕ Γ2 ⊕ ... ⊕ Γγ
)
と記述される ψ同士の直積の既約分解に，Q̂が属する既約表現 ΓQ が含まれていなけ

ればならない．これを選択則と呼ぶ．
例として，D4h の Eg 表現に属している 3d 電子軌道の波動関数 ψyz および ψzx を考えよう．これら波

動関数の下で許される物理量の既約表現は，以下のような直積の既約分解から求めることができる．

Eg ⊗ Eg = A1g ⊕ A2g ⊕ B1g ⊕ B2g. (4.8.3)

それゆえ，もし演算子が B1g に属していれば，ψ∗Q̂ψは B1g ⊗ B1g = A1g を含むこととなり，有限の期待
値 ⟨Q⟩が得られる．
後に議論するように，このような選択則に基づいた解析は，与えられた量子系で許される多極子応答の

理解の助けとなる．

*4 演習問題
図 9に示した Ba(Fe1−xCox)2As2 のユニットセルを構成する 5個の Ba原子に着目して変位モードを解析し，対称歪み εxy で
記述される結晶変形が可能であることを確認せよ．また，射影演算子を用いて εxy に対応する Ba原子の変位を求めよ．
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4.9 第 4章のまとめ

第 4章では，対称歪みと回転の群論的な性質と分類を議論した．その際，少々テキストの趣旨とは離れ
たかもしれないが，群論解析の実用的な利用方法も確認し，関数の分類のためには群 Gの指標表を用いる
ことが便利であることを確認した．また選択則は，多極子物理の群論的理解を与える重要な性質である．
この章のまとめとして，超音波が誘起する結晶変形の群論的理解を深めよう．(3.5.12)式と (3.5.13)式
で示したように，例えば正方晶中に q ∥ [100]かつ ξ ∥ [010]の横波超音波を伝搬させた場合には，対称歪
み εxy に加え格子回転 ωxy が同時に誘起される．それゆえ，横波超音波では B2g の歪み場に加え，A2g の
回転場を印加していると理解できる．これを多極子の観点から捉えると，横波超音波を用いることで B2g

の外場に応答する多極子と弾性応答だけではなく，A2g の外場に応答する多極子と弾性応答をも観測でき
ることを意味している．

5 超音波による多極子応答の観測
5.1 四面体配位の結晶場

本節では，結晶の変形がもたらす量子系への効果を考える．簡単な説明のため，正四面体の中心付近に
位置する電子を考え，それに対する結晶場（CEF）が結晶変形によってどのように変調されるのかを議論
する．これにより，超音波を用いた多極子効果の議論で基礎となる，対称歪みと多極子の結合を記述でき
ることを理解しよう．
ここでは例として，4 つの原子で形成される正四面体の中心付近に電子が存在する場合を考える．図

10(a)に，四面体配位の概要図を示す．原点付近に位置する電子に対して 4つの原子が配位しており，そ
の座標 ri (i = 1 - 4)は，r1 = (r0, θ0, π/4), r2 = (r0, π − θ0, 3π/4), r3 = (r0, θ0, 5π/4), r4 = (r0, π − θ0, 7π/4)
のように記述できる．ここで，θ0 は正四面体からのずれを特徴づけるパラメーターとなっている．
θ0 = θ

cubic
0 = cos−1

(
1/
√

3
)
の関係が満たされる場合には正四面体配位となり，中心の点群は Td となる．

他方，θ0 > θ
cubic
0 の場合には，図 10(b)と 10(c)に示すように，z方向に押しつぶされた四面体となる．こ

の変形に対し，ユニットセルを x-y 平面に射影したセルは面積を変えつつも正方形を保つことが重要で

y(a)

x

r1r2

r3 r4

y(b)

x

r1’r2’

r3’ r4’

z(c)

y

r1’r3’

r2’ r4’
-e -e -e

+Ze

図 10 四面体配位の概要図．(a)点群 Td の正四面体配位の場合を z軸方向からみた場合．z軸方向に
圧縮された正四面体（点群 D2d）を (b) z軸方向から見た場合，および (c) x軸方向からみた場合. 図中
実線（破線）は Td (D2d)の場合のユニットセルを示す．鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 を考慮した
場合には，xおよび y軸は斜方晶の主軸 x′ および y′ に対応することに注意が必要である．
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ある．
これらの配位原子によって，四面体中心付近の電子は Coulombポテンシャルの影響を受ける．これが
結晶場ポテンシャル VCEF となり，以下のように記述される．

VCEF (r) =
4∑

i=1

Ze2

|ri − r|
. (5.1.1)

ここで，e (> 0)は電気素量，Z は配位原子の原子番号である．この VCEF は，球面調和関数を用いて以下
のように展開できる [49]．

VCEF (r) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

rlqm
l Vm

l (r) , (5.1.2)

Vm
l (r) =

√
4π

2l + 1
Ym

l (θ, φ) , (5.1.3)

qm
l =

4∑
i=1

√
4π

2l + 1
Ze2

rl+1
i

Y∗ml (θi, φi) . (5.1.4)

さらに，球面調和関数 Y∗ml の複素共役が Y∗ml = (−1)m Y−m
l となることを利用し，また Legendre 倍関数

Pm
l を用いると，以下の結果が得られる．

Ym
l (θ, φ) = Cl,mPm

l (cos θ) exp
[
imφ

]
, (5.1.5)

Cl,m = (−1)(m+|m|)/2 1
√

2π

√
2l + 1

2
(l − |m|)!
(l + |m|)! , (5.1.6)

Pm
l (t) =

(
1 − t2

)|m|/2
2ll!

d|m|+l

dt|m|+1

(
t2 − 1

)l
. (5.1.7)

ここで強調すべきことは，VCEF がポテンシャルであるため群 Gの全対称表現に属することである．従っ
て，VCEF を展開した結果から得られるすべての項を考える必要はなく，Gの下で全対称表現となる項の
みを考えればよい．
四面体配位の場合の CEFを具体的に計算しよう．(5.1.4)式の qm

l に r1 から r4 を代入することで，以
下の関係式を得る．

qm
l =

√
4π

2l + 1
Ze2

rl+1
0

Cl,m

{
Pm

l (cos θ0) exp
[
− iπ

4
m
]
+ Pm

l (− cos θ0) exp
[
−3iπ

4
m
]} (

1 + exp [−im]
)
. (5.1.8)

(
1 + exp [−im]

)が奇数の mに対してゼロとなるので，qm
l については偶数の m = 0, 2, 4, ...の場合を考え

ればよい．また，電子軌道として pや d を取り扱う場合には，l = 4までを考えれば十分である．表 13
に，qm

l と Ym
l の具体的な形を記載した．これらの関数を用いると，VCEF が以下のように記述できる．

VCEF (r) = q0
0V0

0 + r2q0
2V0

2 + r4q0
4V0

4 + r4
(
q−4

4 V−4
4 + q4

4V4
4

)
= A0

2
3 cos2 θ − 1

2
r2 + A0

4
35 cos4 θ − 30 cos2 θ + 3

8
r4 + A4

4

√
35
8

sin4 θ cos 4φr4

= A0
2

3z2 − r2

2
+ A0

4
35z4 − 30z2r2 + 3r4

8
+ A4

4

√
35
8

(
x4 − 6x2y2 + y4

)
. (5.1.9)
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表 13 r1 - r4 の場合の qm
l ，Ym

l (θ, φ)，および Vm
l (θ, φ).

l m qm
l Ym

l

0 0
(
4Ze2/r0

)
1/
√

4π
1 0 0

√
3/4π cos θ

2 0
(
2Ze2/r3

0

) (
3 cos2 θ0 − 1

) √
5/16π

(
3 cos2 θ − 1

)
2 ±2 0

√
15/32π sin2 θ exp

[±2iφ
]

3 0 0
√

7/16π
(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
3 ±2 0

√
105/32π cos θ sin2 θ exp

[±2iφ
]

4 0
(
Ze2/2r5

0

) (
35 cos4 θ0 − 30 cos2 θ0 + 3

) (
3/8
√

4π
) (

35 cos4 θ − 30 cos2 θ + 3
)

4 ±2 0
√

45/128π sin2 θ
(
7 cos2 θ − 1

)
exp

[±2iφ
]

4 ±4 −
(√

70Ze2/4r5
0

)
sin4 θ0

(
3
√

35/16
√

2π
)

sin4 θ exp
[±4iφ

]
表 14 点群 Td の対称操作 Gi の指標と，既約表現 Γγ に属する基底関数および対称歪みと回転．
fA1

2
= x4

(
y2 − z2

)
+ y4

(
z2 − x2

)
+ z4

(
x2 − y2

)
，{u, v} =

{
2z2 − x2 − y2,

√
3
(
x2 − y2

)}
とした [44]. スペー

スの都合上，−1を 1と表記した．

Γγ E 6IC4 3C2 6σd 8C3I 基底関数 対称歪みと回転
A1 1 1 1 1 1 r2 = x2 + y2 + z2 εB

x4 + y4 + z4 − 3r4/5
xyz

A2 1 1 1 1 1 fA1
2

fA1
2
× xyz

E 2 0 2 0 1 {u, v} {εu, εv}
{xyzv,−xyzu}

T1 3 1 1 1 0
{
yz

(
y2 − z2

)
, zx4

(
z2 − x2

)
, xy

(
x2 − y2

)}{
x
(
y2 − z2

)
, y4

(
z2 − x2

)
, z

(
x2 − y2

)}
T2 3 1 1 1 0 {yz, zx, xy}

{
εyz, εzx, εxy

}{
lyz, lzx, lxy

} {
ωyz, ωzx, ωxy

}
{x, y, z}

ここで簡単のため，以下のように Am
l を設定した．

A0
2 =

4Ze2

r3
0

3 cos2 θ0 − 1
2

(5.1.10)

A0
4 =

4Ze2

r5
0

35 cos4 θ0 − 30 cos2 θ0 + 3
8

(5.1.11)

A4
4 = −

4Ze2

r5
0

√
35
8

sin4 θ0, (5.1.12)

また，ポテンシャルの原点を変えるだけであるため，q0
0V0

0 = 4Ze2/r0 を省略した．
以上から得られた VCEF について，四面体の対称操作に対する不変性を調べよう．まず初めに，

cos2 θcubic
0 = 1/3 を満たす正四面体の場合の CEF に注目しよう．この場合には A0

2 がゼロになるため，
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表 15 点群 D2d の対称操作 Gi の指標表と，既約表現 Γγ に属する基底関数，対称歪みと回転，およ
び電気四極子 [44]．ここで，C′2 の回転軸を x (y)軸方向にとった．C′2 の回転軸が [110]方向に取られ
た場合には，基底関数 xyと x2 − y2 の既約表現が互いに入れ替わる．スペースの都合上，−1 (−2)を 1
(2)と表記した．

Γγ E 2IC4 C2 2C′2 2σd 基底関数 対称歪みと回転 電気四極子
A1 1 1 1 1 1 z2 εB, εu O3z2−r2 = 3z2−r2

2r2

xyz
A2 1 1 1 1 1 lz ωxy

z
(
x2 − y2

)
xy

(
x2 − y2

)
B1 1 1 1 1 1 xy εxy Oxy =

√
3xy
r2

z

B2 1 1 1 1 1 x2 − y2 εv Ox2−y2 =
√

3
2

x2−y2

r2

E 2 0 2 0 0 {yz, zx},
{
lx, ly

} {
εyz, εzx

}
,
{
ωyz, ωzx

} {
Oyz =

√
3yz
r2 ,Ozx =

√
3zx
r2

}
{x, yz}

CEFは以下のように記述される．

VTd
CEF (r) = −4Ze2

r5
0

28
9

[
35z4 − 30z2r2 + 3r4

8
+ 5

x4 − 6x2y2 + y4

8

]
= −4Ze2

r5
0

5
2

(
x4 + y4 + z4 − 3

5
r4

)
. (5.1.13)

表 14 に示した点群 Td の指標表から，VCEF は全対称表現 A1 に属することが確認できる．次に，正四
面体から対称性を低下させた点群 D2d の CEFを考える．我々のモデルにおいて，この低対称化は θ0 を
θcubic = cos−1

(
1/
√

3
)
から変化させることに相当する．これにより，(5.1.9) 式で示した VCEF の A0

2 が 0
から有限の値となり，V0

2 の寄与が現れる．表 15 に示した点群 D2d の指標表から，V0
2 の関数は D2d の

A1 表現に属することが分かるため，結果として VCEF の不変性が確かめられる．以上から，四面体配位の
場合における CEFを記述できた．このような座標を用いた記述方法に加え，(x, y, z)を全角運動量演算子(
Jx, Jy, Jz

)
に置き換える Stevensの等価演算子法を用いた CEFの記述も可能である [50]．

5.2 格子歪みによる結晶場の変化と多極子の寄与

この節では，CEFポテンシャルに対する結晶変形の効果を議論する．非常に簡単化したモデルではあ
るものの，ここでの議論が超音波物理に関連した固体中の多極子効果の基本的な理解の一つにつながるこ
とを示す．
点群 Td と D2d の CEFを比較すると，r2q0

2V0
2 ∝ 3z2 − r2 の項が正四面体の対称性の低下を特徴づける

結晶場であるといえる．また，3z2 − r2 という基底関数は，結晶の立方晶から正方晶への変形を記述する
対称歪み εu と同値な関数となっている．この類似性の詳細を調べることで，対称歪みと多極子の結合に
由来する結晶対称性の低下を記述しよう．
正四面体の頂点 ri に位置する原子の座標を変化させ，θcubic

0 から θ0 を ∆θだけ変化させたときの εu を
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計算しよう．座標の変化 r′i − ri を ∆θの 1次まで展開すると，以下の結果が得られる．

r′1 − r1 = r0∆θ

(
1
√

2
cos θcubic

0 ,
1
√

2
cos θcubic

0 ,− sin θcubic
0

)T

,

r′2 − r2 = r0∆θ

(
− 1
√

2
cos θcubic

0 ,
1
√

2
cos θcubic

0 , sin θcubic
0

)T

,

r′3 − r3 = r0∆θ

(
− 1
√

2
cos θcubic

0 ,− 1
√

2
cos θcubic

0 ,− sin θcubic
0

)T

,

r′4 − r4 = r0∆θ

(
1
√

2
cos θcubic

0 ,− 1
√

2
cos θcubic

0 , sin θcubic
0

)T

.

この座標変化による位置の相対変化が，(3.1.11)式に示した引っ張り歪みに対応する．これを利用して，
四面体の頂点位置変化による歪み εii が以下のように記述できる．

(
εxx, εyy, εzz

)
= ∆θ

cos θcubic
0

sin θcubic
0

,
cos θcubic

0

sin θcubic
0

,−
sin θcubic

0

cos θcubic
0

 . (5.2.1)

この引っ張り歪みから，結晶の変形を記述する対称歪み εu が以下のように計算できる．

εu = −
4
√

3

∆θ

sin 2θcubic
0

. (5.2.2)

他方，変形に対する A0
2，A0

4，および A4
4 の変化が ∆θに比例することが分かる．それゆえ，正四面体がわ

ずかに歪んだ場合の結晶場を以下のように記述することができる．

V ′CEF = VTd
CEF + A0′

2
3z2 − r2

2
εu + A0′

4
35z4 − 30z2r2 + 3r4

8
εu + A4′

4

√
35
8

(
x4 − 6x2y2 + y4

)
εu. (5.2.3)

ここで，A0′
2，A0′

4，そして A4′
4 は εu と関数との結合定数である．(5.2.3)式の右辺第 2項以降の項は小さ

な歪みによって変調された CEFを特徴づけるものであり，多極子-歪み相互作用を記述する項となる．特
に，歪みの 1次と座標の 2次関数が結合している項が四極子-歪み相互作用となり，(5.2.3)式の場合には
電気四極子 Ou と対称歪み εu の結合が該当する*5．
上記の方法では，CEFを点電荷モデルの範囲で記述し，配位原子位置を変化させて多極子-歪み相互作
用を得た．他方，一般の多極子-歪み相互作用は，高対称性相の CEFを用いて以下のように記述できる．

V ′CEF = VCEF +
∑
Γγ

∂VCEF

∂εΓγ
εΓγ

= VCEF −
∑
Γγ

gΓγOΓγεΓγ . (5.2.4)

ここで，OΓγ は既約表現 Γγ に属する対称歪み εΓγ と結合する多極子であり，gΓγ はこれらの結合定数であ
る．偶パリティの多極子の場合には，OΓγ は特に電気多極子と呼ばれる．
対称性の観点から考えると，(5.2.4)式の V ′CEF は結晶対称性の低下を特徴づけるため重要である．上述

したように，VCEF は高対称性な点群 Gの対称操作に対して不変となっている．それに対し，V ′CEF には

*5 演習問題
配位原子の位置を r1 = (r0, θ0, π/4 − ∆φ), r2 = (r0, π − θ0, 3π/4 + ∆φ), r3 = (r0, θ0, 5π/4 − ∆φ), r4 = (r0, π − θ0, 7π/4 + ∆φ)
(∆φ > 0)とした場合の多極子-歪み相互作用を導出し，電気四極子 Ox2−y2 と歪み εv の結合項が含まれることを確認せよ．
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対称性の低下を特徴づけるいくつかの項が追加されているため，εΓγ = 0の場合を除き Gに対して不変に
はなっていない．この結果は，V ′CEF は Gの全対称表現に属さないことを意味している．一方，V ′CEF は
εΓγ , 0の場合でも G′ の対称操作に対して不変にならなければならない．したがって，Gから G′ への対
称性の低下を記述する活性表現に属する多極子だけが，多極子-歪み結合に寄与すると結論できる．
多極子-歪み結合は結晶の変形をもたらすが，このような結合が量子系に影響を与えるかどうかは，高

対称性の点群 Gの固有関数に依存する．そこで，量子状態に対する歪みの効果について議論しよう．多
極子-歪み結合により，高対称な CEFの固有関数 ψ1，ψ2，... ψn のエネルギー状態が変化する．この固有
関数に対して，V ′CEF の行列要素が以下のように記述される．〈

j
∣∣∣V ′CEF

∣∣∣ i〉 = Ei
CEFδi j −

∑
εΓγ

gΓγ
〈

j
∣∣∣OΓγ ∣∣∣ i〉 εΓγ . (5.2.5)

ここで，⟨i |VCEF| i⟩ = Ei
CEF (i, j = 1 - n)とした．量子状態の固有関数に由来する多極子 OΓγ の期待値が 0

でない値になったとき，高対称相における量子状態の固有エネルギー Ei
CEF が変化すると考えられる．し

たがって，量子系の波動関数が有限な多極子の期待値を持つかどうかが，多極子秩序が生じる際に重要な
要素となる．このような有限な行列要素を持つかどうかを議論する際には，4.8節で議論した量子力学の
選択則が便利である．

5.3 多極子応答と弾性定数

我々は，結晶の変形に由来する多極子効果について議論した．このような場合，量子状態のエネルギー
変化を用いることで，多極子応答の弾性への寄与を記述することができる．この節の目標は，系の等温・
等積条件下でのヘルムホルツ自由エネルギー F を計算し，歪みに対する 2階微分によって弾性定数を計
算することである．この計算により，多極子-歪み相互作用に対する系の応答がどのように弾性定数に現
れるかを示す．
自由エネルギーを計算するためには，結晶場に対する量子系の固有エネルギー E′CEF

(
εΓγ

)
を記述する必

要がある．この量子状態の固有エネルギーを計算するためには (5.2.5)式を対角化すればよいが，一般に
対角化した行列を得るのは難しい．そこで，以下に示す 2次の摂動の範囲でエネルギーを記述する．

E
′i
CEF

(
εΓγ

)
= Ei

CEF − gΓγ
〈
i
∣∣∣OΓγ ∣∣∣ i〉 εΓγ + g2

Γγ

∑
j,i

〈
i
∣∣∣OΓγ ∣∣∣ j

〉 〈
j
∣∣∣OΓγ ∣∣∣ i〉

Ei
CEF − E j

CEF

ε2
Γγ
. (5.3.1)

この 2次の摂動エネルギーに対して，以下に示す分配関数を考える．

Z
(
T, εΓγ

)
=

∑
i

exp

E
′i
CEF

(
εΓγ

)
kBT

 . (5.3.2)

ここで，kB は Boltzmann定数，T は系の温度である．これにより，結晶の歪みによる弾性エネルギーの
上昇分と電子系の自由エネルギーの和で記述される系の全エネルギーが得られる．

F = Felastic + Felectronic

=
1
2

C0
Γγ
ε2
Γγ
− NkBT ln Z

(
T, εΓγ

)
. (5.3.3)

ここで，N は単位体積当たりの電子数である．F を εΓγ で 2階微分することで，弾性定数の温度変化を以
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下のように記述できる．

CΓγ (T ) =
∂2F
∂ε2
Γγ

= C0
Γγ
− Ng2

Γγ
χΓγ (T ) . (5.3.4)

ここで，χΓγ (T )は多極子感受率と呼ばれ，物理量 Aの Boltzmann統計における期待値

⟨A⟩ = 1
Z

∑
i

⟨i |A| i⟩ exp
[
− Ei

kBT

]
(5.3.5)

を用いて以下のように記述される．

−g2
Γγ
χΓγ (T ) =

〈
∂2E

′i
CEF

∂ε2
Γγ

∣∣∣∣∣∣∣
εΓγ→0

〉
− 1

kBT


〈 ∂E

′i
CEF

∂εΓγ

∣∣∣∣∣∣∣
εΓγ→0


2〉
−

〈
∂E

′i
CEF

∂εΓγ

∣∣∣∣∣∣∣
εΓγ→0

〉2
 . (5.3.6)

(5.3.6)式の右辺の第 1項は，摂動エネルギーの歪みの 2次に比例する項に由来する．この項は van Vleck
項と呼ばれ，低温では温度に依存しない振る舞いを示す．一方，(5.3.6)式の右辺の第 2項は摂動エネル
ギーの歪みの 1次の項に由来し，低温に向かって 1/T の温度依存性を示すキュリー項と呼ばれる．多極
子-歪み結合に加えて，多極子間に働く相互作用

HMM = −
∑
A,B

∑
Γγ

g′ΓγO
A
Γγ

OB
Γγ

(5.3.7)

を導入することができる．ここで，A-サイトと B-サイト間の相互作用を考慮し，その結合係数を g′
Γγ
と

した．この相互作用 HMM により，(5.3.4)式の弾性定数は以下のように変更される．

CΓγ (T ) = C0
Γγ
−

Ng2
Γγ
χΓγ (T )

1 − g′
Γγ
χΓγ (T )

. (5.3.8)

もし van Vleck項が無視できる場合には，(2.2.1)式で示したものと同一の式が導出できる．

CΓγ (T ) ∼ C0
Γγ

(
1 − ∆

T − Θ

)
. (5.3.9)

ここで，∆は gΓγ を含む定数であり，弾性定数に寄与する多極子と歪みの結合のエネルギースケールを表
す．Θは g′

Γγ
を含む定数であり，弾性定数に寄与する多極子間相互作用のエネルギースケールを表す．こ

のように求めた弾性定数の温度依存性に着目すると，弾性定数は低温に向かって減少することが分かる．
この振る舞いは，冷えると硬くなるという直感的な弾性とは対照的な結果であり，多極子応答を特徴づけ
る弾性的性質である．弾性定数は，T 0

s = ∆ + Θで定義される特性温度でゼロとなる．
3.5節で述べたように，超音波を用いて弾性定数の測定が可能であるため，我々は多極子の応答を弾性
定数のソフト化として観測できることとなる．特に，表 1に示したように，超音波の伝搬方向や変位方
向を選択することで結晶に誘起する対称歪みを選択できる．超音波のこの特性により，我々は結晶中に印
加した歪み εΓγ と結合することが可能な既約表現 Γγ に属する多極子の応答を，選択的に観測することが
できる．この実験結果と量子力学の選択則に基づき，量子状態を構成する波動関数の直積の既約分解に
Γγ が含まれると結論付けることができ，その結果として量子状態を構成する波動関数の形を推測できる
こととなる．
これらの弾性定数に対する多極子応答の統計力学的な記述は，磁場による磁気双極子の応答を観測する

磁化率 (帯磁率)と等価な形式となっている [51]．それに対し，磁化率と弾性定数は異なる物理量である
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だけではなく，応答を観測できる多極子の対称性が異なっている．磁場は時間反転対称性を破るため，磁
化率は時間反転対称性を破る多極子を観測することができる．他方，歪みは時間反転と空間反転対称性
に対して不変であるが結晶対称性を破る．それゆえ，超音波による弾性定数の測定からは，一般に時間反
転・空間反転対称性に対して不変な電気四極子や電気十六極子などの電気多極子の応答を調べることがで
きる．他方，これら時間・空間の対称性がもともと破れている量子系では上記のことは当てはまらない．
例えば，超音波測定でも空間反転対称性を破る電気双極子の応答を観測でき，超音波測定で使用される圧
電素子など強誘電体がその例である [36]．

5.4 3d電子系の多極子効果: 点群 D2d の場合を例として

この節では，歪んだ四面体中心における点群 D2d の下での 3d電子系に着目し，その多極子効果につい
て述べる．そのため，以下に示す 3d電子軌道の波動関数を用意しよう．

ψ3z2−r2 (r) =

√
5

16π
f3d(r)

3z2 − r2

r2 , (5.4.1)

ψx2−y2 (r) =

√
5

16π
f3d(r)

x2 − y2

r2 , (5.4.2)

ψyz (r) =

√
15
4π

f3d(r)
yz
r2 , (5.4.3)

ψzx (r) =

√
15
4π

f3d(r)
zx
r2 , (5.4.4)

ψxy (r) =

√
15
4π

f3d(r)
xy
r2 , (5.4.5)

f3d (r) =
4

81
√

30

(
Z
a0

) 7
2

r2 exp
[
− Z

3a0
r
]
. (5.4.6)

ここで，a0 は Bohr半径である．また，鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 を考慮し，xおよび y軸は斜
方晶の主軸方向にとった．群論的には，5 つの 3d 電子軌道 ψ3z2−r2，ψx2−y2，ψyz，ψzx，ψxy の表現行列
D3d (Gi)は以下のように簡約化される．

D3d (Gi) ↓ D2d = A1
(
ψ3z2−r2

) ⊕ B1

(
ψxy

)
⊕ B2

(
ψx2−y2

)
⊕ E

(
ψyz, ψzx

)
. (5.4.7)

図 11 に示すように，この群論による対称性の議論は 3d 電子の ψyz 軌道および ψzx 軌道が点群 D2d の
結晶場の下で縮退することを反映している．そのため，それぞれの波動関数に対する結晶場の固有値
E
′l
CEF =

∫
drψ∗l (r) V ′CEFψl (r)を計算することでも確認できる．

これらの波動関数を用いて，多極子応答を記述するために必要な行列要素を計算しよう．5つの電気四
極子に対する計算結果は以下のとおりである．
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Fe2+

Td

T

E

D2d

B2

B1
A1

E

図 11 Fe2+ の 3d電子軌道 ψ3z2−r2，ψx2−y2，ψxy，ψyz，および ψzx のエネルギー準位．真空中では 5重
に縮退した軌道が，点群 Td および D2d の結晶場の下でどのように分裂するかを示した．また，それ
ぞれの点群における既約表現を合わせて記載した．

O3z2−r2 :

〈
r2

〉
7


2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −2

 , (5.4.8)

Ox2−y2 :

〈
r2

〉
7


0 −2 0 0 0
−2 0 0 0 0
0 0 −

√
3 0 0

0 0 0
√

3 0
0 0 0 0 0

 , (5.4.9)

Oyz :

〈
r2

〉
7


0 0 1 0 0
0 0 −

√
3 0 0

1 −
√

3 0 0 0
0 0 0 0

√
3

0 0 0
√

3 0

 , (5.4.10)

Ozx :

〈
r2

〉
7


0 0 0 1 0
0 0 0

√
3 0

0 0 0 0
√

3
1
√

3 0 0 0
0 0

√
3 0 0

 , (5.4.11)

Oxy :

〈
r2

〉
7


0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0

√
3 0

0 0
√

3 0 0
−2 0 0 0 0

 . (5.4.12)

ここで，
∫

drr2 [
r f3d (r)

]2
=

〈
r2

〉
とおいた．電気四極子に加えて，3 つの軌道角運動量演算子 lx =

−i
(
y∂z − z∂y

)
，ly = −i (z∂x − x∂z)，lz = −i

(
x∂y − y∂x

)
の行列要素も示す．
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lx :


0 0

√
3i 0 0

0 0 i 0 0
−
√

3i −i 0 0 0
0 0 0 0 i
0 0 0 −i 0

 , (5.4.13)

ly :


0 0 0 −

√
3i 0

0 0 0 i 0
0 0 0 0 −i√
3i −i 0 0 0

0 0 i 0 0

 , (5.4.14)

lz :


0 0 0 0 0
0 0 0 0 −2i
0 0 0 i 0
0 0 −i 0 0
0 2i 0 0 0

 . (5.4.15)

5× 5行列のうち，D2d の下で縮退する ψyz, ψzx 軌道の行列部分に着目すると，O3z2−r2，Oxy，lz，Ox2−y2 は
それぞれ Pauli行列 τ0，τx，τy，τz に比例する形で記述できることがわかる*6．

O3z2−r2 :

〈
r2

〉
7

(
1 0
0 1

)
=

〈
r2

〉
7
τ0, (5.4.16)

Oxy :

√
3
〈
r2

〉
7

(
0 1
1 0

)
=

√
3
〈
r2

〉
7

τx, (5.4.17)

lz :
(

0 i
−i 0

)
= −τy, (5.4.18)

Ox2−y2 :

√
3
〈
r2

〉
7

(
−1 0
0 1

)
= −
√

3
〈
r2

〉
7

τz. (5.4.19)

従って，これら電気四極子や軌道角運動量演算子を擬スピンのように取り扱うことができる．さらに言え
ば，これらの自由度を用いて特殊ユニタリ群 SU(2)を構成できることがわかる．特に重要なのは，Pauli
行列が満たす交換関係

[
τi, τ j

]
= 2iτkεi jk (i, j, k = x, y, z)である．ここで，εi jk は Levi-Chivitaの記号であ

る．つまり，電気四極子 Oxy と Ox2−y2 および軌道角運動量演算子 lz からスピン系の XYZ モデルに相当
する多極子物理を構築でき，多極子秩序の量子臨界点周辺における非従来型多極子揺らぎなど [52]，各
所への発展の可能性を秘めているといえる．

SU(2) を構成する自由度を行列表示する際は，(5.4.3) 式の ψyz および (5.4.4) 式の ψzx を基底とした．
他方，ユニタリ変換を考えると lz の行列表示が τz になるような基底を選ぶこともできる．この場合の波
動関数は,以下のように記述される．

λ± (r) = − 1
√

2

[
iψyz (r) ± ψzx (r)

]
= f3d(r)Y±1

2 (θ, φ) . (5.4.20)

*6 演習問題
1. Stevensの等価演算子の方法を用いて O3z2−r2，Oxy，lz，Ox2−y2 の行列要素を求め，(5.4.16) - (5.4.19)式が成り立つことを
確認せよ．
2. lz を微分演算子として取り扱うことで，[lz,Oxy] ∝ Ox2−y2 および [lz,Ox2−y2 ] ∝ Oxy となることを確認せよ．
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この波動関数を用いて基底ベクトルを (λ+ (r) , λ− (r))T とした場合には，O3z2−r2 ∝ τ0, lz ∝ τz, Ox2−y2 ∝ τx,
Oxy ∝ τy の関係が得られる．
ここまでで述べたように，点群 D2d の下で縮退する ψyz，ψzx 軌道に着目した場合，その波動関数を用
いて多極子の行列要素を求めることで O3z2−r2，Oxy．lz，および Ox2−y2 が活性な自由度となることがわ
かった．この結果は，縮退軌道が属する既約表現 E の直積の既約分解から直ちに導かれる．

E ⊗ E ↓ D2d = A1
(
O3z2−r2

) ⊕ A2 (lz) ⊕ B1

(
Oxy

)
⊕ B2

(
Ox2−y2

)
. (5.4.21)

O3z2−r2 は全対称表現 A1 に属するため，対称性の低下を記述しない．他方，D2d からの結晶対称性の低下
は，Oxy，lz，Ox2−y2 によって特徴づけられることがわかる．特に四極子-歪み相互作用に着目すれば，電
気四極子 Oxy と Ox2−y2 に由来する対称性の低下が可能であることがわかる．

d 電子の波動関数として (5.4.1) - (5.4.5)式を用いた場合には，Ox2−y2 が Pauli行列 τz に比例する形で
書けることに由来し，この四極子の応答と波動関数のエネルギー状態を調べることが単純である．縮退し
た ψyz および ψzx 軌道に対する Ox2−y2 の行列要素に着目すると，四極子-歪み相互作用によって縮退が解
けることがわかる．このようなエネルギー分裂では (5.3.6)式で示した感受率の van Vleck項を考える必
要がなくなるため，四極子感受率を χx2−y2 ∝ 1/T と記述できる．それゆえ，弾性定数は以下の式で記述
される．

CB1 (T ) = C0
B1

(
1 − ∆B1

T − ΘB1

)
, (5.4.22)

∆B1 =
N

kBC0
B2

 √3
7
gx2−y2

〈
r2

〉2

, (5.4.23)

ΘB1 =
g′x2−y2

kB

 √3
7

〈
r2

〉2

. (5.4.24)

ここで，CB1 は横波弾性定数 C66 と一致し，(5.3.9)式と一致することが確かめられる．(5.4.22)式を用い
ると，弾性定数 C66 のソフト化から四極子-歪み結合定数 gx2−y2 および四極子間の相互作用定数 g′x2−y2 を
決定できることがわかる．∆B1 と ΘB1 は

〈
r2

〉
を含んでいるので，波動関数の空間的広がりに依存したパ

ラメーターとなっている．これまでの超音波実験から，∆B1 は波動関数の空間的広がりが比較的大きな
3d電子系で大きく [34, 53, 54]，一方で局在 4 f 電子系では小さくなることが確かめられている [48, 55]．
以上で述べたように，量子系の縮退した波動関数が電気四極子の自由度を持つ場合には，(2.2.1)式や

(5.3.9)式，および (5.3.9)式で述べてきた弾性定数の温度変化がみられることがわかった．以上から，鉄
ヒ素超伝導体における弾性定数 C66 のソフト化は，CEFモデルに基づいた場合，Fe2+ の縮退した ψyz お
よび ψzx 軌道に由来すると結論づけた．

5.5 量子状態に対する格子回転の効果

この節では，回転がどのように量子系を変調しうるのかを述べる．この目的のためには，量子力学的な
軌道角運動量演算子の導出に立ち戻る必要がある [44].

議論を簡単にするため，図 12に示すような波動関数の z軸周りの回転を考慮する．回転により角度変
化 θが生じると，量子系の主軸であった xおよび yが x′ および y′ へと変わる．この回転を (x, y, z)の座
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図 12 z軸を回転軸とした場合の座標と波動関数の回転の概要図．(a)回転を考えない場合．(b)波動
関数を z 軸周りに角度 +θ だけ回転させたとき，(x, y, z) の座標系から見た図．(c) 波動関数の座標系
(x′, y′, z′)から回転を見た場合. この場合は，(x, y, z)座標が角度 −θだけ回転したように見える．

標系から見た場合には，変換後の座標を以下に示す回転行列によって記述できる． x′
y′

z′

 =
 cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0
0 0 1


 x
y
z

 . (5.5.1)

他方，量子状態にとっては (x, y, z)が −θだけ回転したように見える．これにより，波動関数 ψ = f (x, y, z)
は ψ = f (x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ, z) へと変換されることとなる．もし角度変化が十分小さく
θ ∼ δθ とみなせる場合には，軌道角運動量演算子 lz = −i

(
x∂y − y∂x

)
= −i∂φ を用いることで以下のよう

な変換が得られる．

f (x cos δθ + y sin δθ,−x sin δθ + y cos δθ, z) = (1 − iδθlz) f (x, y, z) . (5.5.2)

これは一般に無限小変換と呼ばれる変換と等しい．一般の角度変化 θ の場合には，無限小変換を多数回
実行すると考え，以下の結果を得る．

f (x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ, z) = lim
n→inf

(
1 − i

θ

n
lz
)n

f (x, y, z)

= exp
[−ilzθ

]
f (x, y, z) . (5.5.3)

従って，z軸周りの回転を記述する演算子 Rz (θ)は以下のように記述される．

Rz (θ) = exp
[−ilzθ

]
. (5.5.4)

一般の回転操作については，方向余弦 (λ, µ, ν) を用いた回転の演算子 Rz (λ) Ry (µ) Rx (ν) =
exp [−ilxλ] exp

[
−ilyµ

]
exp

[−ilzν
]を考えればよい．

この回転の演算子を用いると，任意のハミルトニアン H に対する回転効果を議論できる．z軸周りの
回転操作によって，H の固有関数 ψl (r)が変換される．このとき，固有エネルギーを計算する積分が以
下のように変調される．∫

drψ
′∗
l′ (r) Hψ

′

l (r) =
∫

drψ∗l′ (r) exp
[
ilzθ

]
H exp

[−ilzθ
]
ψl (r)

= Eeigenδi j +

∫
drψ∗l′ (r) i

[
lz,H

]
θψl (r) − 1

2

∫
drψ∗l′ (r)

[
lz,

[
lz,H

]]
θ2ψl (r) + O

(
θ3

)
.

(5.5.5)
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O
(
θ2

)
以上の項を無視した場合には，微小角度の回転によって量子系のハミルトニアンが Hrot = i [lZ ,H] θ

のように変調されることを意味している．弾性論の観点から見れば微小な角度変化は ωxy と記述される
ため，Hrot は ωxy を用いて以下のように記述できる．

Hrot = i
[
lz,H

]
ωxy. (5.5.6)

これが格子回転によるハミルトニアンの変調を記述する一般式であり，(5.2.4)式で示した歪みによるハ
ミルトニアンの変調である多極子-歪み相互作用に相当するものとなっている．回転の演算子は軌道角運
動量演算子によって記述されるため，微分演算子を含んでいる．これは言い換えると，回転によって量子
系の局所対称性が破れることを意味している．それゆえ，破れた対称性を補うために新しいハミルトニア
ン Hrot が登場し，ハミルトニアン全体としてはその破れた対称性を回復している [56]．
回転効果の理解を深めるため，(5.5.6)式を変形してみよう．Heisenberg描像に着目すると，(5.5.6)式
の交換関係は軌道角運動量演算子の時間微分として記述できる．

Hrot = −
∂

∂t
(ℏlz)ωxy. (5.5.7)

力学を振り返ってみると，角運動量の時間微分はトルクになる．それゆえ (5.5.7)式は，回転 ωxy によっ
て量子系に有効的なトルクが生じるとみなせることを意味している．着目する量子系においてどのよう
な有効トルクが生じるのかは，その系を記述するハミルトニアンの詳細による．
回転効果を記述する一般式に基づいて，有効的なトルクと回転の結合に由来する多極子応答の弾性へ

の寄与を考えよう．例として，[100]方向に伝播し [010]方向に変位する横波超音波が誘起する格子回転
ωxy , 0と結合する擬トルクを調べる．まず最初に自明なケース，つまりハミルトニアンと角運動量演算
子が交換する場合に着目する．この場合には [

lz,H
]
= 0となるため有効的なトルクがゼロとなり，回転

効果が系の量子状態に寄与しないことがわかる．また，[
lz,H

]
, 0となる場合であっても，H の固有関数

が擬トルクの行列要素を持たない場合にはやはり回転効果が系の量子状態に寄与しない．このケースに
相当するのは，H として CEF を選んだ場合である．(5.1.9) 式で示した正方晶系での結晶場を考慮する
と，以下の計算結果が得られる*7．

i
[
lz,VCEF

]
= 4A4

4

√
35
2

xy
(
x2 − y2

)
r4 ωxy

= 4A4
4Hα

z ωxy. (5.5.8)

ここで，Hα
z =
√

35xy
(
x2 − y2

)
/
(
2r4

)
は電気十六極子である [38]．この相互作用は，(5.1.9)式で示した

CEF の r4V4
4 の項に由来する．VCEF のうち，V0

2 と V0
4 の項は方位角 φ に依存しないため

[
lz, r2V0

2

]
= 0

および
[
lz, r4V0

4

]
= 0 となる．以上から，CEF ハミルトニアンに対する回転効果を考慮すると有効的な

トルクを電気十六極子 Hα
z とみなすことができ，Hα

z と ωxy との結合として記述できることがわかっ
た．このような結合ハミルトニアンが許されるのは，Hα

z および ωxy が点群 D2d の既約表現 A2 に属し
ているためである [44]．さらに，(5.5.8)式の相互作用が有効になる条件を調べよう．(5.4.1)-(5.4.5)式で
示した CEF を対角化する 3d 電子軌道の波動関数を用いて電気十六極子 Hα

z の行列要素を計算すると，
ψxy と ψx2−y2 の非対角項が有限の値となることがわかる．これは，それぞれの軌道の既約表現の直積が
B1 ⊗ B2 ↓ D2d = A2 と既約分解できることに由来する．それゆえ，CEFの下での量子状態に対して多極
子-回転相互作用は作用しうる．しかしながら，D2d の下では一般に ψxy 軌道と ψx2−y2 軌道が縮退しない

*7 演習問題
(x, y, z)を角運動量演算子

(
lx, ly, lz

)
に置き換えた Stevensの等価演算子法を用いて (5.5.8)式を導出せよ．
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ため，そのエネルギー幅に対して十分に大きな多極子-回転相互作用が作用しない限り，その寄与は無視
できるほど小さくなってしまう．そのため，結晶場に対する回転効果も通常は期待できない．他方，磁場
中の結晶場に由来する回転効果の観測や [42, 60, 61]，スピン-格子結合に対する回転効果 [57]，また特異
な結晶構造に由来する回転効果などが議論されている [58]．このように，ψyz および ψzx 軌道に着目して
鉄ヒ素超伝導体の四極子効果を説明できた一方で，回転効果が有効となるような量子状態を別に求める必
要が生じた．
そこで，CEFの下で縮退する ψyz および ψzx 軌道を電子が 1つ占有している状態ではなく，電子が 2

つ占有し 2電子状態を形成している場合に着目しよう．2電子系における回転効果を考える場合には，全
角運動量 lz

(
ri, r j

)
= lz (ri) + lz

(
r j

)
を用い，かつそれぞれの電子の位置を相対座標系で記述することで，

回転効果のハミルトニアンを記述できる．

Hrot = i
[
lz

(
ri, rj

)
,H

]
ωxy. (5.5.9)

この全角運動量は，フェルミ粒子の座標の置換に対する性質を満たすよう導入した．これにより，電子間
に働く四極子-四極子相互作用

HQQ = −
∑
i≤ j

∑
Γγ=xy,x2−y2

JΓγ
(
ri, r j

)
OΓγ (ri) OΓγ

(
r j

)
. (5.5.10)

に対する z軸周りの回転効果を考えることで，以下に示すような 2電子系における多極子-回転相互作用
が導出できる．

HHR =
∑
i≤ j

2JQ

(
ri, r j

)
(1 − γ)

[
Ox2−y2 (ri) Oxy

(
r j

)
+ Oxy (ri) Ox2−y2

(
r j

)]
ωxy. (5.5.11)

ここで，γ は電気四極子 Oxy と Ox2−y2 の相互作用の異方性を特徴づけるパラメーターであり，γ = 0
のとき Oxy に関する相互作用がゼロになるよう設定した．また，JQ

(
ri, r j

)
は Ox2−y2 に関する相互作

用の大きさである. 点群 D2d の縮退した ψyz, ψzx 軌道を取り扱う場合，γ = 1 に対する HQQ は等方
的な XZ-Heisenberg モデルのハミルトニアンに帰結される．群論の観点からいえば，(5.5.11) 式中の
Ox2−y2 (ri) Oxy

(
r j

)
+ Oxy (ri) Ox2−y2

(
r j

)
は，既約表現 A2 に属する電気十六極子 Hα

z

(
ri, r j

)
とみなすこと

ができる．従って，2電子状態が既約表現 A2 に属する Hα
z の自由度を持ち，行列要素が有限である場合

には，電気十六極子と回転の相互作用に由来する弾性応答が期待できる．

5.6 電気十六極子自由度をもたらす 2電子状態

この節では，点群 D2d の下で縮退する 3d 電子の ψyz，ψzx 軌道に着目し，可能な 2電子状態の波動関
数を記述することで，電気十六極子と回転との結合に由来する多極子応答を議論する．

D2d の下で縮退した ψyz および ψzx 軌道を占有する電子間に相互作用が生じている場合には，群論的考
察により以下に示すような 6個の 2電子状態が形成できる．

E
(
S =

1
2

)
⊗ E

(
S =

1
2

)
↓ D2d = A1 (S = 0) ⊕ B1 (S = 0) ⊕ B2 (S = 0) ⊕ 3A2 (S = 1) . (5.6.1)

ここでは，Pauliの排他律を考慮してスピン自由度も併記した．このうち 3個の状態がスピン 1重項状態
であり，残りの 3 個がスピン 3 重項状態となっている．電気十六極子 Hα

z

(
ri, r j

)
の既約表現が A2 であ

ることを考慮すると，そのゼロでない行列要素は B1 (S = 0)と B2 (S = 0)の非対角項に現れると考えら
れる．
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この行列要素を実際に計算するため，以下のように記述されるスピン 1重項の 2電子状態の波動関数
ψΓγ

(
ri, r j

)
を用いる．

ψA1

(
ri, r j

)
=

1
√

2

[
ψyz (ri)ψyz

(
r j

)
+ ψzx (ri)ψzx

(
r j

)]
, (5.6.2)

ψB1

(
ri, r j

)
=

1
√

2

[
ψyz (ri)ψzx

(
r j

)
+ ψzx (ri)ψyz

(
r j

)]
, (5.6.3)

ψB2

(
ri, r j

)
=

1
√

2

[
ψyz (ri)ψyz

(
r j

)
− ψzx (ri)ψzx

(
r j

)]
. (5.6.4)

ここで，スピン関数を省略した*8．これら 3つの状態を用いると，Ox2−y2 と Oxy の異方的な四極子間相互
作用

Hpart
QQ = −

∑
i≤ j

JQ

(
ri, r j

) [
Ox2−y2 (ri) Ox2−y2

(
r j

)
+ γOxy (ri) Oxy

(
r j

)]
(5.6.5)

を，以下のように行列表示できる．

HQQ = −
∑
i≤ j

J
i j
Q

 1 + γ 0 0
0 1 − γ 0
0 0 −1 + γ

 . (5.6.6)

ここで，J
i j
Q =

(√
3/7

)2 ∫ ∫
drir jJQ

(
ri, r j

)
r2

i f3d (ri) r2
j f3d

(
r j

)
は 1 イオンあたりの相互作用の大きさを表

す．また，(5.5.11)式で示した電気十六極子-回転相互作用は以下のように行列表示できる．

Hpart
HR = −4 (1 − γ)

∑
i≤ j

J
i j
Q

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

ωxy. (5.6.7)

このように，2電子状態を用意することで電気十六極子の行列要素が有限となることが示された．さらに
ψB1 と ψB2 の行列部分に着目し，Hpart

HR を対角化するような波動関数

ψ±
(
ri, r j

)
=

1
√

2

[
ψB2

(
ri, r j

)
± ψB1

(
ri, r j

)]
=

1
√

2

[
e∓

3π
4 λ+ (ri) λ+

(
r j

)
+ e±

3π
4 λ+ (ri) λ+

(
r j

)]
. (5.6.8)

を用いると，(5.6.7)式で示した行列を Pauli行列 τz に比例する形で記述できる．

Hpart′

HR = −4 (1 − γ)
∑
i≤ j

J
i j
Q

(
1 0
0 −1

)
ωxy. (5.6.9)

ここで，基底ベクトルは (ψ+, ψ−)T とした．また，(5.4.20) 式の形式で 3d 電子軌道の波動関数を記述し
た．この結果から，四極子-歪み相互作用に由来する感受率の増大と弾性応答で議論したように，十六極
子感受率の増大と弾性応答が期待される．特に，異方性パラメーター γ が 1に近い場合には ψB1

(
ri, r j

)
と ψB2

(
ri, r j

)
がほぼ縮退しているとみなせるため，ほとんど 1/T で記述されるような十六極子感受率の

増大が期待される．超音波を用いて電気十六極子の応答が観測できる理由はここにある．しかしながら，
γ が 1に近づくと (5.5.11)式の十六極子-回転相互作用の寄与がゼロとなってしまう．それゆえ，実際の

*8 演習問題
点群 D2d を考慮し，(5.6.2) - (5.6.4)式で示した 2電子状態の波動関数の既約表現を確かめよ．
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量子系では γ < 1が実現していると考えられる．2.2節で議論したように，Ba(Fe1−xCox)2As2 の超音波実
験から横波弾性定数 C66 がソフト化を示す一方で (C11 −C12) /2 はハード化を示すことが確認されてい
る．この実験事実は，γが 1よりも小さいという予想と整合していると考えられる．
電気十六極子と回転との相互作用を取り入れるため，我々は異方的な四極子相互作用を仮定した．しか

しながら四極子間の相互作用はクーロンポテンシャルを多極子展開したものに由来するため，(5.5.10)式
の異方性パラメーター γは通常は 1となる. そのため，四極子間相互作用が異方的となる状況がありうる
かどうかを調べる必要がある．そこで着目するのが，音響フォノンを介した間接型の四極子間相互作用で
ある [34]. 図 13(a)と 13(b)に示すように，四極子-歪み相互作用は微視的には電子と音響フォノンとの散
乱として記述される．そこで，BCS理論で導入されたフォノン媒介の電子間相互作用に着目し [62–64]，
これを拡張して四極子間相互作用を導出しよう．
点群 D2d の下で ψyz，ψzx 軌道が縮退した量子系に着目すると，波数空間における既約表現 B2 型の四
極子-歪み相互作用が以下のように記述できる [34].

HQS = −Gx2−y2

∑
k,q

Ox2−y2,k,qεv (q) . (5.6.10)

ここで，Gx2−y2 は波数空間での四極子-歪み相互作用係数，k は電子の波数ベクトル，q はフォノンの波
数ベクトルである．正方晶の主軸を x，yに取る場合には，x2 − y2 を xyに置き換えればよい．波数空間
の電気四極子 Ox2−y2,k,q は d 電子の生成消滅演算子 dk,l,σ および d†

k,l,σ (l = yz, zx)を用いて以下のように
記述できる．

Ox2−y2,k,q =
∑
σ

(
−d†

k+q,yz,σdk,yz,σ + d†
k+q,zx,σdk,zx,σ

)
. (5.6.11)

ここで，σはスピンを表す．対称歪み εv (q)は，音響フォノンの生成消滅演算子 am,q および a†m,q (m = x, y)
を用いて以下のように記述される．

εv (q) =
i
2

Dv (q)
[
qx

(
ay,q − a†y,−q

)
+ qy

(
ax,q − a†x,−q

)]
. (5.6.12)

ここで，Dv (q) は既約表現 B2 の横音響フォノンの係数である．(5.6.10) 式の四極子-歪み相互作用と，
BCS理論で用いられたハミルトニアンの変換を適用すると [63]，図 13(c)で示したような音響フォノン

(a) (b) (c)
’

’

図 13 電子と音響フォノンとの散乱として記述した場合の四極子-歪み相互作用の模式図．k，l (l′),
σはそれぞれ電子の波数（運動量），軌道，スピンを表す．(a) (k, l, σ)をもつ電子がフォノンから波数
q を受け取ることで，(k + q, l′, σ)となる散乱プロセス．(b) (k, l, σ)をもつ電子が波数 q のフォノン
を放出し，(k − q, l′, σ)となる散乱プロセス．(c)音響フォノンを介した電子間相互作用の模式図．k

と k′ は電子の波数（運動量）を，li (i = 1 - 4)は電子の軌道を表す．
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を介した電子間相互作用を四極子間相互作用として以下のように記述できる．

Hind
QQ = −DQQ

v (k, q) Ox2−y2,k,−qOx2−y2,k′,q . (5.6.13)

ここで，DQQ
v は G2

x2−y2 に比例する相互作用係数となっている．そのため，四極子-歪み相互作用係数が大
きい系では間接型の四極子間相互作用も大きな寄与を持ちうることがわかる．また，q ∼ 0の音響フォノ
ンかつ Fermi面近傍の電子に着目した場合には，DQQ

v は弾性定数の逆数に比例する．それゆえ，鉄ヒ素
超伝導体のような弾性定数のソフト化が大きな系では，間接型の相互相互作用がより強力となる．Ox2−y2

に加え，波数空間における B1 の電気四極子

Oxy,k,q =
∑
σ

(
d†
k+q,yz,σdk,zx,σ + d†

k+q,zx,σdk,yz,σ

)
(5.6.14)

を用いると，波数表示の異方的な四極子間相互作用が以下のように記述できる．

Hpart
QQ = −

∑
k,k′,q

JQ
(
k,k′, q

) [
Ox2−y2,k,−q (ri) Ox2−y2,k′,q + γOxy,k,−q (ri) Oxy,k′,q

]
. (5.6.15)

ここで，JQ (k,k′, q)は相互作用の大きさである．このように，クーロンポテンシャル由来の四極子相互
作用に加えて，フォノンを媒介とする Ox2−y2 の間接型相互作用を取り入れることで，異方的な四極子相
互作用が得られる．

5.7 第 5章のまとめ

第 5章では，主に点群 D2d の下で縮退する ψyz，ψzx 軌道に着目し，可能な多極子の応答と超音波によ
る観測を議論した．ここで重要な物理は，縮退した ψyz，ψzx 軌道が 2つの電気四極子自由度をもつこと
である．四極子自由度を持つからこそ四極子感受率の増大が期待でき，その応答が弾性ソフト化として
観測できる．さらに，これら縮退軌道が軌道角運動量演算子 lz の自由度をもつことも重要である．これ
ら 3つの自由度が SU(2)を形成するからこそ，擬スピンの y成分として理解できる軌道角運動量演算子
と XZ-Heisenbergモデルとして理解できる四極子間相互作用の交換関係が起源となり，電気十六極子と
格子回転との相互作用が可能となっている．

6 構造相転移に伴う臨界減速と Landauの 2次相転移の現象論
6.1 密度関数による対称性の低下の記述

ここまでの章では，微視的な立場から多極子自由度の起源と弾性応答を議論した．他方，実験データを
理解するためには現象論的なアプローチが重要となる場合があり，構造相転移における弾性応答が該当す
る．この章では，Landauの 2次相転移の現象論を取り入れることで [65]，構造相転移の秩序変数を決定
する方法と相転移を説明する自由エネルギーを記述する方法について述べる．これにより，正方晶系空間
群 D4h の既約表現 ϕB2g に属する歪みが生じた場合の構造相転移を議論する．

Landauは，相転移の現象論を構築する際に結晶の対称性を記述する密度関数 ρ (r)を導入した．構造
相転移を考える場合には，密度関数は結晶を構成する原子の電荷分布となる．そのため，ρ (r)は高対称
相の空間群 Gで許される対称操作Gi すべてに対して不変となってる．結晶対称性が低下した場合，Gの
Gi の中には ρ (r)を不変としないものが出現する．その代わりに，低対称相の空間群 G′ で許される対称
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操作 G′i すべてに対して ρ (r)が不変となる．ここで，G′ は Gの部分群であるとする．この対称性の仮定
に基づくと，密度関数は以下の式で記述される．

ρ = ρ0 + ∆ρ. (6.1.1)

ここで，ρ0 は Gの全対称表現に属する密度関数，∆ρは Gの全対称でない既約表現に属しかつ G′ の全対
称表現に属する密度関数である．つまり，∆ρは以下の条件を満たす．

∆ρ

{
= 0 in G
, 0 in G′ . (6.1.2)

この条件が，対称性の破れを特徴づける．4.6節で述べたように，∆ρが属する既約表現はこの相転移の
活性表現となっている必要がある．
例として，symmorphicな空間群 D17

4h (I4/mmm, No. 139)から symmorphicな空間群 D23
2h (Fmmm, No.

69)への相転移を考えよう．4.6節で述べたように，D2h は D4h の部分群であるため D23
2h が D17

4h の部分群
であることがわかる．また，表 9 と表 7 を比較すると，B2g が活性表現となっていることが確かめられ
る．密度関数 ∆ρが活性表現 B2g に属するということは，その表現の基底関数 ϕB2g を用いて以下のよう
に展開が可能であることを意味している．

∆ρ = ΦB2gϕB2g . (6.1.3)

ここで，ΦB2g は展開係数である．Landau理論においては，基底関数 ϕB2g の代わりに展開係数 ΦB2g を B2g

に属する秩序変数として記述することができため，D17
4h から D23

2h への相転移の秩序変として xyと同値な
関数を選ぶことができる．これが，構造相転移の秩序変数として電気四極子を用いることができる理由で
ある．

6.2 Landauの自由エネルギー：空間的・時間的に一様な秩序変数の場合

密度関数の導入により，2次相転移を記述する秩序変数を取り入れることができた．相転移の詳細と弾
性応答を詳しく調べるためには，系の自由エネルギーを記述する必要がある．そこで，自由エネルギーを
秩序変数で展開することを考えよう．
量子系の自由エネルギー F を，活性表現 Γγ の基底関数となっている秩序変数 Φl

Γγ
で展開することを

考える．ここで，秩序変数は空間的・時間的に一様な値を持つとする．例えば D4h の Eg 表現を考える場
合には，

{
Φl=1

Eg
,Φl=2

Eg

}
=

{
Oyz,Ozx

}
を考えることとする．このとき，2次相転移を記述する自由エネルギー

は以下のように展開できる・

F = F0 +

4∑
i=1

ei f (i)
(
ΦΓγ

)
. (6.2.1)

ここで，ei は展開の係数， f (i)
(
ΦΓγ

)
は秩序変数 Φl

Γγ
によって作られる i 次の斉次多項式，F0 は秩序変

数に寄らない自由エネルギーである．自由エネルギーは Gの全対称表現に属する必要があるが，Φl
Γγ
が

活性表現に属することから f (1)
(
ΦΓγ

)
の寄与が禁止される．3次以上の奇数次の項が可能となるかどうか

は，相転移の詳細によることをコメントしておく [47]．秩序変数の 2次の項に着目すると，可能な斉次多
項式は

(
Φl=1
Γγ

)2
+

(
Φl=2
Γγ

)2
+ ...の形に限定される．さらに，秩序変数の 4次の項の係数に着目すると，e4 <

0の場合には F をいくらでも小さくすることができてしまうため，系が不安定となる．これを避けるた
め，e4 > 0が必須の条件となる．

160



(6.2.1)式の自由エネルギー F を用いて，D4h の 1次元表現 B2g が活性表現となる相転移を記述しよう．
ある温度における電気四極子の熱平均値を Oxy をする．このとき，温度 T における F は Oxy を用いて以
下のように展開できる．

F
(
Oxy,T

)
= F0 (T ) +

1
2
αO2

xy +
1
4
βO4

xy. (6.2.2)

ここで，秩序変数の係数を α，β とした．また，活性表現の指標から O3
xy の項が禁止されることを用い

た．自然は自由エネルギーを最小とする Oxy を選ぶため，Oxy を変数とした場合の F の概形を調べる必
要がる．極小値を調べるため F を Oxy で微分すると，以下の結果が得られる．

∂F
∂Oxy

=
(
αOxy + βO2

xy

)
Oxy = 0. (6.2.3)

ここで密度関数の条件である (6.1.2)式を考慮すると，Gの高対称相では Oxy = 0で F が最小となり，か
つ G′ の低対称相では Oxy , 0で F が最小となる必要がある．これを満たすためには，相転移温度を Θ
として，(6.2.2)式の係数 αを以下の形で書けばよい．

α = α0 (T − Θ) . (6.2.4)

ここで，α0 は正の定数である．図 14(a)に，様々な温度における自由エネルギーの秩序変数依存性を示
した．T < Θの相転移温度以下では，Oxy , 0のときに F が最小となることを再現できた．また，(6.2.3)
式および (6.2.4)式から，以下に示す秩序変数の温度依存性が記述できる．

Oxy = 0 (Θ ≤ T )

=
α0

β

√
Θ − T (T < Θ) . (6.2.5)

図 14(b)に，秩序変数の温度依存性を示す．以上から，T < Θの低対称相 G′ において密度関数が ∆ρ , 0
を示すこととなり，系の対称性の低下を記述することができた*9．
この自由エネルギーに対し，四極子-歪み相互作用と弾性エネルギーを加えるとどうなるだろうか．既

約表現 B2g に属する対称歪み εxy および弾性定数 C0
66 を考慮し，(6.2.2)式の変数を Oxy から εxy へと変

える Legendre変換を用いることで，以下のような自由エネルギーを得る．

F = F0 +
1
2
α0 (T − Θ) O2

xy +
1
4
βO4

xy − gxyOxyεxy +
1
2

C0
66ε

2
xy. (6.2.6)

∝

∝

図 14 (a)様々な温度における自由エネルギーの秩序変数依存性．(b)秩序変数の温度依存性．

*9 演習問題
(6.2.5)式が成り立つことを確認せよ．
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この Legendre変換の条件は，∂F/∂Oxy = 0で与えられる．高対称相では電気四極子の熱揺らぎが十分小
さいとみなせるため，∂F/∂Oxy の中の O3

xy の項を無視できる．その結果，Oxy と εxy を関係づける

Oxy =
gxy

α0
(T − Θ)−1 εxy (6.2.7)

が得られ，歪みに対する電気四極子の感受率 χxy が

χxy =
∂Oxy

∂εxy
=
gxy

α0
(T − Θ)−1 (6.2.8)

と記述できることが分かる．つまり，図 15(a)に示すように，感受率 χxy は Θに向かって発散的に増大
することがわかる．さらに自由エネルギーを歪みで 2階微分することで，以下に示す弾性定数の温度依
存性を得る．

C66 (T ) =
∂2F
∂ε2

xy
= C0

66 − gxyχxy

= C0
66

1 − g2
xy

α0C0
66 (T − Θ)

 . (6.2.9)

感受率が Θ に向かって発散した一方で，C66 は T 0
s = Θ + ∆ でゼロとなることが示された．ここで，

∆ = g2
xy/α0C0

66 とおいた．このように Landauの自由エネルギーを出発点としても，微視的に導いた弾性
定数の温度依存性である (5.3.9)式を導出できることが確かめられた．
他方，自由エネルギーの変数を εxy から Oxy へと書き換える場合はどのような結論が得られるだろう

か．この場合には，Legendre逆変換の条件として ∂F/∂εxy = 0が課され，Oxy と εxy を関係づける

εxy =
gxy

C0
66

Oxy (6.2.10)

が得られる．この結果を (6.2.6)式に代入すると，以下の自由エネルギーが得られる．

F = F0 +
1
2
α0

(
T − T 0

s

)
O2

xy +
1
4
βO4

xy. (6.2.11)

それゆえ，図 14(b)に示すように，電気四極子と歪みが結合する場合には秩序変数が有限となる温度も Θ
から ∆だけ高い T 0

s へと上昇することがわかる．この結論は，理論家だけではなく，実験屋も常に気にし

図 15 (a) D4h から D2h への構造相転移における弾性定数 C66 および感受率 χxy の温度依存性．(b)
C66 および電気四極子 Oxy の揺らぎの緩和時間 τの温度依存性．
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なければならない．なぜなら，秩序変数と結合する外場の影響が無視できない場合には，相転移温度が上
昇することを示しているからである．外因的に導入された外場が非常に小さい場合でも，秩序変数との結
合定数が巨大化しているような系であれば，実験的に相転移温度が上昇しているように見える可能性も否
定できない．構造相転移に限って言えば，測定試料の加工によって試料に導入される歪みや [66]，プロー
ブへ接着剤を使用して固定する際の引っ張り応力，また固定したプローブと試料の熱膨張率の差に由来す
る歪みにはかなり気を使うべきであることを示唆している．

6.3 Landauの自由エネルギー：秩序変数の揺らぎと相転移の臨界減速を記述する場合

6.2節では，空間的・時間的に一様な秩序変数を用いて 2次相転移を記述した．他方，相転移温度近傍
では自由エネルギーが原点付近でフラット化することに由来し，大きな秩序変数の揺らぎが生じうる．こ
れに伴い，相転移点近傍では揺らいだ秩序変数が熱平衡値に戻るまでの時間も長大化し，様々な物理量が
異常を示す臨界現象が生じる．この節では，構造相転移に伴う四極子秩序の臨界現象を記述するため，秩
序変数の空間・時間依存性を取り入れた Landau理論を議論しよう．
まず，空間的に分布する秩序変数を用いて自由エネルギーを記述する．ここでも D4h から D2h の相転
移を考え，活性表現 B2g の電気四極子を秩序変数とし Oxy (r, t)と記述する．秩序変数の空間変化に由来
し，系の自由エネルギーは局所的な自由エネルギーを全空間にわたって積分したものとなる．また，ある
温度以下で相転移が生じたときには秩序変数が空間的に一様になるため，その空間変化の大きさを記述す
る項である ∇Oxy (r, t)が必要となる．以上から，系を記述する自由エネルギーは以下の形式で定義され
る [67]．

F =
∫

dr
{

1
2
α0

(
T − T 0

s

)
Oxy (r, t)2 +

1
4
βOxy (r, t)4 + b

[
∇Oxy (r, t)

]2
}
. (6.3.1)

ここで bは定数である．また，(6.2.6)式で示した四極子-歪み相互作用を取り入れた自由エネルギーを基
にした．b < 0のときは秩序変数の空間的不均一さがエネルギー的に得になるため，b > 0が必要である．
相転移温度よりも高温を議論する場合には Oxy (r, t)4 は無視でき，以下の項が重要となる．

F =
∫

dr
{

1
2
α0

(
T − T 0

s

)
Oxy (r, t)2 + b

[
∇Oxy (r, t)

]2
}
. (6.3.2)

この自由エネルギーが，揺らぎを考慮した臨界現象を記述するための出発点となる．
(6.3.2)式の自由エネルギーを用いて，異なる場所に位置する秩序変数同士の相関を調べよう [67]．こ
の式に，d次元における秩序変数の Fourier変換

Oxy (r, t) =
1

(2π)d

∫
dqOxy (q, t) exp [iq · r] (6.3.3)

を代入することで，秩序変数の空間に関する相関関数 G (r)を以下のように求めることができる．

G (r) =
〈
Oxy (r, t) Oxy (r = 0, t)

〉
∝ r−

d−1
2 exp

[
− r
ξ

]
. (6.3.4)

この式は Ornstein-Zernike型の相関関数と呼ばれ，秩序変数の間に働く相互作用の距離が ξ程度であるこ
とを表している．この ξ を相関距離と呼び，換算温度 ϵ = |T − Tc| /Tc と係数 ξ0 を用いて

ξ (T ) = ξ0ϵ
−ν (6.3.5)

163



と表したときの νを相関距離についての臨界指数と呼ぶ [68, 69]．特に Ornstein-Zernike型の相関関数で
は ν = 1/2が得られ，相転移点近傍で相関距離が無限に発達する．
相転移点近傍で相関距離が無限に発達する場合，その揺らぎの時間スケールも無限に長くなること

を示そう．その際に用いられるのが，秩序変数の時間変化を記述する Time-Dependent Ginzburg-Landau
(TDGL)方程式である．

∂

∂t
Oxy (r, t) = −

∫
dr′Γ

(
r − r′) δF

δOxy (r′, t)
+ ζ (r, t) . (6.3.6)

ここで，Γ (r − r′)は r に位置する秩序変数が r′ に位置する秩序変数から受ける抵抗力，ζ (r, t)は時刻
tにおいて r に位置する秩序変数が受けるランダムな力，δF/δOxy (r′, t)は F の汎関数微分である．再び
(6.3.2)式に着目し，これを部分積分した自由エネルギー

F =
∫

dr
{

1
2
α0

(
T − T 0

s

)
Oxy (r, t)2 − bOxy (r, t)∇2Oxy (r, t)

}
(6.3.7)

から，汎関数微分が以下ように記述される．
δF

δOxy (r, t)
= α0

(
T − T 0

s

)
Oxy (r, t) − b∇2Oxy (r, t) . (6.3.8)

これを (6.3.6)式の TDGL方程式に代入することで，以下の関係式を得る．
∂

∂t
Oxy (q, t) = −

[
α0

(
T − T 0

s

)
+ bq2

]
Γ (q) Oxy (q, t) + ζ (q, t) . (6.3.9)

ここで，以下の Fourier変換を用いた．

Γ
(
r − r′) = 1

(2π)d

∫
dqΓ (q) exp

[
iq · (r − r′)], (6.3.10)

ζ (r, t) =
1

(2π)d

∫
dqζ (q, t) exp [iq · r]. (6.3.11)

(6.3.9)式の時間平均をとるとランダムな力の平均がゼロとなるため，TDGL方程式は線形の 1階微分方
程式となる．よって，秩序変数の時間平均が以下のように記述される．〈

Oxy (q, t)
〉
∝ exp

[
− t
τ (q, t)

]
. (6.3.12)

この式は，非平衡状態にある秩序変数が平衡状態へと戻るまでの時間変化を表しており，その時定数は揺
らぎの時間スケールを記述する緩和時間 τ (q, t)と呼ばれ，以下のように記述される．

τ (q, t) =
1

α0

(
T − T 0

s

)
+ bq2

1
Γ (q)

. (6.3.13)

構造相転移など秩序変数が空間的に一様となる相転移の場合には q → 0の寄与が残るため，(2.3.2)式で
示した緩和時間が得られる．

τ (t) = τ0
T 0

s

T − T 0
s
. (6.3.14)

よって，2次相転移点近傍における秩序変数の緩和時間 τは，転移温度 T 0
s に向かって発散的に増大する

ことが示された．さらに，τ−1 として周波数に換算した場合には，秩序変数の揺らぎを特徴づける周波数
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がゼロとなることを意味している．このような現象を，相転移に伴う critical slowing down（臨界減速）
と呼ぶ [70]．図 15に示すように，D4h から D2h への構造相転移の場合には電気四極子の秩序に伴い弾性
定数 C66 が T 0

s に向かってソフト化を示すのみならず，電気四極子 Oxy の緩和時間 τが T 0
s に向かって発

散的に増大することが示された．
この節の最後に，臨界指数についてコメントする．この章では，相転移点近傍の感受率や相関距離，緩

和時間の温度依存性を議論した．例えば (6.2.8)式の四極子感受率を換算温度 ϵ を用いて記述した場合に
は，その臨界指数 γが 1となる．同様の手続きから，緩和時間 τを ξ や ϵ を用いて表すことを考えよう．
結果は以下の通りである．

τ (t) = τ′0ξ
z = τ0

′′ϵ−zν. (6.3.15)

ここで，τ′0 と τ0
′′ は温度に寄らない係数である．このときの指数 z を，動的臨界指数と呼ぶ．さらに，

(6.3.5) 式を考慮すると z = 2 が得られる．ここで重要なことは，これら指数 γ = 1，ν = 1/2，z = 2 は
Landau の自由エネルギーから得られたものであり，秩序変数の種類に寄らないことである．これは，
Landau 理論が相互作用ハミルトニアンの平均場近似から導出されることに由来することが知られてい
る．臨界指数 γ = 1，ν = 1/2，z = 2は，系のハミルトニアンが平均場を適用した Isingモデルで記述で
きることを意味する．それゆえ，各種物理量の測定から臨界指数が決定できれば [71]，量子系を記述する
ハミルトニアンの構造まで決定できることとなる．このような性質を universarityと呼び，相転移・臨界
現象の重要な帰結の 1つとなる．3D Isingモデルや他のモデルでは γ = 1，ν = 1/2，z = 2以外の値をも
つ [72–75]．

6.4 第 6章のまとめ

第 6章では，構造相転移に伴う臨界減速と Landau理論について議論した．これにより，高対称相と低
対称相の活性表現を考えることで可能な秩序変数が決まること，また Landauの自由エネルギーが記述で
き，相転移点近傍における各種物理量の温度依存性が記述できることがわかった．特に，相転移点近傍で
は感受率や緩和時間などの物理量が異常を示し，秩序変数の相関距離の発達とともにその揺らぎが無限に
増大する臨界減速が生じることを記述できた．
以上が，Ba(Fe1−xCox)2As2 (x = 0, 0.014, 0.036)の超音波実験で明らかにした弾性定数 C66 の巨大ソフ

ト化および緩和時間の発散的増大を，電気四極子 Oxy の秩序による臨界減速と結論付けた理由である．
それと同時に，Ba(Fe1−xCox)2As2 (x = 0.071)の超伝導転移点に向かう緩和時間の発散的増大を Oxy の臨
界減速として記述できない理由にもなっている．それゆえ，歪み εxy と結合する電気四極子 Oxy ではな
く，回転 ωxy と結合する電気十六極子 Hα

z を考慮することとなった．

7 超伝導と多極子効果
7.1 超伝導の GL理論と弾性

第 6 章では，構造相転移における Landau の現象論について述べた．そこでの議論を超伝導に拡張し
たものが，以下に示すようなゲージ変換に対して対称となっている Ginzburg-Landau (GL)の自由エネル
ギーである [79]．
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FGL = F0 +

∫
dr

α0 (T − Tc) |Ψ (r)|2 + β
2
|Ψ (r)|4 + ℏ

2

2m∗

∣∣∣∣∣∣
[
∇ − ie∗

ℏc
A (r)

]
Ψ (r)

∣∣∣∣∣∣2 + 1
8π

[∇ ×A (r)]2

 .
(7.1.1)

ここで Ψ (r)は超伝導の秩序変数であり，一般に複素関数である．また，F0 は超伝導に依らない系の自
由エネルギー，α0 と βは正の定数，m∗ と e∗ はそれぞれ超伝導を担う粒子の質量と電荷，cは真空中の光
速，A (r)はベクトルポテンシャルである．この GL自由エネルギーに対して，超伝導秩序変数と対称歪
みとの結合項を加えることを考える．
まず等方的な超伝導，つまり超伝導秩序変数が結晶空間群の全対称表現に属する場合を考えよう．この

とき，空間群の対称操作のみならずゲージ変換に対して FGL が不変となる必要あるため，秩序変数と全
対称表現に属する歪み εFull との結合は |Ψ (r)|2 εFull と，それ以外の歪みとの結合は |Ψ (r)|2 ε2

Γγ
という形

で記述されなければならない．つまり，すべての弾性定数に超伝導転移に伴う弾性異常が現れることを示
している．
次に，多成分の超伝導秩序変数が存在する場合について考える．この場合もゲージ変換のため，歪みと

結合できる最低次の斉次多項式は |Ψ |2 の形に限定される．他方，この斉次多項式が空間群 Gの下で既約
表現 Γγ に属する場合には，同じ既約表現に属する対称歪み εΓγ との結合が可能となる．この場合には，
超伝導転移に伴う顕著な弾性異常が弾性定数 CΓγ に現れると期待できる．実際にいくつかの超伝導体で，
超音波測定による超伝導秩序変数の対称性決定が報告されている [76–78].

以上のように，4章で議論した Landau理論を超伝導へと拡張した議論から，超伝導転移と弾性応答の
群論的な議論ができた，特に，全対称表現以外の既約表現に属する歪み εΓγと超伝導秩序変数 |Ψ |2 との
結合が可能である場合には，超伝導の基底状態が多極子自由度を持つとも解釈できる．他方，現象論を超
えその微視的起源を調べるためには，超伝導基底状態を記述することが重要である．

7.2 四極子間相互作用による BCS基底状態の記述

この節では，BCS 機構に基づいた多極子応答を議論する．電子間に働く相互作用から BCS 基底状態
を記述し，そこに多極子の演算子を作用させることで期待値を求めよう．ここでは Ba(Fe1−xCox)2As2

(x = 0.071) を念頭に置き，超伝導に伴い電気十六極子 Hα
z の期待値が有限になることを示す．つまり，

BCS 基底状態に対する Hα
z の期待値が超伝導秩序変数 Ψ の多項式となっていることを示す．この発想

のヒントとなったのは，文献 [63] の Ch. 8, (96) - (98) 式である．そこでは，BCS 基底状態に対して
c†
k′c
†
−k′ck′′c−k′′ の期待値を計算した結果が |Ψ |2 に比例すると述べられている．
舞台となる量子系として，点群 D2d の下で縮退する ψyz, ψzx 軌道を選び，(5.6.15) 式で記述した電気

四極子 Ox2−y2 と Oxy による四極子間相互作用によって発現する超伝導を議論しよう．Hα
z の秩序を議論

するためには，これを対角化する基底を選ぶことで記述が簡単になる．それゆえ，3d 電子の波動関数を
ψyz， ψzx から λ± へと書き換える．λ± に対応する生成消滅演算子を lk,±,σ および l†

k,±,σ とすると，電気四
極子 Ox2−y2 および Oxy は以下のように記述できる．

Ox′2−y′2,k,q = −
∑
σ

(
l†
k+q,+1,σlk,−1,σ + l†

k+q,−1,σlk,+1,σ

)
, (7.2.1)

Ox′y′,k,q = i
∑
σ

(
l†
k+q,+1,σlk,−1,σ − l†

k+q,−1,σlk,+1,σ

)
. (7.2.2)
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四極子相互作用に加え，電子の運動エネルギーを記述するハミルトニアン

H′K =
∑
k

∑
σ

[
ε+1,σ (k) l†

k,+1,σlk,+1,σ + ε−1,σ (k) l†
k,−1,σlk,−1,σ

]
. (7.2.3)

を考えることで，2 軌道に対する BCS 基底状態を記述できる．ここで，λ± に対する運動エネルギーを
ε±1,σ (k)とした．特に Hα

z をもつ超伝導を議論する場合には，異方的な四極子相互作用に含まれる以下の
項が重要となる [34].

H′QQ (γ) = −1
2

(1 − γ)
∑
k,q

∑
σ,σ

JQ (k, q)
(
l†
k+q,+1,σl†−k−q,+1,σl−k,−1,σlk,−1,σ + l†

k+q,−1,σl†−k−q,−1,σl−k,+1,σlk,+1,σ

)
.

(7.2.4)

この H′K と H′QQ (γ)に対して平均場近似を適用すると，以下のようなハミルトニアンを得る．

HSC = H′K + H′QQ (γ)

=
∑
k

∑
σ,σ


l†
k,+1,σ

l−k,+1,σ

l†
k,−1,σ

l−k,−1,σ


T 

ε (k) −∆σ,σ−1,−1 (k) 0 0
−∆σ,σ∗−1,−1 (k) −ε (k) 0 0

0 0 ε (k) −∆σ,σ
+1,+1 (k)

0 0 −∆σ,σ∗
+1,+1 (k) −ε (k)




lk,+1,σ

l†−k,+1,σ
lk,−1,σ

l†−k,−1,σ

 . (7.2.5)

ここで，ε+1,σ (k) = ε−1,σ (k) = ε (k) を仮定した．また，超伝導の秩序変数となる (7.2.5) 式中のエネル
ギーギャップを以下のように定義した．

∆
σ,σ
±1,±1 (k) =

1
2

(1 − γ)
∑
q

JQ (k, q)
〈
l−k−q,±1,σlk+q,±1,σ

〉
, (7.2.6)

∆
σ,σ∗
±1,±1 (k) =

1
2

(1 − γ)
∑
q

JQ (k, q)
〈
l†
k+q,±1,σl†−k−q,±1,σ

〉
. (7.2.7)

これより，四極子間相互作用 JQ (k, q)とその異方性パラメーター γによって超伝導秩序変数が形成され
ることが示される．さらに，スピン 1重項の Cooperペア形成の場合を考えると ∆↑,↓±1,±1 (k) = ∆↓,↑±1,±1 (k) =

∆±1,±1 (k) とできるため，Bogoliubov 準粒子 Lk ≡
(
Lk,+1,σ, L

†
−k,+1,σ, Lk,−1,σ, L

†
−k,−1,σ

)T の形式を用いて
(7.2.5)式が以下のように記述される．

HSC =
∑
k

∑
σ,σ


L†
k,+1,σ

L−k,+1,σ

L†
k,−1,σ

L−k,−1,σ


T 

E+1 (k) 0 0 0
0 −E+1 (k) 0 0
0 0 E−1 (k) 0
0 0 0 −E−1 (k)




Lk,+1,σ

L†−k,+1,σ
Lk,−1,σ

L†−k,−1,σ

 . (7.2.8)

ここで Bogoliubov準粒子の励起エネルギー ±E+1 (k)と ±E−1 (k)は以下のように記述される．

E±1 (k) =
√
ε (k)2 +

∣∣∣∆∓1,∓1 (k)
∣∣∣2. (7.2.9)

また，Bogoliubov準粒子の生成消滅演算子は以下のように定義した．
Lk,+1,σ

L†−k,+1,σ
Lk,−1,σ

L†−k,−1,σ

 =


u+1 (k) −v∗
+1 (k) 0 0

v+1 (k) u+1 (k) 0 0
0 0 u−1 (k) −v∗−1 (k)
0 0 v−1 (k) u−1 (k)




lk,+1,σ

l†−k,+1,σ
lk,−1,σ

l†−k,−1,σ

 . (7.2.10)
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ここで，行列要素は以下のように定義した．

u±1 (k) =
E±1 (k) + ε (k)√

[E±1 (k) + ε (k)] +
∣∣∣∆∓1,∓1 (k)

∣∣∣2 , (7.2.11)

v∗±1 (k) =
∆∗∓1,∓1 (k)√

[E±1 (k) + ε (k)] +
∣∣∣∆∓1,∓1 (k)

∣∣∣2 . (7.2.12)

以上から，超伝導の基底状態が以下のように記述される．

|Φ0⟩ = C
∏
k

∏
m=±1

∏
σ,σ

L−k,m,σLk,m,σ |Φvac⟩

= C
∏
k

∏
m=±1

∏
σ,σ

[−v∗m (k)
] [

um (k) + v∗m (k) l†
k,m,σl†−k,m,σ

]
|Φvac⟩ . (7.2.13)

ここで，C−2 =
∏

k

∏
m=±1

∏
σ,σ |vm (k)|2 は規格化因子である．

この基底状態を用いて，電気十六極子 Hα
z の期待値を計算しよう．(5.6.8)式の波動関数および (5.6.9)

式の十六極子-回転相互作用の行列表示を考慮すると，波数表示の電気十六極子演算子 Hα
z,k,q は以下のよ

うに記述される．

Hα
z,k,q = −

i
2

∑
σ,σ

(
l†
k+q,+1,σl†−k−q,+1,σl−k,−1,σlk,−1,σ − l†

k+q,−1,σl†−k−q,−1,σl−k,+1,σlk,+1,σ

)
. (7.2.14)

これより，超伝導状態に対する Hα
z の期待値が以下のように記述される．〈

Φ0

∣∣∣∣Hα
z,k,q

∣∣∣∣Φ0

〉
= − i

4

[
∆∗−1,−1 (k + q)

E+1 (k + q)
∆+1,+1 (k)
E−1 (k)

−
∆∗
+1,+1 (k + q)

E−1 (k + q)
∆−1,−1 (k)
E+1 (k)

]
−−−−→
q→0

1
2
|∆ (k)|2

E (k)2 sin
[
φ+1,+1 (k) − φ−1,−1 (k)

]
. (7.2.15)

ここで，秩序変数の絶対値が波数 kに対して等方的であることを仮定し，∆±1,±1 (k) = |∆ (k)| exp
[
iφ±1,±1 (k)

]
とおいた．また，音響フォノンと 2電子状態との相互作用を想定して q → 0とした．この式で着目すべ
きは，Hα

z の期待値が秩序変数の絶対値の 2乗に比例することにある．つまり，超伝導秩序変数が有限に
なると同時に十六極子の期待値も有限値になりうることが示された．鉄ヒ素超伝導体の超伝導転移に向
かって発散的に増大する緩和時間の起源はここにある．

(7.2.15)式の期待値を用いて，超伝導状態に対する十六極子-回転相互作用の理解を深めよう．(5.5.11)
式および (7.2.14)式を用いると，超伝導状態に対する HHR の期待値が以下のように計算できる．

⟨Φ0 |HHR|Φ0⟩ = −2 (1 − γ)
∑
k

JQ (k, q = 0)
|∆ (k)|2

E (k)2 sin
[
φ+1,+1 (k) − φ−1,−1 (k)

]
ωxy (q = 0)

∝ |∆ (k)|2 ωxy (q = 0) . (7.2.16)

ここで，鉄ヒ素超伝導体の超音波実験を考慮して，フォノンの波数を q = 0とした．7.1節では，超伝導
を記述する GLの自由エネルギーに対して全対称表現でない対称歪みの寄与を考慮する場合には，系の
ゲージ変換および結晶対称性に由来して |Ψ (r)|2 εΓγ のような結合項が許されることを述べた．この群論
的な考察が確かに正しく，その結合項の微視的起源が (7.2.16)式にあることを示すことができた．最近で
は鉄ヒ素超伝導体における多成分超伝導の可能性も指摘されており [80]，多極子を伴う超伝導の研究が
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より発展していくように思える．より一般的な超伝導と多極子の議論については文献 [81]を参照してい
ただきたい．
最後に，BCS基底状態に対して 1電子状態に由来する多極子の期待値を計算した場合にはどのような
結果が得られるかを議論しておこう．BCS理論の範囲では，その基底状態に対して c†

k′ck′ 型の演算子を
作用させた結果は |u (k)|2 に比例する形となる [63]．つまり，超伝導秩序変数の値にかかわらずその期待
値は常に有限の値をもち，(7.2.1)式のように記述される 1電子状態由来の多極子演算子に対しても同様
の結果が得られる．ゆえに，超伝導と多極子の同時転移を説明するものではない．超伝導に伴う多極子秩
序を実現するためには，多電子状態に由来する多極子自由度を考慮し，かつその多極子が c†

k′c
†
−k′ck′′c−k′′

のような形で記述できることが重要である．

7.3 第 7章のまとめ

第 7章では，四極子間相互作用を出発点とした場合の BCS基底状態を記述することで，超伝導に伴い
2電子状態に由来する電気十六極子 Hα

z の期待値が有限になることを示した．この超伝導転移に伴う十六
極子秩序を説明するモデルの構築により，鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 (x = 0.071)で観測した超伝
導転移点に向かって発散的に増大する緩和時間 τの起源が，十六極子感受率の増大に由来する可能性を
記述できた．ここで紹介した方法を用いることで，電気十六極子に限らず，ミクロな観点から超伝導に伴
う多極子秩序を説明するモデル構築が可能であることを理解して頂けたら幸いである．
また，超伝導を粒子対の形成と捉えれば，電子と正孔が対をなし凝縮するような励起子転移に伴う多極

子秩序の可能性も考えられる．これについて興味を持たれた方は，励起子絶縁体転移に伴う多極子秩序の
理論をまとめた文献 [82]や，筆者らによる励起子絶縁体候補物質 Ta2NiSe5 の超音波測定および励起子凝
縮に伴う強的な電気四極子秩序と構造相転移の可能性を報告した文献 [83]を参照していただきたい．

8 まとめとむすび
8.1 本テキストのまとめ

このテキストでは，鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1−xCox)2As2 の超音波測定により観測した構造相転移の臨界
減速，および超伝導転移に伴う電気十六極子秩序を理解するために必要な弾性理論，群論，ランダウの現
象論，および量子状態と波動関数について述べた．また，これらの理論に基づき，超音波で測定する弾性
定数や超音波吸収係数に，多極子の応答が現れることを述べた．かなり冗長な記述となってしまったが，
どの項目も本講義の目的であるランダウの現象論，構造相転移の臨界減速，超伝導に伴う十六極子秩序を
理解するためには必要であることを理解して頂けたら幸いである．本テキストを参考にした若手研究者
が，新しい多極子・アシンメトリ量子の物理を構築することを願っている．

8.2 むすび：点群 D2d におけるアシンメトリ量子の展開の可能性

むすびに，本テキストで扱った構造相転移の群論的考察や Landau理論を議論した筆者の最近の研究に
ついてコメントする．本テキストでは，点群 D2d の下で可能となる偶パリティの多極子効果を議論し，中
でも鉄ヒ素超伝導体では既約表現 B2 に属する電気四極子 Ox2−y2 および A2 の電気十六極子 Hα

z の応答が
現れることを述べた．他方，表 15で示したように，電気双極子に対応する 1次関数 zも既約表現 B2 の
基底関数となっている．これは，空間反転対称操作 I が D2d の要素になっていないことに由来する．つ
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まり群論的には，空間反転対称性が破れた Asymmetryな系において奇パリティ多極子の 1つである電気
双極子 Pz と偶パリティの歪み εxy との 1次結合が許されるため，電気双極子の応答が弾性定数に現れる
可能性を示唆している．しかしながら，鉄ヒ素超伝導体においては Pz の寄与が現れない．その理由は，
量子系の波動関数が 3d 電子の ψyz および ψzx 軌道で記述されるため，奇パリティ多極子の期待値を計算
しても行列要素がゼロとなることにある．他方，量子系の波動関数が複数パリティの軌道によって構成さ
れている場合には，偶パリティの多極子のみならず奇パリティ多極子の期待値がともに有限になる場合が
想定できる．
最近，筆者と共同研究者らは，スピンと電気分極が相互に相関した物性を示す Ba2CuGe2O7 という物

質のパルス強磁場を用いた磁化・電気分極・超音波測定を遂行し，磁化が飽和した強磁場領域で電気分極
と弾性定数のソフト化が現れることを実験的に見出した [84]．この理由として，パリティ混成した d-p
混成軌道が電気双極子および電気四極子自由度をもつことを指摘した．研究内容の詳細は文献を参照し
てもらうこととし，以下では本テキストと関係が深い内容を紹介する．
図 16(a)に，Ba2CuGe2O7 の結晶構造を示す．Ba2CuGe2O7 は空間群 D4

2d (P421m, No. 114)に属する
絶縁体であり，磁性を担う Cu原子は 4個の O原子が作る四面体の中心に位置している．この CuO4 四
面体は結晶の主軸に対して c軸周りに κ = ±22◦ 程度回転しているため，Aサイトおよび Bサイトのよう
に区別される．また図 16(b)に示すように，CuO4 四面体は c軸方向に押しつぶされた構造となっている
ため，Cu原子位置の点群は空間反転に対して Asymmetryな D2d となっていることが重要である．この
結晶に対し，図 16(c) に示すようなパルス強磁場を印加して，空間反転のみならず時間反転に対しても
Asymmetryな状況を実現したうえで，多極子の応答を調べた．
強磁場実験では，東京大学物性研究所・国際超強磁場科学研究施設の非破壊型パルスマグネットを用い

(a) (b)

(c)

(d)

(e)

(f)

spin saturation
above 27 T

FIEP

FIES

C = 18 mF
E = 729 kJ

図 16 (a) Ba2CuGe2O7 の結晶構造．VESTAを用いて作成した [85]．(b) CuO4 四面体の構造．(c)非
破壊型パルスマグネットにより発生したパルス磁場の波形．パルス強磁場発生のために使用したコン
デンサーバンクの容量は 18 mF，充電電圧は 9 kVであり，放電されるエネルギーは 729 kJに達する．
Ba2CuGe2O7 の (d)磁化，(e)電気分極，および (f)面内横波弾性定数 CT のパルス磁場依存性．スピン
が飽和する 27 T以上の磁場領域において，field-induced electric polarization (FIEP，磁場誘起電気分
極)および field-induced elastic softening (FIES，磁場誘起弾性ソフト化)を観測した．これらの図に使
用されている実験データは，文献 [84]に使用されているものと同一である．
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た．このマグネットはおよそ 30分に 1回の頻度で 60 T程度の磁場を発生でき，4He冷凍機と組み合わ
せることで 1.4 K程度までの各種物理量の磁場依存性が測定可能である．さらに，3He冷凍機と組み合わ
せることで最低温度 450 mK程度でのパルス強磁場実験も可能である．その他にも，7 T程度の低磁場で
あれば 1-2分に 1回程度の磁場発生が可能であるため，超伝導マグネットでは実現できないような超効
率的な実験が可能となっている点も強調しておきたい．余談ではあるが，本テキスト執筆時点では学術変
革領域 (A)「アシンメトリが彩る量子物質の可視化・設計・創出」と並行し，物性研強磁場・松田康弘教
授が研究代表者となる学術変革領域 (A)「1000テスラ超強磁場による化学的カタストロフィー：非摂動
磁場による化学結合の科学」のプロジェクトも採択されており，筆者も公募班として「電子-音響フォノ
ン相互作用に由来する強磁場量子極限状態での結晶対称性の破れの研究」という内容で参加させていただ
いている．本テキストのパルス強磁場に関する記述によって，領域間の交流が活性化すれば幸いである．
上記のような特徴をもつパルスマグネットを用いて，図 16(d) - (f)に示すように，磁化，電気分極，横
波弾性定数の磁場依存性を測定した．その結果，27 T以下の低磁場領域では磁化の増大に伴う電気分極
および弾性ソフト化を観測した．この電気分極は，先行研究で提案された磁化の 2乗に比例する電気分
極によるマルチフェロイク機構と矛盾のない結果である [86, 87]．また横波弾性定数のソフト化は，D2d

の既約表現 B2 に電気双極子 Pz のみならず電気四極子 Oxy も属するため生じた交差相関に由来すること
を示唆している．低磁場領域の実験結果に対し，磁化が飽和する 27 T以上においても依然として増大す
る電気分極および弾性ソフト化を明らかにした．この結果は磁化の 2乗に比例する電気分極では説明で
きず，別のマルチフェロイック機構を調べることとなった．
そこで電気双極子および電気四極子の応答の起源を調べるため，点群 D2d に着目し，Cu2+ の 3d 電子

および O2− の 2p 電子によって形成される混成軌道に由来するクラスター多極子の応答を計算した．ま
ず (5.1.9)式で示した点群 D2d の下で許される結晶場 HCEF を考慮し，3d-yz，zx，xy軌道および 2p-x，y，
z軌道を記述する．次に，本テキストの 4.7節で議論した変位モード解析の考え方を用いて，O4 四面体
が形成する 2p分子軌道を計算した．四面体の頂点位置を O j ( j = 1 - 4)と番号付けし，O j の 2p電子軌
道を

(
p j

x, p j
y, p j

z

)
と記述する．その後，表 15で示した点群 D2d の対称操作 Gi (i = 1 - 4)によりこれら 2p

軌道がどのように変換されるのかを考えることで，合計 12個の 2p電子軌道を基底とした場合の表現行
列 D(Γ) (Gi)を記述する．表 16に，D2d の対称操作による 2p軌道の変換と表現行列の指標を示す．この
手続きにより，分子軌道をあたかも変位ベクトルのように扱うことが可能となっている．以上の手続きに
よって得られた表現行列の指標 χ(Γ) (Gi)を用いて，D(Γ) (Gi)を D2d の下で簡約化した結果は以下の通り
である．

Γ ↓ D2d = 2A1 ⊕ A2 ⊕ B1 ⊕ 2B2 ⊕ 3E. (8.2.1)

この既約分解を考慮し，D2d の射影演算子を用いることで，既約表現の基底となる 2p分子軌道の波動関
数を得る*10．このようにして導出した 2p分子軌道と，Cu-3d 電子の yz，zx，xy軌道との間に働く d-p
混成相互作用 Hd−p を考慮することで，偶パリティの 3d 電子軌道と奇パリティの 2p電子軌道が混ざっ
た d-p混成軌道の波動関数を記述した（図 17(a)を参照のこと）．ここで，2p-z軌道由来の分子軌道は感
受率の計算に寄与しないため無視した．その後，スピン-軌道結合 HSO と Zeeman相互作用を考慮して磁
場中の波動関数を記述し，電気双極子 Pz および電気四極子 Oxy の行列要素の磁場依存性を計算すること
で，電気双極子および電気四極子の感受率や電気双極子の期待値が磁場印加とともに増大する結果を得た
（図 17(b)および 17(c)を参照のこと）．ここで重要なことは，スピン-軌道結合を考慮した場合に得られ
る d-p混成軌道 ψSO はすべてクラマース縮退した波動関数となるため，基底状態は電気双極子および電

*10 演習問題
1. D2d の射影演算子を考慮することで，既約表現の基底関数となる 12種類の O4 分子軌道を導出せよ．
2. (8.2.1)式の簡約化が成り立つことを確かめよ．
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表 16 点群 D2d の対称操作Gi (= E, C2, Cy
2, Cx

2 , IC4, IC−1
4 , σy

d, σx
d)に対する酸素原子 O j ( j = 1, 2, 3, 4)

の 2p軌道 (p j
x, p j

y, p j
z)の変換とその表現行列の指標 χ(Γ) (Gi)．

Gi p1
x p2

x p3
x p4

x p1
y p2

y p3
y p4

y p1
z p2

z p3
z p4

z χ(Γ) (Gi)
E p1

x p2
x p3

x p4
x p1

y p2
y p3

y p4
y p1

z p2
z p3

z p4
z 12

IC4 −p4
y −p1

y −p2
y −p3

y p4
x p1

x p2
x p3

x −p4
z −p1

z −p2
z −p3

z 0
IC−1

4 p2
y p3

y p4
y p1

y −p2
x −p3

x −p4
x −p1

x −p2
z −p3

z −p4
z −p1

z 0
C2 −p3

x −p4
x p1

x −p2
y −p3

y −p4
y −p1

y −p2
y p3

z p4
z p1

z p2
z 0

Cy
2 −p2

x −p1
x −p4

x −p3
x p2

y p1
y p4

y p3
y −p2

z −p1
z −p4

z −p3
z 0

Cx
2 p4

x p3
x p2

x p1
x −p4

y −p3
y −p2

y −p1
y −p4

z −p3
z −p2

z −p1
z 0

σ
y
d −p3

y −p2
y −p1

y −p4
y −p3

x −p2
x −p1

x −p4
x p3

z p2
z p1

z p4
z 2

σx
d p1

y p4
y p3

y p2
y p1

x p4
x p3

x p2
x p1

z p4
z p3

z p2
z 2

d pH −CEFH

ψSO
3±

ψSO
5±

ψSO
6±

ψSO
4±

SOH

E : yz, zx

B2 : xy

E : x, y

B2 : ψ7

E : ψ3, ψ4

E : ψ5, ψ6

B2 : ψ8

-0.7 eV

0.1 eV

-4.5 eV

-0.0755 eV

0.549 eV

-4.50 eV

-4.95 eV

-5.12 eV -5.13 eV

-5.12 eV

-4.95 eV

(a)

0.560 eV

-0.0380 eV

-0.120 eV
ψSO

1±

ψ SO
2±EF

図 17 (a) Ba2CuGe2O7 の CuO4 四面体に由来する d-p混成軌道のエネルギー準位の概要図．(b)電
気双極子 Pz と電気四極子 Oxy および Ox2−y2 の感受率の磁場依存性．CuO4 四面体は Aおよび Bサイ
トに位置していることから，それぞれのサイトに対する感受率を計算した．(c) 電気双極子の期待値
⟨Pz⟩の磁場依存性．Aおよび Bサイトにおける Pz の期待値と，両者の期待値の和を計算した．

気四極子の自由度を持たない点である．ここに時間反転対称性を破る Zeeman相互作用を取り入れて d-p
混成軌道間の混成を生じさせることで，量子系は電気双極子と電気四極子の自由度を獲得することがで
き，交差相関が生じるといえる．
上記の計算はハミルトニアンから出発した議論である．これに加え，本テキストと関係が深い Landau

の自由エネルギーから出発した電気双極子および電気四極子の交差相関の議論についても述べる．点群
D2d の既約表現 B2 および E の基底関数を考慮すると，X-Y 面内に外部磁場が印加されている場合に可能
となる自由エネルギーは以下の通りである．

F =
1
2
αzP2

z +
1
2
αXYO2

XY +
1
2

C
′0
66ε

2
XY

− gzPzEz − gXYOXYεXY − µZ (lX BX + lY BY )
− αA1 PzOXY − gA1 PzBX BY . (8.2.2)

ここで，αz, αXY , C
′0
66, gz, gXY , µZ, αA1 , gA1 は係数である．また，Ez は z軸方向の電場を，BX (BY )は X 軸

(Y 軸) 方向の磁場を表す．この自由エネルギーに PzOXY や PzBX BY といった項が含まれていることが，
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点群 D2d の特徴となっている．(8.2.2)式の自由エネルギーを電気双極子 Pz および電気四極子 OXY で最
小化することで，以下の式を得る．

Pz =
1
αz

(
gzEz + αA1 OXY + gA1 BX BY

)
, (8.2.3)

OXY =
1
αXY

(
αA1 Pz + gXYεXY

)
. (8.2.4)

これにより，電気双極子 Pz と電気四極子 Oxy の交差相関が示された．さらに，(8.2.3) 式および (8.2.4)
式を変形すると以下の式を得る．(

Pz
OXY

)
=

gz

αzαXY − α2
A1

(
αXY
αA1

)
Ez +

gXY

αzαXY − α2
A1

(
αA1

αz

)
εXY +

gA1

αzαXY − α2
A1

(
αXY
αA1

)
BX BY . (8.2.5)

この式は，歪みによる電気双極子の誘起や電場による電気四極子の誘起，また X-Y 面内に印加された磁
場によるこれら多極子の誘起が可能であることを現象論的に述べたものとなっている．
以上で述べた筆者の最近の研究は，点群 D2d における多極子応答という本テキストの裏テーマ，およ

び学術変革領域 (A)「アシンメトリ量子」のコンセプトとの類似点が多々あるため，ここで紹介させてい
ただいた．
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熱力学量測定による量子臨界現象の検証
—磁性体中のボース・アインシュタイン凝縮を例に—

中央大学理工学部物理学科　 河野洋平*1

1 はじめに
量子臨界現象は系の強い量子効果を反映し、高温超伝導体や量子スピン液体といったエキゾチックな
物理現象の起源とも結びついて、現代物理学の重要なトピックの一つとなっている。一方で、量子臨界現
象は磁化、比熱、磁気熱量効果といった基本的な熱力学量の温度依存性等に現れるいくつかの臨界指数に
よって特徴づけられ、典型的には系のモデルの詳細にはよらず、系の対称性と次元にのみ依存するという
普遍性があることが知られている。したがって、量子臨界現象を題材に典型的な熱力学量の関係性を理解
することは、対称性により分類された拡張多極子の秩序の実験的な検証を目指す出発点としても有効であ
ると考え、本テキストをまとめた。
具体的には、初めに量子臨界現象における臨界指数と熱力学量の関係を臨界現象におけるスケーリング

の考え方を出発点としてまとめた。次に、そこで言及した熱力学量である磁化、比熱、磁気熱量効果の具
体的な測定手段について、筆者のこれまで用いてきた手法を簡単に紹介する。最後に、筆者の過去の研究
対象である強磁性鎖をベースとするスピン 1/2梯子鎖系に関連して、最も量子臨界現象の普遍性の実証と
して成功を収めていると考えられる、磁性体中のボース・アインシュタイン凝縮を具体例として示した。
以上の一連の流れを重視し網羅的に把握することを目指したので、途中計算や結果に至る議論の一部を省
略した箇所もある。そのため、各所に示した参考文献も合わせて参照していただければ幸いである。

2 量子臨界現象
秩序状態 (ordered state)にある物質に対して磁場や圧力、元素置換といったチューニングパラメータ g

を変化させることで、臨界温度 Tc が絶対零度に抑制され、二次相転移（量子相転移）が起こる場合、そ
の絶対零度におけるパラメータは量子臨界点 [quantum critical point (QCP)]と呼ばれる (図 1)。その近傍
(量子臨界領域)では種々の物理量が温度やチューニングパラメータ gに対するべき依存性などの異常を
示す「量子臨界現象」が発現する [1–5]。有限温度で熱的なゆらぎによって生じていた臨界現象は抑制さ
れ、その物理は量子ゆらぎによって支配されることになる。その強い量子ゆらぎを介して、QCP近傍で
はしばしば超伝導や量子スピン液体を代表とするエキゾチックな物理現象が観測されることから [4, 6]、
量子臨界現象は現代物性物理学の主要なトピックの一つである。
この章では、熱的な臨界現象からスケーリングの考え方を導入し、量子臨界現象の場合に拡張して、バ

ルクの熱力学量である磁化 M、比熱 C、磁気熱量効果 ∂T/∂H におけるべき依存性について議論する。た
だし、実験的に観測する物理現象としてのイメージを重視して、理論面に関しては結果へ至る具体的な計
算や議論を省略している箇所がある。厳密な議論には繰り込み群などのより高度な理論的取り扱いが必

*1 y.kono.17d@g.chuo-u.ac.jp
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図 1 量子臨界点 (QCP)近傍の典型的な相図。QCPから伸びる２つの点線は対象とする系に依存する
クロスオーバーを表し、この２つの境界線に挟まれた領域は量子臨界領域 (QC region)と呼ばれる。

要なので、参考文献 [7]等を参照いただきたい。以降、この章では磁性体 (絶縁体、局在スピン系)におけ
る磁場に誘起される量子臨界点 H = Hc 近傍を考え、g = 0が QCPとなるようにチューニングパラメー
タを g = (H − Hc)/Hc とする。

2.1 臨界現象における相関長と種々の物理量の発散

この節では熱的な臨界現象を考え、臨界温度近傍 T → Tc の熱力学量の特異性について議論する。秩序
状態は秩序変数によって特徴づけることができるが、以降は磁気秩序状態を考え、秩序変数としての磁化
mを 1サイト (格子点)あたりのスピン Si の熱的平均値

m =
1
N

∑
i

⟨Si⟩ (1)

として導入する (N は対象とする系の全サイト数、⟨· · · ⟩は熱的な平均を意味する)。強磁性秩序状態では
スピンが系全体で同じ向きに揃った自発磁化が秩序変数となるので、その表現は式 (1)そのものである。
反強磁性秩序状態であれば、結晶構造や相互作用の違いにより、一般には波数 q = Qで空間的に変調し
た磁化

ms =
1
N

∑
i

exp (iQ · ri) ⟨Si⟩ (2)

を秩序変数として定義でき、スタッガード (staggered) 磁化と呼ばれる (ri はサイト i の位置ベクトル)。
単純な例を挙げれば、z方向は隣り合うサイトごとにスピンが反転し、それ以外の方向では同じ向きにス
ピンが整列している反強磁性秩序ではQ = (0, 0, π/a)と表現できる (aは格子定数)。これらに代表される
秩序状態が基底状態に存在し、系のヘルムホルツの自由エネルギーを F としたとき*2 、臨界温度 Tc にお
いて相転移が起きて F の一階微分量であるエントロピー S = −∂F/∂T などに不連続性が現れる場合を一
次相転移、二階微分量（あるいはより高階の微分量）である比熱 C = −T∂2F/∂T 2 などの物理量に飛びや
発散が現れる場合は二次 (連続)相転移と呼ばれる [8]。本テキストでは前述のように二次相転移である量
子相転移を扱うので、以降臨界点という場合は二次相転移の場合を考える。

*2 以降、自由エネルギーという場合はヘルムホルツの自由エネルギーを考える。
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磁気秩序における臨界点近傍で相互作用する局在スピンの振る舞いについて議論するため、まずサイ
ト i上の位置 ri に存在するスピン S (ri)間の空間的な相関を一般化して相関関数

Gi j = ⟨S (ri)S (r j)⟩ − ⟨S (ri)⟩⟨S (r j)⟩ (3)

を導入する。この表現においては常磁性状態であり、スピン空間の各方向成分は等方的である場合を考
える。したがって、式 (3) 内の S (ri[ j]) は全て同じ方向成分を表しているとする [5, 7–9] 。スピン S (ri)
と S (r j)が全く独立に変化するのであれば、⟨S (ri)S (r j)⟩と ⟨S (ri)⟩⟨S (r j)⟩に差は生じない。したがって、
Gi j , 0であることが位置 ri と r j に存在するスピン間に相関があることを意味する。r = |ri − r j| → ∞
の極限では秩序状態であるかにかかわらず 0になることに注意したい*3。相関関数は２点間の距離 rが十
分大きいとき、典型的に

Gi j ∼ exp
(
−
|ri − r j|

ξ

)
(4)

のように指数関数的に減衰する。ここで導入された ξ は相関長と呼ばれ、臨界現象を特徴づける。例え
ば、強磁性的にスピンが相互作用している場合を考えると、位置 ri にあるスピンに着目したとき、相関
長 ξ程度の距離に存在する周りのスピン S (r j)は同じ向きに揃い、それより遠方ではばらばらな向きを向
いていることを意味する。このように考えると、秩序状態に転移する臨界点直上 T = Tc においてはすべ
てのスピンが同じ向きに揃おうとするので、相関長 ξ は発散的に振る舞う。したがって、この臨界点に
おける相関長の発散は一般にその指数を νとして、

ξ ∼ |T − Tc|−ν (5)

のように定義される。他の物理量も同様に臨界点において発散を示し、臨界指数で特徴づけられる
（表 1)。Tc の前後で同じ指数の値を取るとは限らず、臨界点のごく近傍でのみ得られることに注意した
い*4。

表 1 磁性体における種々の臨界指数の定義の例 [7] 。t = (T − Tc)/Tc であり、規格化された磁場を
h、考えている系の相関の次元を dとした。臨界点のごく近傍であり、|t|、|h|は十分小さいとする。

物理量 指数 定義 条件
比熱 α C ∼ |t|−α T , Tc, h = 0
磁化 β M ∼ (−t)β T ≤ Tc, h = 0
磁化率 γ χ ∼ |t|−γ T , Tc, h = 0
磁化曲線 δ M ∼ |h|1/δ T = Tc

相関長 ν ξ ∼ |t|−ν T , Tc, h = 0

相関関数 η Gi j ∼
∣∣∣ri − r j

∣∣∣−d+2−η
T = Tc, h = 0

2.2 臨界現象におけるスケーリングの考え方

前節で導入したように相関長 ξ は臨界点近傍でスピン相関の及ぶ空間的なスケールを表している。全
くバラバラな向きにスピンが向いている常磁性状態を出発点とすれば、例えば、強磁性的な相関はスピン
を同じ向きに揃えるようなゆらぎをもたらすから、この空間的なスケール ξ は臨界点近傍でスピン間に
ゆらぎが及ぶ範囲の目安とも言える。

*3 物理的に安定な系では、ある場所のゆらぎの影響は無限遠方には及ばないというクラスター性によるものとされる [7, 8]。
*4 より一般には例えば比熱であれば ∼ |t|[−(α+1)] のような高次の項も存在するはずであるが臨界点ごく近傍では十分小さいとし
て、無視されている
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このような臨界的なゆらぎに寄与する単位体積あたりの自由エネルギーを f (t, h) と書くことにする。
臨界点近傍の臨界領域においては、式 (5) の定義より相関長 ξ は十分大きいから、ξ より小さな長さス
ケール l ≪ ξ に対し、系の長さの単位を b > 1なるある定数を用いて blのように変換しても変化は小さ
いと考えられる。このとき、長さスケールは r → r/bの変更を受けるので、相関長も ξ → ξ/bのように
小さくなる。これは系を粗く見ることを意味するので、粗視化と呼ばれる [5, 7]。系のスケールが変換さ
れるので、同様に f (t, h)の変数についても t → bxt t、h→ bxh hのように変更を受ける。ここで、xt、xh は
スケール変換を特徴づけるので、スケーリング次元とも呼ばれる。bのべきとして表されるのは、上記の
仮定が成り立つ範囲では同じ操作を繰り返しても同じ関係が維持されるスケール変換の要請のためであ
る [7, 8]。系の次元を d とすると、体積については V → V/bd と変換されるから、単位体積あたりの自由
エネルギーは f → bd f と変換される。以上をまとめると、粗視化の範囲で

f (t, h) = b−d f (bxt t, bxh h) (6)

の関係が成立しなければならない。bは任意に選んだ変数であるから、ある定数 t0 を用いて、bxt t = t0 と
なるように bを調整すれば、

f (t, h) =
(

t
t0

)d/xt

f
(
t0,

( t0
t

)xh/xt

h
)
=

(
t
t0

)d/xt

F

 h(
t
t0

)xh/xt

 (7)

と表される。F (x) はスケーリング関数と呼ばれ、t、h を組み合わせた変数 h/
(

t
t0

)xh/xt に対して一変
数関数であることを示す。自由エネルギーの形が決まったので、例えば単位体積あたりの比熱 c は
c = −T∂2 f /∂T 2 から得られ、表 1で定義した臨界指数 αはスケーリング次元を用いて、α = 2 − (d/xt)と
なる。同様に他の物理量についても、2つのスケーリング次元 xt、xh を用いて、表 2のように表される。
すなわち、臨界指数のうち独立な変数は 2つである。これらの関係からスケーリング次元を消去するこ
とにより、スケーリング則として知られる α + 2β + γ = 2等の関係が得られる [7, 8]。

表 2 臨界指数とスケーリング次元の関係 [7]。
物理量 指数
比熱 α = 2 − d

xt

磁化 β = d−xh
xt

磁化率 γ = 2xh−d
xt

磁化曲線 δ = xh
d−xh

相関長 ν = 1
xt

相関関数 η = d + 2 − 2xh

重要な点はこれらの関係は f (t, h)の詳細によらず成立していることである。一般に臨界指数は系の詳
細な相関にはよらず、秩序変数の対称性と次元によって決まるという普遍性 (universality)があることが
経験的に知られている [7, 8]。

2.3 臨界現象から量子臨界現象へ

前の節では熱的な臨界現象からスケーリングの考えについて見てきた。一方、絶対零度に存在する量
子臨界点においては熱的なゆらぎは量子ゆらぎに取って代わられ、この章の始めに導入したチューニング
パラメータ gによって支配されることになるので、相関長の定義を見直さなければならない。また、温
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度の効果は量子力学的な演算子の非可換性を反映して、逆温度 β = 1/(kBT )に対応する虚時間 τで取り入
れられる*5 [7]。したがって、上と同様にこの虚時間のスケール変換は、τ→ τ/bz として表される。zは
動的臨界指数と呼ばれ、量子効果を反映する指数である。
このとき、相関関数は位置 rと虚時間 τ、及び、チューニングパラメータ gの関数となり、|r|が十分大
きいとき、

G(r, τ, g) ∼ exp
(
− r
ξ

)
, ξ ∼ g−ν (8)

として改めて相関長指数が導入される。同様に虚時間 τを大きくすることは温度のスケールを小さくす
ることを意味するので、QCP近傍では緩和時間 ξτ を導入して、

G(r, τ, g) ∼ exp
(
− τ
ξτ

)
, ξτ ∼ ξz = g−νz (9)

と表され、虚時間方向の発散は動的臨界指数 z を反映する。z は量子ゆらぎの動的な応答を反映するの
で、量子臨界点近傍の長波長極限における（系に依存する）素励起のエネルギー分散 ωq ∼ qz から得るこ
とが可能である [10]。gに関するスケーリング次元を xg とおけば、改めて臨界指数は

α = 2 − d + z
xg

, β =
d + z − xh

xg

γ =
2xh − (d + z)

xg
, δ =

xh

d + z − xh

(10)

のように表される。ただし、前節の定義では自由エネルギーが絶対零度で発散するので、αは ∂2 f /∂g2 ∼
g−α として新たに定義されている。式 (10)を見ると、熱的な臨界現象に対して、次元 dが zずれたとみな
すことができ、ここに量子効果が反映されていると考えられる [7]。注意したいのはこの議論は絶対零度
の極限におけるものであり、絶対零度からずれると異なる臨界性を示す可能性がある。したがって、図 1
の量子臨界領域における物理は量子ゆらぎが支配的であるが、熱ゆらぎの効果も重要となってくる [2]。

2.4 量子臨界領域における熱力学量の臨界指数

前述のように量子臨界領域におけるスケーリングが、チューニングパラメータ gに対する相関長の発
散 ξ ∼ |g|−ν、及び、(虚)時間 τに対する緩和時間の発散 ξτ ∼ ξz で特徴づけられるとすると、量子臨界領
域の物理を支配する物質量当たりの自由エネルギー Fcr/n = (F − Freg)/nは一般に

Fcr

n
= −ρ0g

ν(d+z) f̃
(

T
T0gνz

)
= −ρ0

(
T
T0

)(d+z)/z

f
(

g

(T/T0)1/(νz)

)
(11)

と表すことが可能である*6 (n は物質量) [11, 12]。ここで、d は適用する系の次元、ρ0、T0 は適用
する系を特徴づける自明でない定数、 f (x)、 f̃ (x) は普遍的なスケーリング関数として定義されてい
る。量子臨界点直上では有限温度に相転移が存在しないので、T > 0、g = 0 に対して、 f (x) は
f (x→ 0) ∼ f (0)+ x f ′(0)+ · · · と展開可能である。一方、g < 0、あるいは g > 0の秩序相内、無秩序相内
においては極限 f̃ (x→ 0) = f̃ (0) + cxy0+1 を仮定し、べき y0 によって相が特徴づけられるとする*7。後述

*5 自然単位系を考え、kB = ℏ = 1とすれば、逆温度は時間と同じ次元を持つ。
*6 Freg は量子臨界現象にかかわらない成分を象徴的に示す。例えば、後に紹介するスピンギャップのある系であればショット
キー比熱に寄与する項などが考えられる。

*7 相内部を議論しているので、臨界現象のべきではないことに注意。また、無秩序相が後述するスピンギャップのある状態の
場合は実効的に y0 → ∞と考える。なぜなら、この場合比熱は T → 0で指数関数的にゼロになるためである [13]。
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のように、このべきは比熱の温度依存性のべき C ∼ T y0 であるから、基底状態に縮退がない一般の場合
には熱力学第三法則により y0 > 0である。例えば、金属であればフェルミ液体 (常磁性相)は y0 = 1 (電
子比熱)であり、局在スピン系における強磁性、あるいは、反強磁性秩序相であれば、スピン波の素励起
を反映してそれぞれ y0 = d/2、dである [11]。
自由エネルギーを定義すれば、(物質量当たりの) 磁化 M、比熱 C はそれぞれ M = −(∂F/∂H)/n、

C = −T
(
∂2F/∂T 2

)
/n = T (∂S/∂T ) /nから得ることができる (S はエントロピー)。式 (11)に対しこれら

を計算すると、QCP 直上で QC 領域から絶対零度へ近づく場合 (g = 0、T > 0) は f (x) での表現を用
いて、

Mcr(T, g = 0) =
ρ0

Hc
f ′(0)

(
T
T0

)[d+z−(1/ν)]/z

∼ T [d+z−(1/ν)]/z (12)

Ccr(T, g = 0) =
(d + z)d

z2

ρ0

T0
f (0)

(
T
T0

)d/z

∼ T d/z (13)

という温度に対するべき依存性を示す。すなわち、そのべきは系の自明でない変数にはよらず、次元 d、
及び、動的臨界指数 zと相関長指数 νにのみ依存する。例えば、後述する量子臨界現象の例である磁性体
中のボース・アインシュタイン凝縮における QCP直上では、平均場近似の範囲で 1/ν = z = 2であり、三
次元 d = 3の場合、M、C ∼ T 3/2 として実際これらの式に対応する [10]。
一方、絶対零度の極限で、相内部から QCPに近づく場合 (T → 0、g , 0)は f̃ (x)の表現を用いて、

(
∂Mcr

∂T

)
(T → 0) = − ∂

2Fcr

∂H∂T
=
ρ0 (y0 + 1) cν (d − y0z)

T0

gν(d−y0z)−1

Hc

(
T
T0

)y0

(14)

Mcr(T → 0) = M0 +
[
ρ0 (y0 + 1) cν (d − y0z)

] gν(d−y0z)−1

Hc

(
T
T0

)y0+1

∼ const. + bgν(d−y0z)−1T y0+1 (15)

Ccr(T → 0) =
ρ0cy0 (y0 + 1)

T0
gν(d−y0z)

(
T
T0

)y0

∼ gν(d−y0z)T y0 (16)

のように表現できる*8。ここで、磁化 M に対しては計算の見通しを良くするため、Fcr は解析的で T、H
の微分に対し交換可能であることを用い、先に (∂Mcr/∂T )を示した (M0 は絶対零度における磁化、bは
適当な定数)。
式 (12) ∼ (16)を見ると、(熱的な)臨界現象と異なり、一般には絶対零度への極限でこれらの物理量は

発散しない*9。一方、磁気グリューナイゼン (Grüneisen)比と呼ばれる磁化の温度微分と比熱の比で定義
される量

ΓH = −
(∂M/∂T )H

CH
(17)

は、式 (12)と (13)、式 (14)と (16)の組み合わせからそれぞれ、

*8 より厳密には上部臨界次元と呼ばれる d + z = 4以上の次元では式 (11)のスケーリングの仮定は必ずしも成立せず、これら
のべきに加え対数補正を受ける場合がある [11]。

*9 熱力学的には熱力学第三法則の要請によるものである
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ΓH,cr(T, g = 0) = −GT T−1/(νz) (18)

ΓH,cr(T → 0) = −Gg
1

H − Hc
(19)

となり、QCPで発散的な異常を示す (GT、Gg は定数) [11]。このような磁気グリューナイゼン比の QCP
における発散は実際に実験的にも観測されている [14]。
ここで式 (17)からここで議論したいもう一つの熱力学量が得られる。Maxwellの関係式 (∂S/∂H)T =

(∂M/∂T )H を用いると、
− (∂M/∂T )H

CH
= − 1

T
(∂S/∂H)T

(∂S/∂T )H
=

1
T
∂T
∂H

∣∣∣∣∣
S
. (20)

∂T/∂H|S は断熱的に、すなわち、エントロピーが一定となるように物質に対する外部磁場を変化させた
際に現れる温度変化を示し、磁気熱量効果と呼ばれる。
以上から、量子臨界領域における臨界指数について、磁化 M、比熱 C、磁気熱量効果 ∂T/∂H 測定を相
補的に用いることで検証が可能であるということが分かる。

3 熱力学量測定手法
前章の最後で量子臨界現象の評価に磁化 M、比熱 C、磁気熱量効果 ∂T/∂H 測定を相補的に用いること
が重要であることを述べた。ここでは筆者が用いてきた各熱力学量の測定手法について紹介する。

3.1 極低温下直流磁化測定

物質の磁気モーメント (磁化 M)を検出する手段は大まかに、磁化による磁束密度の変化を検出する電
磁誘導法と磁化が不均一磁場 (磁場勾配)中で受ける力を検出するファラデー法がある [15]。前者を用い
た装置としては、磁気干渉計 SQUIDを用いた Quantum Design社によるMPMSが世界的に広く流通し
ている。SQUIDを用いた電磁誘導法は感度が高い反面、試料の移動や振動による磁束密度の時間変化を
利用するため、発熱は避けられず、0.3 K以下の極低温下での測定には不向きである。一方、後者のファ
ラデー法は磁場勾配中で磁化が受ける力を利用するため、その力の検出法を工夫することで試料の大きな
移動を生じさせず、極低温下でも利用可能という利点がある。感度は個別の検出法に依存する。ここで
は筆者が極低温下での磁化測定に用いてきたキャパシタンス式ファラデー法磁力計 [16,17]について紹介
する。
まずファラデー法の原理について簡単に説明する。試料の全磁気モーメント (磁化) をM とすると、

磁場H 中に置かれた場合の磁気的なエネルギーは ϕ = −M ·H であるから、この全磁気モーメントが
受ける力 F は、

F = −∇ϕ = (M · ∇)H (21)

である。ただし、試料に電流は生じず、均一に磁化されていると仮定している。したがって、磁場勾配中
で試料はその磁化に比例した力を受ける。我々が用いてきたキャパシタンス式ファラデー法では図 2の
ように、外部パラメータとしての磁場 Hmain を制御するメインコイルと磁場勾配を発生させるためのコ
イルの組み合わせで測定を行う。z 方向 (測定磁場と同軸方向) の磁場勾配コイルは互いに逆巻きのスプ
リットコイル (逆ヘルムホルツコイル)であり、中心でその磁場 Hgrad はキャンセルしてゼロかつ、磁場勾
配 G = dHgrad/dzが最大となるように設計されている。したがって、磁場 Hmain で z方向に磁化された
試料をコイルの中心 (z = 0)におけば力 F = MGを受けることになる。

183



F

M

H G

H(0) = Hmain
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Hmain+Hgrad

G(0) = dzHgrad|z=0

Gradient coil

Main coil

図 2 キャパシタンス式ファラデー法で用いる超伝導マグネットの模式図。

図 3 キャパシタンス式ファラデー法で用いる磁力計の模式図。

この力 F を検出するために本手法では静電容量 (キャパシタンス) 変化を利用した磁力計を用いてい
る。図 3に磁力計の模式図を示す。一体となっている試料ステージと可動電極部は、４本の均等な張力
で十字に張ったワイヤーで支えられており、このワイヤーはバネの役割を果たす。すなわち、可動電極部
の受ける力とこのバネによる力が釣り合ったところで、可動電極と固定電極間の距離 d が決まる。この
極板の持つ静電容量 C は電極の面積 S ,真空の誘電率 ε0 を用いて C = ε0S/dと表されるので、静電容量
C の変化を計測することで極板間距離 d の変化を得る。静電容量 C の測定には、主に Andeen-Hagerling
社の三端子法キャパシタンスブリッジ (AH2500シリーズ)を用いており、その感度は ∆C = 5 × 10−7 pF
と高い。測定に用いるセルの典型的な極板面積は S ∼ 40 mm2、静電容量の初期値は C0 ∼ 4 pFであるか
ら、この感度に対応する極板間隔変化は ∆d ∼ ε0S (∆C/C2

0)から見積もると ∼ 0.1 Åである。地面からの
振動等のノイズを考えると、実用上は試料磁化由来の信号について数 Å程度の変化が感度の限界である。

この磁力計を用いた実際の磁化測定は、磁場勾配がない状態での静電容量 C(G = 0,H,T ) の測定
[図 4(i)]と、同じパラメータ下で磁場勾配のある状態での静電容量 C(G , 0,H,T )の測定 [図 4(ii)]を組
み合わせて行う。このとき、磁化 M が磁場勾配 Gから受ける力による極板間距離の変化 ∆dは、

∆d = ε0S
(

1
C(G = 0,H,T )

− 1
C(G , 0,H,T )

)
(22)

と表される。一方、ワイヤーのばね定数を kとすると、バネの力のつり合い (フックの法則)から

(Msample + Mback)G = k∆d (23)

である。ここで、磁化 M は可動極板部によるバックグラウンド磁化 Mback を含むので、試料磁化 Msample

と区別して示した。以上から、試料の磁化は、
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Δd

図 4 キャパシタンス式ファラデー法での磁化測定。

Msample =
ε0kS

G

(
1

C(G = 0,H,T )
− 1

C(G , 0,H,T )

)
− Mback (24)

から得ることができる。磁気異方性が強い場合や磁場中心からの微小なずれがある場合、試料は磁気トル
ク τ = M ×H による力も受けるが、これは磁場勾配によらず存在するため、上記の過程で差し引くこ
とが可能である。ただし、例えば、イジング的な強い異方性を持つ系の磁化困難軸周辺磁場下の測定等、
磁気トルクによる信号がファラデー法による信号と同程度以上に存在する場合は、磁場中心からの僅かな
ズレ ∆zが磁場勾配の有無でトルクに影響を与えてしまうことがあるので、試料の配置や磁場勾配の大き
さの設定に注意が必要である (∆z ×G の磁場を受けるため) [18, 19]。式 (24)において、ばね定数 k を含
めた定数は極板間にバイアス電圧をかけて見積もることも可能だが、MPMS等で測定可能な温度領域で
試料磁化を比較して校正するのが絶対値の見積もりとして正確である。
バックグラウンド磁化 Mback は可動電極部の材質に依存し、独立に測定しておくことで差し引けるが、
試料磁化の大きさに対応して軽減することが望ましい。その改善策については、文献 [17]やその参考文
献に詳しくまとめられているので参照いただきたい。この手法で最終的に得られる磁化の感度としては
10−5 ∼ 10−6 emuである。

3.2 比熱測定

この節では、後半で紹介する筆者の研究例で用いた比熱測定手法である準断熱法、緩和法についての一
般論を述べる [20]。比熱は系に熱量 δ′Qを準静的に与えたときの温度変化 δT として、

C = lim
δT→0

δ′Q
δT

(25)

から定義される。熱力学的には内部エネルギー U の温度微分、あるいは自由エネルギー F の二階微分量
として、C = (∂U/∂T )V = −T∂2F/∂T 2 から得られ*10、内部エネルギーの温度変化を直接反映する量であ
る [21]。
式 (25) に従えば、完全に熱的に孤立した系であれば、与えた熱量に対する温度変化の測定から、

C = ∆Q/∆T によって比熱を見積もることができる (断熱法)。しかし、通常は測定線からの熱リークが

*10 １つ目の等式に明示したようにこの定義では C は体積 V 一定の等積比熱である。実際の測定上は試料は一般に熱膨張を示す
ので等圧比熱測定となるが、低温ではその差が小さいと考え無視できると仮定する。
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図 5 比熱測定のセットアップの模式図。

有限に存在するため、完全に断熱した測定系を用意することは難しく、低温下測定での冷却効率の観点で
も不利である。したがって、試料系と外部の熱浴が弱く熱的に結合した準断熱的な条件で測定が行われる
ことが多い。
図 5に準断熱的な環境での比熱測定系の模式図を示す。試料系 (sample system)は試料、及び、試料ス

テージ、試料温度計 (thermometer)、試料ヒーター (heater)からなる。以降の議論において、試料系内の
各要素は熱的に強く結合し、それらの間、及び、試料内部の熱伝導は十分によく、温度勾配はないと考え
る。温度一定の熱浴 T = T0 との間は熱抵抗 RT = 1/κで弱く結合しているとする。また、C と κの温度
変化が無視できる狭い温度領域での測定とする。

P(t)を単位時間あたりに試料系に与えられる熱量とすると、系の温度の時間変化 T (t)との関係は熱平
衡方程式

P(t) − κ [T (t) − T0] = C
dT
dt

(26)

で表される。一定の熱量 P(t) = P0 を与えた際、十分に時間経過すれば (t → ∞)、与えられる熱量と熱浴
に逃げる熱量は釣り合うはずであるから、式 (26)で dT/dt = 0として、

κ =
P0

T (∞) − T0
(27)

から、κ が得られる [T (∞)は十分時間経過した際の試料系の温度]。熱量を与える前の初期状態 t = 0で
は試料温度は熱浴に一致している [T (0) = T0]として、式 (27)の条件下で、式 (26)を解くと、温度上昇
過程の変化 Theat(t)は試料系から熱浴への (外部)熱緩和時間 τ = C/κを用いて、

Theat(t) = T (∞) − [T (∞) − T0] exp(−t/τ), (28)

となる。
ここで、図 6(i)下段の実線で示すようにある時刻 0 ≤ t ≤ t0 の短い間に単位時間あたりの熱量 P0 を与

えた場合を考える (heat-pulse method)。ヒーターの抵抗を Rh、印加する直流電流を I とすると P0 = I2Rh

であり、この間に与えられた全熱量は ∆Q = P0t0 と表せる。この熱量による温度変化 ∆T は式 (28)から、

∆T = [T (∞) − T0][1 − exp(−t0/τ)] (29)
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(i) 準断熱法 (ii) 緩和法

図 6 (i)準断熱法、及び、(ii)緩和法における典型的な熱緩和曲線。

である。t = t0 以降の緩和過程の温度 Tcool(t)は、P(t) = 0、Tcool(t0) = T0 + ∆T、Tcool(t → ∞) = T0 の条
件から、Theat(t)と同じく式 (26)より、

Tcool(t) = T0 + ∆T exp[−(t − t0)/τ], (30)

のように緩和時間 τで下降する。
式 (28)の Theat(t)を用いれば、0 ≤ t ≤ t0 における式 (26)の積分∫ t0

0
{P(t) − κ [Theat(t) − T0]} dt = C

∫ t0

0

dT
dt

dt (31)

から直ちに比熱
C =

P0t0
∆T

τ

t0
[1 − exp(−t0/τ)] (32)

が得られる。したがって、緩和時間 τが熱量を与える時間 t0 に対して十分長ければ (t0/τ ≪ 1)、式 (32)
は C = P0t0/∆T = ∆Q/∆T と近似でき、断熱法と同様に見積もることが可能である。一方で、断熱性が
あまり良くない場合は ∆T が過小評価されるため、比熱は大きく見積もられてしまう。その場合でも、あ
る条件下では断熱法の表式で精確に評価することが可能である。すなわち、式 (32)の熱緩和に関する部
分を ∆T に含めることで、新たな温度の飛び ∆T ′ = Tcool(tm) − T0 を定義し、

C =
P0t0
∆T ′

=
P0t0

∆T exp[−(tm − t0)/τ]
(33)

と表す。この表式は、0 ≤ t ≤ t0 の間に与えたとしていた熱量 P0t0 を、ある時刻 0 ≤ tm ≤ t0 において瞬間
的に与えたとみなした場合に対応する [図 6(i)上段の破線]。tm は、図 6(i)の破線と実線で囲まれる二つ
の領域 (灰色の領域)が同じ面積となる条件から得られる。このような、熱量に対する等面積性が成り立
つような条件下であれば、温度下降曲線 Tcool(t)の tm への外挿から ∆T ′ を評価することで比熱をより精
確に見積もることが可能となる。ここで、t0 を τに対して十分短く設定していれば、近似的に tm ∼ t0/2
であることを示すことができ [20]、熱量を与えた時間間隔の中点で近似できる。このように擬似的に断
熱的な条件で測定を行う手法を「準断熱法」と呼ぶ。
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一方で、緩和時間 τが更に短くなると図 6(ii)のような変化となり、上記の条件では精確な温度変化の
評価が困難になる。この場合は元々の表式 (28)、(30)に立ち戻れば加熱、冷却時の緩和曲線をこれらの
式でそれぞれフィッティングすることで緩和時間 τが得られ、上で定義した緩和時間の関係 C = κτから
比熱を評価できる。κ は前述したように加熱過程から式 (27)で与えられる。このように緩和曲線を直接
フィットすることで緩和時間を評価する方法を「緩和法」と呼ぶ。
試料系と熱浴が強く結合 (1/κ ≪ 1)している場合や試料比熱が非常に小さい場合は、緩和法でも測定が

困難になり、試料に交流変化する熱量を与えて測定する「交流法」が用いられるが、ここでは割愛する。
ここまで、比熱測定の手法について見てきたが、試料に現れる比熱は適用する系に応じて様々な成分を

含む。したがって、適用する系で着目したい成分を評価するには、それ以外の成分を適切に見積もり差し
引く必要がある。以下ではその典型的な温度依存性の例の紹介に留め、具体的な導出については触れない
ので、文献 [20, 22]等を参照していただきたい。

(i) 磁気比熱
磁気秩序状態では秩序変数に対応した比熱の温度依存性が現れる。秩序変数に依存するため、そ
の振る舞いは必ずしも自明ではない。一例として、局在スピン系でスピン波 (マグノン)近似が成
り立つ場合であれば、前述したように強磁性秩序状態では絶対零度近傍で C ∝ T 3/2、反強磁性秩
序状態であれば C ∝ T 3 の温度依存性を示す (典型的な 3次元長距離秩序の場合) [5, 8]。

(ii) 電子比熱
このテキストでは主に局在スピン系を対象としているが、フェルミ液体で記述される金属であれ
ば、低温で温度に比例する電子比熱 C ∼ γT を示す。ここで γは電子比熱係数と呼ばれ、フェルミ
面近傍の電子の状態密度を反映する。

(iii) 格子比熱
結晶格子の熱的な振動はフォノンという粒子として扱う事ができ、そのフォノンからできた気体
のエネルギーの評価から、低温では格子比熱は C ∼ (T/ΘD)3 と温度の 3 乗に比例する [23]。ΘD

はデバイ温度と呼ばれ、物質固有の量である (デバイモデル)。通常 T ≲ 1 K程度の低温では小さ
く、無視できる。

(iv) 核比熱
物質中に核スピン I をもつ原子核が存在し、その核スピンを持つ同位体の天然存在比が na である
とすると、それぞれの原子核種について 1 mol辺り naRln(2I + 1)のエントロピーを持つことにな
る。この大きなエントロピーを起源に低温高磁場で核比熱が現れる。典型的には高温極限の

C ∼ a0 + a1H2

T 2 (34)

による近似がよく成り立ち、温度の 2乗に反比例する振る舞いが現れるので、極低温でのフィッ
ティングから評価することが可能である [20, 22]。

3.3 磁気熱量効果測定

磁気熱量効果 [magnetocaloric effect (MCE)]は断熱的に、すなわち、エントロピーが一定となるように
物質に対する外部磁場を変化させた際に現れる温度変化を示す [24]。応用として、常磁性塩や銅の核ス
ピンを用いた磁気冷凍がよく知られている。MCE測定からは、系のエントロピー変化の情報を得られる
ので、他の熱力学量測定と相補的に用いることができる。また、連続的な磁場変化に対する温度変化を測
定すればよいので、相境界を決めるだけであれば、各パラメータ点での測定が必要な磁化、比熱測定と比
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二次の相境界
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秩序相無秩序相

(i) equilibrium

(ii)adiabatic

図 7 二次の相境界周辺の磁気熱量効果による温度変化の模式図。実線は磁場の上昇過程、破線は下降過程を表す。

べて測定時間が短く済む利点もある [10]。
実際の測定では、比熱測定と同様に完全な断熱条件下で行うことは困難であり、測定系のパラメータに
応じて、MCEによる温度変化の振る舞いが異なる。これを説明するために、エントロピー S の磁場変化
の関係式 (

∂S
∂H

)
T
= −C

T

(
dT
dH

)
− κ (T − T0)

T

(
dt
dH

)
− 1

T
d′Qloss

dH
(35)

を考える [25,26]。ここで C は試料比熱、κは試料と熱浴間の熱伝導率、T0 は熱浴の温度 (一定)、 dH/dt
は磁場の掃引速度、Qloss は熱の散逸項 (ジュール発熱等)を表す。試料から熱浴への緩和時間 (外部緩和
時間)は τext = C/κであり、磁場の掃引速度の時間スケールを τH とすると、τext と τH の比較から大まか
に２つの測定条件に分けられる (図 7) [10]。相転移が二次であり、熱の散逸項を無視できる場合 (絶縁体)
に磁場を相境界周辺で連続的に掃引したとする。

(i) τext < τH [熱平衡な条件 (equilibrium)]
κ が十分大きいか、磁場をゆっくりと掃引した場合、式 (35)の第二項が支配的になる。エントロ
ピー変化 (∂S/∂H)が (T − T0)/T に比例するため、相境界直上では図 7(i)のようなステップ様の温
度変化を示す。また、dH/dt項が磁場の上昇下降で反転するため、温度変化も反転する。

(ii) τext >> τH [断熱的な条件 (adiabatic)]
κ が小さいか、磁場を試料の外部緩和時間より早く掃引した場合、式 (35)の第一項が支配的にな
る。この場合は (∂S/∂H) は dT/dH に比例し、磁場の上昇下降に依存しないので、相境界直上で
図 7(ii)のようなエントロピー変化を直接反映するような温度変化を示す。

MCEは用いる試料にも依存するが、最も簡易的には図 8に示すようなセルで測定が可能である。この
筆者の自作セルの例では、温度計としては酸化ルテニウム厚膜チップ抵抗を用い、試料ステージを兼ね
る。この抵抗の疑似四端子法による測定線としては Pt-Rh線を用いており、これが熱浴への緩和 [式 (35)
の κ]を支配する。図には示していないが、熱浴用のヒーターで熱浴温度 T0 は一定に保たれるようにして
いる。試料の大きさに制約はかかるが、温度計が試料ステージを兼ねるので、金属の試料ステージを用い
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熱リンク

熱浴温度計

図 8 自作磁気熱量効果測定用セルの一例とその模式図

る場合に比べてバックグラウンドを抑制することが可能である。ここで、特に測定セルの本体が金属材料
の場合、磁場変化に伴う渦電流によるジュール発熱で熱浴の温度が変化しないように磁場掃引速度を調整
しなければならない。相境界だけを決めるのであれば、熱浴の変化に対して試料温度の変化が十分大きけ
れば問題ないが、エントロピーを正確に見積もりたい場合は問題となる可能性がある。
図 9 に筆者が行った MCE 測定の例を示す [後述するが sample 名の V はフェルダジルラジカル

(verdazyl radical)の略]。(i)、(ii)のいずれの場合も低磁場側が磁気 (反強磁性)秩序相、高磁場側が無秩

(i) equilibrium (sample: 3-I-V) (ii) quasi-adiabatic (sample: 3-Cl-4-F-V)

(a) 

磁気秩序相

図 9 磁気熱量効果測定の例。(i) 熱平衡 (equilibrium) 条件下測定。文献 [27] のデータより再構成。
矢印は磁場掃引の向きを表す。(ii) (準) 断熱 (quasi-adiabatic) 条件下測定。文献 [28] のデータより再
構成。(a)イニシャルスロープのフィッティングによる dT/dH の見積もり。(b)-(d) dT/dH の磁場変
化。closed circleは磁場上昇過程、open circleは下降過程を表す。
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序 (常磁性)相である。図 9(i)の (a), (c), (e)に示す有機磁性体 3-I-Vの測定 [27]では磁場掃引速度は 10
mT/sec程度であり、その振る舞いから図 7(i)の熱平衡条件での測定であることが分かる*11。この場合、
相境界で最も温度変化が大きくなることから、(b), (d), (f)で示すような微分のピークによって相境界を決
定した。
熱平衡条件の測定でエントロピーを見積もりたい場合は式 (35)に示されるように熱伝導率 κ等の情報
が必要となり、各パラメータを適切に評価しなければならない。熱平衡条件下で熱の散逸項を含めて各
パラメータを丁寧に見積もることできれば、例えば、超伝導体 Sr2RuO4 において報告されているように、
超伝導一次相転移におけるエントロピー変化を得ることも可能である [26]。
一方、図 7(ii)で示した断熱条件下での測定は通常困難であると述べたが、測定手法や解析を工夫する

ことで擬似的な断熱条件 (準断熱的測定)を実現することができる。図 9(ii)に、図 8のセルを用いた有機
磁性体 3-Cl-4-F-Vにおける準断熱的測定を例として示す [28]。熱平衡条件での連続掃引測定と異なり、
図 9(ii)の (a)に示すような短い区間での磁場掃引による温度変化を考える (この例では 20 mT間隔)。実
線のようによく線形フィットできる領域は、近似的に熱浴への緩和時間 τext のスケールより短い時間ス
ケールでの測定となっていることを示す。したがって、この温度変化開始直後の initial slope のフィッ
ティングから、各磁場下における式 (35)の第一項の dT/dH を直接見積もることが可能である。
図 9(ii) の (b)-(d) はこの解析から得られた dT/dH の磁場依存性を示している。dT/dH が磁場の上昇
下降過程でよく一致していることは熱浴への緩和項 [式 (35)の第二項]や熱の散逸項*12といった磁場の掃
引方向に反対称な成分が十分小さいことを示し、擬似的な断熱条件がよく実現していることを表す。この
とき、式 (35)とMaxwellの関係式 (∂S/∂H)T = (∂M/∂T )H から、(

∂T
∂H

)
S
= − T

CH

(
∂M
∂T

)
H

(36)

であるので、磁化の温度依存性が相境界で極値を持つとき、(∂T/∂H)の符号は相境界で反転する [図 9(ii)
の (b)-(d)の矢印]。今の例は絶縁体試料であったが、金属試料の場合は熱の散逸項の影響を完全に排除す
ることは難しい。しかしながら、上述したようにこの項は掃引方向に対して反対称であるから、磁場の上
昇下降過程のデータを用いて除去することが可能である [28]。同様に準断熱的な条件で dT/dH を直接得
る手法として、測定磁場に加えて交流磁場を印加することで生じる温度の交流応答を利用する方法が報告
されている [29]。

(準)断熱条件下で dT/dH を見積もることができれば、比熱測定の結果と合わせてエントロピーの磁場
変化を比較的容易に得られる。エントロピーの全微分 dS は

dS =
(
∂S
∂T

)
H

dT +
(
∂S
∂H

)
T

dH (37)

であり、断熱条件下で dS = 0であるから、ある基準からの相対エントロピー変化 ∆S はエントロピーの
定義より、

∆S =
∫ (

∂S
∂T

)
H

dT = −
∫ (

∂S
∂H

)
T

dH =
∫

C
T

(
dT
dH

)
dH (38)

から見積もることが可能である [25, 26]。

*11 本測定では図 8とは異なるセルを用いている
*12 Qloss がジュール発熱によるものと考えると掃引速度の 2乗 (dH/dt)2 に比例する。したがって、式 (35)の第三項は磁場の掃
引方向で符号を変える。
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4 磁性体中のボース・アインシュタイン凝縮とスピン梯子鎖
ボース・アインシュタイン凝縮 (BEC) は統計力学の教科書であれば必ず紹介される最も有名な量子
現象の一つと言えるだろう [30, 31]。巨視的な数のボース粒子 (boson) が転移温度以下で同一の一粒子
最低エネルギー状態を取る、というこの現象は、実験的にはアルカリ金属原子ガスの研究により実証さ
れ [32–34]、2001年のノーベル物理学賞を獲得している。一方、磁性体中の局在スピンを bosonとみな
すことで、ある種の磁場誘起の磁気相転移はこの BECと同じ量子臨界性を示すことが、理論的、実験的
に多くの物質で検証されている。最も特徴的なのは、磁場誘起量子臨界点 Hc の近傍で見られる相境界の
べき依存性

|Hc(T ) − Hc| ∝ T
3
2あるいは T ∝ |Hc(T ) − Hc|

2
3 (39)

であり、該当する多くの物質で実際にこのべき依存性が示され、量子臨界点における臨界指数の普遍性の
実証として最も成功している例と考えられる [10]。以下では、磁性体中での BEC*13の概念について簡単
にまとめ、具体例として S = 1/2の反強磁性梯子鎖の場合について述べる。その後、筆者の研究例とし
て強磁性鎖ベースの梯子鎖において見られた特異な臨界性を紹介したい。

4.1 局在スピン系とボース粒子間のマッピングと BECの量子臨界性

松原、松田によって提案された S = 1/2局在スピンと hard-core bosonを結びつけるMatsubara-Matsuda
変換

S +r = b†r , S −r = br , S z
r = b†rbr −

1
2

(40)

が磁性体中の BECを議論する出発点である [35]。ここで、S ±r = S x
r ± iS y

r は位置 rにあるサイト上のス
ピンの昇降演算子で [S µ

r , S ν
r′ ] = 0 (r , r′, {µ, ν} = {x, y, z})を満たす。b†r , br は hard-core bosonの生成消

滅演算子であり、サイト r 上のローカルな変換であるため、次元によらない。hard-core bosonはサイト
上の斥力 U → ∞の極限を考え、1サイトに 1つの bosonしか存在できないと仮定した粒子である。この
とき、hard-core bosonの条件は (b†r)2 = 0と表現できる。S = 1/2より大きい場合も、例えば、|S z = −S ⟩
の状態を bosonの真空 |0⟩とみなせば、(b†r)2S+1 = 0として一般化できる [10]。
ここで、BECの量子臨界性を示す最も単純なモデルとして、次元 d = 2 or 3 (正方格子あるいは立方格
子)上の S = 1/2反強磁性 [antiferromagnetic (AFM)] XXZモデル [10]

H = J
∑
r, ν

(
S x

rS x
r+eν + S y

rS y
r+eν + λS z

rS z
r+eν

)
− gzzµBH

∑
r

S z
r (41)

を用いて、局在スピン系と BECにおける bosonの対応を議論する (J > 0)。ここで eν は格子の実空間
上 ν = {x, y, z}方向の最近接サイトへのベクトルを表し、gzz、µB はそれぞれ g因子、ボーア磁子を表す。
λは XXZ型の異方性を表すパラメータで、λ < −1は Ising強磁性的、−1 ≤ λ < 1は XY的、λ = 1は
Heisenberg的 (等方的)、 λ > 1は Ising反強磁性的な場合に対応する。式 (41)に式 (40)の変換を施すと、

H = J
2

∑
r, ν

(
b†rbr+eν + b†r+eνbr

)
+ λJ

∑
r, ν

(
nb

r − 1/2
) (

nb
r+eν − 1/2

)
− µ

∑
r

nb
r　 (42)

*13 慣例的にこの現象はマグノン BECと呼ばれることが多い。しかしながら、文献 [10]によれば、ここで扱う、局在スピンを
Bosonにマッピングし基底状態間の量子相転移をその凝縮と結びつける議論と、熱的な励起状態であるマグノン (スピン波)
の凝縮を議論することは、厳密には別の概念であり、しばしば混同されると指摘されている。この立場も踏まえ、ここでは
マグノン BECという表現は避ける。
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となる。nb
r = b†rbr は hard-core bosonの粒子数演算子である。このハミルトニアンを見ると、第一項は

bosonのサイト間のホッピング、第二項は boson間の相互作用であり、第三項は化学ポテンシャルによる
粒子数の制御である。すなわち、遍歴的な hard-core bosonガスに対応している。
式 (42)において、b†r → br かつ µ→ −µの変換を行っても、元のハミルトニアンは保たれるので、粒子-
ホール対称性を持っていることが分かる。スピン系に立ち戻れば、これはスピン演算子 Sr → −Sr と磁
場 H → −H の変換に対して時間反転対称性があることに由来する。したがって、この場合の系の磁気相
図は図 10の左のように温度軸について線対称な相境界を示す。H = ±Hs [ここで、gzzµBHs = dJ(1 + λ)]
は臨界 (飽和) 磁場であり、BEC の量子臨界点に対応する。|H| > Hs では系はすべてのサイトのスピン
が磁場方向に偏極した状態であり、H < −Hs を Bosonの真空 |0⟩とみなすと、H > Hs は各サイトに一
つ boson が存在する状態 ∏

r b†r |0⟩ に対応する。このモデルにおいて、相境界以下の温度では、スピン
が磁場方向に傾き (canted)、磁場に垂直な面内で秩序した (XY的な)反強磁性秩序状態 (canted XY AFM
ordering state)である。
ここで、BEC における相転移に立ち戻ると、BEC 状態は系の U(1) ゲージ対称性が自発的に破れ、

Bosonの位相が確定した状態とされる。すなわち、巨視的なサイズで見れば粒子数も位相も確定したコ
ヒーレント状態である [23]。したがって、磁性体の量子相転移を BECと関連付けるためには、bosonに
マッピングしたハミルトニアンの U(1)対称性に対応して、スピン系の元々のハミルトニアンに一軸周り
の回転対称性 [O(2)対称性]を要請し、粒子数 (スピン系で考えれば磁化 mz =

〈
S z
r

〉
)が保存している必要

がある。このとき、スピン系と Boson系の各種パラメータは図 10の右に示すように対応させることが可
能である。ここで、磁気秩序相内でのサイト辺り磁化 mz の反転を磁化の昇降演算子 mx ± i my = m± とし
て表現している。

XY AFM 

ordering

T

H

Hs-Hs 0
,

magnetic

field

chemical 

potential

single

spin flip

creation-

annihilation

operator 

magnetization

per site

number of

particle

Spin system Boson

XY-like

ordering
BEC

boson

vacuum
one boson

per site

BEC

QCP

BEC

QCP

図 10 S = 1/2反強磁性 XXZモデルにおける相境界の模式図 (左)と BECの量子臨界点におけるス
ピン系とボース粒子の対応 (右)。
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粒子-ホール対称性からこの場合の BEC QCP を議論するには H = −Hs 近傍の場合を扱えば十分であ
る。この QCP 近傍の素励起を考えるために、式 (42) を H = −Hs 近傍で波数空間の演算子で書き換え
ると、

H =
∑

k

(ωk − µ̃) b̂†kb̂k +
1

2N

∑
k,k′,q

Vqb̂†k+qb̂†k′−qb̂kb̂k′ (43)

と表現される。ここで演算子及び、各パラメータは

b̂†k =
1
√

N

∑
r

eik·rb†r , ωk = J
∑
ν

(1 + cos kν) , µ̃ = gzzµB (H + Hs) , Vq = U + 2λJ
∑
ν

cos qν (44)

であり、N は全サイト数、同一サイト上の斥力 U → ∞は hard-core bosonの制約のために導入されてい
る。この bosonの一粒子の分散関係から長波長極限 k ≪ 1で ωk ∼ Jk2/2となる。磁気秩序状態が波数
Q を持つ反強磁性秩序変数 MQ で特徴づけられるとすると、量子相転移において波数 k = Q の状態に
bosonが凝縮することで U(1)対称性が破れたと考えることができる。すなわち、QCP近傍では一般には
ωk ∼ ωQ + a(k −Q)2 [ωQ = gzzµB (H + Hs)]のように展開でき、H = −Hs において基底状態と励起状態間
のギャップ ωQ が閉じるとみなせる*14。したがって、前述した動的臨界指数 zの議論から、BEC QCPに
おいて z = 2である。
磁場誘起の BEC QCP H = Hc において、平均場近似の範囲でこの z = 2の因子を反映し、絶対零度の

極限で物理量に T d/2 の依存性が現れる。すなわち、式 (39)で示した相境界含め、磁化 M、比熱 C は温
度に対するべき依存性

|Hc(T ) − Hc(0)|, M(H = Hc(0),T ), C(H = Hc(0),T ) ∝ T
d
2 (T → 0) (45)

を示す [10, 13]。現実の物質では通常三次元的なスピン相関の存在は避けられないので、後述する特殊な
場合を除いては d = 3である。

BECの量子臨界点の実現のために、系のハミルトニアンが U(1)対称性を持つことが条件と述べたが、
実際の物質ではこの対称性を破る相互作用の存在は避けられない。例えば、スピン軌道相互作用が強い系
ではもはや 〈

S z
r

〉自体は良い量子数ではなく、そのままでは図 10のような対応が成り立たない*15。しか
しながら、U(1)対称性を破るような相互作用のエネルギースケールが BECの量子臨界現象を示す温度ス
ケールよりも十分小さければ、近似的に BECの量子臨界性は実現すると考えられ、実際、相境界のべき
依存性に代表されるように多くの物質で実証されているのである [10]。
以上のように単純なモデルから磁性体中での BEC QCPについて示したが、その観測条件を簡単にまと
めると、

• 元々のスピン系のハミルトニアンが (近似的に)一軸回転 [O(2)]対称性を持つこと
• 磁場により基底-励起状態間のギャップが QCPにおいて閉じること (スピンに関して二準位)

である。このような条件を満たし、BEC QCP が最も盛んに研究されているのは、S = 1/2 スピンの
ペアが強く反強磁性的に相関したダイマー (dimer、二量体) 系である。この場合、ダイマー内の相関に
よってスピンギャップが生じ、スピンペアの一重項 (singlet) 状態から、磁場によってゼーマン分裂し
た三重項 (triplet) 状態への励起を boson の生成とみなせる。当てはまる物質としては、TlCuCl3 [36] と
BaCuSi2O6 [37, 38] が代表的である。S = 1 の D(S z

r)2 で表される一イオン異方性を持つ系も D に対応

*14 次近接以上の相互作用を考えることで、より高次の素励起が現れたり、縮退した複数の Qを持つ状態に凝縮する multiple Q
状態の存在も議論されている [10]。

*15 LS 多重項のエネルギー準位の分裂で擬スピン 1/2とみなせる系などでは対応付けられる場合もある
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したギャップによって生じる二準位間の遷移を bosonの生成消滅とみなせる*16。これに対応する物質は
NiCl2-4SC(NH2)2 (通称 DTN) [39, 40]がよく知られている。
次の節からは筆者の研究に関連して、BEC QCPが議論される他の例である、スピンギャップを持つ擬

一次元系の一つ、スピン 1/2梯子鎖について述べる。

4.2 擬一次元系スピン 1/2梯子鎖と BEC QCP

スピン 1/2 梯子鎖 (ladder) は図 11(i) の模式図のように表すことができ、S = 1/2 局在スピン間の足
(leg)方向の相互作用 J∥ によって形成される一次元鎖が、格 (rung)方向の相互作用 J⊥ で相関している格
子を指す。ここでスピン間相互作用が等方的 (Heisenberg的)な場合を考えるとそのハミルトニアンは

H = J∥
∑
i, α

Si, α · Si+1, α + J⊥
∑

i

Si, 1 · Si, 2 − gzzµBH
∑
i, α

S z
i, α (46)

で表される [各スピンの指標付けは図 11(i)に示した通りである (α = 1, 2)]。J∥、J⊥ の符号によっていく
つかのパターンが考えられるが、物質的に最もよく研究されているのは、共に反強磁性的な場合 (J∥ > 0、
J⊥ > 0)のスピン 1/2反強磁性梯子鎖である。この場合、leg方向と rung方向の相互作用の比 γ = |J⊥/J∥|
をパラメータとすると、rung 方向が優勢な strong-rung 型 (γ > 1) と leg 方向が優勢な strong-leg 型
(γ < 1)に分類できる。前者の極限 γ → ∞は前述したスピンダイマー系であり、後者の極限 γ → 0は反

J||J┴

α = 1 2(i)

(ii)

h

1

0

gapped gapless saturated

TLL

Disorder Fully 

Polarized

hc1 hc2

mz

(iii)

(iv)

3D BEC

T

H
Hc2Hc1

0

TLL

E - Es

~J||

~J┴

0

spin

singlet
saturated

quantum 

critical

i

i+1

図 11 (i)スピン 1/2ハイゼンベルク梯子鎖の模式図。 (ii)スピン 1/2反強磁性梯子鎖の典型的な磁化
曲線の模式図。(iii)梯子鎖間に３次元的な相互作用が存在する場合の相図。(iv)格方向の相互作用が
強い場合のエネルギー準位の模式図。

*16 もちろんこの異方性がスピンの量子化軸 zと一致しなければ、系のハミルトニアンは U(1)対称性を持たない。
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強磁性一次元鎖 (spin chain)に帰着する。スピンダイマー系を出発点とすると前者の場合 J⊥ の形成する
スピンペアによってスピンギャップが生じることは自明である。後者の場合でも、有限の J⊥ > 0が存在
する限りはやはりスピンギャップが存在することが数値計算で示されている [41]。
したがって、梯子鎖間に (磁気秩序をもたらすような) ３次元的なスピン相関がない場合、スピン 1/2
反強磁性梯子鎖系の磁化曲線は図 11(ii)のような振る舞いを示す [42]。すなわち、磁場誘起 QCPである
gzzµBH = h = hc1 までは spin singletの形成による gappedな無秩序相であり、もう一つの磁場誘起 QCP
の飽和磁場 h = hc2 ですべてのスピンが磁場方向に偏極する。hc1 < h < hc2 では１次元系に特徴的な朝
永-ラッティンジャー液体 [Tomonaga-Luttinger liquid (TLL)]と呼ばれる状態を取る。TLLはそれ自体が
量子臨界的な gapless状態である [42]。一般に系のハミルトニアンに連続対称性 [例えば、前述の O(2)対
称性] があれば、2 次元以下では有限温度で長距離秩序を示さないという、Mermin-Wagner の定理 [43]
が知られていることを付け加えておく*17。
梯子鎖間に３次元的なスピン相関が有限に存在すれば、図 11(iii) で示すように、３次元 BEC に対応

付けられる磁気秩序相が存在することになる。磁気秩序相より高温では依然としてある温度領域までは
TLL状態が存在する。TLL状態は短距離秩序で特徴づけられるので、それより高温に相境界は存在せず
点線で示すようなクロスオーバーである [44]。
最後にエネルギー準位の観点から図 11(iii) の相図を解釈しよう。図 11(iv) は式 (46) を元にしたエネ
ルギー準位の模式図である。ただし、簡単のために γ >> 1の strong-rung型を考え、梯子鎖間の相互作
用 Jinter は鎖内に比べ小さいとしてあらわには描いていない [44]。|s⟩は一つの rung方向の相互作用によ
るスピンペア (α = 1, 2) が形成する singlet 状態を示し、図の縦軸はエネルギーの基準を |s⟩ に取って、
E − Es と表している。|t−⟩, |t0⟩, |t+⟩は同じペアが作る triplet状態であり、|s⟩との間に ∼ J⊥ 程度のギャッ
プを持つ。ゼロ磁場で縮退していたこの triplet状態は磁場 H 中でゼーマン分裂し、|t+⟩の準位が |s⟩に接
近する。J∥ の存在により、この分裂は ∼ J∥ 程度の幅を持つので、Hc1 ∼ J⊥ − J∥ 程度の磁場で |t+⟩と |s⟩は
縮退する。したがって、|s⟩から |t+⟩への励起を bosonの生成とみなすことができ、3D BEC相 (XY-like
AFM ordering state)へ相転移する。

strong-rung型の物質例としては、Cu2+ イオンが S = 1/2局在スピンを担う錯体 (C5H12N)2CuBr4 [通
称 BPCB、あるいは (Hpip)2CuBr4]が知られ、γ = 3.6程度 (J⊥ ∼ 12.9 K、J∥ ∼ 3.6 K)　と見積もられて
いる [45]。本物質の梯子鎖間の相互作用 Jinter、及び、相転移は 100 mK 以下のオーダーで J⊥ に対して
百分の一以下と小さい。Hc1 ∼ 7 T近傍の 3D BEC QCPに対応する臨界指数は中性子散乱の磁気ブラッ
グ反射強度の温度依存性から得られており、秩序相は XY-like AFM 秩序に対応することも示されてい
る [46]。

strong-leg 型としては同じく銅イオン錯体の (C7H10N)2CuBr4 (通称 DIMPY) がよく知られており、
γ = 0.58程度 (J⊥ ∼ 9.5 K、J∥ ∼ 16.5 K)と見積もられている [47, 48]。本物質では Hc1 ∼ 3 Tで、磁気秩
序相は 300 mK以下に存在する。Hc1 近傍の NMRによる内部磁場の発達の温度依存性、及び、相境界か
ら 3D BECに対応する臨界指数が得られている [49]。上記いずれの物質も飽和磁場 Hc2 が 10 Tを超える
ため、Hc2 近傍での直接の臨界指数の検証はされていない。

4.3 スピン 1/2強磁性 leg梯子鎖で見られる特異な量子臨界現象

ここまでは典型的な反強磁性梯子鎖 (J∥ > 0、J⊥ > 0)の場合を見てきたが、J∥ < 0、J⊥ > 0の強磁性鎖
をベースとした梯子鎖の場合を考えてみる (ここではフェロレッグラダーと呼ぶ)。 J⊥ > 0は依然として

*17 絶対零度に長距離秩序があることは否定されない。
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図 12 (a) 3-Br-4-F-V、 (b) 3-I-V、 (c) 3-Cl-4-F-Vの構造式。R2∼R3のリングは炭素原子の共有結合
で構成されベンゼン環と同様、共鳴状態である。また、R1のリング上窒素原子の近くの点は、共有結
合が一つ欠損したラジカル (不対電子)であることを表す。水素原子は省略されている。

反強磁性的であるから、rungの相互作用に由来するスピンギャップを持つことは容易に想像できる。実
際、理論的にも等方的なスピンハミルトニアン (46)であれば、フェロレッグラダーも反強磁性梯子鎖と
同様に有限の J⊥ を持つ限りスピンギャップが存在し、磁場中 hc1 < h < hc2 では TLL状態であることが
示されている [50, 51]。特徴として、主に rung方向の反強磁性相関で飽和磁場までのエネルギースケー
ルが決まるため、反強磁性梯子鎖より容易に相図の全領域にアクセスできる可能性がある。しかしなが
ら、モデルとなる物質は調べる限りほぼ存在していない。
筆者らの研究で、通称 3-Br-4-F-V [= 3-(3bromo-4-fluorophenyl)-1,5-diphenylverdazyl]、3-I-V [= 3-

(3iodophenyl)-1,5-diphenylverdazyl]、3-Cl-4-F-V [= 3-(3-chloro-4-fluorophenyl)-1,5-diphenylverdazyl]と
呼ばれる三種の有機磁性体において、このフェロレッグラダーが実現しており、それぞれ異なる相互作用
パラメータを有していることがわかった [52–55]。ここでは、これら共通する格子をベースとする物質群
を利用して、BEC QCPの量子臨界性との関連を検証した我々の研究 [27, 28, 56]について紹介したい。
上記物質群はフェルダジルラジカルをベースとした分子性結晶であり、一つの分子はそれぞれ図 12に

示す構造式を持つ。図 12(a)の R1のリングがフェルダジルラジカル (verdazyl radical)に対応し、R4の
リングに修飾されるハロゲン原子の位置により、通称は決められている。一つの不対電子を有する状態
で安定しているラジカルであるために、一分子辺り一つの S = 1/2局在スピンを持った系と考えること
ができる。また、分子内のスピン密度は図 12 (a)に示す炭素原子による R1のリングに大部分が存在する
が、R2、R3 にも分布するため、これらのリングを介した π 軌道同士の分子間結合により、S = 1/2 ス
ピンのネットワークを形成する。R4リングのハロゲン原子の位置により、空間的に安定なリングの角度
が異なり、これらの物質群の分子間、すなわち、スピン間相互作用の違いをもたらしている [53]。また、
π 軌道による結合を介したスピン間相互作用は典型的に異方性が非常に小さく、Heisenberg 的 (等方的)
なスピン間相互作用が実現していると考えられる。このことから、純粋にスピンネットワークの作る磁
気格子の物理現象を研究するのに適した物質群と言える。結晶構造としては 3-Br-4-F-V、3-I-V、及び、
3-Cl-4-F-Vは単斜晶系空間群 P21/nに属しており、同型構造を持つ [52–55]。
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図 13 分子軌道計算から予想されるフェロレッグラダー間の相互作用ネットワーク [27]。

一般に分子性物質の特徴として、分子内には多数の原子軌道を有するが、それらが作る分子軌道の
うち、分子が中性になるまで電子を詰めた最高準位である占有軌道 HOMO (highest occupied molecular
orbital) とその上の非占有軌道 LUMO (lowest unoccupied molecular orbital) の、一つないし二つの分子
軌道で代表させ、それらの軌道の分子間の混成によって電子状態を議論することができるという点があ
る [57]。そのため、第一原理分子軌道 (MO)計算を用いて、スピン間相互作用の符号、及びある程度の
大きさを見積もることが可能である [58]。
表 3 の MO の列に分子軌道計算によって見積もられた各物質の梯子鎖内相互作用 J⊥、J∥、及び、比

γ = |J⊥/J∥|を示す。いずれも leg方向は強磁性的な相関を示し、フェロレッグラダーであることが示唆さ
れた [53]。3-Br-4-F-Vは γ > 1の strong-rung型、3-I-V、3-Cl-4-F-Vは共に γ < 1の strong-leg型であ
る。また、次近接以上の分子間相互作用の見積もりからは、いずれの物質においても、図 13で示すよう
な Jdiag、及び、梯子鎖間相互作用 J1 ∼ J3 が有限に存在することが示唆され、その大きさは物質によるが
0.1J⊥ 以下と見積もられている [52]。これらの相互作用が後述する本物質群の多様な磁気相図の要因と考
えられる。
図 14(a), (c)に各物質の磁化測定結果と、スピン 1/2梯子鎖のハミルトニアン (46)の量子モンテカルロ
法計算 (QMC)による結果 (実線)の比較を示す [53]。図 14(c)の挿図のように、高温の磁化率の温度依存

表 3 数値計算との比較による梯子鎖内相互作用 J⊥、J∥、γ = |J⊥/J∥|の見積もり。MOは第一原理分
子軌道計算、QMCは量子モンテカルロ法数値計算と磁化測定の比較から見積もられた値 [53]。

MO QMC 磁気転移温度
物質名 J⊥/kB (K) J∥/kB (K) γ J⊥/kB (K) J∥/kB (K) γ TN (K) (0 T)

3-Br-4-F-V 8.4 -5.1 1.65 12.5 -8.3 1.5 N/A
3-I-V 7.8 -9.4 0.83 5.8 -11.6 0.50 1.4

3-Cl-4-F-V 4.7 -9.2 0.51 7.3 -13.3 0.55 1.1
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(a)
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図 14 (a) 3-Br-4-F-V、3-I-V、 3-Cl-4-F-Vの磁化曲線と、対応する温度における式 (46)のハミルト
ニアンによる量子モンテカルロ法数値計算の比較 (実線)。 (b)ゼロ磁場下比熱測定による三種物質の
磁気転移の比較。(c)磁化率 χ = M/H の温度依存性と量子モンテカルロ法理論計算 (実線)の比較。挿
図は梯子鎖内相互作用の比 γによる数値計算結果の違いの比較 [53]。

性を再現するように決められたパラメータ J⊥、J∥ が、表 3の QMCの列に示されている (3-Cl-4-F-Vに
ついては文献 [55]の結果)。これらのパラメータで高温の磁化率がよく再現されることは、実際に主要な
相互作用がフェロレッグラダーとなっていることを強く支持している。MO と QMCの比較では定量的
に差はあるものの、そのオーダーと比については概ね良い一致を示していることがわかる。

strong-rung型の 3-Br-4-F-Vでは前述した理論予想の通り、スピンギャップが存在し、磁化曲線からそ
の大きさは 5 T程度である [図 14(a)]。一方で、strong-leg型の 3-I-V、3-Cl-4-F-Vにおいては、極低温領
域の磁化率、及び磁化曲線は上記のパラメータによる QMCの結果とズレが見られる。これらの物質にお
いては梯子鎖内の相互作用から予想されるスピンギャップは 0.5 K (3-I-V)、1.1 K (3-Cl-4-F-V)程度 [53]
と小さく、前述した梯子鎖間相互作用による三次元磁気秩序によって、容易にマスクされてしまってい
ると考えられる。実際、図 14(c) のゼロ磁場下比熱の温度依存性に示すように、3-Br-4-F-Vではスピン
ギャップ的振る舞いが見られる一方で、3-I-V、3-Cl-4-F-Vには磁気秩序に伴う異常が確認できる。
以上の理論計算と磁化測定結果の比較から、梯子鎖間相互作用の違いはあるもののいずれの物質もベー

スとなる相互作用はフェロレッグラダーであることが明らかとなった。したがって、フェルダジルラジカ
ルを含む分子に特徴的な等方的なスピン相互作用も合わせて、磁気秩序相境界は BEC QCPの条件を満た
すことが期待できる。そこで、これらの物質の磁場誘起 QCPで普遍的な臨界指数が得られるか、磁化、
比熱、磁気熱量効果から詳細な相境界を決定し、検証をおこなった [27, 28, 56]。図 15(a) ∼ (c)にこれら
の物質の磁場 H-温度 T 相図を示す。
図 15(a)の 3-Br-4-F-Vの磁気相図は磁化率 χ = M/H と比熱 C/T の温度依存性の異常から決定してい
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3-Br-4-F-V

3-Cl-4-F-V
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3-Br-4-F-V

図 15 (a) 3-Br-4-F-V [56]、(b) 3-I-V [27]、(c) 3-Cl-4-F-V [28]の磁気相図。(a)の (#1)、(#2)は同じ
バッチ内の異なるサンプルでの測定。(prev.) は先行研究 [54]との比較。(d)図 13(a)の 3-Br-4-F-Vの
相境界のべき依存性フィッティングから得られた臨界指数。tmax はフィッティング範囲の最高温度を
表す [56]。

(a) (b)

3-Br-4-F-V

図 16 (a) 3-Br-4-F-Vの H = Hc1、及び、Hc2 近傍での比熱の T 3/2 に対するプロット (Insetは元デー
タ)。核比熱 Cnuc による寄与を見積もり、差し引いている。(b) 3-I-V、及び、3-Cl-4-F-Vの臨界 (飽和)
磁場近傍の磁化 M/H の T 3/2 に対するプロット (Insetは元データ)。
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る [56]。χの極値 (×)の温度依存性は実線のように良い線形性を示しているが、これは TLLへのクロス
オーバーに特徴的な振る舞いである [59, 60]。比熱 C/T のピーク位置から得られた相境界 (•) の上部に
存在する partial領域は先行研究で NMR測定より見出された部分秩序相であり、三次元秩序相は非整合
(incommensurate) 反強磁性秩序である事がわかっている [54]。この相図は partial 領域の存在を除けば、
まさに図 11(ii)の一般的な梯子鎖の BECと同じ振る舞いを示している。実際、主に比熱測定による相境
界に対して、絶対零度への臨界指数の外挿値を解析したところ、µ0Hc1 ∼ 4.8 T、µ0Hc2 ∼ 9.2 Tの近傍で、
共に式 (39) の T ∝ |Hc(T ) − Hc|ν (ν = 2/3) に従うことがわかった*18 [図 15(d)]。図 15(d) は ν をフィッ
ティングパラメータとしたときの、フィッティングに用いる相境界データの最高温度 tmax に対する依存
性を示しており、低温で ν = 2/3に漸近していることが分かる。また、見積もられた H = Hc1、及び、Hc2

近傍での比熱 C の温度依存性を図 16(a)に示す。T 3/2 に対するプロットはいずれの QCP近傍でも広い温
度範囲で良い線形性を示しており、やはり式 (45)のべき依存性を支持する。したがって、strong-rung型
のフェロレッグラダーにおける磁気秩序が、3D BEC QCPの普遍性に従うことを示した初めての例と言
える。
一方、strong-leg型である 3-I-V、3-Cl-4-F-Vは前述したようにゼロ磁場から磁気秩序を示す。磁化 χ、
比熱 C、磁気熱量効果 (MCE)から決めた磁気相図を図 15(b)、及び、(c)に示す [27,28]。MCEは図 9で
示したデータから得られた相境界である。3-I-Vは比較的素直な振る舞いをしている一方で、3-Cl-4-F-V
は逐次 (2段)相転移を示す。この違いは梯子鎖間相互作用の違いによるものと考えられる。この逐次相
転移は 5 T付近で一つに重なるので、いずれの物質も臨界 (飽和)磁場 Hc 近傍に限れば、図 10の S = 1/2
反強磁性 XXZモデルと同様の議論が可能である。
図 17にそれぞれの飽和磁場近傍の相境界を示す [(i)-(a) 3-I-V、(ii)-(a) 3-Cl-4-F-V]。この相境界は明ら

かに 3D BEC QCP の場合と異なり、測定手法によらず広い温度領域で線形性を示している。見積もっ

(i) 3-I-V (ii) 3-Cl-4-F-V

図 17 (i) 3-I-V [27]、(ii) 3-Cl-4-F-V [28]の臨界磁場 Hc 近傍の (a)相境界、及び、(b) H − Hc に対す
る log-logプロット。

*18 これまでの臨界指数 νとは別の定義なので注意。
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図 18 弱く反強磁性的に相関した擬一次元、あるいは擬二次元的な強磁性体で理論的に予想される
BEC QCP近傍相境界の臨界指数のクロスオーバー。文献 [61]を参考に模式的に表現した。挿図はこ
の理論での一次元 (1D)、あるいは、二次元 (2D)の場合に仮定された磁気格子の模式図。実線が支配
的な強磁性相互作用 J、点線が弱い反強磁性相互作用 Jinter を表す。

た Hc から、H − Hc に対する log-logプロットを図 17(i)-(b)、(ii)-(b)に示しているが、べき依存性 ϕを
|Hc(T ) − Hc| ∝ T ϕ と定義したときの振る舞いは、やはりどちらの物質でも ϕ = 1の領域の存在を示して
いる。
我々は、この強磁性的な一次元鎖方向の相関が強い梯子鎖に非常に類似した磁気格子で、BECの相境
界において同様に線形な領域が現れる理論的な提案 [61]があることに着目した。文献 [61]で提案されて
いる飽和磁場 Hc 近傍の相境界の振る舞いとモデルの模式図を図 18に示す。この理論では S ≥ 1/2の強
磁性鎖 (1D)あるいは、強磁性正方格子 (2D)が非常に弱く反強磁性的に相関している場合が想定されて
いる (挿図)。1D、2Dいずれの場合も ϕ = 1の領域が存在し*19、弱い反強磁性的な相関 Jinter と同等程度
の温度で、通常の 3D BEC QCP的な ϕ = 3/2にクロスオーバーする。2Dの場合は実際、 S = 1/2擬二
次元 XXZ強磁性体 K2CuF4 において ϕ = 1の相境界が観測されている [62]。
共に strong-leg型のフェロレッグラダーである 3-I-V、3-Cl-4-F-Vは、rung方向ボンド間を S = 1スピ
ンと実効的にみなせば [63]、まさにこの擬一次元的な場合 ϕ = 1に相当していると考えられる*20。図 18
に従えば、臨界磁場 Hc のごく近傍では ϕ = 3/2を示すはずであるが、相境界を極低温まで決定するのは
困難である。一方、それぞれの物質で見積もられた臨界磁場近傍の磁化の温度依存性を図 16(b)に示す。
T 3/2 に対するプロットは広い温度範囲で線形性を示していることがわかり、3D BECの場合の式 (45)の
振る舞いから上の仮定とも合致する*21。低温側での傾きの変化は、ϕ = 1を仮定したための臨界磁場から
のズレ、あるいは U(1)対称性を破るような異方性が極低温で現れている可能性がある。
分子性物質の特徴として多数の水素原子が含まれ、中性子線の吸収体となるため、残念ながら多くの場

合、中性子散乱による磁気構造の詳細な決定が困難であり、本物質群でもその点には課題が残る。しかし

*19 2Dの場合は対数補正を受ける。
*20 一次元系と言っても、単純に BEC QCPのべき依存性の式 (45)で d = 1というわけにはいかない。なぜなら、この式の前提
として考えたモデルでは、(完全な)一次元系であれば、前述したMermin-Wagnerの定理により、有限温度には磁気秩序は存
在しないからである。あくまで有限の 3次元的な相関が必要である。

*21 この場合、飽和磁場以上の状態を bosonの真空とみなすので、M ∼ Ms − const. × T 3/2 (Ms は飽和磁化)。
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ながら、磁気構造の詳細を知らずとも、系の対称性と次元*22によって決まるという量子臨界現象の普遍
性は、バルクの熱力学量から推定することができ、実際ここで紹介した物質群で見られたフェロレッグラ
ダーにおける strong-rung型の典型的な 3D BEC QCPの臨界指数 (3-Br-4-F-V)、及び、strong-leg型に共
通の相境界の線形な振る舞い (3-I-V、3-Cl-4-F-V)はその一例と言える。

5 終わりに
本テキストでは磁性体中のボース・アインシュタイン凝縮を題材に、熱力学量測定による量子臨界現

象の検証について、筆者の S = 1/2フェロレッグラダーにおける研究を例として紹介した。また、エキ
ゾチックな現象として系の低次元性が臨界指数に影響を与える可能性を示した。低次元性という話題に
限っても、ごく最近でも擬スピン S = 1/2のハイゼンベルクハニカム格子反強磁性体である YbCl3 上で
2次元極限的な BEC QCPの実現が報告されている [64]。スピン系を bosonにマッピングすることで磁
性体上に実現する boson系の物理は多彩でありここでは紹介しきれないが、本文中でもしばしば引用し
た Zapfらの Review論文 [10]が (若干古いものの)詳しいのでご参照いただきたい。
ここまでアシンメトリ量子との関連性についてはほとんど触れてこなかったが、最後に BEC QCP と
交差相関の関連について紹介して結びとしたい。BEC QCP が最も盛んに研究されている代表例として
挙げた S = 1/2スピンダイマー系の TlCuCl3 であるが、磁場誘起の BEC QCP近傍から発現する強誘電
性、すなわち、交差相関である電気磁気効果 (magnetoelectronic effect) が報告されている [65]。これは
BEC QCP 近傍で縮退した singlet 状態と S z = +1 の triplet 状態 [図 11(iv) 参照] の重ね合わせの状態を
表す波動関数に対し、ベクタースピンカイラリティ ⟨S1 × S2⟩ が有限の期待値を持つことで発現する電
気分極 [66]として解釈されている。また、この強誘電性は圧力下でエンハンスすることも報告されてい
る [67]。長年研究されてきた BEC QCPの典型的な例として扱われる一見シンプルな系でも、交差相関
が現れる可能性があるというのは非常に興味深い。
拡張多極子の秩序においても同じ秩序変数を持つ物質群に対し、ここで紹介した熱力学量測定手法を用

いることにより、その普遍性を見出すことが期待できるだろう。本テキストがそのような拡張多極子の秩
序に潜む普遍性を探る上での一助となれば幸いである。
ここで示した筆者の研究や実験手法の議論に関しては、榊原俊郎、橘高俊一郎、清水悠晴、志村恭通、

中村翔太、細越裕子、山口博則、高野安正、堀田知佐、各氏をはじめとして、これまでの多くの方との研
究、及び、有益な議論が元となっています。この場を借りて改めて感謝申し上げます。また、校閲いただ
いた関係者の方々、このような機会を与えてくださった秋の学校の関係者の皆様に心よりお礼申し上げ
ます。
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多極子を用いた異方性の記述に基づく現象論
日本原子力研究開発機構　先端基礎研究センター 石飛尊之

1 序論
1.1 はじめに
本講義ノートでは，固体物理における多極子を用いた異方性の記述に基づく現象論を解説する．多極子

は，一言でいうと物理的な自由度のあらゆる異方性を記述する基底であり*1，対称性や異方性に関するあ
らゆる議論に有用となる．しかし，従来の固体物理における多極子物理の文脈では，対象となる系が軌道
縮退とスピン軌道相互作用のある d 電子や f 電子系，主に局在電子系に限られており，多極子の概念は
原子位置での局所自由度の異方性の記述にのみ用いられていた．さらに，既存の論文やテキストでは，点
群を中心とした群論の用語を用いた記述が多く，その内容を理解するために，群論の理解のみならず記法
の慣習を大量に覚えなければならないような表記が慣例となっていることもあり，多極子の概念は固体物
理のごく一部の狭い領域でしか用いられてこなかった．近年，複数サイトにまたがる拡張多極子の概念が
導入され，また特に重要なことに，物理量の異方性を記述する完全基底としての多極子概念が完成したこ
とで，その対象は飛躍的に広がった．多極子基底を用いるとあらゆる対称性に関する議論が (1)物理量の
異方性を整理する (多極子基底を構成する)，(2)物理量の積でスカラーをつくる，の 2ステップにまとめ
られ，直感的かつ構成的な解析ができる．
しかし，現在 (2024年前半)において，物理量の異方性を記述する完全基底としての多極子概念が広く
浸透している様子はなく，近い将来急速に広がって行きそうな気配も個人的にはあまり感じない．それ
ばかりか，異方性の観点で多極子の言葉を用いれば一行で記述できるような内容を，群論の言葉で長々と
書き連ねる論文が続出している．個々の概念や用語などは広がっているようで，多極子の言葉を耳にす
ること自体はここ数年で増えているが，多極子が異方性を記述するための極めて自然な言葉であること
や，物理量の完全基底を張る，あるいは張れることを念頭に物理的考察を行うことができるようになって
いる，といった根幹的な考え方としては捉えられていないようである．この点を踏まえ，本講義ノートで
は，多極子によって異方性を記述・理解するための基本的な考え方を解説する．多極子演算子などの正確
な表式や点群の知識，諸々の歴史的な経緯などについては，引用文献を紹介したり脚注で言及するに留め
る．また，群論の用語を使った説明はできるだけ避け，具体例を用いて概念を説明してから関連する用語
を挙げるに留める．ここで言及しない重要な話題も少なくないが，詳しく知りたい方は速水・楠瀬による
レビュー論文 [1]，同著者らとその共同研究者らによる固体物理誌での連載記事 (日本語)[2]，八城 [3]や
大岩 [4]による博士論文などを参照いただきたい．
序章の以下の部分では，多極子による「異方性」の記述と従来*2からある群による「対称性」の記述の

違いを説明し，多極子による異方性の記述が如何に物理の見通しを良くするかを強調する．なお，本稿で
*1 正確に言うと，現在完全基底として具体的な表式が得られているのは電子系の自由度についてのみだが，本ノートではテンソルとして変換する物理量の基底を多極子ということにする．また後述する格子模型での「対称性適合多極子基底」のことを単に多極子基底という．
*2 2024年現在でも圧倒的多数派である
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図 1 多極子展開の例．一軸異方的な電荷分布が単極子や四極子の和で表される．180◦ 回転対称で
90◦ 回転非対称な異方性は四極子 Qx2−y2 によって表される．

は特別断らない限り，紙面右側を x軸の正方向，上側を y軸の正方向，紙面に垂直手前側を z軸の正の方
向にとる．

1.2 対称性と異方性
対称性と異方性*3は相補的な概念であり，対称性が無い場合は異方性がある，異方性が無い場合は対称
性があると表せる．ある図形や物理的な系が，回転や空間反転などの操作に対して不変であればその操作
に対する対称性をもつといい，不変でなければ対称性をもたない (あるいは対称性が破れている)という．
例えば，図 1の左辺の楕円形の電荷分布 (電荷でなくてもよい)は紙面に垂直な軸周りの 180◦ 回転対称性
をもつが，90◦ 回転対称性はもたない．系の対称性は，対称操作の集合 (図 1で，電荷分布が楕円形であ
れば z軸周りだけでなく x軸や y軸周りの 180◦ 回転対称性などの対称性ももつ)である群によって指定
され，系でどのような現象が生じるか生じないかが群によって分類される．
同じことを異方性の観点で言うと，x2 − y2 のように 90◦ 回転で符号を変えるが 180◦ 回転で符号を変え

ないような四極子が有限である，と表す*4．図 1のような多極子展開に表れる多極子によって異方性が特
徴付けられる．詳細は次章で説明するが，電磁気学における多極子展開と同様に，回転に対する異方性は
球面調和関数によって表すことができる．回転異方性に加えて空間反転に対する偶奇を含めて表現する
には 2種類の (電気/電気トロイダル)多極子を，時間反転に対する偶奇を表現するためにはさらに 2種類
の (磁気/磁気トロイダル)多極子を含めた系 4つの多極子を用いると物理的な異方性が完全に記述できる
(詳細は次章に記す)．
対称性と異方性は相補的な概念であるため，対称操作の集合である群と有限な多極子の集合は一対一に

対応する．そのため，多極子の理論は群による記述と等価であると思われることが多いようである．しか
し，原理的にも技術的にも，多極子を用いた異方性の観点による記述のほうがはるかに優れているため，
両者の違いをここに整理する．最も基本な相違点は，対称性はある現象が生じないことを示すのに対し，
異方性はある現象が生じることを示す点にある．普通は生じる現象に興味があるため，これだけでも異方
性の記述の方が優れていると言えるが，与えられた系がもつすべての対称性を列挙すればその補集合とし
てすべての異方性が得られるため，現象が生じることを対称性の言葉で記述することも不可能ではない

*3 より一般には，操作に対する不変性と変換性．
*4 次章で記すように x, y, zの n次の多項式で表されるような多極子をランク nの多極子，あるいは 2n-極子という．
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(後にその例を示す)．異方性による記述の最も優れた点は，(1)あらゆる対称性に関する解析が電気単極
子 (時空間反転偶のスカラー)をつくれるかどうかに集約される，(2)多極子は構成的に作れるため，未知
の現象を発見することができる，の二点にある．
まず，異方性の観点では，あらゆる対称性に関する解析が電気単極子 (時空間反転偶のスカラー)をつ

くれるかどうかに集約されることについて説明する．ある現象が生じるかどうかを対称性の観点から論
じる場合，対称性がなければ何でも生じ，対称性があればいくつかの現象が禁じられる，と考える．この
観点では対称性がなければ何でも生じると考えるので，現象に対する起源を発見することはできない．ま
た，対称性のパターンの数だけ分類が必要であり，回転と時空間反転のみを考慮した場合でも磁気点群の
数 122個だけ分類が必要である*5．一方，異方性の観点では，異方性がなければ自明な現象 (磁場に対す
る磁化の応答や電場に対する分極の応答など)しか生じず，ある異方性が生じれば (多極子が秩序すれば)
それに対応していくつかの現象が生じる，と考える．異方性がなければ生じない現象に対して，その起源
となる多極子が一つ対応する．異方性の観点では，考える出発点が球対称であるため，ある現象が生じる
かどうかは秩序変数 (期待値が有限な多極子)と現象を表す物理量たちの積でスカラーが作れる，という
一つの条件にまとめられる．この考え方は至極当然で，図 2の例で理解できる．y方向にボールを (いく
つか)投げて，(統計的に有意に)x方向に跳ね返ってくれば，xを yに変換するような壁 (原因)があり，そ
の異方性は xyで表されるはずだ，というくらいのことである．*6これは自明な話だが，観測する物理量の
異方性とその起源となる異方的な秩序変数*7の関係について，これ以上複雑な考察は必要ない．重要なの
は選んだ座標系で xyと表される異方性を表す実体があるかどうかを知ることができるかどうかは，実験
の設定 (投げる/捕るの位置)によって決まるということであり，対象となる系の対称性やそれを実験者が
知っているかどうかによらないということである．当たり前のことのようだが，これを対称性の観点で理
解しようとすると，系がどのような対称性をもつかや，xや yといった方向が系の対称性を表す群のどの
既約表現に属するかを知る必要があり，そのため，実験結果がどのような物理的帰結をもたらすかをあら
かじめ知ってから実験を設定するにはそれなりに高度な専門知識を必要とする．
対称性と異方性の観点の違いをより形式的に理解するには図 3のように考えればよい*8．対称性の観点

では，ハミルトニアン中の演算子や自由エネルギー中の秩序変数に作用して不変となる操作を考える．対
称操作の集合 (群)の数だけ分類があり，ある現象が生じることを示すには磁気点群 122個 (磁気空間群
1651個)の中からそれが対称性によって禁じられないものを列挙する．一方，異方性の観点ではハミル
トニアン中の演算子や自由エネルギー中の秩序変数の係数にも回転などが作用すると考える．これは座
標の変換を考えていると思えばよい．例として，ある原子の周りが z方向にポーラーな (z方向の電気双
極子が秩序している)対称性になっていて，s軌道と pz 軌道が混成する場合を考える．この異方性を有効ハミルトニアンの項 ∆(c†scpz + h.c.)で表す (c†,cは生成，消滅演算子)．この係数はより微視的なハミルト
ニアン H を用いて ∆ = 〈s|H|pz〉と表される．このとき，対称性の観点では c†scpz + h.c.の符号を変えない
z軸周りの 180◦ 回転などの対称性があり，符号を変える x軸周りの 180◦ 回転対称性は破れている，など
のように考える．異方性の観点からは，秩序変数 ∆ = 〈s|H|pz〉が異方性を特徴づけ，ハミルトニアンの

*5 空間並進に対する対称性も考慮すると 1651種類の磁気空間群を考慮することになる．
*6 正確に言うと，投げる側と捕る側を逆にしてもこの配置でキャッチボールができるなら xyの異方性となり，xから投げて yの逆側に曲がるようなら軸性の z(xと y の外積)という異方性で表される (ボールが荷電粒子で磁場が zに印加されているときにはそうなる)．
*7 ここでは自発的な対称性の破れに基づく秩序変数に限らず，観測時間の間期待値が有限となる物理量を秩序変数と言う．もし図 2右の左辺の壁が回転扉のようになっていれば，四極子の自由度を持つが秩序はしていない，という言い方になる．対象が量子力学的なものになっても同様に，物理的な自由度を異方性の観点に基づく基底で表し，期待値が有限になるものを秩序変数という．
*8 この段落での議論は確立した見方ではなく，また議論が洗練されておらず序章にしてはごちゃごちゃと式が出てくるが，ここでの内容は前段落で述べた，異方的な現象があるならその原因として異方性を表す物理量が関係する (秩序している)はずだ，というだけの話である．理論形式に特に関心のない読者はこの段落は読み飛ばしてよい．
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xy

異方性の観測 異方的な実体(秩序変数など)
原因現象

y x = +
+−

多極子展開投げる

捕る? ? + +⋯

図 2 観測される異方性とその起源の関係の例．左図の配置で投げたボールを捕ることができれば，
xyという異方性で表される壁があるはずであり，多極子展開によって異方性やその大きさを具体的に表すことができる．

項 〈s|H|pz〉 c†scpz + h.c.は座標の回転に対して符号を変えない (例えば x軸周りの 180◦ 回転を考えると係
数 〈s|H|pz〉と演算子 c†scpz + h.c.がともに符号を変えるためその積は不変である)．座標変換で物理は変わ
らないため，ハミルトニアンや自由エネルギーはあらゆる座標の回転や反転で不変である必要があり，こ
れは各項が電気単極子 (空間・時間反転偶のスカラー)として変換するという条件になる．対称性に関す
る解析をする際に考慮すべきことはこの一点のみである．系の対称性 (群)または異方性を指定すると有
限な多極子 (係数 aµνλ... の添字と時空間反転偶奇性)が決まるため，それと同じ添字と時空間反転偶奇性
をもつ物理量の積を構成すればよい．例えば，磁気双極子M が秩序すれば同じ異方性をもつホール効果
E × j (電場 E と電流 j の相関)が生じるし，電気双極子Qが秩序すれば，同じ異方性をもつラシュバ型
スピン分裂 Q · (k × σ) (波数 k でのスピン σ のロッキング)やサイクロイダル型の反対称スピン間相互
作用 (Q × ri j) · (Si × S j)が生じる (ri, j はスピン Si, j の位置，ri j = ri − r j)．このように異方性の観点では，対称性に関する制約が系の詳細によらず，対称性を決めると一意に定まる多極子*9と同じ添字・時空
間反転偶奇性をもつ物理量の積で表される物理現象が生じる，とまとめられる．
次に，(2)多極子は構成的に作れるため，未知の現象を発見することができることについて説明する．
構成的に作れるというのは，例えば 1つの添字をもつランク 1の多極子 (ベクトル)2つの積で 2つ添字を
もつランク 2の多極子がつくれる，というようなことであり，作り方を変えることで様々な物理現象に
関する知見が得られる．例として，歪み εxy によって磁化 Mz が誘起される線形磁歪現象 (ピエゾ磁気効
果)を考える．この現象が生じるためには，これらと同じ添字をもつ磁気八極子 Mxyz が秩序していれば良い*10．回転に関する異方性は添字 x, y, zで表されており，注目する現象を表す物理量 (εxy と Mz)の添字と，秩序変数 Mxyz の添字を揃えるという，単純明快な条件で現象に対する制約を表すことができる．重要なことに，添字 (と時空間反転の偶奇)が揃っていれば他の現象も同じ磁気八極子 Mxyz で特徴づけられるため，添字を変えずに物理量を変えることで，同じ多極子 Mxyz の秩序下で生じる新たな現象を簡単

*9 現在 (2024年)ではほぼすべての文献が対称性の観点に基づいており，系の対称性/異方性は点群や空間群で示されているため，対称性 (空間群や点群)を指定してからそれに異方性 (有限な多極子たち)を対応付ける (文献 [5]や [6]の対応表を参照する)，という方法をとることになるが，これは対称性が異方性に先んずるということを意味しない．そもそも実験的には物理量の異方性が実験精度の範囲内で観測されないことを通して対称性があるとみなすのであり，対称性が観測されるわけではないから，対称性を指定する方がより間接的な特徴付けであると言える．なお，ほとんどの異方性 (秩序変数)は X線構造解析によって実験的に決められ，磁気的なものなど数個の秩序変数を中性子散乱や物性測定で同定すればよい．
*10 4種の多極子のうち，時空間反転対称性を考慮すると空間反転偶・時間反転奇の磁気八極子に限られる．各多極子の時空間反転偶奇性や対称積・反対称積については次章で述べる．
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座標変換
対称性 異方性
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ij c†

iμcjν H = tμν
ij c†

iμcjν
回 
転

空 
間 
分 
布

全体でスカラーになる
ある現象が許される磁気点群(122個)を列挙 ある現象に一種類の多極子が対応

空間群230個で分類

未分類 
・磁気空間群(1651個) 
・格子非整合秩序&準結晶 
　(超空間群 10万個以上)

ここに作用
係数含めて全体に作用
あらゆる座標並進で不変
全体で波数0のスカラーになる
全体で波数0のスカラーになる

係数 の分類済aμνλ...

図 3 対称性の観点と異方性の観点の比較．自由エネルギーや電子系のハミルトニアンに対する操作の考え方の違いを表す．ハミルトニアンの添字 i, jは位置，µνは内部自由度を表す．自由エネルギー中の φは秩序変数や外場を表す多成分変数で，左部では系の対称性に従うように成分が (右部と同じように)与えられているものとする．右部の (φφφφ)µνλ... は，φ一つ一つが添え字を (一つまたは複数)もって全体で µνλ...と変換することを表す．例として自由エネルギーの四次の項や一体のハミルトニアンを書いたが一般の場合も同様であり，φ が有限波数の場合には全体 (係数 a を含む) で波数 0 とする．

に発見できる．例えば，歪み εxy を電場の二次 ExEy に変えれば非線形電気磁気効果が，波数 kxky に変えれば波数空間でのスピン分裂 (交替磁性)が，磁場の二次 BxBy に変えて Mz を Bz に変えれば磁場の三次
BxByBz による八極子ドメインの制御が，次々と発見できる．
これを対称性の観点で言うには εxy と Mz に対する偶奇性が一致する対称操作を列挙する必要があり，その条件は「時間反転対称性及び，x,y,z軸周りの四回回転または回反対称性，[110]型の軸周りの二回回
転対称性と (110)型面での鏡映対称性がすべて破れている．具体的には図 4の右下に挙げた 21個の磁気
点群 (Mxyz によって破られる対称性の補集合になっている)のどれかに属すること」となる．異方性の観
点では，添字を揃えるという至極簡単な条件で指定でき，線形磁歪や非線形電気磁気効果などの現象に対
する条件が同じであることも一目瞭然であるのに対し，対称性の観点ではこれらが正しい条件になってい
るかを判断することすら難しく，また，これらの現象が同じ条件になる理由も不明瞭である*11．このよ
うに，対称性に注目するとある現象が生じる条件が煩雑にならざるを得ないため，その現象が生じるため
の (時空間対称性の観点からの)必要十分条件をほとんど誰も知らないということがよくある．*12

このように，対称性に関する解析において，対称性よりも異方性に注目し，多極子によってその異方性
を記述する方法の利点が大きい*13．その利点は (1)あらゆる対称性に関する解析が電気単極子 (時空間反
転偶のスカラー)をつくれるかどうかに集約される，(2)多極子は構成的に作れるため，未知の現象を発
見することができる，の二点にあることを述べた．しかし，多極子を用いた解析の最大の利点は対称性に
関する議論を超えたところにある．後述するように多極子は物理量の基底であるため，(3)定量的な議論
が可能であり，(4)磁気空間群の範疇に収まらない対称性を扱うことができ*14，(5)現象が生じる機構を
発見することができる，という大きな利点がある．

*11 そのためこれらの現象はしばしば別々に発見される (実験的にではなく理論的にでさえ)．
*12 特に，時間反転や空間反転対称性の破れが必要条件となる場合 (非相反伝導や磁気光学カー効果など)に，それが十分条件でもあるかのように議論されることがよくある．正確な議論を目にすることのほうが稀であるように思うが，このような記述の煩雑さを考えれば当然のことであろう．
*13 というより (結晶中の時空間対称性に関しては)対称性に注目する利点は一つも思いつかない．
*14 対称性からは許されるはずの現象が特定の模型では生じないということがよくあるが，これはしばしば軌道や副格子の自由度の制限に伴う，磁気空間群よりも高い対称性によるものである．
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 m-3, mmm, 2/m, 23, 222, mm2, 2, m, m-3m’, 4’/mmm’, 4’/m, -4’3m’, 4’32’, 4’22’, -4’2m’, -4’m2’, 4’mm’, 4’, -4’, 

1 1̄ m3̄ mmm 2/m 23 222
mm2 2 m m3̄m′ 4′ /mmm′ 4′ /m 4̄′ 3m′ 

4′ 32′ 4′ 22′ 4̄′ 2m′ 4̄′ m2′ 4′ mm′ 4′ 4̄′ 

Mxyz

ϵxyMz

添字が同じ ϵxyMz

ExEyMz

kxkyMz

HxHyHz

ExEyMz kxkyMz HxHyHz
線形磁歪 非線形電気磁気効果 交替磁性 ドメイン制御

異方性(多極子) 対称性(磁気点群)

物理現象(物理量の結合)

物理現象との関係

図 4 磁気八極子 Mxyz によって生じる現象の異方性及び対称性による記述．異方性の観点では一種類の多極子で特徴づけられ，これらの現象の共通点 (添字が同じ)との関係も明確であるのに対し，対称性の観点ではそれぞれの現象との関係性が不明瞭である．

本稿では，多極子による異方性の記述の方法とその利点及びいくつかの物理的応用を理解することを目
指す．第二章で多極子の定義と基本的な性質，多極子基底の簡単な例を紹介し，第三章で結晶中での多極
子について詳述する．第四章では多極子を用いた解析の例として，多極子基底による現象の機構の発見法
といくつかの化合物に対する多極子理論の適用例を示す．

2 多極子の基本
ここでは，多極子を導入し，多極子を用いた解析のための基本的な考え方について述べる．多極子やテ

ンソルは抽象的な概念のように思われる向きもあるが，諸々の異方性を角度 θ, φ あるいは成分 x, y, zで
表す，というだけの話であり，実践的に用いるのに特に困難は無いように思う*15．実践的な観点を先に
述べておくと，多極子には (球面調和)関数としての見方とテンソルとしての見方があり，考えている自
由度や秩序変数がどの多極子で表されるかに興味があるときなど，多極子そのものの形を考えるときに
は関数として考え，物性との関係など多極子の機能に興味がある場合にはテンソルとして考えればよい．
なお，多極子は連続空間での電子系の演算子の基底として導入され [1, 5, 7, 8]，それを格子系などの有効
模型にマップするというのがよくある正式な議論の仕方だと思うが，ここでは連続空間での定義は原論
文 [5, 7, 8]及びレビュー論文 [1]と日本語解説記事 [2]を参照していただくとして，低次の多極子の紹介
と分子や格子系などの離散系での基底の張り方の説明に注力する．離散系に焦点をあてると，多極子が
(完全)基底であることや，異方性に注目するという以外特別なことはなにもないことがわかりやすいと思
う．物理的な応用に関しては主に次章以降に述べる．

2.1 多極子とは
多極子は，異方性を記述する物理量の基底であり，座標回転に対してテンソルとして変換する*16．異方

性はテンソルとしてのランク lとその z成分 m (|m| ≤ l)あるいは添字 x, y, zの多項式で表され，ランク l

*15 規格直交性などの諸々の性質を証明したり，Clebsch-Gordan係数を用いて具体的に記述したりすると抽象的で煩雑な式に出会ったりするが，実践的に用いるには異方性を x, y, zで表し，物理量の積の中にそれぞれ偶数回登場させてスカラーを作る，という以外に必要なことはない．
*16 多極子は明確に演算子として定義されるが [1, 5, 7, 8]，本稿ではテンソルに時空間反転の偶奇性を加味したもの，という意味で多極子という．
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の (l次の多項式で表される)多極子を 2l-極子と呼ぶ*17．歴史的には l ≥ 2を多極子と呼ぶことが多いが，
最近では完全基底としての多極子概念が確立したため，l = 0や 1をまとめて多極子と呼ぶことが多い．
空間・時間に関する演算は回転だけでなく，空間反転及び時間反転があり，それぞれの偶奇に応じて以

下の 4種類の多極子がある．
・電気多極子 Qlm: 時間反転偶，空間反転 (−1)l (極性テンソル)

・磁気多極子Mlm: 時間反転奇，空間反転 (−1)l+1 (軸性テンソル)

・電気トロイダル多極子 Glm: 時間反転偶，空間反転 (−1)l+1 (軸性テンソル)

・磁気トロイダル多極子 Tlm: 時間反転奇，空間反転 (−1)l (極性テンソル)

これら 4種類の多極子を合わせて電子系の完全基底を張る．テンソルの定義や極性/軸性の意味などに
ついては後述する．電気多極子及び磁気多極子は古典電磁気学にも登場する馴染みのあるもので，電気/
磁気トロイダル多極子は，それらと空間反転に関する偶奇が異なるものである．詳細は後述するが，演算
子の異方性及び時空間反転偶奇性を 4種の多極子で区別することができ，秩序変数の異方性やその秩序
下での交差相関や輸送現象との関係を明確に表現することができる．
電気多極子と磁気多極子の空間反転に対する偶奇性について簡単に説明しておく．電気単極子は電荷

と同じ対称性で空間反転偶である．正負の電荷が並んだのが電気双極子であり，空間反転で正負の電荷の
位置が入れ替わるため空間反転奇となる (図 5)．古典電磁気学に表れるように charge X(電荷や磁荷など)
に関する多極子は単極子の密度 X0 に対して rrr...X0 (r はランクの数だけ)のように表されるから，ラン
クが奇数個変わると空間反転の偶奇性が変わる．したがって，ランク lの電気多極子は空間反転に関して
(−1)l の偶奇性をもつ．次に磁気多極子について考えよう．磁気双極子の代表例は磁化であり，電流の回
転と同じ対称性を持っているため，空間反転偶となる (図 5)．これは，M ∼ ∇ × j の∇と j がともに
空間反転奇なのでその積は空間反転偶になるため，と理解できる．磁気双極子 (ランク l = 1)が空間反転
偶なので，ランク lの磁気多極子は空間反転に関して (−1)l+1 の偶奇性をもつ．古典物理学の様々な方程
式の空間・時間反転に関する偶奇性を確かめてみると勉強になる．例えば，マクスウェル方程式が時間・
空間反転対称性を守っている (両辺で変換の偶奇性が同じ)ことを確認してみると良い．電気抵抗など散
逸がある場合に，注目する系では時間反転対称性が守られないことがあり，オームの法則などはその例と
なっている．電気 (磁気)多極子と電気 (磁気)トロイダル多極子は，互いの回転を通じて結びついており，
大雑把に言って*18G ∼ r ×Q, Q ∼ r ×G，T ∼ r ×M , M ∼ r × T の関係がある．r のために空間反転
偶奇性が入れ替わっている．
トロイダル多極子は歴史的に新しい概念で，馴染みがない者も多いと思うが，電流が磁気的な極性ベク

トル (磁気トロイダル双極子)，カイラリティが電気的な疑スカラー (電気トロイダル単極子)の性質をも
つことなどを考えると，トロイダル多極子が決して特殊なものではないことがわかるだろう．これらの多
極子を用いて系のあらゆる異方性を記述することができ，種々の応答の異方性による整理，秩序の現象論
的な解析，物理量を表す演算子の整理及び現象/機構の発見など，異方性に関するあらゆる種類の解析に
役立つ [1]．

*17 l = 0は単極子，l = 1は双極子で l ≥ 2はそのまま 2l 極子と呼ぶ．
*18 本稿ではテンソルとしての変換性及び時空間反転偶奇性のみを表す概念として多極子を用い，r と∇を区別しない (離散系を考える場合にはこれで困らない)．正確な定義は文献 [1, 5, 7, 8]などを参照．
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Q0: E-monopole

空間反転

図 5 低次の多極子と空間反転に対する変換性．(左)電気単極子，(中)電気双極子，(右)磁気双極子．

2.2 多極子の性質
多極子を用いて解析をする際，基本的には異方性に注目するというのが積極的に考えるほとんど全ての

ことであり，異方性を考える上で自然とテンソルやその物理的な表現である多極子が導入される．ここで
は，回転に対する変換性 (異方性)を表すテンソルの特徴を列挙しておく．

1. テンソルはランク lと z成分 m (|m| ≤ l)で特徴づけられる．ランク 0のテンソルはスカラー，ラン
ク 1のテンソルはベクトルとも呼ばれる．

2. ランク lの極性テンソルは空間反転に対して (−1)l の偶奇性をもち，軸性テンソルは (−1)l+1 の偶奇
性をもつ．

3. 成分表示では，ランク lのテンソルは l個の脚 (添字:x, y, z)をもつ．多極子の文脈では，3l の自由度
のうち，全ての添字に対して対称でスカラー (全ての脚が同じものの和)でないものをランク lの多極子と
いう．二組の添字に対して反対称にしたものは，ランクが l − 1の軸性/極性が入れ替わったテンソルとみ
なし (ベクトルの外積が疑ベクトルになるなど)，二組の添字を揃えたものはランクが l − 2のテンソルと
みなす (縮約という．ベクトルの内積など)．2つの添字をもつ Xµν では，∑µ Xµµ がスカラー (ランク 0テ
ンソル．単極子)，反対称部 (Xµν − Xνµ)/2がベクトル (ランク 1テンソル．双極子)，残りの (Xµν + Xνµ)/2がランク 2テンソル (四極子)である．

4. ２つのテンソルの対称積または反対称積でテンソルが作られる．ランク l1 と l2 のテンソルの積で，ランク l = |l1 − l2|, |l1 − l2| + 1, ... l1 + l2 − 1, l1 + l2 のテンソルがつくれる．このうち，l = l1 + l2 及びランクが偶数個異なるものは対称積によって作られ，反対称積によって作られランクが奇数個異なるものと
は，極性/軸性が逆になる．
テンソルを特徴づける方法として (l,m)による表記よりも成分表示の方がわかりやすく，実践的である

ことが多いため，以下では主に成分表示で議論する．成分表示でのテンソルは，座標の基底ベクトル eiが
e′j =

∑
ci jei (1)
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双極子 四極子
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単極子
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x2 − y2 xyx y

双極子 四極子

図 6 ランク 1の双極子とランク 2の四極子の例．双極子は 360◦ 回転で不変であり，四極子は 180◦回転で不変となる．

と変換される場合に，1–4階のテンソル Aは
A′j = λ

∑

i

c jiA j (2)

A′kl = λ
∑

i j

ckicl jAi j (3)

A′lmn = λ
∑

i jk

clicm jcnkAi jk (4)

A′mnst = λ
∑

i jkl

cmicn jcskctlAi jkl (5)

と変換されることで定義される (λ = ±1は回転だけでは表せない空間反転を含む操作に対する偶奇性を
表し，+1 が極性，−1 が軸性テンソルである)．テンソルはランクの数だけ脚 (添字) をもっており，そ
れぞれの脚が座標変換される，というだけである．ランク 0 のテンソルはスカラーと言い，座標変換
の影響を受けない．これは一般の線形空間でのテンソルの定義であるが，今の場合 (多極子の議論をす
る場合) 線形空間として普通の実空間 (あるいは波数空間) を考えるため，異方性を添字 x, y, z で表し，
それが l 個あればランク l のテンソルと呼ぶ，というだけである．簡単な例として，面内成分のみをも
つ双極子と四極子の模式図を図 6 に示す．(x, y) = r(cos φ, sin φ) として極座標を導入すると，四極子は
(x2 − y2, 2xy) = r2(cos 2φ, sin 2φ)となり座標を φ回転すると 2φ回転する．同様に面内成分のみをもつラ
ンク lの多極子は座標の φの回転に対して lφ回転する．
添字が x, y成分のみをもつ場合 l = ±m (lz)となり，(x ± iy)l が (l,m) = (l,±l)となる．次節で示すよう

に，立方晶以外の一軸異方的な系では主軸 (z軸)周りの lz (m)で面内異方性が表され，だいたいこれだけ
考えれば良い．ここに 6次まで挙げておく (規格化はしていない)．

lz = ±1 : ∼ x ± iy (6)

lz = ±2 : ∼ (x ± iy)2 = x2 − y2 ± 2ixy (7)

lz = ±3 : ∼ (x ± iy)3 = x3 − 3xy2 ∓ i(y3 − 3yx2) (8)

lz = ±4 : ∼ (x ± iy)4 = x4 − 6x2y2 + y4 ± i4xy(x2 − y2) (9)

lz = ±5 : ∼ (x ± iy)5 = x5 − 10x3y2 + 5xy4 ± i(5x4y − 10x2y3) (10)

lz = ±6 : ∼ (x ± iy)6 = x6 − 15x4y2 + 15x2y4 − y6 ± i(6x5y − 20x3y3 + 6xy5). (11)

極座標 x + iy = r(cos φ + i sin φ)で偏角 φを導入すると，lz = ±lは eilφ = cos lφ ± i sin lφに比例する．本
稿では (x + iy)n の実部を Qna，虚部を Qnb と表記する (同じ回転変換性をもつ Gna なども同様)．
ここで，x2 − y2 や x3 − 3xy2 のように多項式として表されているものは，テンソルとしては Axx − Ayy，

Axxx − (Axyy + Ayxy + Ayyx)のように考える．多極子はすべての添字に対して対称であるため (一組の添字
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Q G M T

Q Q G M T

G G Q T M

M M T Q G

T T M G Q

表 1 多極子の積表 (対称積)．Qは電気，Gは電気トロイダル，Mは磁気，Tは磁気トロイダルを表す．反対称積の場合は Q↔ G，M↔ Tとなる．

に関して反対称であれば，ランクが一つ低く極性/軸性が入れ替わった多極子になる)，このように多項式
で表すことができる．これを (球面調和)関数として見ると，電荷や磁荷などの物理量を実空間で表した
とき x2 − y2 という異方性を含む，と考えればよい．これをテンソルとして考えると，例えば，電気伝導
度や磁化率などが x, y方向で異なる，ということを表している．基本的に，多極子がそもそもどういうも
の (自由度 or秩序変数)か，今考えている秩序変数はどの多極子で表されるかといったことを考えるとき
は関数として考えるとよく，多極子の機能 (物性との関係)を考える場合にはテンソルとして考えるとよ
い．多極子の添字は全対称であるため，テンソルとして見ると多極子の機能がわかりやすい．例えば，ラ
ンク 3の電気八極子 Qi jk はランク 1の電場 Ei を歪み ε jk(添字 i, j, kは対称であるため E j と εki, Ek と εi jでもよい)に変換すると考えることもできるし，ランク 2の一軸応力 σi j をランク 1の電気分極 Pk(同様
に添え字は全対称)に変換する，とも考えれる．このように，ランク lの多極子はランク mとランク nの
物理量の結合を生ずると考えればよく (n + m = l)，高次の結合も同様である (ランク l = l1 + l2 + l3 + · · ·の多極子が l1, l2, l3 · · · の物理量たちの結合を生ずる)．
テンソルの積の性質を簡単に説明する．テンソルの対称積は，例えばランク 1のテンソル {Ai}と {Bj}の積で (AiBj + AjBi)/2と添字に関して対称にしたもので，反対称積は (AiBj − AjBi)/2と反対称にしたものである．ランク 1のテンソルの反対称積は完全反対称テンソル εi jk を用いて Ck = εi jkAiBj としてランク 1のテンソルとして表せる．同様にランク 2のテンソル {Ai j}とランク 1のテンソル {Bk}の反対称積はランク 2のテンソル C として Clm =

∑
i jk Ai jBk(δimε jkl + δ jmεikl)と表せる．簡単な例としてランク 1の

r = (x, y, z)と r′ = (x′, y′, z′)の合成を考える．l1 = l2 = 1であるため，ランク 0から 2までのテンソル
が作れる．ランク 0のスカラーは内積 r · r′ によってつくられる．ランク 1のベクトルは外積 r × r′ で
作られる．ランク 2の 2階テンソルは各成分の対称積のうち，スカラーを除いたものである．成分表示
では {yz′ + zy′, zx′ + xz′, xy′ + yx′, xx′ − yy′, (2zz′ − xx′ − yy′)/

√
3}とする．r, r′ を電気的な極性ベクトル

(電場，分極など)とすれば，対称積部分は電気単極子と電気四極子になり，反対称積は電気トロイダル双
極子となる．
二つの多極子の対称積で作られる多極子の種類は，積表 1 で表される．反対称積の場合は Q ↔ G，
M↔ Tとなる．物理量の結合や変換の観点では，磁気・磁気トロイダル多極子は電気↔磁気の結合 (変
換)を生じ，トロイダル多極子はトロイダルでない/ある多極子とトロイダルである/ない多極子の結合 (変
換)を生じる．ただし，添字に関して反対称積が奇数個入るとトロイダルである/ないは入れ替わる．例え
ば，電気双極子で表される位置 r と磁気双極子で表される磁気モーメントM の外積は磁気トロイダル
双極子 T = r ×M となる．
多極子の積についてまとめると，原則として，(1)磁気・磁気トロイダル多極子は電気↔磁気の結合

(変換)を生じ，トロイダル多極子はトロイダルでない/ある多極子とトロイダルである/ない多極子の結合
(変換)を生じる，(2)ランク lの多極子は l = l1 + l2 となるランク l1 の多極子とランク l2 の多極子の結合
(変換)を生じる．これは対称積であり，多極子の種類は積表 1にしたがって，添字に関してはただ並べる
だけでよい．例えば，電気トロイダル四極子 Gxy と磁気双極子 Mz の積は磁気トロイダル八極子 Txyz で
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図 7 正方形分子．4つのサイト，4個の最近接ボンドと 2つの次近接ボンドをもつ．

あり，これら 3つの多極子のうち 1つを選ぶとそれは残り 2つを結合させると解釈できる．(3)添字に関
して縮約をとる場合にはランクが偶数個変わる．例えば，Gxy と My の積は yに関して縮約し (正確に言
うと ∑ j Gi jMj を実行したとき j = yだけが有限である)Tx を含む．このとき Gxy,My, Tx のうち 1つを選
ぶとそれは残り 2つを結合させると解釈できる．(4)一組の添字に関して反対称積をとると，ランクが 1
つ下がり，トロイダルである/ないが入れ替わる．例えば，Gxy と Mz の反対称積は，磁気四極子になり，添字は x × z = −y, y × z = x から Mx2−y2 となる．(1)はただ (−1) × (−1) = 1などの演算を二種類 (時
間・空間反転の偶奇について)行っているだけであり，(2)はただ添字を並べるだけ，(3)は同じ添字につ
いて内積をとるだけである．(4)のみ注意が必要だが，単に外積をとるだけなので実行する上での困難は
ない．結晶中で実践的に出くわすのは y × z = xといったただの外積の他には上記の xyと zの反対称積
で x2 − y2，x2 − y2 と zの反対称で xyと，x3 − 3xy2 と zの反対称積で y3 − 3yx2，y3 − 3yx2 と zの反対称
積で x3 − 3xy2 など，(x + iy)n の実部/虚部と zの反対称積で (x + iy)n の虚部/実部となるパターンのみで
ある．

2.3 多極子基底の例
ここでは，異方性を記述する物理量の基底として多極子が自然に導入されることを具体例を通じて見

る．*19例として図 7 のような正方形の分子を考える．一サイトあたり一つの軌道自由度のみを持つとす
る．サイトは 4つあるため，ヒルベルト空間のエルミート演算子は恒等演算子を含めて 42 = 16個ある．
まず，サイトにはたらく演算子をサイト対角部 |r〉 〈r| と非対角 |r〉 〈r′| で区別しよう．前者をクラス
ター演算子 (多極子)，後者をボンド演算子 (多極子)とよぶ．さらに，ボンド演算子は対称部 (対称ボンド，
あるいは単にボンド: |r〉 〈r′| + |r′〉 〈r|)と反対称部 (反対称ボンド，あるいはカレント: i{|r〉 〈r′| − |r′〉 〈r|})
にわけられる．カレント演算子はエルミート演算子の非対角反対称部なので行列要素は純虚数であり，磁
気的 (磁気または磁気トロイダル多極子)演算子となる．
これからの流れを先に俯瞰しておく．以下では多極子基底を構成するのに，分子を構成する 4つの原

子上の自由度 (電荷や磁気モーメントなど)と，原子の位置であるクラスターの自由度で多極子を構成す
る．原子の位置の自由度をRで表し，原子から見た相対的な電子の位置の自由度を r と表すと，ランク
lの多極子は

(R + r)l = Rn + lRl−1r + · · · + lRrl−1 + rn (12)

*19 本節では量子力学的な演算子としての多極子という時空間対称性の議論を超えた物理を扱っており，比較的最先端の内容である．後の 3.1節や 4.4節は時空間対称性の議論のみに基づくため，本節が理解できなくても読める．初学では多極子基底の図解の意味がわかればよいだろう．
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図 8 正方形分子のクラスター自由度の多極子基底．サイト rでの |r〉 〈r|の係数の重み cos nφ (sin nφ)の正 (赤)負 (青)を色で表している．cos 2φはサイト位置 φ = π/4 + nπ/2 (n = 0, 1, 2, 3)で 0となる．

を用いて表される．すなわち，クラスター自由度でランク l1 の多極子を，原子から見た電子の自由度でランク l2 の多極子をつくり，その積でランク l1 + l2 の多極子を作る，という流れである (ボンド自由度に
関しても同様)．このような多極子基底の構成方法は，完全基底を容易に作れる (こうして作れば自由度の
数を間違えることはまずない)ということだけでなく，結晶構造 (クラスター/ボンドの自由度で特徴づけ
られる)，構成原子の種類 (軌道やスピンの自由度の種類)と物性の関係が (対称性/異方性の観点の範疇で)
明確になる，という利点がある．
まず，クラスター演算子に対して，異方性に注目した多極子基底を構成しよう．クラスター自由度はサ

イトの数 4つだけある．今系は二次元で，異方性に注目するのだから面内異方性を記述する lz に注目すれば良い (座標を角度 φ回すと lzφ回転するような基底をつくる)．正方形は四回対称 (90◦ 回転対称)であ
るから，lz が 4異なるものは区別されず，lz = 0, 1, 2, 3を考えればよい (並進対称な系での波数が単位胞
の数 N に対して 2πn/N (n = 0, 1, ...N − 1)で離散化されるのと同じこと．lz = ±4は並進対称な系でいう
逆格子ベクトルに相当する)．lz = 3は −1 (mod 4)であるから，|lz| = 0, 1, 2を考えば良い．|lz| = 1, 2の基
底は前節で述べたように実部と虚部の 2つあるから，|lz| = 0, 1, 2には 5つの多極子があり，自由度は 4
なのでどれか一つは存在しない基底なはずである．具体的に (x, y) = r(cos φ, sin φ)として，cos nφ, sin nφ
を模式図で表すと図 8のようになる．lz = 0 (電気単極子 Q0)，|lz| = 1の実部虚部 (電気双極子 Qx,Qy)及び |lz| = 2の虚部 (電気四極子 Qxy)がクラスターに関する多極子基底を張る．|lz| = 2の実部 (電気四極子
Qx2−y2 ∼ x2 − y2*20は基底に存在しない．
次に対称ボンドを考えよう．最近接ボンドは 4 つあり，クラスターと同様に |lz| に注目すると，図 9
のように多極子基底が得られる．lz = 0 (電気単極子 Q0)，|lz| = 1 の実部虚部 (電気双極子 Qx,Qy) 及び
|lz| = 2の実部 (電気四極子 Qx2−y2 )がボンドに関する多極子基底を張り，|lz| = 2の虚部 (電気四極子 Qxy)は基底に存在しない．次近接ボンドは 2つあり，図 9のように (+,+)部が電気単極子 Q0，(+,−)部が電
気四極子 Qxy となる．
最後に反対称ボンド (カレント)を考える．最近接ボンドは 4つあり，|lz|に注目すると，図 10のよう

に多極子基底が得られる．基底をつくるには，適当に一箇所カレントをおいて，そこから四回対称にした
ものが lz = 0の磁気双極子 Mz，四回反対称で二回対称にしたものが |lz| = 2の虚部磁気トロイダル四極子
Txy，二回回転反対称である |lz| = 1の実部虚部が磁気トロイダル双極子 Tx, Ty である．次近接ボンドは
2つあり，図 10のように 2つの磁気トロイダル双極子 Tx, Ty が得られる．構成するには，座標 (x, y)で
(−1,−1)→ (1, 1)で表されるカレントに対して，(−1, 1)↔ (1,−1)の符号に応じた二種類を考えればよい．
これで完全な多極子基底が得られた．面内異方性に注目するから z軸周りの回転に対する変換性を表

す lz で分類して (x + iy)l で表される基底での完全系をつくっただけであり，これ以上複雑になっても考
*20 Qx2−y2 は Qv, Q22 などとも書かれる．これらの記法について例えば [5]を参照．本稿では Qx2−y2 のような具体的な成分表示か，上で定義した Qla = Re(x + iy)l, Qlb = Im(x + iy)l の表記で記す．例外的に Q20 ∼ 3z2 − r2 のみ慣習にしたがって (l,m)表示で記す．
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図 9 正方形分子のボンド自由度の多極子基底．サイト r, r′ での対称ボンド演算子 |r〉 〈r′|+ h.c.の係数の重みをボンド上の色で表している．(上)4つの最近接ボンド．(下)2つの次近接ボンド．
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図 10 正方形分子のカレント (反対称ボンド)自由度の多極子基底．サイト r, r′ での反対称ボンド演算子 i{|r〉 〈r′| − h.c.}の係数の正負を矢印の向きで表している．(上)4つの最近接カレント．(下)2つの次近接カレント．

え方は同様である．例えば，正方対称な 3次元系では，z面での反転などの zの符号を変える操作に関す
る偶奇での分類が追加されるため，電気双極子 (Qx,Qy)と同じ添字をもつ電気トロイダル双極子 (Gx,Gy)が基底の異なる要素として現れたりする．実際に，正方形が z方向に並んだ系を考えると，上記と同じ多
極子 (一様積層)と，Qz をかけたもの (交替積層)が基底をなし，加えて面間ボンドに対する基底を考える
ことになる．
次に，各サイトに磁気モーメント (磁気双極子) の自由度 (Mx,My,Mz) がある場合を考えよう．まず，

Mz について考える．Mz は lz = 0であるからそのままクラスター/ボンド多極子基底と直積をとれば多極
子基底ができる．*21図的にはクラスター/ボンド多極子基底の正負 (赤と青)に Mz の正負を配置するだけである．例えば，クラスター基底は Q0 ⊗Mz, Qx ⊗Mz, Qy ⊗Mz, Qxy ⊗Mz となる．ここで，これらがどの多極子として変換するか考えてみよう．Q0 ⊗ Mz は全サイトに Mz があるだけなので明らかに磁気双極子

*21 演算子としては，磁気モーメントなどの電子の自由度に関する演算子と原子位置のクラスター/ボンド演算子は異なる空間に作用し，これらの直積で系全体の演算子が記述される．多極子を関数として見ると，原子位置の自由度Rと原子からみた磁気モーメントの分布を表す r の積で多極子を構成する，と考えればよい．
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図 11 正方形分子のクラスター磁気自由度．サイト自由度に関しては一様な Q0 と四極子として変換する Qxy 部分に対する磁気自由度の基底．

Mz である．それ以外の場合について，分子や結晶ならではの (離散的な系を考える際に特有な)注意が必
要である*22．今，サイト部分と局所自由度 (スピン)部分はともにテンソルの成分として変換する基底と
なっている．ここで，テンソルとテンソルの積からテンソルをつくるには，対称積か反対称積をとる必要
があることを思い出そう．今，スピンに対しては双極子の基底三成分が含まれているが，サイト部分に関
しては，双極子の一部 (Qx,Qy)と四極子の一部 Qxy しか含まれていない．このように，有効モデル (離散
系など)の物理的な基底がテンソルとして完全な基底となっておらず，対称積と反対称積が定義されない
場合には，対称部と反対称部の和であると考える．例えば，双極子の積では

ai ⊗ b j =
1
2

(ai ⊗ b j + a j ⊗ bi) ⊕
1
2

(ai ⊗ b j − a j ⊗ bi) (13)

と考える (今の場合 aと bは異なる空間にはたらく (それぞれ副格子空間とスピン空間)ため本来 a, bの順
序に意味はないことに注意)．こうすると，Qx ⊗ Mz は対称積である磁気四極子 Mzx と反対称積である磁気トロイダル双極子 Ty を含むことになる (電気と磁気の積だから磁気，双極子 (ランク 1)同士の積であ
るから四極子 (ランク 2)となり，添字は xと zの積だから zx．反対称積ではランクが 1個下がって極性/
軸性が入れ替わるから磁気トロイダル双極子となり，添字は xと zの反対称積だから y)．同様に Qy ⊗Mzは Myz と Tx を含む．残りの Qxy ⊗ Mz は対称部の磁気八極子 Mxyz と反対称部の磁気トロイダル四極子
Tx2−y2 を含む (添字についての説明; Qxy の xと Mz の zで反対称積をとると −y (添字が複数あるから符号
に意味があり，完全反対称テンソルの成分 εxzy = −1より負符号)で Qxy の yと積で −y2，Qxy の yと Mzの zで反対称積をとると x，Qxy の xと積で x2 となり全体で Tx2−y2 となる)．一般に，対称積と反対称積
はランクが奇数個異なり，極性/軸性が入れ替わるため，どちらか一方はトロイダル多極子になる．こう
考えると，分子や結晶中でトロイダル多極子の自由度が当たり前のように出てくることがわかるだろう．
ボンド多極子についても，サイト部分とスピン部分の直積をとることで同様にして基底を構成すること

ができる．次に (Mx,My)のクラスター部分について考える．(Mx,My)に関して lz = ±1の基底 Mx± iMy，サイト部分を Qx ± iQy と，今のクラスター基底には存在しない仮想的な Qx2−y2 を導入して (ボンド位置
にもサイトがあると仮想的にみなして)Qx2−y2 ± iQxy として lz に注目すれば良い．面内異方性に注目するため lz を考え，物理的な自由度が足りない場合には仮想的に導入して lz の基底をつくるというわけである．Q0 については，そのまま実部と虚部 Q0 ⊗Mx と Q0 ⊗My が磁気双極子の基底となる (図 11)．Qx,Qyについては，lz = 0の結合として，lz = ±1と ∓1の積である

(Qx + iQy) ⊗ (Mx − iMy) ± (Qx − iQy) ⊗ (Mx + iMy) (14)

が考えられるが，成分表示すると
QxMx + QyMy + i(QxMy − QyMx) ± {QxMx + QyMy + i(QxMy − QyMx)} (15)

*22 この段落の以下の部分はやや抽象的なので初読では必ずしも理解する必要はないが，述べていることは，xと yをかけると対称積で xy反対称積で zとなるということと，今の離散的な系ではサイト位置では x2 − y2 = 0で，ボンド位置では xy = 0であるため，lz = ±2の実部/虚部の片方しか表さない，というだけの話である．
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図 12 正方形分子のクラスター磁気自由度．サイト自由度に関しては電気双極子 (Qx,Qy)として変換する部分の lz = 0に対する磁気自由度の基底．
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図 13 正方形分子のクラスター磁気自由度．サイト自由度に関しては電気双極子 (Qx,Qy)として変換する部分の lz = 2に対する磁気自由度の基底．

となり，正符号のみが残る (直積記号を省略した．以下同様)．実部は位置に関する (x, y, z) と磁気双
極子の内積である磁気単極子 M0 ∼ xMx + yMy + zMz と面内成分と z 成分の異方性を表す磁気四極子
M20 ∼ 2zMz − xMx − yMy の線形結合となっている．虚部は位置と磁気双極子の外積の z成分となってお
り，磁気トロイダル双極子 Tz として変換する (図 12)．lz = ±2部分は，lz = ±1と ±1の積である

(Qx + iQy) ⊗ (Mx + iMy) ± (Qx − iQy) ⊗ (Mx − iMy) (16)
=QxMx − QyMy + i(QxMy + QyMx) ± {QxMx − QyMy − i(QxMy + QyMx)} (17)

となり，実部 QxMx − QyMy は磁気四極子 Mx2−y2 で，虚部は磁気四極子 Mxy となる (図 13)．サイトの異
方性が Qxy の部分については，QxyMx と QxyMy が基底となるが (図 11)，これがどの多極子に相当する
かについては，仮想的な Qx2−y2 を導入して，lz = ±1の部分 (lz = ±2と ∓1の積)

(Qx2−y2 + iQxy) ⊗ (Mx − iMy) ± (Qx2−y2 − iQxy) ⊗ (Mx + iMy) (18)
=Qx2−y2 Mx + QxyMy − i(Qx2−y2 My − QxyMx) ± {Qx2−y2 Mx + QxyMy + i(Qx2−y2 My − QxyMx)} (19)

と lz = ±3の部分 (lz = ±2と ±1の積)

(Qx2−y2 + iQxy) ⊗ (Mx + iMy) ± (Qx2−y2 − iQxy) ⊗ (Mx − iMy) (20)
=Qx2−y2 Mx − QxyMy + i(Qx2−y2 My + QxyMx) ± {Qx2−y2 Mx − QxyMy − i(Qx2−y2 My − QxyMx)} (21)

を考えればよい．lz = ±1の部分は磁気双極子, lz = ±3の部分は磁気八極子である．磁気双極子部分は，
サイト部分のテンソルの脚 (添字) と磁気モーメント部分の脚で縮約をとった Mani

i ∝ ∑ j Qi jMj の形になっている．このような磁気双極子を，磁化に直接寄与しないことを強調し強磁性成分と区別して，異
方的磁気双極子という．異方的磁気双極子は，微小磁化にも関わらず巨大なホール効果が生じる場合の
主な原因となり [9]，例えば反強磁性体 Mn3Snの巨大なホール効果の原因だとされる [9–11]．実際には
Qx2−y2 は仮想的に導入したので，今の離散系では Qxy ⊗ (Mx,My)が異方的磁気双極子と磁気八極子を含む基底である*23．これでクラスターに関する完全基底が得られた．ボンド多極子についても同様にして

*23 このため磁気構造を特徴づけるためにどちらの名前を選ぶべきということはなく，Mn3Snでは普通クラスター八極子と呼ば
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lz に注目することで多極子基底を構成できる．このようにして得られた基底多極子からどのような物理現象を考えることができるかについては，次章及び第四章で詳しく議論する．
なお，ここまでは，クラスターやボンドの自由度と局所自由度の直積によって多極子基底を構成した

が，より簡易的に構成する方法として，磁気単極子や磁気トロイダル双極子を基準として構成する方法が
ある．磁気単極子と磁気トロイダル双極子は図 12に描かれている．図 13右部の磁気四極子 Mxy は磁気単極子 M0 の配置 (放射状に all-out)に対して，xyの符号と磁気モーメントの向きが一致している (xyが
正なら aut，負なら in)．図 13左部の磁気四極子 Mx2−y2 は磁気トロイダル八極子 Txyz と離散系では区別がつかないが，この構造は磁気トロイダル双極子 Tz に対して，xy の符号と磁気モーメントの向きが一
致しており (xyが正なら右回り負なら左回り)，Txyz の直感的な構成となっている．このように，クラスター中心から見た原子位置と磁気モーメントの向きが平行となる磁気単極子，垂直となる磁気トロイダル
双極子 (今は二次元系を考えているが三次元系では 2成分)を基準として磁気モーメントが正か負かを考
えると簡単にクラスター多極子が構成できる．ただし，結晶中では磁気単極子や磁気トロイダル双極子を
もたないクラスターもあり，そのような場合には使えない．
ここでは簡単のために局所自由度をスピン (演算子としては磁気双極子)に限ったが，一般に原子軌道
や多体の局在モーメントからなる自由度を多極子基底で表すことができる．例えば，p軌道の自由度があ
る場合には，|px〉 〈py| + h.c. (h.c.はエルミート共役)は四極子 Qxy として変換するし，i{|px〉 〈py| − h.c.}は
磁気双極子 Mz として変換する．非対角反対称部は純虚数となるため磁気多極子になることに注意．同じランクの軌道自由度間の演算子ではケットとブラがともに空間反転に関して偶か奇かなので，演算子とし
ては偶パリティの多極子しか表れない．ランクが奇数個異なる軌道の混成では奇パリティ多極子を構成
できる．例えば，sp混成では電気双極子 |s〉 〈pz|+ h.c.や磁気トロイダル双極子 i{|s〉 〈pz|− h.c.}が作れる．
磁気モーメントをおいた場合のクラスター多極子と比べると，波動関数の異方性を表す軌道自由度からな
る多極子は直感的に理解しにくい面があるが，代数的にはテンソルの脚を足したり消したりするだけなの
で (上の p軌道の例だと px と py の行列要素が Qxy の異方性をもつなど)，代数的に異方性を判断してそ
の後に可視化を考えるとわかりやすいだろう．上の正方形分子の例では，サイトに磁気双極子をおいたの
で磁気多極子と磁気トロイダル多極子が得られたが，電気双極子をおくと同じ異方性 (テンソルの脚)の
電気多極子と電気トロイダル多極子が得られる．
本章を終える前に，群論の重要な用語である既約表現について述べておく．上の正方形分子の完全基底

で，(Qx,Qy)や (Mx,My)などの lz = ±1の実部虚部は必ず対で基底を成し，lz = ±2の実部虚部はどちら
かが現れたことと対照的であった．このように，二 (n)成分が対となって基底をなすものを群論の用語で
二 (n)次元表現に属する既約表現であるといい，ここでの Qx2−y2 や Qxy などは一次元表現 (n = 1)に属す
る既約表現であるという．既約表現は対称操作群に関する固有状態のようなもので，任意の対称操作で他
の基底の要素に移らないような最小単位のことをいう．上の Qx2−y2 や Qxy は四回回転で符号を変えるだけで互いに移り合わないため，それぞれ独立な基底 (表現)を張る．一方，Qx は四回回転操作で Qy となるため，(Qx,Qy)が二次元表現となる．物理的には，既約表現は異方性について最大限に整理した基底の種類だと思っておけば良い．今の例では，具体的な基底を考えなくても，4つの自由度を lz = 0, 1, 2, 3に
分類するという時点で，3 = −1 (mod 4)であるから lz = 1と 3が対となることがわかるし，lz = 2 = −2
(mod 4)は実部虚部の一方しか出てこないこともわかる．これは一次元の波数空間で qと −qが対となる
ことと同じことであり，3 = −1 (mod 4)とするのはブリルアンゾーンの取り方を [0 : 2π]から [−π : π]と
することに相当し，lz = 2が一次元表現になるのはブリルアンゾーン端で q = −qであることに相当する．

れる．とは言え，ホール係数は磁気双極子の異方性をもつため異方的磁気双極子がこれに寄与していると考えるのが自然である．ホール係数は，対象としている系がどのような対称性を持つか持たないか，それを我々が知っているかいないか，座標系をどのように設定したかによらず磁気双極子の異方性をもつため，どのような系においても異常ホール効果は磁気双極子の秩序に由来するはずである．
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Qx2−y2 と Qxy の区別は cos(qr)の r が整数の場合 (ボンド)と半整数 (サイト)の場合の違いのようなもの
であり，サイトやボンド中心が対称点となるような対称操作 (x ↔ y，x ↔ −yや x ↔ −x，y ↔ −yの鏡
映)がある場合にこれらが異なる既約表現に属する．立方晶以外の系においては基本的にこれだけで既約
表現について理解でき (六方晶では lz = 0, 1, 2, 3, 4, 5を考えればよく，lz = 1, 5と 2, 4がそれぞれ二次元
表現となり lz = 0, 3はそれぞれ一次元表現となる)，zを −zにする対称操作がある場合にはそれに対する
偶奇の分類が増えるだけである．
立方晶の場合には三回回転軸と四回回転軸があるためより複雑になるが，x, y, zが三回回転で移り変わ

るため成分表示で考えるとわかりやすい．双極子は三回対称性のため {x, y, z}が同じ既約表現に属する．
四極子は非対角の {yz, zx, xy}が三次元表現，対角の {(3z2 − r2)/

√
3, x2 − y2}が二次元表現 (四極子は全部

で 5つなので例えば 3x2 − r2 などはこれらの線形結合で表される)となる．八極子は同じ成分が現れない
xyz が一次元表現，二現表れる {x(y2 − z2), y(z2 − x2), z(x2 − y2)} (x ↔ y などについて反対称な基底の取
り方にしている)と三回現れる {x3 − 3xr2/5, y3 − 3yr2/5, z3 − 3zr2/5}がそれぞれ三次元表現となる．三回
表れるものは {x, y, z}と同じ既約表現に属し，{x3, y3, z3}と r2{x, y, z}の線形結合で表されている．結晶点
群では八極子まで考えれば，トロイダル多極子と合わせることで全ての既約表現を特徴づけることがで
きる．
ある状態や物理量が同じ既約表現に属するか異なる既約表現について簡易的に判断するには，対称操作

を作用させて移り合うかどうかを全ての対称操作について調べる，というのが対称性の観点からの直接的
な方法となる．別の方法として，異方性の観点から，スカラーの構成に注目するという方法もある．例え
ば，正方晶では lz = ±4の実部 Q4a ∝ Re(x + iy)4 = (x2 − y2)2 − (2xy)2 が期待値をもつため，同じ形の物
理量がこれとの積でスカラーとなる*24．このとき |dx2−y2〉 〈dx2−y2 | − |dxy〉 〈dxy|などの演算子がハミルトニアンに表れうるが，これによって dx2−y2 と dxy が異なるエネルギーを持つことがわかる．これらが異なる既約表現に属するかどうか (混ざるかどうか)は，非対角要素 |dx2−y2〉 〈dxy| − |dxy〉 〈dx2−y2 |の異方性を特徴
づける Q4b = Im(x + iy)4 = 4xy(x2 − y2)が有限となるかどうかで決まる．次章で述べるように，結晶や原
子/ボンド位置での対称性を指定する点群はどの多極子が有限かと一対一に対応しているので，系の対称
性よりも異方性に注目して考えることで，ある状態間のエネルギーが異なるか，それらが混成するかとい
うより物理的な考察から既約表現を理解することができる．状態が縮退するしないということに限らず，
様々な異方的な要素から多彩なスカラーを作るという流れは，多極子を用いて現象を記述したり発見した
りすることの根幹にあるため，色々なことが一つの視点で理解できる，という点では，既約表現を整理す
る場合も，スカラーを構成する考え方で理解しておくと多極子を用いた他の解析を首尾よく理解できるだ
ろう．

3 結晶での多極子
本章では結晶中での多極子とその考え方について説明する．最初に結晶や分子での離散的対称性とそ

の多極子を用いた特徴づけについて説明し，その後結晶中での多極子基底 (対称性適合基底 [12])につい
て説明する．多極子や注目する離散対称性 (点群)で物理量を分類するのに必要な仮想クラスターの概念
が導入される．

*24 ここでの Q4a のように期待値が有限になりうるようなものは全対称表現に属するという．
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3.1 結晶中の離散的対称性の多極子による特徴づけ
多極子は任意の異方性を記述する基底であり，全ての連続的な回転操作に対する変換性を表現する．し

かし，結晶や分子では回転対称操作が離散的になるため，連続的な回転操作に関する変換性に対する分類
が必ずしも良い分類ではなくなる．例えば前章の正方形分子の例では，そもそもサイトが 4つしかない
ため lz = 0, 1, 2, 3の区別だけが重要であった．そこで述べたように，物理的な基底がテンソルとして不
完全な基底を張るとき，いくつかの多極子は区別されない．前章では副格子自由度の異方性を表す四極
子 Qxy と磁気双極子 Mz の積 Qxy ⊗ Mz が磁気八極子 Mxyz と磁気トロイダル四極子 Tx2−y2 を含んだり，
Qxy ⊗ (Mx,My)が磁気八極子 (Mβ

x ,M
β
y )と異方的磁気双極子 (Mani

x ,Mani
y )を含むことなどがその例であっ

た．離散的な対称性の下ではいくつかの多極子が期待値をもちうるため，その異方性に対応して様々な物
理現象が生じうる．
系の離散的な回転と (時)空間反転の対称性は，通常は対称操作の集合である (磁気)点群で特徴づけら

れる．一方で，有限の期待値を持ちうる多極子の集合 (列挙する多極子の集合は完全である必要はなく低
次のものを挙げれば対称性が指定される)によっても離散的対称性を特徴づけられる．これは離散的対称
性に注目するかわりに異方性の方に注目した特徴づけであると言える (両者は数学的に等価である)．対
称性と異方性は相補的な概念であるため，ある系の対称操作の集合 (群)と異方性 (多極子の集合)は一対
一に対応する．対称性・異方性の「集合」は一対一に対応するものの，「個々の」多極子がそれによって
生じる物理現象と対応しているため，多極子による解析が有益であることは前述の通りである．ここでは
結晶点群 32個及び磁気点群 122個の多極子による特徴づけを示す．文献 [5]ではすべての点群，[6]で
はすべての磁気点群で全対称表現に属する多極子が列挙されており，群との対応に関心がある場合はそれ
を参照するとよい．ここでは，点群との対応によらず，多極子とそれらの積によって点群・磁気点群を特
徴付ける．点群の名前の付け方などについては International Table[13]や物性向けの群論の教科書 (例え
ば文献 [14]など)を参照されたい．
まず，電気/電気トロイダル多極子の有無で分類される 32個の結晶点群があることを見る．*25はじめに

立方晶を考えよう．立方晶の特徴は三つの直交する軸 x, y, z が等価であることである．立方晶を特徴づ
ける最低次の多極子は，各主軸周りの十六極子 Q4a を足し合わせた

Q4 ∝ (x2 − y2)2 − (2xy)2 + [(x, y, z)→ (y, z, x), (z, x, y)] (22)

となる．より低次の多極子，例えば Q20 ∼ 3z2 − r2 や Q2a ∼ x2 − y2*26などは (x, y, z) → (y, z, x), (z, x, y)
として和をとるとゼロとなる．より高次な多極子としては，六十四極子 Q6 があり，4種類の [111]方向
([111],[11̄1̄], [1̄11̄], [1̄1̄1])を主軸とする Q6a の和で表される．
立方晶として可能な異方性を考える．立方晶を特徴づける最低次の多極子はランク 4の十六極子 Q4 であるため，さらなる異方性はそれより低次の多極子で特徴付けられる．立方晶では x, y, zが等価であるた
め，可能な多極子は添字が 0のスカラーかあるいは xyzの八極子に限られる．電気単極子 Q0 は異方性を持たない自明なものであり，これ以外には電気トロイダル単極子 G0，電気八極子 Qxyz，電気トロイダル八極子 Gxyz があり得る．これら二つの積ではもう片方が作られる (G0 × Qxyz = Gxyz など)ため，可能な
異方性の種類は (G0,Qxyz,Gxyz)が (無，無，無)の Oh，(有，無，無)の O，(無，有，無)の Td，(無，無，
有)の Th，(無，無，無)の T の 5種類となる．

*25 初学でここの内容を理解する必要はなく，結晶ではマクロな秩序変数のパターンが有限個あってそれらが多極子で特徴づけできるのだな，くらいに思えばよい．
*26 本章では四極子を Qx2−y2 ,Qxy でなく Q2a,Q2b と記す．定義は (x + iy)l の実部が Qla,虚部が Qlb である．
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次に，一軸異方性 Q20 ∼ 3z2 − r2 をもち，面内異方性が Qna ∼ Re(x + iy)n (n = 2, 3, 4, 6)で表される場
合を考える．Qna よりも低次で n回回転対称を保つ多極子は lz = 0である電気トロイダル単極子 G0，電気双極子 Qz，電気トロイダル双極子 Gz となる．これら二つの積ではもう片方が作られる (G0 × Qz = Gzなど)ため，可能な異方性の種類は (G0,Qz,Gz)が (無，無，無)の Dnh，(有，無，無)の Dn，(無，有，無)
の Cnv，(無，無，有)の Cnh，(無，無，無)の Cn の 5種類となる．
次に，一軸異方性 Q20 をもち，Qna が無く，面内異方性が Gna (n = 2, 3) で表される場合を考える

(n = 6(4)では 12(8)回回転して zミラーの対称性をもつため，結晶では禁じられる*27)．G0 と Gna の積で Qna が，Qz と Gna の反対称積で Qnb が作られ，(後者の場合軸を取り直すと)Qna が無いという仮定と矛盾するため，この場合の異方性は Gz の有無のみで区別され，Gz が無いのが Dnd，あるのが S 2n と呼ばれる．
最後に，双極子が垂直三成分あり，回転対称性が無い場合を考える．x成分の双極子と y成分の双極子

の反対称積で z成分の双極子を作れる (Q ×Q′ ∼ Gなど)ため，二成分の双極子を考えればよい．電気
双極子が二成分ある場合は Cs，電気トロイダル双極子が二成分ある場合が Ci，どちらも二成分ある場合が C1 となる (電気双極子 Qx と電気トロイダル双極子 Gy がある場合にはこれらの反対称積で Qz が作れるため電気双極子が二成分ある場合と同じである)．

32 個の点群が異方性によって特徴づけられた．磁気点群に関しても同様に多極子で特徴づけられる．
磁気点群との対応は省略するが，以下のように 122種の異方性が多極子で特徴づけられる．
まず，立方晶を考える．立方晶では x, y, zが等価であるため，可能な多極子は添字が 0のスカラーかあ
るいは xyzの八極子に限られ，電気トロイダル単極子G0，磁気単極子 M0，磁気トロイダル単極子 T0，電気八極子 Qxyz，電気トロイダル八極子 Gxyz，磁気八極子 Mxyz，磁気トロイダル八極子 Txyz があり得る．これら二つの積で別の多極子がつくられる (G0 × Mxyz = Txyz など)ため，可能な異方性の種類は，これら
の多極子が (1)一つもない (1通り)，(2)一つある (7通り)，(3)三つある (7通り)，(4)全部ある (1通り)
の全 16通りで特徴づけられる (多極子を二つ選べばその積で 3つ目ができるから二つだけあるのは不可
能である．7個から 2つ選ぶパターンは 21通りあり，それらの積で表される多極子を含めた 3種の多極
子で同じ組み合わせが 3回ずつ出てくるから異なるものは 21/7 = 7通りである．独立な (互いの積で表
せない)多極子を 3つ選ぶと，それを A,B,Cとして 7つの多極子が A, B, C, AB, BC, CA, ABCで特徴付
けられるため，多極子が 4,5,6個だけあるというのは不可能である)．
次に，一軸異方性 Q20 ∼ 3z2 − r2 をもち，面内異方性が Qna ∼ Re(x + iy)n (n = 2, 3, 4, 6)で表される場

合を考える．Qna よりも低次で n回回転対称を保つ多極子は lz = 0である電気トロイダル単極子 G0，磁気単極子 M0，磁気トロイダル単極子 T0，電気八極子 Qz，電気トロイダル八極子Gz，磁気八極子 Mz，磁気トロイダル八極子 Tz があり得る．立方晶の場合と同様に一つの nに対して 16通りの種類がある．
次に，一軸異方性 Q20 をもち，Qna が無く，面内異方性が Gna(b), Mna(b)，Tna(b) (n = 2, 3)で表される場
合を考える．電気トロイダル，磁気，磁気トロイダルのうち，一つが有限なのは 3通り，Gna のみの場合とGnb もある場合のように二成分あるかでそれぞれ 2通りある．二つ有限の場合は，(Gna,Mna)のように
添え字が a–aの場合，a–bの場合，ab–abの場合がそれぞれ 3通りあり，1つの nに対して全部で 15通
りある (三つ有限にすると Gna(b)Mna(b)Tna(b) = Qna(b) となるため，最初の仮定と矛盾する)．
最後に，双極子が垂直三成分あり回転対称性が無い場合を考える．電気トロイダル双極子 Gz を含まない場合は，(Qx,My, Tz) の一通りのみである．Gz を含む場合は適当な方向を向いた面内ベクトル
*27 結晶では回転対称性は 2,3,4,6 回に限られる．これは次のように示される．基本並進ベクトルを a = (1, 0, 0) とすると，それに n回回転操作 Cn を作用させた Cnaと逆回転 C−1

n を作用させた C−1
n aも並進ベクトルとなる．これらの和を考えると，

(Cn +C−1
n )a = (cos 2π/n, sin 2π/n, 0) + (cos 2π/n,− sin 2π/n, 0) = (2 cos 2π/n, 0, 0)となる．これは並進ベクトルとなる必要があるため，2 cos 2π/nは整数である必要があり，nは 2,3,4,6に限られる．
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(Q,G,M ,T )のうち一つあるのが 4通り，二つあるのが 6通り，四つあるのが 1通りである (三つあれ
ばそのベクトル三重積で残りの一つも有限となる)．
これで結晶で可能な 122個の磁気点群が異方性によって特徴付けられた．序章で述べたように，個々

の多極子とそれによって引き起こされ得る物理現象との関係は，それらの積で電気スカラー Q0 が作れるかどうかで簡単に判断できる．一方で，注目する系でどの多極子が有限かを知るためには，物理的な自由
度を多極子基底で表す必要がある．

3.2 結晶中での多極子基底と仮想クラスター
ここでは，結晶中で多極子が演算子として具体的にどう表されるかを議論する．簡単のため系としては

格子系を考え，原子位置での自由度とサイトの自由度の直積を多極子で整理した基底を構成する．結晶中
での多極子を考える場合，実空間描像と波数空間描像があり，各々利点があるため両方述べておく．両者
は当然フーリエ変換で結びつくので，普通は実空間で演算子の基底を構成して，それをフーリエ変換して
波数空間の描像が得られる．本節では実空間での多極子基底の構成法を説明する．
実空間での多極子基底の構成は，分子の場合とそれほど変わりがない．基本的には，結晶中で対称性が

最も高い点を考えて，その周りでサイト自由度の多極子基底を得て，局所自由度との直積から全体の多極
子基底を得れば良い．並進対称性で結びつくサイトやボンドは同一の自由度として扱うことに気をつけ
る．注意が必要なのは，結晶では半並進を伴うような操作があるということであり，全ての局所対称性が
結晶点群よりも低い対称性しか持たず，最高局所対称点が複数ある場合がある．このような場合には仮想
クラスターの概念が導入される．
仮想クラスターの概念は Mn3Sn での磁気構造を解析する際にはじめに導入された [11]．図 14 は

Mn3Snの磁気構造を表している．Mnサイトは単位胞の中に二層あり，それぞれカゴメ格子を形成する
が，最近接の正三角形の中心を通る三回回転軸から見ると，上三角の層と下三角の層が交互に (真上に向
かって)並ぶ構造をしており，六回回転対称性をもたないが六回回転してから半並進する対称性をもつ．
多極子の言葉でいうと，三回対称の異方性をもつ八極子 Q3b = Im(x + iy)3 = y3 − 3yx2 が各面にあるが，
上下の面で逆符号となっており結晶 (単位胞)全体では零和になっている．このように回転や反転だけの
対称性を持たないが並進と合わせた対称性を保つ場合にも，回転操作を含む点群 (結晶点群)で分類した
ほうが見通しが良い．このとき，対称操作では無い六回回転を作用させて新しいサイトを作り，実際の部
分と新しくできた部分の重みを (+,+)と (+,−)の和であるとして，六回回転を含む (l= ± 3と ±6を区別
する)基底で展開を行う．このようにしてあえて導入したサイトを含むクラスターを仮想クラスターとい
う．Mn3Snの例では，図 14のように 2つの二回回転軸 (らせん軸)周りのクラスターに仮想的に分解を
することで，この磁気構造が六回回転を含む点群 D6h の E1g と呼ばれる表現に属する磁気八極子 (あるい
は異方的磁気双極子)であり，磁気双極子と同じ表現なので異常ホール効果の原因となる，ということが
明らかにされた [11]．
図 14の磁気構造が異方的磁気双極子 My をもつことを確認しよう．図 14で赤枠の部分は上下の層で

同符号で強的に秩序しており，青枠の部分は逆符号で反強的に秩序している．赤枠の部分は，磁気モー
メントと中心からの位置ベクトルの内積が y = 1, 1/2,−1/2,−1 の順に 1, 1/2,−1/2,−1 となることから
yM0 = My となり，異方的磁気双極子の強的秩序となる．青枠の部分は，磁気モーメントと中心からの位置ベクトルの内積が x2 − y2 の符号に従うため，磁気四極子 Mx2−y2 となる．上下の正三角形の積層は
y3 − 3yx2 の反強秩序を表すため (y3 − 3yx2)Mx2−y2 ∝ My + · · · が強的に秩序し，これも異方的磁気双極子
My に寄与することがわかる．
仮想クラスターを導入することで，物理的な基底がテンソルや注目する点群の既約表現として不完全
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図 14 Mn3Sn のクラスター多極子展開．仮想クラスターからなる正三角形を点線で表している．赤枠の部分の異方的磁気双極子 My(磁気八極子 My(5z2−r2)) は上下の層で同符号で強的に秩序しており，青枠の部分の磁気四極子 Mx2−y2 は上下の層で逆符号で反強的に秩序している．

な基底を張る場合にも，任意の対称性に基づいて分類し多極子基底を構成することができる．例えば，前
章の正方形分子の例で，サイトのクラスター四極子は Qxy しかないが Qx2−y2 を仮想的に導入してテンソ
ルとしての変換性を理解したのも，仮想クラスターの例である．この場合対称性自体は正方形分子の D4hで記述されるが，サイトの数が (D4h の対称操作よりも)少ないためクラスター部分のみを考えると物理
的な基底がテンソルとしての基底とならないため，余剰な Qx2−y2 を導入した．これはボンド中心に仮想
的にサイトを導入したことになり，仮想クラスターの例となっている．いずれにしても，物理的な基底が
注目する対称性に応じた多極子基底よりも少ない自由度をもつ場合に，仮想的に自由度を導入すること
で注目する基底での分解ができるのである．そのような意味で，前章で Qxy ⊗ Mz が対称部の磁気八極子
Mxyz と反対称部の磁気トロイダル四極子 Tx2−y2 を含んでいたことと仮想クラスターの導入は同様の話と
して理解できる．すなわち，物理的な自由度の異方性をテンソルやある点群の既約表現として分類したい
ため，それができるように必要に応じて仮想的な自由度を用いて考える，というわけである．仮想クラス
ターの導入は多極子展開の考え方を離散系に対して適用しているだけ，と考えればよい．
仮想クラスターを適切に導入することで結晶中での任意の演算子*28を多極子で分類した基底を構成
できる．このような結晶対称性を反映した基底は対称性適合多極子基底 (Symmetry-Adapted Multipole
Basis，SAMB)と呼ばれ，文献 [12]で完成されタイトバインディング模型に関してはMultiPie[15]とい
う Pythonライブラリで実装されており，結晶構造と軌道自由度，考慮するホッピングの種類 (第何近接
など)を指定すると一般的な模型が自動生成される．ハミルトニアンの構成だけでなく，結晶点群の全対
称表現に限らない任意の表現を与えると，それに対応する基底が生成される．最近では，第一原理計算か
ら SAMBへのマップもできるようになり，多極子に関するより定量的な解析ができるようになってきて
いる [16]．SAMBを構成する厳密な規則や具体的な例は原著論文 [12]のほか，大岩による博士論文 [4]
に詳しいため，そちらを参照されたい．

*28 具体的に確立しているのは一体演算子のみである．多体のハミルトニアンであっても同様に原子位置の自由度とサイトの自由度それぞれで多極子基底で分解するのが便利であるが，完全基底の構成方法は具体的には得られていない (密度密度相互作用のサイト依存性はボンド多極子で記述されるが，一般には 3以上のサイトを含むプラケット演算子などを定義する必要があると思われる)．
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3.3 波数空間での多極子
波数空間での多極子はボンド多極子をフーリエ変換して得られる．実空間での演算子

X =
1
N

∑

i j

ψ†i Xi jψ j (23)

に関して (N は単位胞の数．i, jで和をとっているのは並進対称性があるため)，
ψi =

∑

k

eik·riψk, ψ†j =
∑

k

e−ik·r jψ†k (24)

を代入すると，
X =
∑

k

ψ†kXkψk (25)

Xk =
∑

k

Xi je−ik·r (26)

となり，ボンド多極子のフーリエ変換によって波数空間での多極子が得られる．
波数空間では，演算子は波数 k(ただの数)及び，原子位置での自由度 Xと副格子自由度 Yの直積 X⊗Y

で表される．ハミルトニアン H は，基底演算子の線形結合で
H = ψ†k

∑

k

Hkψk (27)

Hk =
∑

i j

ci j(k)Xi ⊗ Y j (28)

と表される．i, jは軌道またはスピン (原子位置での自由度)，副格子空間にはたらく各多極子基底のラベ
ルである．
波数空間での多極子は，スピンや軌道などの物理量の波数空間での配置やそれに起因する現象などを記

述するために有用である．上記の係数 c(k)は周期関数であるが，k = 0の周りで展開して考えてみると
簡単にスカラーをつくれる．いくつかの例を挙げよう．*29

立方晶で軌道自由度 {d3z2−r2 , dx2−y2 } があるとき，軌道空間にはたらくパウリ行列 τ の異方性は
τz ∼ Q20 ∝ 3z2 − r2, τx ∼ Qx2−y2 ∝ x2 − y2, τy ∼ Mxyz ∝ MxMyMz となる．このとき，波数で作る四極子
{dz(k), dx(k)} = a{(3k2

z − k2)/
√

3, k2
x − k2

y}用いて，dz(k)τz + dx(k)τx の異方性をもつ軌道と方向依存のホッ
ピングが可能となる．この異方性によって各原子位置で縮退していた軌道は波数空間で分裂する．例え
ば，kz 方向では τz が有限の期待値をもち，d3z2−r2 と dx2−y2 の占有数が異なる．また，スピン空間にはた
らくパウリ行列 σ とスピン軌道相互作用を考えると，(τyσx, τyσy, τyσz)が (Qyz,Qzx,Qxy)の異方性をもつため (τy ∼ Txyz の添字 xyzの一つとスピンにはたらくパウリ行列の添字で縮退をとった．磁気と磁気の
積なので電気)，波数の四極子 η(k) = b{kykz, kzkx, kxky}を用いて，ブロッホハミルトニアンに η(k) · στy
が表れる．

*29 本章以下の部分は本稿では最も高度な内容であり，記述も丁寧ではないため，初読ではより簡単で具体的な例のある第四章で多極子に関するいくつかの具体例を先に学ぶとよい．
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ここで，八極子 τy がフェロ秩序すると，波数空間でスピン分裂することを示そう*30．八極子秩序の分
子場的な影響は ∆τy で表される．波数の二次までのブロッホハミルトニアンは

Hk = d0(k)τ0σ0 + d(k) · τ̃ + η(k) · στy + ∆τy (29)

と表される．ここで，d0 = ck2とし，d · τ̃ は dzτz+dxτxとした．スピン分裂するかどうかは，Tr[σH2
k] ! 0

であることで確かめられる*31．スピンを含む項はハミルトニアンの中に η · στy の項しかなく，τy を消
すために秩序変数と積をとれば，Tr[σH2

k] = 8∆η となり，スピン分裂する．
波数空間の多極子基底は感受率や局在モーメントの相互作用の解析にも有用である．例えば，磁気双極

子 Mx,My,Mz の相互作用あるいは感受率の異方性に同じ dz,x を用いて
dz(q){3Mz(−q)Mz(q) −M (−q) ·M (q) + dx(q){(Mx(−q)Mx(q) − My(−q)My(q)} (30)

のような異方性が許される．例えば，z方向の波数では Mz間の相互作用と Mx,My同士の相互作用の大きさが異なるなど，磁気モーメントが波数に対して平行な状態と垂直な状態の間にエネルギー差が生じる．
他にも例えば，系がカイラル結晶で電気トロイダル単極子 G0 を有限にもつ場合には，Dzyaloshinskii-
Moriya相互作用 G0(iq) · (M−q ×Mq)が許され，波数と垂直面内で磁気モーメントが回転するヘリカル
状態が各波数での相互作用の固有状態となる．これは磁気双極子の外積で電気トロイダル双極子 Gを，
ボンド依存性 (波数空間で iq)で電気双極子をつくって，その内積がG0 になるから結晶中のG0 との積で電気スカラー Q0 をつくれると理解できる．また，系がポーラー結晶で電気双極子 Qを有限にもつ場合
には，Q · (iq ×M−q ×Mq)が許され，双極子と波数を含む面内で磁気モーメントが回転するサイクロイ
ダル状態が相互作用の固有状態となる．これは，磁気双極子の外積で電気トロイダル双極子Gを，ボン
ド依存性 (波数空間で iq)で電気双極子をつくって，その外積が電気双極子 Qになるから結晶中の Qと
の積で電気スカラー Q0 をつくれると理解できる．なお，結晶がカイラルやポーラーでなくても，ボンド中心にG0 やQがあれば，そのボンド (スピンの相対位置を rとして，iq → rとする)に関してこのよう
な反対称相互作用が可能となる (結晶がカイラルやポーラーでないなら，複数のヘリカルやサイクロイド
ダル構造があり，ヘリシティーが零和となる)．
次に副格子自由度がある例を考えよう．前章から紹介している正方分子が格子を成したものを考える

(図 15)．ここで，単位胞は 4サイトの正方形からなり，この正方形の辺の長さは基本並進ベクトルの長
さとは一致しない．簡単のため軌道自由度はないものとする．Qxy や Qx2−y2 の部分は kxky，k2

x − k2
y の波数依存性をもつ．Qxy はクラスター部分なので，例えば Mz が最近接ボンドを反強磁性にするように

QxyMz の形で磁気秩序すると，kxkyQxy のホッピングがあれば，波数空間でスピン分裂する．カレント部分 (Tx, Ty)は (kx, ky)の波数依存性をもつ．(Qx,Qy)，Txy の部分は単軌道スピンレス模型ではハミルトニアンに表れない．スピンがある場合には，ラシュバ型のスピン軌道相互作用 (k ×σ)が電気双極子の異方
性をもつため，(Qx,Qy)の係数はこの x, y成分となる (空間二次元を考える場合には kz の項はない)．磁
気トロイダル四極子 Txy 部分は (k2

x − k2
y)σz の形のスピン依存ホッピングが可能である (k2

x − k2
y と σz の対称積は磁気八極子 Mz(x2−y2) で反対称積が Txy になる)．同じ格子で局在スピン系の磁気モーメント間の相

互作用を考えると，副格子にはたらくクラスターやボンドの (Qx,Qy)部分に先述のQ · (iq ×M−q ×Mq)
で表される反対称相互作用が含まれるため，各副格子成分はヘリカルだが全体でヘリシティーがキャンセ
ルするような状態が相互作用の固有状態となる．

*30 波数空間での多極子の概念は 2018年に確立しており [5]，八極子秩序下で波数空間でスピン分裂するのは極めて当たり前なのだが (文献 [5]で波数空間多極子の例として図付きで例示されている)，2024年にこれが別の者によって「発見」されている [17]．基底を張るという考えがなければ個別の事象を一々発見しなければならないため非常に見通しが悪いが，「発見」する度に (なぜか)Physcal Review Letterや Xといった雑誌に論文が載っている．これ以外にも同じような例はたくさんある．
*31 詳細は 4.2節を参照されたい．
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図 15 4副格子の正方形をユニットとする格子 (ブリージング正方格子)．

このように，多極子基底を張るだけでハミルトニアンに表れうる項やその物理的帰結をすばやく判断で
きる．波数空間での物理量の配置などは従来あまり注目されてこなかったが，近年では波数空間でのスピ
ン構造を中心に関心が高まっている．非磁性の系では，奇パリティの電気/電気トロイダル多極子がスピ
ン分裂を生じ，電気分極Qと対応するラシュバ型スピン軌道相互作用 k ×σ や，カイラル (G0)型スピン
軌道相互作用 k · σ などがある．奇パリティに限られるのは，波数は時間反転奇でスピンも奇であるため
時間反転偶の結合のためには波数に関して奇関数である必要があり，一方波数は空間反転奇でスピンは偶
であるため，空間反転に関しては奇の結合に限られるからである．偶パリティの磁気/磁気トロイダル多
極子が波数の偶数次で表されるスピン分裂を生じ，例えば磁気八極子や磁気トロイダル四極子が kxkyσz型のようなスピン分裂を生む．多極子が異方性を記述する完全基底であることを考えると，実空間でも波
数空間でも，多極子を用いて異方性の記述が簡潔にできて物理的な描像もわかりやすい，というのは自然
なことである．

4 多極子と物理現象
ここでは，多極子による物理現象の記述の仕方，現象の機構を発見する方法，実験結果から秩序変数を

絞り込む方法の具体例について説明する．多極子秩序と種々の交差相関の関係に関しては，速水・楠瀬に
よるレビュー論文 [1]，同著者らとその共同研究者らによる固体物理誌での連載記事 [2] に詳しいため，
それらや原著論文 [5, 6, 18, 19]を参照されたい．

4.1 多極子間結合
多極子は物理量の異方性を記述するが，いくつかの多極子の積でスカラーをつくることで，様々な現象

を見つけることができる．単純な例として磁場H と磁化M の結合H ·M があり，磁場と磁化の相関
を表している．磁場を印加すると磁化が生じるのは当たり前であり，この結合には系の異方性に関する
制約はない．一方で，例えば序章でも触れたように，歪み ε の印加で磁化M が生じる場合や，電場 E

によって磁化M が生じるためには，系が応答の異方性に対応した異方的な秩序変数をもつ必要があり，
例えば，磁歪結合 εxyMz の積は磁気八極子 Mxyz を含むため，これが秩序変数にあれば磁歪が生じて良い
(MxyzεxyMz の積がスカラーを含む．テンソルの脚を揃えて消せる (縮約をとれる) ことに注意)．電場に
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よって磁化が生じる電気磁気効果も同様で，例えば電場に対して平行に磁場が生じる縦応答には E ·M
の異方性をもつ磁気単極子 M0 があれば良く，電場に対して垂直な磁化が生じる横応答 ExMy − EyMx では磁気トロイダル双極子 Tz があれば良い．金属では電流によって磁化が生じる場合があるが，この場合には電気的な多極子が関与し，縦応答には j ·M の異方性をもつ電気トロイダル単極子 G0 があれば良く，横応答 jxMy − jyMx では電気双極子 Qz があれば良い．このような交差相関を見つけるためには，種々の物理量がどのような異方性を持つか多極子の言葉で整理しておけば良く，あとは適当な秩序変数に
関してテンソルの脚を消すように物理量で積をとっていけば良い*32．また，バルクの応答以外にも，表
面のみで生じる現象の空間対称性による制約にも同様の考え方が使える．例えばバルクでは磁化を持た
ないが表面には磁化が出る条件を考えよう．試料表面には表面と垂直な電場が生じうる (これは試料サイ
ズのクラスター単極子があると思えば良い)．電場は電気的な極性ベクトル (電気双極子)だから，表面で
のみ磁化が生じるには電気双極子と磁化の積で表される磁気単極子，磁気トロイダル双極子，磁気四極子
がバルクの秩序変数に含まれていれば，秩序変数の脚を消せる方向の表面で磁化が出る．例えば，バルク
で磁気四極子 xMy + yMx が秩序すれば，x方向と垂直な表面で磁化 My が生じるし y方向に垂直な表面では磁化 Mx が生じる．*33また，前章で副格子依存のヘリシティをもつスピン間反対称相互作用やラシュ
バ型スピン軌道相互作用の例のように，マクロ応答・相関に限らず微視的な結合の条件も，各位置で秩序
している微視的な多極子と物理量の積によってスカラーを作る，というただ一つのルールに沿って考えれ
ばよい．
交差相関では外場と応答する物理量と秩序変数に関する結合を考えるが，物理現象を対称性の観点から

考察する際に，いくつかの物理量でテンソルの脚をつくってそれを別の物理量で消していく，ということ
を考えるのはどのような応用にも共通する．以下の節では，まず多極子基底を用いた物理現象の機構の発
見法について説明した後，より具体的な問題を議論するため，秩序変数の結合に注目した相転移に関する
ランダウ理論について簡潔に説明し，具体的な化合物の実験結果に対する多極子を用いたいくつかの解析
例を紹介する．

4.2 多極子基底と物理現象の機構
本節では多極子基底を用いた物理現象の機構の発見法について述べる．*34そのための準備として，まず

物理量 (演算子)の基底とその重要性について説明する．多極子が物理量の基底の一種であることは広く
認識されていないようであるため，これを強調するとともに，ヒルベルト空間上に存在する演算子の性質
を理解することが，いかに現象の理解を助けるかを簡単に説明する．
基底とは，物理的な状態 (|n〉のように書く)や演算子 (X, |n〉 〈n′|のように書く)を表現するために必要

な線形独立な状態や演算子の組のことである．状態に関するある基底 {|n〉}が完全基底であるとは，注目
するヒルベルト空間上の任意の状態 |ψ〉が {|n〉}の線形結合で，

|ψ〉 =
∑

n

cn |n〉 (31)

*32 なお，応答テンソルの添字の対称/反対称性に対していくつかの制約があり，時空間対称性に矛盾しないように見えるが自明に禁止される応答があるので，それについては [1, 5, 19]などを参照頂きたい．
*33 このような考えは多極子の考え方からすれば自明だと思えるが，本稿を書いている間に表面磁化の観測 [20]とその対称性に基づく解析を主とした論文 [21]がそれぞれ Physical Review Letter誌と Physical Review Xから出版された．
*34 本節は本章でやや特異な内容であり，基本的ではあるが抽象的な内容となっている．実践的な例を見たい場合は，より具体的な次節以降を先に読むとよい．ちなみに，本稿の初稿では多極子が演算子の基底であることを強調してその利点を先に述べるために本節を序章に置いていたが，査読いただいた方々から序章にしては重たいという至極真っ当な指摘をうけて，序章では異方性の観点の説明に注力することにして本節をこの位置に移動した (3章の最後に置いてもよいかもしれない)．
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と表されることである．また，基底の各要素が直交し
〈n|n′〉 = δn,n′ (32)

を満たすとき，規格直交基底であるという (右辺の δはクロネッカーのデルタ)．
状態の基底に関する完全性については，量子力学の基本的な性質として学ぶことであるから，その概念

を知らないという人はいないだろう．また，基底の選択の仕方が重要であること，特に系の対称性を反映
した基底を選ぶのが自然であることは，多くの人が認識していることだと思う．これは，ハミルトニアン
を対角化したエネルギー固有状態が，自然と対称性を反映するためである．これを簡単に説明する．
ハミルトニアン H がある演算子 Rと交換する場合，すなわち

[H,R] = HR − RH = 0, R−1HR = H (33)

となる場合，時間に依存しないシュレディンガー方程式
H |ψ〉 = E |ψ〉 (34)

の左から Rをかけて，H と交換させると (右辺の E はただの数であるため自明に交換する)，
H(R |ψ〉) = E(R |ψ〉) (35)

となり，|ψ〉と R |ψ〉は同じ固有値に対する固有状態を与える．R2 = 1̂で固有値の縮退は無いとすると*35，
縮退がないため |ψ〉と R |ψ〉は同一の状態であり，|c| = 1を用いて R |ψ〉 = c |ψ〉と表される．一方，R2 = 1
であるから c = ±1となる．すなわち，固有状態は Rに対して偶か奇かのどちらかであり，偶状態と奇状
態の重ね合わせとはなり得ない．具体的な例として，井戸型ポテンシャルのシュレディンガー方程式の解
の空間反転に関する偶奇性について見たことがあるだろう．この議論は，ハミルトニアンと交換するどの
演算子についても成り立つため，そのような演算子の固有状態を用いてハミルトニアンをあらかじめ対
角化しておく (ブロック対角化する)ことができる．例えば，周期系を扱う場合の波数 k で指定されるブ
ロッホ状態は，任意の並進対称操作 T に対する固有値 eik·T の固有状態である．無限個ある並進対称操
作の固有状態であるブロッホ状態を基底にとることで，格子点が無限大の系を考える場合でも，無限次元
の行列を対角化する必要はなく，各波数 k でのブロッホハミルトニアン Hk を対角化すればよくなるのである．
以上のような，状態に関する基底とその選び方の重要性については多くの人が認識しているだろうと思

う．一方で，演算子の完全直交基底とその選び方の重要性については，それほど認識されていないようで
ある．よくあるのは，わかりやすい (必ずしも対称基底ではない)基底を用いてハミルトニアンなどの演
算子を行列表示しておく，というやり方である．完全基底を張り，あるいは張ることを念頭に置き，その
基底の各演算子がどのような性質を持っているかについて整理し，それを生かした解析がなされることを
目にすることはあまりない．異方性を記述する完全基底としての多極子概念の成立は近年の多極子理論
の発展の中でも最も重要な点であるので，ここで詳述しておく．
演算子の基底 {X}が完全であるとは，ヒルベルト空間上の任意のエルミート演算子 Hが，{X}の線形

結合で
H =
∑

X

cXX (36)

*35 一般の場合の議論はだいたい量子力学のどの教科書にも書いてある．J. J. Sakurai [22]などを参照．
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と表されることである．Hと Xがエルミートであるため，係数 cX は実数である．また，演算子の基底が規格直交するとは，基底の各要素 X,Yが
Tr[X†Y] = Tr[XY] = δX,Y (37)

を満たすことを言う (最左辺はエルミートとは限らない演算子同士の内積の定義)．
これは単に定義であるが，このような話は状態に関する基底の完全規格直交性と比べると耳にすること

が少ないだろうと思われる．状態に関しては，ヒルベルト空間上の全ての状態を考えるということが当然
であり，部分空間を考える場合には有効模型を導入してその模型上の全状態を扱う，と考えるくらいに状
態の基底の完全性は扱う系の認識と密接に関わっている．一方，ヒルベルト空間上に存在する全ての演算
子を考えるということは普通無く，むしろごく一部の演算子のみがはたらく単純な模型を考えることが多
い．最近接格子点上のスピンのみに相互作用がはたらくハイゼンベルグ模型や，最近接ホッピングのみが
有限なタイトバインディング模型などがその例である．単純な模型から豊かな物理が出てくるのは望ま
しく，多くの要素を取り入れて複雑な結果が出てくるがその因果関係が不明瞭な模型が望ましくないのは
言うまでもない．しかし，豊かな物理を生みだす単純な模型を首尾よく構成するためには，個々の演算子
の性質をよく理解する必要があり，重要な演算子の組やそのはたらきによって生じる現象を見落とさな
いためには，ヒルベルト空間上のあらゆる演算子を素性の知れた基底によって整理することが不可欠と
なる．*36演算子の基底としての多極子を考慮すると，時空間対称性だけでは決まらないより詳細な対称性
を議論でき，また重要なことに現象に対する機構を発見することができる．これは以下のように考えら
れる．
任意の物理現象は演算子で表され，与えられた系でどのような物理現象が (どの時間スケールで)起き

るかはハミルトニアンで指定される．ある現象 X が起きるかどうかは，ハミルトニアンがその物理プロ
セスを含む，すなわちハミルトニアンの適当なべき乗 Hn を用いて Tr[X†Hn]が有限になり，その期待値
が有限であるかどうかで決まる (通常の量子力学の経路積分描像を考えれば良い．図 16(a)を参照)．この
とき，Hn の Tr[X†Hn]に寄与する部分がその具体的なプロセス (メカニズム)を与える*37．演算子が多極
子基底で表されていれば，ヒルベルト空間上の演算子の組のうち，どれが Tr[X†Hn]に寄与するかを簡単
に判断できる．適当な (上手でない)基底を用いると，いくつかの基底の積がトレースをもつが，零和に
なるという場合が出てくる．極端な例では，あるサイトからあるサイトへのホッピングのみを見ると，こ
れは電流演算子に寄与する (電流演算子との積がトレースをもつ)が，当然逆向きのホッピングと打ち消
すため自発的な電流は生じない．多極子基底を用いるとこのようなことは生じず，多極子の観点から電気
単極子がつくれる積を考えて，それをヒルベルト空間上の演算子の積として表したときに恒等演算子を含
むかどうかを調べればよい．なお，X と Y の相関関数などを求める場合には，Tr[X†HmYHn]などが有限
になれば良い [19]．
抽象的な話が続いたので，一つ具体例を挙げておく．例として，近年固体物理のホットトピックになっ

ている，スピン軌道相互作用が無視できる反強磁性体での波数空間におけるスピン分裂について考え
る*38．話を簡単にするために，ルチル (RuO2)の反強磁性秩序相を考える*39．図 16(b)に示すのが結晶構

*36 演算子の完全基底を考えることは珍しいが，有限次元の系 (有限次元のブロッホハミルトニアンからなる無限系を含む)では完全基底を得る事自体は特別難しくはない．ヒルベルト空間の次元で必要なエルミート演算子の数が決まるためである．問題は筋の良い基底の取り方が思いつくかどうかであり，状態の完全基底とは違って，とりあえず演算子の完全基底だけ張っておく，ということをしてもあまり意味はない．
*37 この方法で生じる/生じないが判断できるというのは，ハミルトニアンのもつ対称性 (普通は空間回転及び時空間反転操作の対称性 (空間群や磁気空間群)よりも高い対称性をもつ)に矛盾しないという意味であり，それ以上の定量的なことや相転移の有無などについては，対称性に矛盾する/しない以上のことは言えない．
*38 交替磁性体 (altermagnet)と呼ばれる [23]．発見者 [24]と命名者 [23]が異なるが，その辺りのこと +物理的な詳しい解説を知りたい方は，発見者らによる固体物理誌の解説記事 [25]を参照されたい．
*39 簡単にするためにと断ったのは，モデルとしては簡単だが，実際にはルチルにおける磁気秩序の詳細は未解明で，磁気秩序
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現象と機構
Tr[X†Hn] ≠ 0

X

(a) (b)

現象と機構
Tr[X†Hn] ≠ 0

X

(a) (b) (c)

図 16 (a)現象と機構．現象はある演算子で表され，その演算子をつくるプロセスがハミルトニアンに含まれればその現象がおきうる．(b)RuO2 の結晶構造 (wikipediaより)．

造で，緑の丸が Ru，赤の丸が Oである．単位胞に Ru原子は 2個あり，これらが c軸方向に磁気モーメ
ントが向いた反強磁性秩序を示す*40．簡単のため，軌道自由度を無視し，副格子とスピンの自由度のみ
を考える．副格子にはたらくパウリ行列を τ，スピンにはたらくパウリ行列を σ とする．スピン軌道相
互作用を含まない一般的なブロッホハミルトニアン (H =

∑
k ψ
†
kHkψ

†
k の Hk の部分．ψ†k(ψk)は生成 (消

滅) 演算子の行 (列) ベクトル．以下本稿でブロッホハミルトニアンというとき同様に演算子部を省略す
る)は，

Hk = akτ0σ0 + bkτ
xσ0 + ckτzσ0 + ∆τzσz (38)

で与えられる (それぞれの基底の異方性や係数の波数依存性は後述する)．最後の ∆の項が反強磁性秩序
を表している．熱平衡状態での演算子 X の期待値 〈X〉は，逆温度 β = 1/T を用いて

〈X〉 = Tr[e−βH X]/Tr[e−βH] (39)

で与えれるので，ブロッホハミルトニアン
H =
∑

k

ψ†kHkψk (40)

を代入し，また，
e−βHk =

∑

n

(−βHk)n/n! (41)

と展開できるから，波数 kでスピンの z成分 σz の期待値が有限となるためには，
Tr[Hn

kσ
z] (42)

が有限になればよい．今の場合 n = 2で有限の寄与が表れる．スピン部分のトレースを有限とするため
にはスピンを含む唯一の項である ∆τzσz の項が必須で，この項と σz の積で τz が余るが，ckτzσ0 の項と
の積で全体のトレースを有限にできスピン分裂する:

Tr[H2
kσ

z] = 8∆ck. (43)

あとは ck の波数依存性がわかればよい．副格子自由度 τz がどのような異方性を持つかがわかれば，ckはそれと同じ異方性をもつはずである．Ru サイトには四回対称性がないが，四回回転を作用させて四
していないという報告 [26]もあるからである．

*40 示さないのかもしれないが，とりあえずそういう状況を考える．
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図 17 RuO2 の結晶構造と局所異方性を特定するための仮想クラスター．右図の赤い楕円は電荷分布の異方性を表している．Ruサイトには 4回回転対称性が無いため，多極子基底として表すために仮想クラスターを導入し，4回回転偶部分の Q0 と奇部分の Qxy に分解される．Qxy の正負は z = 0の Ruサイトと z = 1/2の Ruサイトで逆になっている．

回回転偶の部分と奇の部分の和と考えると，図 17 のように奇の部分が Qxy として振る舞い，z = 0 と
z = 1/2で逆の符号をもつことがわかる．すなわち Ruサイトでは Qxy が反強秩序しているとみなせ，τz

は Qxy のように変換する．したがって，ck として kxky のような形を考えれば，全体でスカラーをつくることができ，スピン σz は kxky の符号にしたがってその符号を変える．
結局，重要だったのは結晶構造において Ruサイト上に xy四極子が反強秩序しているような異方性を

もち，そのため副格子に関する演算子 τz が xyの異方性を持つということだけである．すなわち結晶構造
の異方性と対応する演算子の基底の異方性を理解することが必要なことであり，それ以外に考えること
は極めて基本的な量子力学や熱力学の性質であった．議論を振り返ると，(1)スピン分裂するからにはハ
ミルトニアンに σが含まれてなければならない，(2)反強磁性を表す項 τzσz との積では副格子の τz が余
る，(3)副格子依存の τz を含むホッピングがあれば全体でトレースが有限になり，(4)τz は xyの異方性を
持つため，kxky の波数依存性を持つホッピングによってスピン分裂が生じる，となっていた．このように見てみると，長い間，スピン分裂にはスピン軌道相互作用が必要だと思われていたことが不思議でなら
ないだろう*41．スピン軌道相互作用は軌道角運動量 lを用いて l ·σ のように表され，(上での議論の副格
子自由度の代わりに)軌道自由度についてトレースをとる必要があるが，それが副格子自由度と比べて特
に簡単というわけでもない．*42

スピン軌道相互作用が無い反強磁性でのスピン分裂の可能性は，何らかの歴史的な経緯があって見落と
されていたのだと思うが，見通しの良い (異方性を記述する)基底を張るという観点からすれば，スピン
軌道相互作用はただの基底の一個 (あるいは複数個)であり，これを特別視する必要は特になく，注目し
たいときに注目しそうでないときには単に基底の一部と思えばいいので，それ以外の重要な要素を見落
とすということは考えにくい．演算子の完全基底を張る，あるいは張ることを念頭に考えることの重要
性は，性質の良くわかった (異方性で整理された)基底が張れるからには，ある物理的な要素 (副格子自由
度やスピン軌道相互作用など)に特別注目しなかったからと言って，その重要性を永きにわたって見落と

*41 個人的な回想だが，学部の卒論前後 (2017年ごろ)に非共型空間群に属する超伝導のブリルアンゾーン端でのノード構造についての発展があり，日本で最も有名な群論の教科書「応用群論」[14]でほとんど唯一出てくる非共型空間群の例がルチル構造であったため，その構造上で常伝導相の，しかも k = 0周りでのスピン分裂の可否が未知だとは夢にも思わず，中らによる発見 [24](ルチルが対象ではない)の後も，最近になって altermagnetが話題になるまでは，先行研究があるに決まってるだろうと思っていた．このようなことは珍しくなく，多極子基底の考え方を身につけると，ある現象とその機構や候補物質を思いつくよりも，先行研究があるかどうかを調べることのほうがよっぽど難しい，ということがよくある．ちなみに，明らかに先行研究のある現象が別の人によって発見されるということもよくある．
*42 当たり前に思われる異方性，例えば正方晶では面内成分と面直成分で磁化率が異なる，などを微視的に導出しようとすれば交替磁性の導出よりも多少複雑になるだろう．個人的には，交替磁性の発現は，正方晶では電気抵抗が面内成分と面直成分で異なり，それは面内と面間でホッピングの大きさが異なるから，というくらいの話と変わらないように思う．
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す，というようなことがおこりにくい，ということにある．また，今の場合は，注目する現象 (スピン分
裂に対応する演算子 σz)に対してその機構 (ckτzσ0)(∆τzσz)を考えたが，ハミルトニアンに含まれる物理
プロセス Hn から適当な演算子の組の積 (機構)を選んでそれに対応する新奇現象を探す，ということも
できる*43．

4.3 ランダウ理論
ランダウ理論は，相転移と自発的対称性の破れの関係に注目し，相転移点近傍で系の自由エネルギー汎

関数が対称性の破れを特徴づける秩序変数のべきで展開できるとする理論である．秩序変数に関して低
次で展開するため，通常は二次転移を想定する．最も簡単な例は，一成分秩序変数に関する 2次と 4次
の項を考えた，

F =
a
2
φ2 +

b
4
φ4 (44)

である．秩序変数 φはイジング的な磁気秩序 (強磁性でも反強磁性でもよい)や強誘電転移などの詳細に
よらず，多くの場合がこの形になる．四次の係数 bは常に正であるとし*44，無秩序相では二次の係数 a
が正であり自由エネルギーは φ = 0で最小化されるため，秩序しない．二次転移点直上では，秩序変数の
感受率 χφ ∝ 1/aが発散し，二次の係数が 0となる．転移温度以下では，a < 0となり，|φ| > 0が最小自
由エネルギーを与えるため，秩序変数が有限となる．転移点近傍では，秩序変数は小さいため低次の項が
より重要となる．ここで，多くの系で上の自由エネルギー汎関数になる理由を考えよう．自由エネルギー
は座標のとり方によらないから，自由エネルギーに表れる項は係数の異方性を含めて電気スカラーになっ
ている必要がある．秩序変数は何らかの対称性を破るため，奇数次の結合は普通禁じられる．例えば，秩
序変数が磁化であれば時間反転対称性から奇数次の結合は禁じられるし，分極であれば空間反転対称性か
ら禁じられる．秩序変数が一成分でそれが何らかの対称性を破っている (何らかの操作に関して奇)とす
れば，奇数次の結合は禁じられるため，一成分の秩序変数では必ずこの形になる．
一般の多成分秩序変数の場合にはより複雑になるが，やるべきことは異方的な要素を集めてスカラーを

つくることだけである．相転移点の近傍では秩序変数が小さいため，様々なスカラーを秩序変数のべきで
区別して整理する必要がある．一つ重要なことは，自由エネルギーの二次の係数は様々な秩序変数の候補
の二次形式で表され，対称性に応じてそれが対角化されるため，二次の係数が零になる主秩序変数は単一
の既約表現に属するということである*45．詳細は具体的な例を示しながら説明する．

4.4 いくつかの応用例
多極子の応用としては，交差相関や波数空間でのスピン分裂など巨視的な多極子に関するものが良く知

られており，または演算子の完全基底を構成する観点から有効模型を生成できる点も重要である．一方
で，多極子は異方性に関するあらゆる物理的考察に有効なはずだから，他も様々な応用があって然るべき
である．ここではあまり注目されないが多極子の考え方が非常に役に立ち，簡単な考察で物理的に重要な

*43 このような解析は essential parameterの解析と呼ばれる [1, 19]．
*44 一次転移を考える場合には四次の係数を負にして六次の係数を考える．
*45 ちなみに，二次転移では秩序後の (磁気)空間群がもとの空間群の極大部分群にならなければならないという誤解がよくあるようだが，そのようなことは全く無い．もしそうだったら，例えば正方晶や六方晶において面内成分の強磁性秩序は生じなくなる (Mx が秩序したら M2

x ∼ Qx2−y2 の四極子が誘起される．四極子だけが秩序した場合よりも対称性が低いが，だからといって強磁性秩序が生じないはずがない)．
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帰結が得られる例をいくつか紹介する*46．
4.4.1 局所対称性の解析: URu2Si2

ここでは，多極子が局所対称性の解析に有効であること，特に仮想クラスターの概念が有用であること
の例として，URu2Si2 の隠れた秩序相に関する応用を紹介する*47．URu2Si2 は To = 18 K以下での「隠
れた秩序」が 40年近くにわたって未解明であることで有名な物質である [27]．結晶構造は図 18(a)に示
すように，Uサイトが体心正方格子を組む比較的単純な構造である．比熱などの熱力学量は T = To で明確な異常を示すにも関わらず，明確な対称性の破れは観測されていない*48．ARPES実験から並進対称性
が破れており，秩序波数は q = (0, 0, 1)であるとされている [29, 30]．これは単純な二副格子秩序であり，
一成分秩序変数ではある対称操作か対称操作 +並進のどちらかが保たれるので，マクロな対称性は破れ
ない．すなわち，マクロな多極子をそれに対応する応答で検出する，ということはできない．このような
場合，多極子による解析は無力だろうか．もちろん，そうではない．多極子はあらゆる異方性を記述する
ため，マクロな多極子が出なくても，局所的な異方性を記述するのに有用である．ここでは，URu2Si2 において，U サイトを中心に q = (0, 0, 1)の秩序波数をもつ全ての秩序変数 (点群 D4h の全ての既約表現)
下での U，Ru，Siの局所異方性を特定し，どのような実験で秩序変数を特定できるかを解析する．
点群 D4h には 24個の既約表現があり，原子位置は 3つあるから考える対称性は 72個ある．また，実
験でそれを検証するには磁場や一軸歪みを印加する必要があり，数百から数千の場合の対称性を知る必要
がある．多極子を用いれば，やるべきことは以下のことだけである．
・Uサイト上の q = (0, 0, 1)の電荷秩序を考え，U，Ru，Siサイト中心のクラスターを構成する．必要
に応じて仮想クラスターを導入する．
・局所秩序変数をかけていく．これは多極子の脚を足したり消したりするだけである．
・実験で検出するために各原子位置での多極子のテンソルの脚を消すように磁場や一軸歪を印加する．
実際にやってみると，数百の磁気点群および空間群の対称性を考慮したことと等価であるにもかかわら

ず，一つの秩序変数 (電荷秩序)を考えるのとほぼ同程度の労力しかかからない．
まず，各サイト中心の U サイトのクラスターを考えよう．U サイトは結晶の最高対称点 D4h 中心にあるため，D4h の対称操作を作用させても新たな仮想サイトは生じない．サイト自由度は 1 つのみで電

気単極子 Q0 (A+1g 表現) の異方性をもつ (点群 D4h の範囲でしか異方性は無い)．これは常磁性相に相当
する q = 0 でも q = (0, 0, 1) でも同じである．次に，Si サイトは四回軸上にあるが，z ミラー面上には
ない (図 18(a))．そのため，z ミラーによって z 方向のクラスターができる．(+,+) としたものは電気単
極子 Q0 (A+1g 表現)，(+,−) としたものは電気双極子 Qz (A+2u 表現) の異方性をもつ．これも常磁性相と
q = (0, 0, 1)で同じである．Ruサイトは zミラー面上にあるが，四回対称軸上にはない．Ruサイトから
Uを見ると x方向に並んでいる層と y方向に並んでいる層が交互に並んでいる．Ruサイトの異方性を判

*46 多極子を用いた解析では，物理的な内容によらず常に色々な多極子の積でスカラーをつくっていく，ということをひたすらやっていくので，すぐに慣れて手際が良くなってくるだろう (少なくとも点群の表を参照しながら解析する場合よりは)．多くの場合では表を参照する必要がないため，会話や他人の発表を聞く間に有益な結論を導くこともできる．一方，それを他人に説明したり論文を書いたりするにはその何百 (千)倍も時間がかかるほか，実験事実が見慣れない群やその既約表現で記述されていた場合，表を参照しないとその真偽や意味を理解することができないことがある．そのため，本稿では多極子を用いた解析の着眼点を共有する必要があるだろうと考え，その考え方の説明に重きを置き，詳細な解析や実験の例は少なめにしている．
*47 念の為，隠れた秩序相が実験的に特定できたわけではないことを先に述べておく．
*48 回転対称性を破るネマティック秩序だという説があるが [28]，他の研究で再現されておらず，どうやら試料依存性の問題らしい．
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図 18 (a)URu2Si2 の結晶構造．Uは D4h 中心にあり，Siは四回回転対称性があるが zミラーがない
C4v の対称点に，Ruは四回回転対称性がないが回反 (四回回転して zミラー)の対称性がある D2d 対称点に位置する．(b)Ruサイトからみた Uサイトの分布の異方性をの仮想クラスターを用いた多極子分解．q = 0と q = (0, 0, 1)成分．

断するため，図 18(b)に示すように，C4 回転で仮想クラスターをつくる．C4 偶のクラスターは電気単極子 Q0 (A+1g 表現)として，奇のクラスターは各層で x2 − y2 型の形をしておりそれが z方向に反強的に並ん
でいるから電気八極子 Qz(x2−y2) (B2u 表現)となっている．これは，結晶構造 (常磁性相)の異方性であり，
波数 q = (0, 0, 1)成分を考えると，図 18(b)のように，z = 0面と z = 1/2面で符号が変わるから，常磁性
相の異方性に zをかけて，C4 偶部分が Qz (A+2u 表現)，奇数部分は zが縮約され Qx2−y2 (B+1g 表現)となる．
あとは，局所秩序変数をかけていくだけである (今 Qz をかけたように)．時間・空間反転の偶奇は電気/
磁気またはトロイダルでない/トロイダルが変わるだけだから，24 個の既約表現のうち時間・空間反転
偶の 6個を考えれば残りも自明に得られる．その 6個の積もテンソルの脚を足したり消したりするだけ
である．各 Uサイト上の秩序変数に対する各サイトの多極子 (q = (0, 0, 1)成分)が表 2(電気)と表 3(磁
気)にまとめられている (実験では四回回転対称性が保たれているとされているので，二次元表現は省略
した)．
ここから物理的な帰結や実験との対応を考えよう．ここでは q = (0, 0, 1)成分を議論しているため，Q0となっている原子位置は二種類の非等価なサイトにわかれている．他のサイトは任意の対称操作かそれ

と並進をあわせたものの一方が対称操作として保たれるので，サイトは一種類しかない．核磁気共鳴の実
験では全てのサイトが一種類であることが確かめられているので [31]，Q0 を含むものは実験と整合しない．また，Qx2−y2 ,Qxy を含むサイトは四極子が出ているため二回対称になっているが，実験では全てのサイトで四回対称となっているため，これらを含むものは可能性として消える．すると，電気的な秩序変数
としては，Uサイトに A+1u 表現の電気三十二極子 Q5u ∼ xyz(x2 − y2) (あるいは電気トロイダル単極子G0)
が秩序した場合のみが残る [31]．この秩序変数を直接特定する方法を考えよう．Uサイトの Q5u や G0，
Ruや Siサイトの Q4u ∼ xy(x2 − y2)や Gz となんらかの物理量たちの積で電気スカラーをつくればよい．
Ruや Siサイトの Q4u ∼ xy(x2 − y2)は磁場 HxHy(H2

x − H2
y )と同じ異方性をもつため，これが有限になるように磁場を [1δ0] (0 < δ < 1)に印加すると Q0 となり，サイトが 2つにわかれる．これを検証できれば

秩序変数は Q5u あるいは G0 の異方性をもつことがわかる．
次に磁気的な秩序変数を考えよう．実験事実として各サイトに内部磁場はないため Mz があるものは消去される．それ以外の 5つは今のところ実験事実に反しない．この 5つのうち 4つ (Uサイトで A−2u: Mα

4z
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表 2 電気的な秩序変数と各サイト上で q = (0, 0, 1)で秩序する多極子．多極子の表記法は文献 [5]による．マゼンタの Q0 がある原子位置は 2つの非等価なサイトにわかれる．青字の四極子をもつサイトは 4回回転対称性を破っており，黄色で書いた十六極子 Qα
4z(磁気トロイダル双極子 Gz)をもつサイト上では磁場と垂直成分の磁化が q = (0, 0, 1)で生じる．電気多極子のみを記載しており，同じ既約表現に属する電気トロイダル多極子は Q5u → G0, Qα

4z → Gz, Qxyz → Gv, Qβ
z → Gxy として得られる．

Irrep U Ru(Qβ
z ) Si(Qz)

A+1g Q0 Qz, Qx2−y2 Q0

A+2g Qα
4z Q5u, Qxy Q5u, Qα

4z

B+1g Qx2−y2 Q0 Qβ
z , Qx2−y2

B+2g Qxy Qα
4z, Qxyz Qxyz, Qxy

A+1u Q5u Qα
4z, Qxyz Qα

4z, Q5u

A+2u Qz Q0 Q0

B+1u Qxyz Qxy, Q5u Qxy, Qxyz

B+2u Qβ
z Qα

4z, Qx2−y2 Qx2−y2 , Qβ
z

表 3 (上) 磁気的な秩序変数と各サイト上で q = (0, 0, 1) で秩序する多極子．多極子の表記法は文献
[5] による．赤色の Mz が秩序しているサイトは z 方向磁場で 2 つの非等価なサイトに分裂する．緑色の磁気八極子 (磁気トロイダル四極子) が秩序したサイトは傾けた磁場や一軸歪みと z 方向磁場下で 2つの非等価なサイトに分裂する．磁気多極子のみを記載しており，同じ既約表現に属する磁気トロイダル多極子は M5u → T0, Mα

4z → Tz, Mxyz → Tv, Mβ
z → Txy として得られる．(下) 磁気モーメント Mz が各原子位置にあるかどうかのまとめ．黒，赤，青字はそれぞれ一軸歪み σ = 0，σ = [100]，

σ = [110]下で磁気モーメントが生じているかを表している．
Irrep U Ru(Qβ

z ) Si(Qz)

A−1g M5u Mα
4z, Mxyz Mα

4z, M5u

A−2g Mz M0, Mβ
z M0,Mz

B−1g Mxyz Mxy, M5u Mxy, Mxyz

B−2g Mβ
z Mz, Mv Mv, Mβ

z

A−1u M0 Mz, Mv Mz, M0

A−2u Mα
4z M5u, Mxy M5u, Mα

4z

B−1u Mv Mβ
z , M0 Mβ

z , Mv
B−2u Mxy Mα

4z, Mxyz Mxyz, Mxy

A−1g – ! –
A−2g ! ! !
B−1g ! – !
B−2g ! ! !
A−1u – ! !
A−2u – – –
B−1u – ! !
B−2u – ! !
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or Tz のもの以外) は磁気八極子 Jz(J2
x − J2

y )，JxJyJz をもつサイトがある．これは，一軸歪み εx2−y2 (εxy)下で z方向に磁場をかける，あるいは Hz(H2
x − H2

y ) (HxHyHz)が有限となるように，[δ01] ([δδ1])方向に
磁場を印加することで電気スカラー Q0 がつくれ，2つのサイトに分裂する．一軸歪み中での c軸磁場あ
るいは傾けた磁場中でサイトが分裂するかどうかを三通り表 3の下部にまとめた．異なる秩序変数に関
しては，歪み (あるいは磁場の傾き)の方向 (σ = 0, σ ‖ [100], σ ‖ [110])毎に Ru，Siサイトのうちどれ
かの分裂する/しないが異なる．したがって，一軸歪みや傾けた磁場中で Ru及び Siサイトの核磁気共鳴
の実験をすれば，秩序変数の異方性が一つに絞り込めることになる．この方法で分裂しない A−2u 表現 (磁
気十六極子 Mα

4z または磁気トロイダル双極子 Tz)の秩序変数は z方向に電流を流しながら核磁気共鳴 (核
四極子共鳴でもよい)測定をすると，Uや Siサイトが 2つの非等価なサイトに分裂するはずである．磁
場を印加するならば，電気磁気効果を用いて (j ×B) ‖ z となるように面内に垂直に電流と磁場を配置し
て，Uや Siサイトを 2つの非等価なサイトに分裂させるほうが良いかもしれない．
多極子を用いた解析で必要なのは，基本的にここでしたことと同じ流れだけである．すなわち，物理的

自由度の異方性を決定するために，サイトと内部自由度を各々多極子基底に整理し，その直積で物理量の
多極子基底を得て*49，物理量の多極子のテンソルの脚を消すように物理現象を考える，あるいは逆に望
む現象の異方性を多極子で表してそのテンソルの脚を消すように秩序変数や演算子をかけていく，という
だけである．多極子を用いて局所対称性を解析することはあまり目にはしないが，異方性とその物理的帰
結を特定し，それを検証する実験を考えるのに多極子が当然役に立つということと，仮想クラスターを導
入することの利点を示す格好の例であるため，ここで紹介した．
4.4.2 磁気相図の異方性: CeCoSi

ここでは，秩序変数と磁気相図の磁場方向異方性の関係を多極子を用いて整理する例として，CeCoSi
の磁気相図の解析を行う．異方性に関することなので，当然多極子による記述が有効となる．以下ではラ
ンダウ理論を用いるため，スカラーを作って自由エネルギーを構成した後少し議論が必要だが，自由エネ
ルギーの二次の項が 0になるときに秩序が生じる，という以上の観点は必要ない．

CeCoSiについてまとめておこう．CeCoSiは正方晶化合物で，TN = 9.4 Kで Ceの磁気モーメント由
来の反強磁気秩序が報告されている他，近年 T0 ∼ 12 Kでの非磁性の秩序相が発見された [32, 33]．X線
散乱による構造解析によって，秩序変数が構造歪みを伴う (Qzx,Qyz)型強四極子秩序であることがわかり
[34]，核磁気共鳴によっても同じ結論が得られている [35]．この非磁性秩序相で特徴的なのは，[100]磁
場中では磁場誘起相が表れて非磁性秩序相が二相にわかれるが，[110]磁場では磁場誘起相が表れないこ
とである．ここでは，この磁気相図異方性がフェロ (Qzx,Qyz)を含む正方晶での |lz| = 1の秩序変数に特
徴的なものであることを示す．
正方晶では，四回対称で Q4a ∼ Re(x + iy)4 が有限となり，|lz| = 4の結合が可能になる．したがって，
秩序変数の異方的結合として．

Re(Qzx + iQyz)4 = (Q2
zx − Q2

yz)
2 − (2QzxQyz)2 (45)

の形の項が自由エネルギーに表れる (z4 が出てくる分は Q2
20 で相殺できる)．この項の係数が負の場合に

は (Q2
zx − Q2

yz)2 を最大にするために Qzx(Qyz)型の秩序変数が実現する．係数が正の場合には (2QzxQyz)2

を最大とするために Qzx ± Qyz 型の秩序変数が実現する．CeCoSiでは実験的に Qzx ± Qyz が実現することがわかっている [34]．

*49 常に完全基底を得る必要はない．実験的に異方性が決まっている場合にはそれと整合するものだけを考えればよい．後で
UNi4Bの例で説明する．

240



磁場との結合を考えよう．秩序変数は非磁性なので磁場とは偶数次で結合する．磁場が面内成分の
みの場合は秩序変数に関しても偶数次となる．なお，z 方向磁場を含む場合には秩序変数の一次である
QzxHzHx +QyzHyHz の結合があり (Qzx の脚 z, xを磁場の脚で消している)，この結合に注目してフェロ秩
序であることが確かめられた [35]．秩序変数と磁場について |lz| = 2の結合は，

(Qzx + iQyz)2 = (Q2
zx − Q2

yz) + 2iQzxQyz (46)

(Hx + iHy)2 = (H2
x − H2

y ) + 2iHxHy (47)

となり，ここから |lz| = 0, 4の結合を作れば良く，それぞれ以下のようになる．
(H2

x − H2
y )(Q

2
zx − Q2

yz) + 4HxHyQzxQyz (48)

(H2
x − H2

y )(Q
2
zx − Q2

yz) − 4HxHyQzxQyz (49)

一行目が lz = 0,二行目が |lz| = 4で Q4a ∝ Re(x + iy)4 の異方性を持つ．それぞれの項の係数は独立だか
ら，(H2

x − H2
y )(Q2

zx − Q2
yz)の結合と HxHyQzxQyz の結合があると思えば良い．

ここで，上記の結合は秩序変数に関して二次であることに注意が必要である．自由エネルギーに現
れる項のうち，秩序変数に関する二次の係数が 0 になるところで相転移が生じるため，例えば [100]
磁場中では Q2

zx − Q2
yz が有限となり，Qzx と Qyz は同時に秩序できない．同様に [110] 磁場中では，

4QzxQyz = (Qzx + Qyz)2 − (Qzx − Qyz)2 が有限となるため，Qzx + Qyz と Qzx − Qyz は同時に秩序できない．
この磁場との結合による異方性と秩序変数の四次の異方性との競合の有無によって磁場誘起相の有無

が決まる．今，CeCoSi では四次の異方性によって Qzx ± Qyz 型がゼロ磁場の秩序変数となっているが，
[100]磁場では Qzx と Qyz は同時に秩序できないため，一方のみが先に高温で秩序する磁場誘起相が生じる．一方で，[110] 磁場ではゼロ磁場の秩序変数 Qzx ± Qyz のうち片方が磁場中の秩序変数となるため，磁場誘起相は生じず，ドメインが選択されるのみである．[100]と [110]の一方の磁場方向のみで磁場誘
起相が生じることは四次の異方性の係数によらず，ゼロ磁場で Qzx(Qyz)型の秩序変数が実現する場合には，[110]磁場で磁場誘起相が生じ [100]では生じない．
ここでの議論には秩序変数の偶数次の結合しか用いてないため，フェロ (Qzx,Qyz)以外の |lz| = 1の秩

序変数で時空間反転対称性が異なるもの，磁気双極子 (Mx,My)，電気双極子 (Qx,Qy)，磁気トロイダル双極子 (Tx, Ty) にも適用できる (強磁性では磁場と一次の結合があるため状況が異なる)．さらに，秩序
変数に関して偶数次の結合なので強秩序反強秩序問わずに適用できる．これは例えば，URu2Si2[28] や
CeRhIn5[36] で提案されているネマティック秩序に適用でき，実際にネマティック秩序になっていれば
[100]か [110]のどちらかの磁場によって磁場誘起相が生じるはずである．ランダウ理論による現象論で
は，しばしば秩序変数の詳細によらずに同形の自由エネルギーが得られるため，このように一般性の高い
結論を導くことができる．考えるべきことは，今の場合磁場相図の面内異方性に注目するのだから |lz|で分類し，正方晶だから |lz| = 4の結合が可能であることがポイントであった．より複雑な場合 (多重 q 秩
序など)でも考えるべきことは変わらず，物理量の異方性を整理してそれらの積で (波数 0の)スカラー
をつくり，秩序変数に関する次数に注目するだけである．
4.4.3 秩序変数の絞り込み: UNi4B

ここでは，マクロ応答関数の測定が秩序変数やその機構の特定に重要となる例として，UNi4B の
triple-q 秩序について紹介する．ある異方的な現象が生じるからには同じ異方性の秩序変数が存在しなけ
ればならない，という単純な事実から多重 q 秩序の位相因子が決定できるという例となっている．

UNi4B では，U サイトが三角格子を組み，TN = 20 K での反強磁気転移で図 19(a) に示す渦上の
triple-q 磁気構造が実現すると考えられている [37]．この磁気構造はわかりやすくトロイダル双極子
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図 19 UNi4Bで提案されている磁気構造．(a)六回回転中心クラスターの渦型磁気構造 [37]．(b)三回回転中心クラスターの渦型磁気構造 [43]．後者では磁気無秩序サイトに三回回転対称性がないので四極子が秩序しており，前者は無秩序サイトに六回か二回の回転対称性があるため四極子は秩序しない．

Tz = (r ×M )z の秩序とみなせる [38]．拡張多極子の確立の前に電気磁気効果 (E ×M )z が予言され
[38]，バルク金属において初めて電気磁気効果が観測された [39]．UNi4Bの磁気トロイダル秩序と電気
磁気効果の観測は，拡張多極子概念の成立に大きく寄与したようである*50．しかし，UNi4Bの電気磁気
効果においては，理論と実験が完全に整合しているわけではない．磁気トロイダル秩序では (E ×M )zの結合があるため，面内の電場 (電流)に対してそれと垂直な面内磁化が生じるはずである．実験でこの
配置での電気磁気効果が観測されたが，それに加えて面直方向の電場 (電流)に対する面内磁化の応答も
観測された*51．秩序変数と応答関数の異方性は完全に対応しているはずなので，秩序変数や結晶構造の
見直しが必要である．電気磁気効果の観測以前に結晶構造は完全な六方晶ではなく直方晶である [40]と
いう報告があったことから，高精度の実験によってこれが検証され，わずかに直方歪みが存在すること
がわかった [41, 42]．しかし，この直方歪みを考慮しても電気磁気効果の異方性を説明することはできな
かった．面直電場に対する電気磁気効果が生じるためには，面内成分の磁気トロイダル双極子，あるいは
面直電流に対する応答に関する面内の電気双極子が必要である．磁気トロイダル双極子 Tz に結晶の歪み
εx2−y2 ∼ Qx2−y2 をかけても磁気トロイダル八極子 Tz(x2−y2) が出るだけで，電気磁気効果は生じない．
以上のことから，結晶構造だけでなく磁気構造も見直す必要があり，筆者らはこれについて考えた

[43]．問題を整理すると，微小な結晶の歪み εx2−y2 との積で磁気トロイダル双極子か電気双極子が生じる
ためには，六方晶の時点で磁気トロイダル八極子 Tx3−3xy2 , Ty3−3yx2 か電気八極子 Qx3−3xy2 ,Qy3−3yx2 が生じ
る必要がある．重要なことに，マクロな多極子として六方晶 D6h の単一な既約表現に属する多極子 Tz だけでなく，別の既約表現に属する多極子が生じていることになる．図 19(a)に示すように，クラスター中
心が六回対称 D6h 中心にある磁気構造では，磁気構造は D6h の既約表現で分類されるため既約表現は一つしか出ない．すなわち，実験事実を説明するためには，クラスター中心が六回対称の D6h 中心ではなく，より低い対称性の点にある必要がある．磁気秩序は triple-q 秩序である (3つの三回回転で結びつく
波数が同じ重みで同時に秩序している)ため，三回対称性を保つ必要があり，可能なクラスター中心は三
回対称の D3h 中心ということになる．
そこで，筆者らは D3h 中心の渦上構造である図 19(b)の構造を提案した*52．原点を最近接正三角形の
中心に選んで，(q ×Mq)z のようにしてトロイダル型の磁気構造を構成した*53．この構造は D3h の単一

*50 新学術領域研究「J-Physics: 多極子伝導系の物理」のニュースレターなどを参照．
*51 同じく「J-Physics」のニュースレターでその歴史が垣間見れる．
*52 単位胞の形から「ゼルダの伝説」に登場するアイテムにちなんで「Triforce秩序」と名付けている．磁気構造の詳細そのものよりも単位胞の形 (クラスター中心の位置)が重要であることを強調するための命名であったが，hexagonal vortexと trigonal

vortexなどでもよかった気もする．磁気的には無秩序なサイトに三回対称性がないため電気四極子が秩序する．
*53 このように，サイト自由度と局所自由度を各々多極子で分解してからその直積の分解で多極子基底を得るよりも，サイト (波数)と局所自由度を合わせて多極子基底を構成する方が簡単な場合がある．特に，実験からマクロな多極子が決まっている場
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図 20 三回回転中心クラスター上の磁気秩序の仮想クラスターを用いた多極子基底への分解 [43]．主秩序変数である磁気成分は 6回回転偶の磁気トロイダル双極子 Tz と奇数の磁気八極子 Mx3−3xy2 を含み，二次的秩序変数である四極子はこれらの積として作れる Qy3−3yx2 を含む (zと X について反対称積をとった)．

の既約表現に属するが，D6h の既約表現で表すには仮想クラスターが必要で，図 20に示すように C2 回転に対応する偶奇に応じて 2種類の磁気的多極子 (磁気トロイダル双極子 Tz と磁気八極子 Mx3−3xy2 )を含
む．二次的な秩序変数としてこれらの積で電気八極子 Qy3−3yx2 が生じる (添字 xと zに関して反対称積を
とっている)．この電気八極子と結晶の歪み εx2−y2 が結合することで分極 Qy が生じ，面直電流に対する電気磁気効果と整合する．電気双極子 Qy が出ることは正三角形△ (Qy3−3yx2 )を横から押して歪ませると上
向き矢印 (Qy)のようになる，と考えれば理解できる．一方，正六角形を歪ませても，もともと反転対称だから双極子は生じない*54．重要だったのは，マクロ応答テンソルが結晶点群 D6h の 2つの既約表現を
含んでいるため，クラスター中心の対称性がより低い D3h になる必要がある，ということである．
図 19(a)と (b)の構造は，磁気構造因子Mq が同じで位相因子のみが異なっている．すなわち，ここでの議論ではマクロ応答関数 (電気磁気効果)を二成分測ることで多重 q 秩序の位相因子が決まったことに

なる．今の場合秩序波数は既知であったが [37]，具体的な波数が決まっていなくてもマクロ物性の異方
性からクラスター中心が決まるので，多重 q 秩序の場合にはその位相因子が決まることになる．多重 q

秩序の位相因子を決定するのは通常難しく，このように多極子による異方性の解析を駆使して求めるこ
とが重要となる．今の場合直方歪みがあるために電気双極子が引き起こす電気磁気効果で検証できたが，
完全な六方晶の場合には電気八極子が出るかどうかを実験的に決めることが位相因子を決める重要な点
となる．圧電効果 (電場をかけると歪む: Eyεx2−y2 + Exεxy)などで電気八極子を検出できる．
なお，ここではマクロ物性とマクロな多極子との整合性から秩序変数を絞り込んだが，さらなる検証

には局所対称性の観点が重要である．図 21 には従来提案されていたトロイダル秩序と新たに提案した
Triforce秩序の磁気構造が，B，Niを含む結晶構造の上に描かれている．Bや Niサイトは最近接 Uが作
る三角形の中心にあり，トロイダル秩序では Bサイトに内部場が消えるサイトは無いが，Triforce秩序で
は C3 中心の Bサイトで内部場が消える．これは，例えば核磁気共鳴のピークのシフトの有無で検証でき
るはずである．URu2Si2 の例で示したように，より詳細な局所異方性の解析も多極子基底を用いて首尾よく実行できる．また，バルク金属での電流誘起磁化測定はこの系が初めてであり，その後も例が少ない
ことを考慮すると，秩序変数を仮定せずに電気磁気効果の結果と他の実験の整合性を考えるのも重要であ
る．電気磁気効果の実験結果から面直の磁気トロイダル双極子 Tz と面内の電気双極子 Qy が生じるため

合 (あるいは望む現象の異方性が決まっている場合)は完全基底を張る必要はなく，サイトと局所自由度を合わせて構成したほうが早い．多極子 (既約表現)を指定すると考えるべき自由度はかなり減る．例えば，六回回転偶 (奇)という条件があれば
6つのサイトが一つの自由度で表される (サイトが回転軸を通る場合には局所自由度が lz = 0に限られる)し，ある鏡映に対して偶 (奇)という条件があればさらに自由度が半分になる，などのように異方性を具体的に指定していく毎に自由度が減っていく．

*54 UNi4Bの実際の結晶構造は単に三角格子を歪ませただけではない複雑なものとなっているので，ここでの議論ほど単純ではない．詳細は論文 [43]を参照のこと．
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図 21 UNi4B の結晶構造と磁気構造 [43]．内部磁場が消える箇所を赤丸で示している．三回回転中心クラスターの Triforce秩序では内部磁場が消える Bサイトがあるが，六回回転中心クラスターのトロイダル秩序では全ての Bサイトに内部磁場が生じる．

これらの外積で表される磁気双極子 Mx も生じるはずである．対称性の観点からは自発磁化が生じても良いが，相互作用が反強的であることを考えると異方的磁気双極子成分が支配的である可能性もあり，こ
の場合 yz面内のホール効果の観測などによって検証できるはずである．
本稿では，秩序変数の対称性の議論に重点を置いたが，論文 [43] では，主に秩序の機構に関して解

析した．簡単に結論を述べると，図 19 のようにトロイダル秩序と Triforce 秩序では四極子の分布が異
なる (図中で磁気秩序サイトにも四極子がある．また，四極子自由度の重要性は弾性定数の測定で明ら
かになっている [44])．具体的には，トロイダル秩序では (Qx2−y2 ,Qxy)四極子の波数空間での分布が，磁気秩序のものと同じ q = (1/3, 0, 0) の成分のみをもち，Triforce 秩序では磁気秩序とは異なる K 点成分
q = (1/3,−1/3, 0)をもつ．磁気双極子は |lz| = 1，電気四極子は |lz| = 2であるから，lz = 0とするように
(M2

x − M2
y )Qx2−y2 + 2MxMyQxy の形で結合するので，電気四極子の相互作用が磁気秩序の安定性に影響する．実際に，四極子相互作用が磁気秩序波数で最大のときにはトロイダル秩序が，K点で最大のときに

は Triforce秩序が実現することを示した．また，磁気無秩序サイトに四極子が秩序し，そのサイト上の
エントロピーを解消することが，低温での安定性につながることを議論した．これは，電気的な自由度と
磁気的な自由度の結合が，秩序の機構にも秩序下での応答にも重要であることの例となっており，任意の
電気的/磁気的異方性を記述できる多極子を用いた解析の有効性を示す例になっていることだろう．また，
ここでは磁気双極子と電気四極子間の 3次結合によって triple-q 秩序が安定となった (3次の結合なので
波数空間で 3つの波数間の結合がつくれる)が，立方晶や六方晶で |lz| = 2の電気四極子同士の 3次の結
合では |lz| = 6がつくれ，平均場やランダウ理論の範囲では無限小の結合で triple-q 秩序を安定化させる
ことがわかっている [45–47]．これも，物理的な自由度の異方性を多極子で記述しそれらから (波数 0の)
スカラーを構成するという一貫した方針が，状態の縮退や交差相関の対称性による整理のみならず，秩序
機構やそれがはたらく典型的な系を発見することもできるということの一つの例になっている．
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5 おわりに
本稿では，多極子が異方性を記述する基底であること，解析に必要なことは多極子の結合で電気スカ

ラーを構成することだけであることを強調する形で，近年の多極子理論の発展を紹介した．初見では抽象
的に見える記述も多々あったかもしれないが，やるべきことは物理量を異方性で整理してからその積でス
カラー作るだけである．対称性に関する考察を 100回すれば 100回，1000回すれば 1000回スカラーを
作ることになるため，すぐに慣れるだろう (現象について考えるたびにちゃんとスカラーになっているか
を確かめれば 100回くらいはすぐに達する．点群や空間群を用いた考え方では，系や秩序変数が変わる
たびに違う表を参照する必要があるため，なかなか慣れないしすぐに忘れてしまう)．本稿で解説した重
要な点をまとめると，(1)対称性に基づく議論をする際には対称性そのものに注目するよりも異方性に注
目したほうがその物理的帰結とのつながりが明確である，(2)異方性の物理的帰結を得るには，秩序変数
と物理的現象の積でスカラーをつくればよく，多極子の脚 (添字)を揃えて消すように考えれば良い，(3)
演算子の多極子基底を用いて essential parameter解析を行う (ヒルベルト空間で現象を表す演算子との積
で恒等演算子をつくるような物理プロセスをみつける)と，時空間対称性よりも深いレベルで現象が生じ
る/生じないや現象の機構を発見できる，となる*55．
紙面の都合や筆者の力量と怠慢，及び速水・楠瀬らによる固体物理誌における連載記事 [2]や最近のレ

ビュー論文 [1]との大きな重複をさけるため，いくつかの重要な要素を紹介しなかった．交差相関をはじ
めとする具体的な応用例や実験例に関しては，当該連載記事やレビュー論文を参照いただきたい．また，
本稿では簡潔に書きすぎた結晶中での多極子基底の構成方法に関しては，大岩の博士論文 [4]に具体的な
例が多くわかりやすい．また，主に紙面の都合から，従来よりの局在多極子についてはほとんど解説しな
かった．局在多極子を従来の方法で解説すると，点群や二重群の既約表現の知識を必要とすることから多
極子物理の敷居が高くなっていることを考え，本稿では図解しやすい拡張多極子の場合に限定した．局在
多極子の自由度が重要となる系では，結晶場スキームの特定や弾性定数の測定などによって感受率が発
達する自由度を常磁性相の実験によって知ることができるなどの特色があり [48, 49]，異方性を直接的に
観測できる代表的な実験手法である共鳴 X線散乱では原子位置での異方性を観測するため [50]，現在に
おいても多極子物理の基本的な対象である．これら局在多極子 (+原子自由度の遍歴多極子)については，
倉本らによるレビュー論文 [51]や楠瀬 [52]，久保 [53]，柳 [54]らの講義ノートなどを参照されたい．ま
た，近年は密度汎関数理論に基づいて多極子間相互作用を計算する手法も発展してきており [55–59]，多
極子秩序やゆらぎの定量的な評価ができるようになっている点も重要な発展である．拡張多極子に関す
る文献は理論・実験含めて多々あるが，やはり速水・楠瀬によるレビュー論文 [1] を一読されたい．ま
た，(拡張)多極子を含む電子系の物理一般の教科書として楠瀬による「スピンと軌道の電子論」[60]があ
る．最近の発展としては，例えばディラック方程式から電子のカイラリティの起源を明らかにする試みが
あり，電気トロイダル単極子が基礎方程式においても電子のカイラリティを記述することがわかってきて
いる [61, 62]．さらに，第一原理計算から多極子基底を張ったタイトバインディングモデルへのマップが
できるようになってきており [16]，多極子と現象との関係の定量的理解が進んでいくだろうと思われる．
これまで，多極子理論の応用としてよく知られているのは，交差相関や波数空間でのスピン分裂などが

主だったが，完全基底としての多極子概念が確立したからにはさらに急速な発展があって然るべきだろ
う．本稿が，多極子に関する研究に興味をもった方にとって少しでも助けになれば幸いである．

*55 (3)の点は非常に重要なことだが，異方性に注目する観点を強調するという方針のため，紙面の都合により波数空間でのスピン分裂しか具体例を紹介できなかった．他の例については，ここで紹介する固体物理誌における連載記事や最近のレビュー論文を参照されたい．
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遍歴強相関電子系における多極子秩序の理論
東京大学総合文化研究科 角田峻太郎

1 はじめに
本稿は「アシンメトリ量子若手秋の学校」(2024年 9月開催@北海道・美瑛)のために書き下ろした

ものである。この学校に関して、世話人の方には「最近は多体計算をやる人が少ないので、そういうのを
含めて多極子のメカニズムなどについてお願いしたい」という風に依頼を頂いた。講義の依頼を頂いたこ
と自体は光栄に思ったのだが、同時にその内容については「荷が重いな」というのが第一印象だった。と
いうのは、私自身も別に多体計算の経験が豊富な訳ではなく、むしろ大学院生時代は「超伝導ギャップ構
造を対称性やトポロジーで分類する」という一体問題の数理解析ばかりやっていたからである。*1 微視的
な模型の数値計算という意味では大学院生のときから取り組んではいたが、まともな (?)多体計算に取り
組み始めたのは学位を取って以降というのが自分の中の認識であった。とりあえず、多少は経験がある遍
歴磁性について書こうと決めたのだが、既に教科書も多数あり、私より遥かに経験豊富な方もいる中で私
が書くべき内容は何だろう…と迷い、なかなか思うように筆が進まなかった。
しかしながら、主に大学院生向けの講義という性質を考えると、よく知られた教科書的な記述であって

も、それに最近の研究の知見を織り交ぜながら、あるいは実際の研究で行っている手続きを紹介しながら
焼き直しを行うことで教育的な内容にできるのではないかと思うに至った。特に、最近では軌道・副格子
を複数もつ多自由度系で発現する、(ときに複雑な)多極子秩序に関する研究も増えてきた。例えば、伝統
的にはただのコリニア反強磁性に分類されるものでも、結晶構造の妙によって実際には高次磁気多極子
の強的 (𝑸 = 0) 秩序とみなせるものが知られつつある；磁性相で時間・空間反転対称性を同時に破る磁
気四極子秩序 [2–4]や、時間反転対称性を破って異方的スピン分裂を引き起こす磁気八極子秩序 [5–11]
がその例である。*2 これらの磁気秩序も含め、あらゆる磁気構造を結晶の対称性を利用して分類する試み
も様々に行われている [15–23]。このような中で、伝統的な教科書にあるような「強磁性と反強磁性のみ
(と、少しスピン密度波)」という記述はやや現状とは隔たりがあるように思われる。そこで本稿では、遍
歴磁性体の研究で古くから用いられている多体計算手法を、できる限り一般の多極子秩序へ拡張しながら
導入し、またそれによって得られる計算結果を適宜示していくことにする。*3 具体的には、遍歴電子系の
典型的な模型であるハバード模型を出発点とし (2節)、それを取り扱う方法として最も基本の近似理論で
ある平均場理論を導入する (3節)。次に、乱雑位相近似や揺らぎ交換近似に基づく動的感受率の計算方法

*1 なお、超伝導それ自体は電子相関によって導かれる interacting な現象であるが、平均場近似を仮定して Bogoliubov–de
Gennesハミルトニアンに落としてしまえば、あとは一体のバンド理論の分類問題と等価である。こちらの話題に興味がある
人は、別のオンラインワークショップで講師をした際のテキストを公開しているので参照されると良い [1]。当然ながらかな
り数学的な内容になっており、本稿の内容とはほとんど関係がない。

*2 秩序相でエネルギーバンド構造に異方的スピン分裂を伴う磁気秩序に関しては、例えば文献 [12] で詳しく解説されてい
るのでそちらを参照するとよい。この磁気秩序は最近では「交替磁性 (altermagnetism)」とも呼ばれ盛んに議論されてい
る [13, 14]。人によって定義が微妙に異なるが、交替磁性と言う場合は 𝑑 波や 𝑔 波といった偶パリティ型の分裂がスピン軌
道相互作用がなくても起きるような磁気状態を指すことが多く、磁気八極子という場合はスピン軌道相互作用がある場合も
含めて扱うことが多いように思う。いずれにせよ、同じようなものを指す用語が複数ある状況は初学者には紛らわしい。

*3 私の力不足により、すべてを一般化しきるのは難しかったので、適宜条件を限定して妥協したところがある (そのような場合
には明示的に条件を示したつもりである)。
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を紹介する (4節)。*4 もちろん、磁気秩序が多少複雑になったところで計算の枠組みが大幅に変わる訳で
はないのだが、初学者にとっては教科書の記述から拡張させるのが意外と難しかったりするので、そうい
う方たちの助けに少しでもなれれば幸いである。
また、今回のテーマに限った話ではないが、深い理解を得るためには実際に手を動かして計算してみる

のが良いと私自身は考えている。そこで、本稿で導入する遍歴磁性体の理論について、実際に数値計算を
行うプログラムを GitHubで公開することにした [24]。プログラムは全て Julia言語*5 で書かれており、
本稿で紹介するすべての数値計算結果はそれらのプログラムを使用して再現することができる。プログ
ラム本体とは別に、数値計算上の Tips など適宜解説を加えた Jupyter Notebook 形式も用意したので、*6

意欲があればこれらを利用してまた別の模型を解析したり、新たな計算を拡張したりということも可能で
あるだろうと考えている。*7

本稿の執筆にあたっては、文献 [25–28]を特に参考にした。いざ書き始めてみると、平均場理論と乱雑
位相近似についての記述だけで結構な分量になってしまい、揺らぎ交換近似に関する記述が (時間の都合
もあって)かなり短くなってしまった。この手法のテクニカルな側面は、先に述べたプログラムのソース
コードを参照して補って頂ければと思う。内容の性質上、私自身が研究した訳ではないトピックが多く
含まれており、誤った記述をしている可能性がある；そのような場合はひとえに私の浅学によるものであ
る。もし誤りや不十分な点を見つけた際は遠慮なくご指摘を頂ければ幸いである。

2 遍歴電子系の典型的な模型：ハバード模型
本節では準備体操として、遍歴電子系の理論研究においておそらく最もよく用いられる模型と考えられ

る、強束縛近似のもとでのハバード模型を導入する。ここでは、スピン以外に軌道・副格子の内部自由度
を含む場合にも使える一般的な表式で導入しておき、後で具体例を与えることにする。以下、軌道・副格
子の内部自由度をまとめて 𝜁、スピン自由度を 𝑠 (=↑, ↓)で表す。また対象となる物質は結晶、すなわち離
散並進対称性をもつ系を考えることにし、模型にはすべて周期境界条件を課すものとする。格子定数はす
べて 1として取り扱う。
いま、単位胞 𝑹・内部座標 𝒓𝜁 に位置するサイトに局在した、自由度 (𝜁, 𝑠) をもつ電子の生成・消滅演

算子をそれぞれ 𝑐†𝑹,𝜁 𝑠 , 𝑐𝑹,𝜁 𝑠 と表す。1電子のハミルトニアンとしては、強束縛近似を採用して

H0 =
∑
𝑹,𝑹′

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

𝐻0 (𝑹, 𝑹′)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′𝑐
†
𝑹,𝜁 𝑠𝑐𝑹′ ,𝜁 ′𝑠′ (2.1)

のように表すのが一般的である。ここで 𝐻0 (𝑹, 𝑹′)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′ は、位置 𝑹 + 𝒓𝜁 にある自由度 (𝜁 ′, 𝑠′) の電子か
ら 𝑹′ + 𝒓𝜁 ′ にある自由度 (𝜁, 𝑠) の電子への “遷移積分”を表す。*8 並進対称性から、“遷移積分”は 2つの
座標の差のみに依存する：𝐻0 (𝑹, 𝑹′)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′ = 𝐻0 (𝑹 − 𝑹′)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′。実際に解析を行う際には、フーリエ変

*4 数ある多体計算の手法の中で、これらは主に「弱相関側」と呼ばれるアプローチに相当する。揺らぎ交換近似に関しては強
相関効果を取り入れた手法と表現されることがあるが、これは「弱相関側の手法の中では強相関寄り」くらいの意味で解釈
するのが適切である。なお、「強相関側」で有効な理論とされる動的平均場理論や resonating valence bond理論などについて
は筆者の経験が全くないため本稿では記載しない。

*5 https://julialang.org/
*6 Jupyter Notebookはコードブロックの他にMarkdown形式で文章を打つこともでき、今回のようにコードの解説を作成した
りする際には便利である。しかし同時に予期せぬバグの温床にもなりやすいので、実際に研究をする際に Jupyter Notebook
上で開発を行うことは推奨しない。

*7 なお、私自身も数値計算のプロという訳ではないので、必ずしも最適なコーディングにはなっていないかもしれない。ここ
はもっと効率的に書ける、など気付いたことがあればご指摘頂けると嬉しく思う。

*8 通常、遷移積分という場合はスピンに依存しないものを指す場合が多い。ここでは、ハミルトニアンがスピン軌道相互作用
を含む場合も考慮し、スピンにも依存する表式で書いているため、敢えて “遷移積分”と二重引用符付きで表現している。
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換を行って実空間表示から運動量空間表示へ移るのが便利である。単位胞の総数を 𝑁 とし、電子の消滅
演算子のフーリエ変換を

𝑐𝒌 ,𝜁 𝑠 =
1
√
𝑁

∑
𝑹

e−i𝒌 · (𝑹+𝒓𝜁 )𝑐𝑹,𝜁 𝑠 , 𝑐𝑹,𝜁 𝑠 =
1
√
𝑁

∑
𝒌

ei𝒌 · (𝑹+𝒓𝜁 )𝑐𝒌 ,𝜁 𝑠 (2.2)

によって導入する (両辺のエルミート共役を取ることによって生成演算子のフーリエ変換も得られる)。*9

これを用いると、式 (2.1)のハミルトニアンは

H0 =
∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

𝐻0 (𝒌)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′𝑐
†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌 ,𝜁 ′𝑠′ (2.4)

のように、運動量について対角化された形式で書くことができる。ここで、

𝐻0 (𝒌)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′ =
∑
𝑹

e−i𝒌 · (𝑹+𝒓𝜁 −𝒓𝜁 ′ )𝐻0 (𝑹)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′ (2.5)

は “遷移積分”を運動量空間へフーリエ変換したものである。これを、𝜁 𝑠 行・𝜁 ′𝑠′ 列に成分 𝐻0 (𝒌)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′

をもつ行列 �̂�0 (𝒌) として捉え、*10 対角化を行うことでエネルギーバンド構造を得ることができる。
1電子のハミルトニアンを考えたので、次に電子間の相互作用を考えよう。電子間のクーロン斥力は金
属中では遮蔽されて短距離力になるので、第一近似として同一サイト上の電子間にのみ作用すると考え
る。特に、同一軌道内の相互作用𝑈𝜁 のみを考えることにすると、ハミルトニアンは

Hint =
∑
𝑹

∑
𝜁

𝑈𝜁 𝑛𝑹,𝜁 ↑𝑛𝑹,𝜁 ↓ =
∑
𝑹

∑
𝜁

𝑈𝜁 𝑐
†
𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↑𝑐

†
𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↓ (2.6)

と書ける。*11 ここで、𝑛𝑹,𝜁 𝑠 := 𝑐†𝑹,𝜁 𝑠𝑐𝑹,𝜁 𝑠 は電子数演算子である。式 (2.2) を用いてフーリエ変換を行
うと、

Hint =
1
𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌2 ,𝒒

∑
𝜁

𝑈𝜁 𝑐
†
𝒌1+𝒒,𝜁 ↑𝑐

†
𝒌2−𝒒,𝜁 ↓𝑐𝒌2 ,𝜁 ↓𝑐𝒌1 ,𝜁 ↑ (2.7)

となる。一体部分とまとめて、ハバード模型のハミルトニアンは以下のように書くことができる。

HHubbard = H0 + Hint

=
∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

𝐻0 (𝒌)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′𝑐
†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌 ,𝜁 ′𝑠′ +
1
𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌2 ,𝒒

∑
𝜁

𝑈𝜁 𝑐
†
𝒌1+𝒒,𝜁 ↑𝑐

†
𝒌2−𝒒,𝜁 ↓𝑐𝒌2 ,𝜁 ↓𝑐𝒌1 ,𝜁 ↑ (2.8)

*9 ここでは、各副格子の内部座標 𝒓𝜁 を含めたフーリエ変換を考えている。副格子が複数ある系の場合、このような定義のもと
ではハミルトニアンの波数表示 �̂�0 (𝒌 ) が一般にブリルアンゾーンの周期性を満たさない [すなわち、逆格子ベクトルを𝑮と
して �̂�0 (𝒌 ) ≠ �̂�0 (𝒌 +𝑮)]。一方で、別のフーリエ変換の定義として内部座標を含めないものも存在する：

𝑐𝒌 ,𝜁 𝑠 =
1

√
𝑁

∑
𝑹

e−i𝒌 ·𝑹𝑐𝑹,𝜁 𝑠 , 𝑐𝑹,𝜁 𝑠 =
1

√
𝑁

∑
𝒌

ei𝒌 ·𝑹𝑐𝒌 ,𝜁 𝑠 (2.3)

この場合には、任意の逆格子ベクトル 𝑮 に対して �̂�0 (𝒌 ) = �̂�0 (𝒌 +𝑮) が成り立つ。数値計算をする際にはブリルアンゾー
ンの周期性を満たしている方が何かと都合が良いので、実用上は内部座標を含めない定義を採用することが多い (例外もあ
るが)。ただし、内部座標を含まない定義はハミルトニアンの表示がやや複雑になるので、本講義ノートでは内部座標を含む
フーリエ変換を用いて話を進める。なお、両者の定義はユニタリ変換で繋がっているため、いずれを用いても (当然である
が)エネルギーバンド構造は変わらない。

*10 本稿では、行列を表す場合はハット ( ·̂)付きで表現するものとする。
*11 多軌道模型の場合、オンサイト相互作用だけに限定したとしても、軌道内斥力𝑈𝜁 以外の項が効いてくることがしばしばあ
る。実際、軌道間斥力𝑈′・フント結合 𝐽・ペアホッピング 𝐽 ′ といった相互作用が多軌道模型では許され [29]、これらを考
慮した模型解析も数多く行われている。議論が複雑になるのを避けるため、本稿ではこれらの寄与は考えないことにする。
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図 1 (a)最近接の遷移積分 (𝑡1)のみを含む正方格子模型。(b)異方的な次近接の遷移積分 (𝑡2)を含む、
拡張された正方格子模型。有機導体 𝜅-(BEDT-TTF)2𝑋 にある種の単純化を行ったものとみなせる。そ
れぞれの図で、緑色の長方形は単位胞を表す。

式 (2.8)はオンサイト・軌道内相互作用を仮定したハバード模型の一般的な表式であるが、やや抽象的な
きらいもある。そこで、簡単な具体例を見ておこう。以下で紹介する例 2.1, 2.2は、この後の節で行う磁
性の議論でもデモンストレーションのために繰り返し用いる。
例 2.1 (正方格子ハバード模型)非常に単純な例として、スピン以外の内部自由度がなく、スピン軌道相互
作用も含まない場合のハバード模型について考える (1軌道・1副格子)。副格子自由度が 1つしかないの
で、内部座標 𝒓𝜁 はゼロに取って良い (各単位胞の原点にサイトが来るように配置する)。このとき一体部
分は (真の意味での)遷移積分 𝑡 (𝑹 − 𝑹′) しかなく、ハバードハミルトニアンは次のように書かれる：

HHubbard = −
∑
𝑹,𝑹′

∑
𝑠

𝑡 (𝑹 − 𝑹′)𝑐†𝑹,𝑠𝑐𝑹′ ,𝑠 +𝑈
∑
𝑹

𝑛𝑹,↑𝑛𝑹,↓

=
∑
𝒌

∑
𝑠

𝜀(𝒌)𝑐†
𝒌 ,𝑠

𝑐𝒌 ,𝑠 +
𝑈

𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌2 ,𝒒

𝑐†
𝒌1+𝒒,↑𝑐

†
𝒌2−𝒒,↓𝑐𝒌2 ,↓𝑐𝒌1 ,↑ (2.9)

ここで 𝜀(𝒌) = −∑
𝑹 e−i𝒌 ·𝑹𝑡 (𝑹) はエネルギー分散を表す。特に、図 1(a)に示す正方格子を考えると、単

位胞の位置は 𝑹 = 𝑗𝑥𝒆𝑥 + 𝑗𝑦𝒆𝑦 と表すことができる (𝒆𝑥 , 𝒆𝑦 は 𝑥, 𝑦 方向の単位ベクトル、 𝑗𝑥 , 𝑗𝑦 は整数)。
簡単のため最近接サイト間の遷移積分を 𝑡1、それ以外をゼロとすると、𝜀(𝒌) = −2𝑡1 (cos 𝑘𝑥 + cos 𝑘𝑦) と
なることはすぐに確かめられる。
例 2.2 (異方的な正方格子ハバード模型)次に、軌道自由度はないが副格子を 2つ含む模型を考えよう。話
を具体的にするために、有機導体 𝜅-(BEDT-TTF)2𝑋 [BEDT-TTF は bis(ethylenedithio)tetrathia-fulvalene
の略・𝑋 は 1価の陰イオン]を例として取り上げる。この物質は伝導層と絶縁層をもつことが知られてい
るが、伝導面内では図 1(b)左で示すように単位胞内に 4つの BEDT-TTF分子が配列しており、赤丸と青
丸で示された 2つの分子のペアはそれぞれ向きの異なるダイマーを形成する [30]。今回はこれをかなり
単純化し、それぞれのダイマーを 1つのサイトとしてみなす極限を取り、4回回転対称性も課した模型を
考えることにする [図 1(b)右]。*12 これは 2つの副格子 𝜁 = 𝑎, 𝑏 を含む模型であり、内部座標はそれぞれ
𝒓𝑎 = (1/2, 0), 𝒓𝑏 = (0, 1/2) で与えられる。𝑎 と 𝑏 は結晶学的に等価なサイトなので、式 (2.8)のハバード

*12 この物質群ではダイマー極限を取らない模型の解析も数多く行われているが [7, 8, 12, 31–39]、やや複雑なため本稿では扱わ
ない。またダイマー極限を取る場合、正方格子ではなく (異方的)三角格子にマップした模型の方がメジャーであるが、単純
な三角格子の模型では後に議論する交替磁性によるスピン分裂が現れない [12]。
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ハミルトニアンについて相互作用を 𝑈𝑎 = 𝑈𝑏 = 𝑈 とする。図 1(b)右は図 1(a)の正方格子を 45°回転さ
せたような構造になっているが、ここでは最近接の遷移積分 𝑡1 に加え、次近接の 𝑡2 をさらに考慮する；
ここでは元々のダイマーの向きの違いを反映して、副格子 𝑎 は [110] 方向、𝑏 は [1−10] 方向のみ 𝑡2 が
あると仮定している。このように考えると、ハミルトニアンの一体部分は結局次のようになる：

�̂�0 (𝒌) =
[
−2𝑡2 cos(𝑘𝑥 + 𝑘𝑦) −4𝑡1 cos 𝑘𝑥

2 cos 𝑘𝑦
2

−4𝑡1 cos 𝑘𝑥
2 cos 𝑘𝑦

2 −2𝑡2 cos(𝑘𝑥 − 𝑘𝑦)

]
⊗ �̂�0 (2.10)

この模型に特に名前は付いていないが、𝑡2 が各副格子で異方的な形で入っているので「異方的な正方格
子ハバード模型」と本稿では呼ぶことにしよう。*13 当然であるが 𝑡2 = 0とすれば、これは例 2.1の正方格
子ハバード模型の単位胞を 2倍に広げ (て 45°回転させ)たものと等しい。

3 平均場理論
前節で導入したハバード模型を解析することで、遍歴電子系のふるまいを捉えることができるはずであ

る。しかしながら式 (2.8)は相互作用を含むハミルトニアンであり、多電子系に対してこの模型をそのま
ま解くことは不可能であるため、何らかの近似理論が必要になる。そこで本節では、このような多体問題
にアプローチする first stepとして常套的に用いられている、平均場近似に基づく解析を見ていく。*14 以
下では話を単純化するため、式 (2.8)のハバード模型に対し、次の 2点が成り立つ状況を仮定して議論を
行う。

• 軌道自由度がない (各サイトが軌道を 1 つだけ持っている)。すなわち、𝜁 は副格子自由度のみを
表す。

• 副格子が複数ある場合、各サイトは単位胞内で結晶学的に等価な位置にある (同一のWyckoff letter
をもつ)。このとき、オンサイト相互作用の値は副格子自由度に依存せず、任意の 𝜁 に対し𝑈𝜁 = 𝑈

となる。

3.1 Warm-up: 遍歴強磁性体の平均場理論

まず、最も単純な状況として強磁性体を考えよう。そのために、一様磁場 (強磁性と共役な場) ℎ を印
加した状況を想定する。このときハミルトニアンとして現れる項は

Hext = − ℎ

2

∑
𝑹

∑
𝜁

(𝑛𝑹,𝜁 ↑ − 𝑛𝑹,𝜁 ↓) (3.1)

であるから、これをハバード模型 (2.8)に追加したハミルトニアン

H =
∑
𝑹,𝑹′

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠

𝐻0 (𝑹 − 𝑹′)𝜁 ,𝜁 ′𝑐†𝑹,𝜁 𝑠𝑐𝑹′ ,𝜁 ′𝑠 +𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

𝑛𝑹,𝜁 ↑𝑛𝑹,𝜁 ↓ −
ℎ

2

∑
𝑹

∑
𝜁

(𝑛𝑹,𝜁 ↑ − 𝑛𝑹,𝜁 ↓) (3.2)

*13 文献 [40]で扱われている模型がこれに近い。
*14 ハートリー・フォック近似と呼ぶこともある。first stepと言っているが、実際にはこの first stepだけで完結している仕事も
数多くあるのが現状である (実際重要な知見を与える仕事も多いので、このようなスタイルを批判する意図はない)。それだ
け多体問題が難しいことを表しているのだとも言えるが、一方で遍歴磁性を記述するには平均場近似だけでは不十分である
ことも知られている (このことは 3.4節でも簡単に触れる)。「本当に平均場だけで良いのか？」ということを、(筆者を含む)
理論家は時に自分に問う必要があるのかもしれない。
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を議論する。簡単のため、ここではスピン軌道相互作用を無視し、一体ハミルトニアン �̂�0 はスピンに
依存しないものとした。相互作用ハミルトニアンに関して、𝑛𝑹,𝜁 𝑠 を平均値 ⟨𝑛𝑹,𝜁 𝑠⟩ と平均値からのずれ
𝑛𝑹,𝜁 𝑠 − ⟨𝑛𝑹,𝜁 𝑠⟩ の和として表す：

Hint = 𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

𝑛𝑹,𝜁 ↑𝑛𝑹,𝜁 ↓

= 𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

(
⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ + 𝑛𝑹,𝜁 ↑ − ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩

) (
⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩ + 𝑛𝑹,𝜁 ↓ − ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩

)
(3.3)

いま、平均値に対して平均値からのずれ (揺らぎ)を小さいとする仮定が成り立つとし、揺らぎの 2次の
寄与を無視すると

Hint ≃ 𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

(
⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩ 𝑛𝑹,𝜁 ↑ + ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ 𝑛𝑹,𝜁 ↓ − ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩

)
(3.4)

と一体問題に帰着される。このような近似を平均場近似と呼ぶ。平均場近似が正当化されるか否かは、無
視した揺らぎの項

𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

(
𝑛𝑹,𝜁 ↑ − ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩

) (
𝑛𝑹,𝜁 ↓ − ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩

)
(3.5)

がどれほど重要であるかに依存し、その程度はケースバイケースである。
副格子自由度の合計数を 𝑑 とすると、1サイトあたりの電子数の期待値は、全電子数期待値を 𝑁𝑑 で
割って

𝑛e =
1
𝑁𝑑

∑
𝑹

∑
𝜁 ,𝑠

⟨𝑛𝑹,𝜁 𝑠⟩ (3.6)

と書かれる。同様に、1サイトあたりの磁化の期待値は

𝑚 =
1

2𝑁𝑑

∑
𝑹

∑
𝜁

(
⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ − ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩

)
(3.7)

で定義される。強磁性状態では並進対称性が保たれており、かつ各サイトは単位胞内で結晶学的に等価で
あることを仮定しているので、被加関数は各 𝑹, 𝜁 で同一の値を取り、

𝑛e = ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ + ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩ , 𝑚 =
1
2
(
⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ − ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩

)
∴ ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ =

1
2
𝑛e + 𝑚, ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ =

1
2
𝑛e − 𝑚 (3.8)

が成り立つ。したがって、式 (3.4)は

Hint ≃ 𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

[(
1
2
𝑛e − 𝑚

)
𝑛𝑹,𝜁 ↑ +

(
1
2
𝑛e + 𝑚

)
𝑛𝑹,𝜁 ↓ −

(
1
2
𝑛e + 𝑚

) (
1
2
𝑛e − 𝑚

)]
=
𝑈𝑛e

2

∑
𝑹

∑
𝜁 ,𝑠

𝑛𝑹,𝜁 𝑠 −𝑈𝑚
∑
𝑹

∑
𝜁

(
𝑛𝑹,𝜁 ↑ − 𝑛𝑹,𝜁 ↓

)
+ const. (3.9)

となるから、定数項を無視すると、*15 平均場近似のハミルトニアンは

HMF =
∑
𝑹,𝑹′

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠

𝐻0 (𝑹 − 𝑹′)𝜁 ,𝜁 ′𝑐†𝑹,𝜁 𝑠𝑐𝑹′ ,𝜁 ′𝑠 +
𝑈𝑛e

2

∑
𝑹

∑
𝜁 ,𝑠

𝑐†𝑹,𝜁 𝑠𝑐𝑹,𝜁 𝑠 −
ℎeff

2

∑
𝑹

∑
𝜁

(𝑛𝑹,𝜁 ↑ − 𝑛𝑹,𝜁 ↓)

=
∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠

[
𝐻0 (𝒌)𝜁 ,𝜁 ′ + 𝑈𝑛e

2
𝛿𝜁 ,𝜁 ′

]
𝑐†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌 ,𝜁 ′𝑠 −
∑
𝒌

∑
𝜁

ℎeff

2
(𝑐†

𝒌 ,𝜁 ↑𝑐𝒌 ,𝜁 ↑ − 𝑐†
𝒌 ,𝜁 ↓𝑐𝒌 ,𝜁 ↓) (3.10)

*15 全エネルギーから安定性などを議論する場合は、当然定数項も残しておく必要がある。
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と書かれ、磁場中の一体問題のハミルトニアンに落とし込むことができる。ここで、𝐻0 (𝒌)𝜁 ,𝜁 ′ は
𝐻0 (𝑹)𝜁 ,𝜁 ′ をフーリエ変換したものであり、有効磁場

ℎeff := ℎ + 2𝑈𝑚 (3.11)

は、外部磁場に相互作用に起因する分子場を加えたものとして表せる。式 (3.10)の第 2項 (𝑈𝑛e/2に比例
する項)は単位行列の寄与しかなく、化学ポテンシャルに押し込めることができるので以下では無視する。
式 (3.10)において、ℎeff に比例する項は副格子自由度 (𝜁)に関して単位行列になるので、エネルギーバ
ンドを得るためには結局元の一体ハミルトニアン �̂�0 (𝒌) の対角化を行えば良い。すなわち、

�̂� (𝒌)†�̂�0 (𝒌)�̂� (𝒌) = diag[𝜀(𝒌)1, . . . , 𝜀(𝒌)𝑑] (3.12)

となるユニタリ行列 �̂� (𝒌) が存在し、これを用いてバンド 𝛼 (= 1, . . . , 𝑑) に対応するブロッホ電子の生
成・消滅演算子を

𝑑†
𝒌 ,𝛼𝑠

:=
∑
𝜁

𝑐†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑉 (𝒌)𝜁 ,𝛼, 𝑑𝒌 ,𝛼𝑠 :=
∑
𝜁

𝑉 (𝒌)∗𝜁 ,𝛼𝑐𝒌 ,𝜁 𝑠 (3.13)

によって定義することができる。したがって、平均場ハミルトニアンのバンド表示は

HMF =
∑
𝒌

∑
𝛼,𝑠

𝐸 (𝒌)𝛼𝑠𝑑†𝒌 ,𝛼𝑠𝑑𝒌 ,𝛼𝑠 , 𝐸 (𝒌)𝛼𝑠 := 𝜀(𝒌)𝛼 − 𝑠
ℎeff

2
(3.14)

で与えられる。この表式は自由フェルミオン系の模型と等価であるので、平衡状態での密度演算子の期待
値はフェルミ分布関数で与えられる：

⟨𝑑†
𝒌 ,𝛼𝑠

𝑑𝒌 ,𝛼𝑠⟩ = 𝑓 [𝐸 (𝒌)𝛼𝑠] =
1

e𝛽 [𝐸 (𝒌 )𝛼𝑠−𝜇] + 1
(3.15)

ここで 𝛽 = 1/(𝑘B𝑇) は逆温度、𝜇は化学ポテンシャルである。これを用いると、電子数期待値 (3.6)は次
のように計算できる。

𝑛e =
1
𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝑠

⟨𝑐†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌 ,𝜁 𝑠⟩

=
1
𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝑠

∑
𝛼,𝛼′

[∑
𝜁

𝑉 (𝒌)∗𝜁 ,𝛼𝑉 (𝒌)𝜁 ,𝛼′

]
︸                         ︷︷                         ︸

𝛿𝛼,𝛼′

⟨𝑑†
𝒌 ,𝛼𝑠

𝑑𝒌 ,𝛼′𝑠⟩

=
1
𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝛼

{
𝑓

[
𝜀(𝒌)𝛼 − ℎeff

2

]
+ 𝑓

[
𝜀(𝒌)𝛼 + ℎeff

2

]}
=
∫ ∞

−∞
d𝜀 𝜌(𝜀)

[
𝑓

(
𝜀 − ℎeff

2

)
+ 𝑓

(
𝜀 + ℎeff

2

)]
(3.16)

最終式では、1サイト・1スピンあたりの状態密度

𝜌(𝜀) :=
1
𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝛼

𝛿(𝜀 − 𝜀(𝒌)𝛼) (3.17)
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を用い、𝒌 に関する和をエネルギー積分に置き換えた。同様にして、磁化 (3.7)は

𝑚 =
1

2𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝜁

(
⟨𝑐†

𝒌 ,𝜁 ↑𝑐𝒌 ,𝜁 ↑⟩ − ⟨𝑐†
𝒌 ,𝜁 ↓𝑐𝒌 ,𝜁 ↓⟩

)
=

1
2𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝛼

{
𝑓

[
𝜀(𝒌)𝛼 − ℎeff

2

]
− 𝑓

[
𝜀(𝒌)𝛼 + ℎeff

2

]}
=

1
2

∫ ∞

−∞
d𝜀 𝜌(𝜀)

[
𝑓

(
𝜀 − ℎeff

2

)
− 𝑓

(
𝜀 + ℎeff

2

)]
(3.18)

で与えられる。パラメータ (温度 𝑇、相互作用𝑈、電子数密度 𝑛e など)を決めると、方程式 (3.16), (3.18)
に従って化学ポテンシャル 𝜇および磁化 𝑚 が決定される。一般的な電子構造 𝜀(𝒌)𝛼 では解析的な表式を
求めることはできないので、数値的に方程式を解くことになる。これについては後に示す具体例で実際に
デモンストレーションを行うことにしよう。

3.1.1 磁化率と磁化
以下では、平均場近似のもとでの磁化率および磁化を求めていく。まずは常磁性相 (𝑇 > 𝑇C)での磁化

率を計算しよう。状態密度が式 (3.17) で与えられる自由電子系の、1 サイトあたりの磁化率を 𝜒0 (𝑇)/2
と書く。いま、バンド表示した平均場ハミルトニアン (3.14)は、この自由電子系に一様静磁場 ℎeff をか
けたものとみなせるので

𝑚 =
1
2
𝜒0 (𝑇)ℎeff = 𝜒0 (𝑇)

(
ℎ

2
+𝑈𝑚

)
(3.19)

の関係が得られる。したがって、ハバード模型を平均場近似で扱った場合の磁化率は

𝜒(𝑇) = lim
ℎ→0

𝑚

ℎ
=

1
2

𝜒0 (𝑇)
1 −𝑈𝜒0 (𝑇)

(3.20)

と求められる。𝑘B𝑇 ≪ 𝜀F が成り立つ十分低温における 𝜒0 (𝑇) の温度変化は、式 (3.18)に対してゾンマー
フェルト展開を行うことで

𝜒0 (𝑇) = 𝜌(𝜀F)
[
1 − 𝜋2

6
(𝑘B𝑇)2𝑅

]
, 𝑅 :=

(
𝜌′ (𝜀F)
𝜌(𝜀F)

)2
− 𝜌′′ (𝜀F)

𝜌(𝜀F)
(3.21)

で与えられる (導出は付録 Aを参照)。いま、状態密度が上に凸の領域にフェルミエネルギーがあると仮
定すると 𝜌′′ (𝜀F) < 0 であり、𝑇2 の係数が負になるから 𝜒0 (𝑇) は 𝑇 = 0 で最大値 𝜌(𝜀F) をとる。した
がって、有限の温度で磁化率が発散して強磁性が出現するための𝑈 の条件は次で与えられる：

𝑈𝜌(𝜀F) > 1 (3.22)

この条件はしばしばストーナー条件と呼ばれ、フェルミ準位での状態密度が大きいほど強磁性が実現しや
すいと言える。遍歴電子系が式 (3.22)を満たすとき、キュリー温度は 𝑈𝜒0 (𝑇C) = 1で求められ、*16 次の
ようになる：

𝑇C =

{
6[𝑈𝜌(𝜀F) − 1]
𝜋2𝑘2

B𝑈𝜌(𝜀F)𝑅

}1/2

(3.23)

*16 キュリー温度 𝑇C を決める際には、「磁化率が発散する点」あるいは「強磁性が消失する点」という 2通りの条件が考えられ、
平均場近似の場合には両者が一致することが知られている (保存近似という)。これは自明のようにも思われるが、一般の近
似で 2つの条件が一致する保証はない。
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これを用いると自由電子系の磁化率は

1
2
𝜒0 (𝑇) =

1
2
𝜌(𝜀F)

[
1 − 𝑈𝜌(𝜀F) − 1

𝑈𝜌(𝜀F)

(
𝑇

𝑇C

)2
]

(3.24)

と書き換えられる。特に、絶対零度では 𝜒0 (𝑇)/2 = 𝜌(𝜀F)/2であり、フェルミ面の状態密度に比例する
(パウリ常磁性磁化率)。次に、平均場近似のもとでの常磁性相の磁化率 (3.20)を計算しよう。3次元自由
電子系の状態密度は 𝜌(𝜀) ∝ 𝜀1/2 であるから、式 (3.21)より

𝑅 =
1

2𝜀2
F
=

1
2(𝑘B𝑇F)2 (3.25)

である (𝑇F はフェルミ温度)。これを用いると、𝑇C < 𝑇 ≪ 𝑇F という仮定のもとで

1
𝜒(𝑇) = 2

[
1

𝜒0 (𝑇)
−𝑈

]
= 2

[
1

𝜒0 (𝑇)
− 1

𝜒0 (𝑇C)

]
= 2


[
1 − 𝜋2

12

(
𝑇

𝑇F

)2
]−1

−
[
1 − 𝜋2

12

(
𝑇C

𝑇F

)2
]−1

≃ 2
𝜌(𝜀F)

𝜋2

12
𝑇2 − 𝑇2

C

𝑇2
F

=
2[𝑈𝜌(𝜀F) − 1]

𝑈𝜌(𝜀F)2

𝑇2 − 𝑇2
C

𝑇2
C

(3.26)

となる。したがって、平均場理論の範囲内では、𝑇C < 𝑇 ≪ 𝑇F を満たす比較的広い温度領域*17 で磁化率
は 𝑇2 の温度依存性によって支配されている。しかし実際には、遍歴・局在を問わず多くの強磁性体で
キュリー・ワイス則に従う常磁性磁化率 [𝜒(𝑇)−1 ∝ (𝑇 − 𝑇C)]が観測されており、この実験事実は平均場
近似が不十分であることを表しているものと考えられる。
強磁性相 (𝑇 < 𝑇C) での磁化については、外部磁場をゼロとおいた分子場の方程式 ℎeff = 2𝑈𝑚 を式

(3.16), (3.18)と連立させ、温度について 2次までの展開を用いて解けば良い。式 (3.16)では ℎeff の 2次
まで、式 (3.18)では ℎeff の 3次までで展開すると次の式が求められる [25, 26]：

𝑚(𝑇)2 = 𝑚(0)2

[
1 −

(
𝑇

𝑇C

)2
]

(3.27)

𝑚(0)2 =
𝑈𝜌(𝜀F) − 1

𝑈3𝜌(𝜀F)
[

1
2

(
𝜌′ (𝜀F )
𝜌(𝜀F )

)2
− 1

6
𝜌′′ (𝜀F )
𝜌(𝜀F )

] (3.28)

式 (3.27)が示すように、転移温度直下で磁化は 𝑚(𝑇) ∝ (𝑇C −𝑇)1/2 のふるまいを示し、この臨界指数 1/2
は次元などによらない。しかし実際には臨界指数は次元に依存することが知られているので、これは平均
場近似の artifactと考えられる。

3.2 一般化：遍歴磁気多極子系の平均場理論

ここまでは強磁性体を例として、平均場近似の範囲内での遍歴電子系の取り扱いを見てきた。しかし現
実には強磁性以外にも様々な磁気秩序を示す物質があるため、本節ではより一般の磁気秩序に対して平均

*17 典型的な金属におけるフェルミ温度 𝑇F が 104–105K程度のオーダーであるのに対し、キュリー温度 𝑇C は 102–103K程度で
ある。
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場理論を拡張することを考えよう。いま、ある秩序ベクトル 𝑸 をもった磁気配列が転移温度 𝑇 = 𝑇c 以下
で発現する遍歴磁性体を想定する。*18このように仮定すると、強磁性だけでなく以下のような磁性も議論
することができる：

• (通常の)反強磁性秩序 (2次元正方格子であれば 𝑸 = (𝜋, 𝜋) など)
• スピン密度波 (非整合な場合も含む一般の 𝑸)
• 磁気多極子の強的 (𝑸 = 0)な配列 (例：磁気四極子 [2–4]、磁気八極子 or交替磁性 [5–14])
• 磁気多極子の有限 𝑸 の配列 (例：反強的に並んだ磁気四極子 [17])

他方、スキルミオン格子に代表されるような複数の 𝑸 をもつ (multi-𝑸)磁気秩序については一般的な表
式で書き下すのが少々困難であるため、本稿では取り扱わない。*19 以下では秩序ベクトル 𝑸 が単一であ
る (single-𝑸)ことを仮定して議論を進めることにする。

3.2.1 秩序変数の定義
平均場理論を行う準備として、一般的な磁気秩序の秩序変数を定義しよう。まず、単位胞 𝑹 内にある
副格子 𝜁 上の電子スピン演算子、*20 およびそれを運動量空間へフーリエ変換した演算子を導入しておく：

𝑺𝑹,𝜁 :=
1
2

∑
𝑠,𝑠′

𝑐†𝑹,𝜁 𝑠𝝈𝑠,𝑠′𝑐𝑹,𝜁 𝑠′ (3.30)

𝑺𝒒,𝜁 =
∑
𝑹

e−i𝒒 · (𝑹+𝒓𝜁 )𝑺𝑹,𝜁 =
1
2

∑
𝒌

∑
𝑠,𝑠′

𝑐†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝝈𝑠,𝑠′𝑐𝒌+𝒒,𝜁 𝑠′ (3.31)

ここで �̂� := [�̂�𝑥 , �̂�𝑦 , �̂�𝑧] はパウリ行列

�̂�𝑥 =

[
0 1
1 0

]
, �̂�𝑦 =

[
0 −i
i 0

]
, �̂�𝑧 =

[
1 0
0 −1

]
(3.32)

を表す。いま、単位胞 𝑹内の副格子 𝜁 = 1, . . . , 𝑑 に対する磁気配列を実ベクトル 𝒗𝑹,𝜁 で与える。*21 この
ような磁気配列に対応する秩序変数としては、各サイトのスピン期待値 ⟨𝑺𝑹,𝜁 ⟩ が想定するベクトルと平
行になっているときに有限の値を与えるものが良いだろう。すなわち、各サイトで 2つのベクトルの内
積を取り、その空間平均を取ったものを秩序変数として導入する：

𝑚 =
1
𝑁𝑑

∑
𝑹

∑
𝜁

𝒗𝑹,𝜁 · ⟨𝑺𝑹,𝜁 ⟩ =
1

𝑁2𝑑

∑
𝒒

∑
𝜁

𝒗−𝒒,𝜁 · ⟨𝑺𝒒,𝜁 ⟩ (3.33)

ここで、磁気配列ベクトルの運動量空間でのフーリエ成分を 𝒗𝒒,𝜁 =
∑

𝑹 e−i𝒒 · (𝑹+𝒓𝜁 )𝒗𝑹,𝜁 とした。𝒗𝑹,𝜁 は
実ベクトルであるから、𝒗𝒒,𝜁 = 𝒗∗−𝒒,𝜁 が成り立つことに注意する。磁気配列としては single-𝑸 のものを

*18 強磁性体のキュリー温度 (Curie temperature) は大文字 C を使って 𝑇C と表現し、一般の磁気秩序の転移温度 (critical
temperature)は小文字 cを使って 𝑇c と表現している。特に反強磁性の場合は 𝑇c はネール温度 (Néel temperature) 𝑇N を表す。

*19 もちろん個別のケースでは理論を展開することができ、実際に多くの研究が行われている。文献を挙げ出すときりがないが、
例えば [41]やそこで引用されている文献などを参照。

*20 各成分を具体的に書き下した次の式もよく用いられる。

𝑆𝑧
𝑹,𝜁

=
1
2

(
𝑐†
𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↑ − 𝑐†

𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↓
)

(3.29a)

𝑆+
𝑹,𝜁 = 𝑆𝑥

𝑹,𝜁 + i𝑆𝑦
𝑹,𝜁

= 𝑐†
𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↓ (3.29b)

𝑆−
𝑹,𝜁 = 𝑆𝑥

𝑹,𝜁 − i𝑆𝑦
𝑹,𝜁

= 𝑐†
𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↑ (3.29c)

*21 ある結晶構造に対して、互いに独立な磁気配列を系統的に得る手段としては、例えばクラスター多極子理論 [17, 18]がある。
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考えているので、𝒗𝒒,𝜁 は一般に複素ベクトル 𝒗𝜁 を用いて
𝒗𝑸,𝜁 = 𝒗∗−𝑸,𝜁 = 𝑁𝜂𝒗𝜁 , 𝒗𝒒,𝜁 = 0 (𝒒 ≠ ±𝑸) (3.34)

と書ける (ただし、𝒗𝜁 は
∑

𝜁 |𝒗𝜁 |2 = 𝑑 を満たすように規格化されているものとする)。𝜂 は 𝑸 ≡ −𝑸 のと
き 1、𝑸 . −𝑸 のとき 1/2と定義しておく (𝒌 ≡ 𝒌′ は逆格子ベクトルの整数倍の差を許して 𝒌 と 𝒌′ が一
致することを表す)。このように定義すると、実空間では 𝒗𝑹,𝜁 = Re[𝒗𝜁 ei𝑸· (𝑹+𝒓𝜁 ) ] という配列をもつベク
トルを表すことができる。こうして磁気配列および秩序変数の一般的な表式が得られたが、やや抽象的で
分かりにくいので、いくつか例を見ておこう。
例 3.1 (1副格子・スピン密度波)単位胞内に副格子が 1つのみあり、𝑧方向のモーメントが波数 𝑸 で変調
している状況を考える。すなわち 𝒗 = 𝒆𝑧 (副格子のラベルは省略)とすれば良い。このとき、磁気配列は

𝒗𝑹 = cos(𝑸 · 𝑹)𝒆𝑧 (3.35)

で与えられ、秩序ベクトル 𝑸 のスピン密度波の表式が得られる (副格子が 1つしかないので 𝒓1 = 0とし
た)。当然ではあるが、𝑸 = 0では強磁性、𝑸 = (𝜋, 𝜋) などでは反強磁性秩序に一致する。
例 3.2 (1副格子・スパイラル秩序) 𝑥𝑦 面内を向いたモーメントが、𝑸 に垂直な面内では平行に揃ってお
り、𝑹 だけ離れた 2つの面間では互いに角度 𝑸 · 𝑹 だけずれている構造を考える。このような磁気構造
をスパイラル秩序などと呼ぶ。*22 これを表すには 𝒗 = (𝒆𝑥 − i𝒆𝑦)/

√
2とおけばよく、

𝒗𝑹 =
1
√

2
[cos(𝑸 · 𝑹)𝒆𝑥 + sin(𝑸 · 𝑹)𝒆𝑦] (3.36)

と求めることができる。
例 3.3 (2副格子・反強磁性 or磁気八極子)今度は単位胞内に 2つの副格子 (𝜁 = 1, 2)がある系を考える。
副格子 1は +𝑧 方向、副格子 2は −𝑧 方向のモーメントをもつような磁気構造が強的 (𝑸 = 0)に並んでい
る状況を考える。すなわち、𝒗1 = 𝒆𝑧 , 𝒗2 = −𝒆𝑧 であり、磁気配列は 𝑹 に依存せず

𝒗𝑹,𝜁 = 𝒗𝜁 = (−1)𝜁 −1𝒆𝑧 (3.37)

で与えられる。通常、この磁気秩序は反強磁性と呼ばれるが、2つの副格子が並進操作によって結び付か
ない場合には、バンド構造に異方的な分裂を伴う磁気八極子秩序 (あるいは交替磁性)に分類される。こ
れについては 3.3節で具体的な計算を行うので、そちらも参照されたい。
例 3.4 (2 副格子・キャント磁性)上と同様、単位胞内に 2 つの副格子がある系を考え、磁気モーメン
トの 𝑥 成分は揃っているが 𝑦 成分は交替的になっているようなキャント磁性を考える。すなわち、
𝒗1 = 𝜆𝑥𝒆𝑥 + 𝜆𝑦𝒆𝑦 , 𝒗2 = 𝜆𝑥𝒆𝑥 − 𝜆𝑦𝒆𝑦 である。𝑸 = 0とすると、

𝒗𝑹,𝜁 = 𝜆𝑥𝒆𝑥 + (−1)𝜁 −1𝜆𝑦𝒆𝑦 (3.38)

となる (ただし、𝜆2
𝑥 + 𝜆2

𝑦 = 1と規格化しておく)。*23

注目する磁気秩序に対応する秩序変数を式 (3.33) で導入したので、これに基づいて磁気秩序を表
す演算子も導入しておこう。例えば強磁性体の場合は、一様磁化を表す演算子を M𝑹 :=

∑
𝜁 𝑆

𝑧
𝑹,𝜁 =

1
2
∑

𝜁 (𝑛𝑹,𝜁 ↑ − 𝑛𝑹,𝜁 ↓) と定義しておくと、磁化の平均値 (3.7)を

𝑚 =
1
𝑁𝑑

∑
𝑹

⟨M𝑹⟩ (3.39)

*22 螺旋磁性、ヘリカル磁性、ヘリカル・スピン密度波などと呼ぶこともあり、あまり統一されていないように思われる。
*23 キャント角が (実験などから)既に決まっている場合は、𝜆𝑥 と 𝜆𝑦 の比を givenとして秩序変数 𝑚だけを自己無撞着に決め
れば良いが、角度も計算で求めたい場合はもう一つ方程式を作る必要がある。
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と表すことができる。よって、一般の磁気秩序に対しては式 (3.33)との対応から、

M𝑹 :=
∑
𝜁

𝒗𝑹,𝜁 · 𝑺𝑹,𝜁 (3.40)

を磁気秩序を表す演算子と定義すれば、式 (3.39)と同一の関係が成り立つ。特に、演算子の行列表示を
(OM)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′ := 𝛿𝜁 ,𝜁 ′ (𝒗∗𝜁 · 𝝈𝑠,𝑠′ )/2とすると、

M𝑹 =
1
2

∑
𝜁

(
𝒗∗𝜁 e−i𝑸· (𝑹+𝒓𝜁 ) + 𝒗𝜁 ei𝑸· (𝑹+𝒓𝜁 )

)
· 𝑺𝑹,𝜁

=
1
2

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

[
(OM)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′e−i𝑸· (𝑹+𝒓𝜁 )𝑐†𝑹,𝜁 𝑠𝑐𝑹,𝜁 ′𝑠′ + H.c.

]
=

1
2
(M𝑸 +M−𝑸) (3.41)

と書くことができる。ここで、

M𝒒 :=
∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

(OM)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′𝑐
†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌+𝒒,𝜁 ′𝑠′ (3.42)

とした。行列 ÔM は後の動的感受率の計算でも用いる。

3.2.2 ハバード模型の平均場理論
前節で導入した磁気秩序に対し、ハバード模型 (2.8)から出発して平均場理論を構築しよう。まず、強

磁性の場合と同様に、考えている磁気秩序と共役な “磁場”を表す項をハミルトニアンに追加する。それ
は前節で導入した演算子を用いて次のように表せる：

Hext = −ℎ
∑
𝑹

M𝑹

= − ℎ

2

∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

[
(OM)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′𝑐

†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌+𝑸,𝜁 ′𝑠′ + (OM)∗𝜁 ′𝑠′ ,𝜁 𝑠𝑐
†
𝒌+𝑸,𝜁 𝑠

𝑐𝒌 ,𝜁 ′𝑠′

]
(3.43)

強磁性の場合は一様磁場であったが、例えば反強磁性の場合は交替磁場 (隣接するサイト間で反平行な磁
場)を表す。*24

次に、式 (2.8)の相互作用項に平均場近似を行う。3.1節ではスピン軌道相互作用がない系の強磁性 (コ
リニア)秩序のみを考えていたため、単一スピンの演算子に対する期待値 (⟨𝑐†↑𝑐↑⟩, ⟨𝑐

†
↓𝑐↓⟩)のみを考えて

いた。他方、ノンコリニアな磁気秩序を考慮する場合にはスピンをフリップする演算子の期待値 ⟨𝑐†↑𝑐↓⟩,
⟨𝑐†↓𝑐↑⟩ も有限に残りうるため、次のような近似を行う。*25

Hint = 𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

𝑐†
𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↑𝑐

†
𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↓

≃ 𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

(
⟨𝑐†

𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↑⟩ 𝑐†𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↓ + 𝑐†
𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↑ ⟨𝑐†𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↓⟩ − ⟨𝑐†

𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↑⟩ ⟨𝑐†𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↓⟩

− ⟨𝑐†
𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↓⟩ 𝑐†𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↑ − 𝑐†

𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↓ ⟨𝑐†𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↑⟩ + ⟨𝑐†
𝑹,𝜁 ↑𝑐𝑹,𝜁 ↓⟩ ⟨𝑐†𝑹,𝜁 ↓𝑐𝑹,𝜁 ↑⟩

)
= 𝑈

∑
𝑹

∑
𝜁

(
⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ 𝑛𝑹,𝜁 ↓ + 𝑛𝑹,𝜁 ↑ ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩ − ⟨𝑆+𝑹,𝜁 ⟩ 𝑆−𝑹,𝜁 − 𝑆+𝑹,𝜁 ⟨𝑆−𝑹,𝜁 ⟩

)
+ const. (3.44)

*24 もちろん実験的にこのような磁場をかけることはほぼ不可能であるが、ここでは強磁性の場合とパラレルな議論を行うため、
あくまで「仮想的な」磁場を考えていると思えば良い。

*25 3.1節で取り入れていた平均場はハートリー項、本節で新たに取り入れたものはフォック項と呼ばれる。
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いま、サイト (𝑹, 𝜁) 上でスピン 𝑠をもつ電子の数を表す演算子 𝑛𝑹,𝜁 𝑠 とスピン演算子 (3.29)に関して

⟨𝑛𝑹,𝜁 ↑⟩ =
1
2
⟨𝑛𝑹,𝜁 ⟩ + ⟨𝑆𝑧𝑹,𝜁 ⟩ , ⟨𝑛𝑹,𝜁 ↓⟩ =

1
2
⟨𝑛𝑹,𝜁 ⟩ − ⟨𝑆𝑧𝑹,𝜁 ⟩ (3.45)

が成り立つことに注意すると、相互作用ハミルトニアンは

Hint = 𝑈
∑
𝑹

∑
𝜁

[(
1
2
⟨𝑛𝑹,𝜁 ⟩ + ⟨𝑆𝑧𝑹,𝜁 ⟩

)
𝑛𝑹,𝜁 ↓ + 𝑛𝑹,𝜁 ↑

(
1
2
⟨𝑛𝑹,𝜁 ⟩ − ⟨𝑆𝑧𝑹,𝜁 ⟩

)
−
(
⟨𝑆𝑥𝑹,𝜁 ⟩ + i ⟨𝑆𝑦𝑹,𝜁 ⟩

) (
𝑆𝑥𝑹,𝜁 − i𝑆𝑦𝑹,𝜁

)
−
(
𝑆𝑥𝑹,𝜁 + i𝑆𝑦𝑹,𝜁

) (
⟨𝑆𝑥𝑹,𝜁 ⟩ − i ⟨𝑆𝑦𝑹,𝜁 ⟩

)]
= 𝑈

∑
𝑹

∑
𝜁

[
1
2
⟨𝑛𝑹,𝜁 ⟩ 𝑛𝑹,𝜁 − 2 ⟨𝑺𝑹,𝜁 ⟩ · 𝑺𝑹,𝜁

]
=
𝑈

2

∑
𝑹

∑
𝜁

⟨𝑛𝑹,𝜁 ⟩ 𝑛𝑹,𝜁 − 2𝑈
𝑁

∑
𝒒

∑
𝜁

⟨𝑺−𝒒,𝜁 ⟩ · 𝑺𝒒,𝜁 (3.46)

と書き直せる (定数項は落とした)。
いま、電荷秩序がないと仮定すると、⟨𝑛𝑹,𝜁 ⟩ は 𝑹, 𝜁 によらず 𝑛e と一致する。また磁性に関しては、

3.2.1節で導入した磁気秩序が実現して ⟨𝑺𝒒,𝜁 ⟩ = 𝑚𝒗𝒒,𝜁 が成り立っていると仮定する。このとき相互作用
ハミルトニアンは

Hint =
𝑈𝑛e

2

∑
𝑹

∑
𝜁

𝑛𝑹,𝜁 −𝑈𝑚
∑
𝜁

(
𝒗∗𝜁 · 𝑺𝑸,𝜁 + 𝒗𝜁 · 𝑺−𝑸,𝜁

)
=
𝑈

2

∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

{
𝑛e𝛿𝜁 ,𝜁 ′𝛿𝑠,𝑠′𝑐

†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌 ,𝜁 ′𝑠′ − 2𝑚
[
(OM)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′𝑐

†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑐𝒌+𝑸,𝜁 ′𝑠′ + H.c.
]}

(3.47)

となる。強磁性の場合と同様、第 1項は化学ポテンシャルに含めることができるので以下では無視する。
式 (3.43), (3.47) より、ハバード模型の平均場ハミルトニアンは単位胞内の磁気構造に対応する行列

ÔM を用いて以下のように表せる：

HMF =
1
2

∑
𝒌

[
𝒄†
𝒌

𝒄†
𝒌+𝑸

] [ �̂�0 (𝒌) −ℎeff ÔM
−ℎeff Ô†

M �̂�0 (𝒌 + 𝑸)

] [
𝒄𝒌
𝒄𝒌+𝑸

]
(3.48)

ただし、
𝒄𝒌 :=

[
𝑐𝒌 ,1↑ 𝑐𝒌 ,1↓ 𝑐𝒌 ,2↑ 𝑐𝒌 ,2↓ . . . 𝑐𝒌 ,𝑑↑ 𝑐𝒌 ,𝑑↓

]T (3.49)

である。有効磁場 ℎeff は強磁性の場合の式 (3.11)と全く同じ定義で与えられる。平均場ハミルトニアン
(3.48)は一体のハミルトニアン

�̂�MF (𝒌) =
[
�̂�0 (𝒌) −ℎeff ÔM

−ℎeff Ô†
M �̂�0 (𝒌 + 𝑸)

]
(3.50)

の問題に落ちているので、ユニタリ行列 �̂�MF (𝒌) を用いてこの行列の対角化を行う：

�̂�MF (𝒌)†�̂�MF (𝒌)�̂�MF (𝒌) = diag[𝐸 (𝒌)1, . . . , 𝐸 (𝒌)4𝑑] (3.51)

ここでは 𝒌 と 𝒌 + 𝑸 の状態空間を作ってハミルトニアンに冗長性を持たせているので、自由度の数が 2𝑑
ではなく 4𝑑 であることに注意。ユニタリ行列 �̂�MF (𝒌) が 2𝑑 × 4𝑑 行列 �̂�1 (𝒌), �̂�2 (𝒌) を用いて

�̂�MF (𝒌) =
[
�̂�1 (𝒌)
�̂�2 (𝒌)

]
(3.52)
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と書けるとき、平均場ハミルトニアンのバンド表示は

𝑑†
𝒌 ,𝛼

:=
∑
𝜁 ,𝑠

[
𝑐†
𝒌 ,𝜁 𝑠

𝑣1 (𝒌)𝜁 𝑠,𝛼 + 𝑐†
𝒌+𝑸,𝜁 𝑠

𝑣2 (𝒌)𝜁 𝑠,𝛼
]
, 𝑑𝒌 ,𝛼 :=

∑
𝜁 ,𝑠

[
𝑣1 (𝒌)∗𝜁 𝑠,𝛼𝑐𝒌 ,𝜁 𝑠 + 𝑣2 (𝒌)∗𝜁 𝑠,𝛼𝑐𝒌+𝑸,𝜁 𝑠

]
(3.53)

を用いて
HMF =

∑
𝒌

4𝑑∑
𝛼=1

𝐸 (𝒌)𝛼𝑑†𝒌 ,𝛼𝑑𝒌 ,𝛼 (3.54)

で与えられる。このように対角化まで行ってしまえば、あとは強磁性の場合 (3.1節)で行った手続きとほ
とんどパラレルに計算することができる。以下、電子数期待値や磁気秩序変数について少し見ておこう。

■電子数期待値 式 (3.16)と同様、フェルミ分布関数の和で電子数は計算される。ただし、上に述べた
ように 2倍の冗長性を持たせているので、1サイトあたりの電子数を得るためには分母を 𝑁𝑑 から 2𝑁𝑑

に変更する必要があることに注意：

𝑛e =
1

2𝑁𝑑

∑
𝒌

4𝑑∑
𝛼=1

𝑓 [𝐸 (𝒌)𝛼] (3.55)

■磁気秩序変数 式 (3.39)より

𝑚 =
1
𝑁𝑑

∑
𝑹

⟨M𝑹⟩

=
1

2𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

[
(OM)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′ ⟨𝑐†𝒌 ,𝜁 𝑠𝑐𝒌+𝑸,𝜁 ′𝑠′⟩ + (OM)∗𝜁 ′𝑠′ ,𝜁 𝑠 ⟨𝑐

†
𝒌+𝑸,𝜁 𝑠

𝑐𝒌 ,𝜁 ′𝑠′⟩
]

=
1

2𝑁𝑑

∑
𝒌

∑
𝜁 ,𝜁 ′

∑
𝑠,𝑠′

∑
𝛼,𝛼′

[
𝑣1 (𝒌)∗𝜁 𝑠,𝛼 (OM)𝜁 𝑠,𝜁 ′𝑠′𝑣2 (𝒌)𝜁 ′𝑠′ ,𝛼′ ⟨𝑑†

𝒌 ,𝛼
𝑑𝒌 ,𝛼′⟩

+ 𝑣2 (𝒌)∗𝜁 𝑠,𝛼 (OM)∗𝜁 ′𝑠′ ,𝜁 𝑠𝑣1 (𝒌)𝜁 ′𝑠′ ,𝛼′ ⟨𝑑†
𝒌 ,𝛼

𝑑𝒌 ,𝛼′⟩
]

=
1
𝑁𝑑

∑
𝒌

4𝑑∑
𝛼=1

𝑓 [𝐸 (𝒌)𝛼] Re
[
�̂�1 (𝒌)†ÔM �̂�2 (𝒌)

]
𝛼,𝛼

(3.56)

が得られる。磁気秩序が強磁性から一般の形になっているので、式 (3.18)と比べ、バンド基底に変換す
るユニタリ行列を用いる必要がある。

3.3 具体例：正方格子ハバード模型上の反強磁性とその拡張

ここまで、一般の磁気秩序に対し定式化を行ってきたので、具体的な計算例を示しておくことにする。
方法論としては模型と磁気構造を決め、自己無撞着方程式 (3.56)を解いて秩序変数を求めることになる。
この方程式は例えば逐次代入法によって解くことができるが、秩序変数の効果で電子数が変化してしまう
ことがあるので、与えられた電子数が式 (3.55)を満たすように毎回化学ポテンシャルを決めながらイテ
レーションを行う。実際のソースコードは [24]で公開しているので、詳細についてはそちらを参照され
たい。
まずは非常によく知られた例として、正方格子ハバード模型 (例 2.1)の反強磁性秩序について議論を行
う。スピン軌道相互作用がない模型なので磁気モーメントの方向は 𝑧 軸に固定しても一般性を失わない
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(a) 正方格子 (b) 異方的正方格子 (t
2
 = 0) (c) 異方的正方格子 (t

2
 = 0.15)

図 2 平均場近似のもとで得られた磁気秩序変数の温度依存性。(a)は正方格子ハバード模型における
反強磁性秩序、(b, c)は異方的な正方格子ハバード模型におけるスタッガード磁気秩序における結果を
示している。次近接の遷移積分に関し、(b)は 𝑡2 = 0、(c)は 𝑡2 = 0.15とおいている [つまり厳密には
(b)に異方性は入っていない]。(a–c)のいずれの場合も、最近接の遷移積分とオンサイト相互作用はそ
れぞれ 𝑡1 = 1, 𝑈 = 2とした。

から、磁気秩序演算子 (の行列表示)は ÔM = �̂�𝑧/2とし、反強磁性の秩序ベクトル 𝑸 = (𝜋, 𝜋) を仮定す
る。half-filling (𝑛e = 1)を仮定し、自己無撞着に解いた反強磁性秩序変数 𝑚 の温度依存性を見たものが
図 2(a)である。強磁性の場合に得た表式 (3.27)と同様に、転移温度直下で (𝑇c − 𝑇)1/2 の立ち上がりを示
し、低温では定数に収束することが見て取れる。
次に、例 2.2 で導入した異方的な正方格子ハバード模型について考える。磁気秩序としては、副格子

𝑎, 𝑏 で逆向きの (スタッガードな)モーメントをもった磁気構造が一様に (𝑸 = 0で)起こっている状況を
想定する；すなわちコリニア反強磁性を考えていると思えば良い。磁気秩序演算子は ÔM = 𝜏𝑧 ⊗ �̂�𝑧/2で
表され、これを用いて同じく half-fillingで計算を行った結果を図 2(b, c)に示す。図 2(b)は次近接の遷移
積分 𝑡2 をゼロに取った場合であるが、この場合は当然正方格子ハバード模型の結果 [図 2(a)]とまったく
一致する。他方、𝑡2 = 0.15𝑡1 とした結果が図 2(c)であり、転移温度が低くなっていることが分かる。こ
の違いはネスティングに起因していると考えられる。ネスティングとは、ある特定の波数 𝑸 が存在し、
フェルミ面を 𝑸 だけシフトしたものが元のフェルミ面と有限の領域にわたって重なる現象のことを指す。
実際、最近接の遷移積分しかない場合にはフェルミ面が完全な正方形になり強いネスティングがあるのに
対し、次近接の遷移積分が入るとフェルミ面が変形してネスティングが弱まることになる。
最低温での有限の磁気秩序変数を平均場ハミルトニアン (3.50)に代入し、対角化を行ってエネルギー

バンド構造を得たものが図 3(a, b) であり、それぞれ図 2(b, c) の結果に対応している。いずれの場合も
フェルミエネルギー付近でギャップが開いて絶縁化していることが分かる (スレーター転移)。また、図
3(a)では任意の波数点でバンドがスピン縮退しているのに対し、図 3(b)では Γ–𝑀 線上でバンド構造に
分裂が生じている。この理由は実際に磁気構造を図示してみると理解しやすい [図 3(c)]。破線で表され
る次近接遷移積分 𝑡2 が入ったことで副格子 𝑎, 𝑏 が半並進操作で結ばれなくなり、磁性相で時間反転対称
性が破れることになる。これによりエネルギーバンドにスピン分裂が生じる。*26 このような性質から、
異方的な正方格子ハバード模型におけるスタッガード磁気秩序は、時間反転対称性をもつ通常の反強磁
性*27 とは区別して磁気八極子秩序あるいは交替磁性などと呼ばれている。この磁気状態の特徴として、
等方的な分裂を生む通常の Zeeman効果とは異なり、異方的な 𝑑 波型のスピン分裂を引き起こすという
点が挙げられる。このことは、図 3(b)の 2つの Γ–𝑀 線 ([110] 方向と [1−10] 方向)でアップスピンとダ

*26 Γ–𝑋、Γ–𝑌、𝑋–𝑀 線上で縮退が残るのは、系のもつ映進対称性に起因している。
*27 厳密に言うと、純粋な時間反転対称性は通常の反強磁性体でも保存しないが、時間反転操作と並進操作を組み合わせた対称
性は保存している。筆者自身はこのような場合も含めて時間反転対称性と呼んでいるが (トポロジカル物質科学の人はこち
らの流儀が多い気がする)、並進を含まない場合のみを時間反転対称性と呼ぶ人もいるので注意が必要である。
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(a) 異方的正方格子 (t
2
 = 0) (b) 異方的正方格子 (t

2
 = 0.15) (c)

≠
kxΓ X

MM Y

ky

図 3 (a, b)平均場ハミルトニアンを対角化して得られた、高対称パス上のエネルギーバンド構造。そ
れぞれ図 2(b, c)における最低温の結果を反映させており、磁気秩序によってフェルミエネルギー (緑
破線) 付近にギャップが生じている。アップスピン・ダウンスピンのバンドをそれぞれ赤色と青色で
示しているが、(a)では任意の波数点でバンドがスピン縮退しているのに対し、(b)では Γ–𝑀 線上の
バンド構造にスピン分裂が生じていることが分かる。(c) 転移温度以下で実現している磁気八極子秩
序 (交替磁性)。破線で表される 𝑡2 の遷移積分があることによって時間反転 (𝑇)と [110] 方向の半並進
({𝐸 | 𝒆𝑥2 + 𝒆𝑦

2 })の合成操作を行った結果は元の状態と一致しない。

ウンスピンのバンドの上下が入れ替わっていることから見て取れるだろう。
𝑡2 ≠ 0のときエネルギーバンド構造にスピン分裂が生じる理由を、微視的な観点からも説明しよう。式

(2.10)に反強磁性の分子場を加えたハミルトニアンは次のように表せる。

�̂�MF (𝒌) = −4𝑡1 cos
𝑘𝑥
2

cos
𝑘𝑦

2
𝜏𝑥�̂�0 − 2𝑡2 cos 𝑘𝑥 cos 𝑘𝑦𝜏0�̂�0 + 2𝑡2 sin 𝑘𝑥 sin 𝑘𝑦𝜏

𝑧�̂�0 − ℎ𝜏𝑧�̂�𝑧 (3.57)

ここで、𝜏𝑖 , �̂� 𝑗 はそれぞれ副格子空間・スピン空間におけるパウリ行列を表す。いま、𝑡2 を含まない項を
非摂動ハミルトニアン �̂� (0) (𝒌)、𝑡2 を含む項を摂動ハミルトニアン �̂�′ (𝒌) として扱おう：

�̂� (0) (𝒌) = −4𝑡1 cos
𝑘𝑥
2

cos
𝑘𝑦

2
𝜏𝑥�̂�0 − ℎ𝜏𝑧�̂�𝑧 (3.58a)

�̂�′ (𝒌) = −2𝑡2 cos 𝑘𝑥 cos 𝑘𝑦𝜏0�̂�0 + 2𝑡2 sin 𝑘𝑥 sin 𝑘𝑦𝜏
𝑧�̂�0 (3.58b)

非摂動部分の対角化を行う。�̂� (0) (𝒌) はアップスピン成分とダウンスピン成分でブロック対角化すること
ができ、

�̂� (0) (𝒌) = �̂� (0)
↑ (𝒌) ⊕ �̂� (0)

↓ (𝒌), �̂� (0)
𝜎 (𝒌) = −4𝑡1 cos

𝑘𝑥
2

cos
𝑘𝑦

2
𝜏𝑥 − ℎ𝜎𝜏𝑧 (3.59)

と表せる。2 式目では、左辺の 𝜎 =↑, ↓に対して右辺ではそれぞれ 𝜎 = ±1 が対応するものとしている。
各ブロックハミルトニアンの固有値 𝜀𝜎,± (𝒌) と固有ベクトル |𝑢𝜎,± (𝒌)⟩ は容易に求めることができ、

𝜀�𝜎,± (𝒌) = ±
√

16𝑡21 cos2 𝑘𝑥
2

cos2 𝑘𝑦

2
+ ℎ2 (𝜎 によらない) (3.60)

|𝑢𝜎,± (𝒌)⟩ =
1

𝑁𝜎,± (𝒌)

[
−4𝑡1 cos 𝑘𝑥

2 cos 𝑘𝑦
2

𝜀± (𝒌) + 𝜎ℎ

]
(3.61)

となる。ただし、𝑁𝜎,± (𝒌) :=
√

2𝜀± (𝒌) [𝜀± (𝒌) + 𝜎ℎ] は規格化定数である。𝜀± (𝒌) が 𝜎によらないことか
ら、𝑡2 = 0の非摂動ハミルトニアンではエネルギーバンド構造がスピン縮退していることが確認できる。
次に、状態空間を負エネルギーの固有状態 |𝑢𝜎,− (𝒌)⟩ のみに制限し、*28 𝑡2 を含む項 �̂�′ (𝒌) を 1次摂動の

*28 正エネルギー固有状態に対しても全く同様の議論を行うことができる。
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範囲で扱おう。式 (3.58b)の右辺第 1項は単位行列の寄与しかなくスピン分裂には関係しないので無視す
ることにし、第 2項をスピン成分で分解すると

�̂�′ (𝒌) = �̂�′
↑ (𝒌) ⊕ �̂�′

↓ (𝒌), �̂�′
𝜎 (𝒌) = 2𝑡2 sin 𝑘𝑥 sin 𝑘𝑦𝜏

𝑧 (3.62)

となるから、スピン 𝜎 の状態に関する 1次摂動によるエネルギー変化は

𝜀 (1)𝜎,− (𝒌) = ⟨𝑢𝜎,− (𝒌) |�̂�′
𝜎 (𝒌) |𝑢𝜎,− (𝒌)⟩ = −𝜎

2𝑡2ℎ sin 𝑘𝑥 sin 𝑘𝑦√
16𝑡21 cos2 𝑘𝑥

2 cos2 𝑘𝑦
2 + ℎ2

(3.63)

で与えられる。特に、(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) = (0, 0) の Γ点付近では

𝜀 (1)𝜎,− (𝒌) ∼ −𝜎 2𝑡2ℎ√
16𝑡21 + ℎ2

𝑘𝑥𝑘𝑦 (3.64)

となり、有限の 𝑡2 に起因して確かにスピンのアップ・ダウンに依存した異方的な分裂が発現することが
分かる。スピン (磁気双極子)の分裂が 𝑑𝑥𝑦 波の四極子型になっているので、磁気八極子状態とみなせる
こともここから見て取れるであろう。今考えているハミルトニアンはスピン軌道相互作用を含んでおら
ず、磁性相で正味の磁化も存在しないが、異方的な遷移積分の存在によってスピン分裂が現れるという少
し非自明な例になっている。

3.4 平均場近似の問題点

ここまで見てきたように、平均場近似は強磁性のみならず様々な磁気秩序に対して統一的に記述するこ
とができ、計算も比較的簡便に行うことができるため、多体相関を取り扱う手法として広く用いられてい
る。他方、平均場近似で得られる結果は実験結果と必ずしも整合しないことが知られており、遍歴磁性体
を記述する万能な手段ではないことに注意が必要である。ここでは知られている問題点について簡単に
列挙しておく [25, 26, 42]。

• 既に述べたように、遍歴強磁性体ではキュリー・ワイス則 [𝜒(𝑇)−1 ∝ (𝑇 − 𝑇C)]に従う常磁性磁化
率が観測されているが、平均場近似で得られる結果は 𝜒(𝑇)−1 ∝ (𝑇2 − 𝑇2

C) である。
• 平均場近似で得られる磁気転移温度は実験値より高く見積もられる傾向がある。実際、平均場近
似に基づき、実験的に観測されている磁化の値に合うように決めたキュリー温度 𝑇C は、現実の 𝑇C

よりも数倍から 1桁ほど高く見積もられることが知られている [25, 26]。
• 低温 (𝑇 ≪ 𝑇c)における熱力学量 (磁化など)の温度依存性に対して正しい結果を与えない。
• 臨界現象を記述する臨界指数について正しい結果を与えない (分子場近似であるため、ギンツブル
ク・ランダウ理論と同じ結果を与える)。

4 多極子秩序の揺らぎ (動的感受率)

磁性体の基本的性質は磁化率によって記述される。すなわち、強磁性体であれば一様磁場、反強磁性体
であれば交替磁場といったように、その磁性と共役をなす (仮想的な)磁場をかけたときに生じる磁化率
が重要性を担っている。前節では静的な磁場に対する応答を扱ってきたが、本節では時間的に振動する磁
場をかけたときの動的磁化率、あるいはより一般の動的感受率を、感受率の一般論である線形応答理論に
基づいて考えることにする。実際、本節の計算によって得られる動的感受率は、X線回折・中性子散乱に
おける微分断面積や核磁気共鳴の緩和時間などと関連付けることができる有用な量である。
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4.1 線形応答理論

まず、線形応答理論の一般的な表式を簡単に導入しておこう。いま、考えている系に時間に依存した外
力 𝐹 (𝑡) が時刻 𝑡 = 𝑡0 から加えられたとする。すなわち、𝑡 < 𝑡0 では 𝐹 (𝑡) = 0である。このとき、系のハ
ミルトニアンには

Hext (𝑡) = −𝐵𝐹 (𝑡) (4.1)

が加わる。ここで 𝐵 は外力と共役な物理量である。例えば 𝐹 (𝑡) として時間 (と空間)に依存する磁場が
加えられたとすると、𝐵はそれに共役な磁化を表す。他にも、(本稿では扱わないが)外場として電場を考
える場合、共役な物理量 𝐵は分極となる。

4.1.1 密度行列の時間発展
系のハミルトニアンH にHext (𝑡) が加わった際の密度行列 𝜌(𝑡) の時間発展を考える。それを議論する
ためには、運動方程式

iℏ
𝜕 𝜌(𝑡)
𝜕𝑡

= [H + Hext (𝑡), 𝜌(𝑡)] (4.2)

を考えれば良い ([𝐴, 𝐵] := 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴は交換子)。外力が加わり始めた 𝑡 = 𝑡0 では系は熱平衡状態にあると
する：

𝜌(𝑡0) = 𝜌eq =
e−𝛽H

𝑍
, 𝑍 = tr

(
e−𝛽H

)
(4.3)

線形応答理論では外力からくるHext (𝑡) を摂動として取り扱う。この摂動に対する相互作用表示

𝜌(𝑡) = e−iH(𝑡−𝑡0 )/ℏ𝜌I (𝑡)eiH(𝑡−𝑡0 )/ℏ (4.4)

について、両辺を 𝑡 で微分して iℏをかけ、式 (4.2)を用いると

�����[H , 𝜌(𝑡)] + [Hext (𝑡), 𝜌(𝑡)] = iℏe−iH(𝑡−𝑡0 )/ℏ
(
𝜕𝜌I (𝑡)
𝜕𝑡 ����������

− i
ℏ
H 𝜌I (𝑡) +

i
ℏ
𝜌I (𝑡)H

)
eiH(𝑡−𝑡0 )/ℏ

∴ iℏ
𝜕𝜌I (𝑡)
𝜕𝑡

= [eiH(𝑡−𝑡0 )/ℏHext (𝑡)e−iH(𝑡−𝑡0 )/ℏ, 𝜌I (𝑡)] (4.5)

と書ける。この運動方程式を 𝑡 = 𝑡0 から 𝑡 まで積分すると

𝜌I (𝑡) = 𝜌eq +
1
iℏ

∫ 𝑡

𝑡0

d𝑡′
[
eiH(𝑡 ′−𝑡0 )/ℏHext (𝑡′)e−iH(𝑡 ′−𝑡0 )/ℏ, 𝜌I (𝑡′)

]
(4.6)

∴ 𝜌(𝑡) = 𝜌eq +
1
iℏ

∫ 𝑡

𝑡0

d𝑡′
[
e−iH(𝑡−𝑡 ′ )/ℏHext (𝑡′)eiH(𝑡−𝑡 ′ )/ℏ, e−iH(𝑡−𝑡 ′ )/ℏ𝜌(𝑡′)e−iH(𝑡−𝑡 ′ )/ℏ]

≃ 𝜌eq +
1
iℏ

∫ 𝑡

𝑡0

d𝑡′
[
e−iH(𝑡−𝑡 ′ )/ℏHext (𝑡′)eiH(𝑡−𝑡 ′ )/ℏ, 𝜌eq

]
(4.7)

となる。最終式は外場の 1次までで近似した (　・線・形　応答ではここまで考えれば良い)。以下、𝑡0 → −∞と
おき、十分時間後の時刻 𝑡 における物理量 𝐴の期待値を求めると

𝐴(𝑡) = tr[𝜌(𝑡)𝐴] = ⟨𝐴⟩ + 1
iℏ

∫ 𝑡

−∞
d𝑡′

〈
[𝐵, 𝐴(𝑡 − 𝑡′)]

〉
𝐹 (𝑡′) (4.8)

が得られる。ここで ⟨· · ·⟩ := tr[𝜌eq · · · ] は熱平衡状態における期待値、𝐴(𝑡) := eiH𝑡/ℏ𝐴e−iH𝑡/ℏ は演算子
𝐴のハイゼンベルク表示を表す。
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4.1.2 感受率と応答関数
外場に対する応答を考えるとき、実際には時間発展そのものではなく、それをフーリエ変換した振動
数表示を見ると便利なことが多い。そこで、周波数 𝜔 で振動する外力をゆっくりと印加した状況を考え
る：𝐹 (𝑡) = 𝐹0e𝛿𝑡e−i𝜔𝑡。*29 ここで正の無限小量 𝛿 は、外場が初期状態 (𝑡 = −∞)ではゼロであり、そこか
らゆっくりと印加されることを表す。また、振動外場によって注入されたエネルギーを (何らかの過程で)
散逸させ、非平衡定常状態に留まらせるという物理的に重要な効果も 𝛿 によって表現されている。この
とき、

Δ𝐴(𝑡) := 𝐴(𝑡) − ⟨𝐴⟩ = i
ℏ

∫ 𝑡

−∞
d𝑡′

〈
[𝐴(𝑡 − 𝑡′), 𝐵]

〉
𝐹0e−i(𝜔+i𝛿 )𝑡 ′ (4.9)

であるから、摂動Hext (𝑡) = −𝐵𝐹 (𝑡) に対する 𝐴の感受率 𝜒 (R)
𝐴𝐵 (𝜔) を

Δ𝐴(𝑡) = 𝜒 (R)
𝐴𝐵 (𝜔)𝐹0e−i(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.10)

で定義すると、

𝜒 (R)
𝐴𝐵 (𝜔) = i

ℏ

∫ ∞

0
d𝑡′

〈
[𝐴(𝑡), 𝐵]

〉
ei(𝜔+i𝛿 )𝑡

=
i
ℏ

∫ ∞

−∞
d𝑡′ 𝜃 (𝑡)

〈
[𝐴(𝑡), 𝐵]

〉
ei(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.11)

が得られる。ここで、𝜃 (𝑡) :=


0 𝑡 < 0

1 𝑡 > 0
はヘヴィサイドの階段関数である。いま、

𝜒 (R)
𝐴𝐵 (𝑡) :=

i
ℏ
𝜃 (+𝑡)

〈
[𝐴(𝑡), 𝐵]

〉
(4.12)

と定義すると、式 (4.11)はこれをフーリエ変換したものである：

𝜒 (R)
𝐴𝐵 (𝜔) =

∫ ∞

−∞
d𝑡′ 𝜒 (R)

𝐴𝐵 (𝑡)ei(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.13)

式 (4.11)を複素感受率、式 (4.12)の 𝜃 (𝑡) を除いた部分を応答関数などと呼ぶ。ヘヴィサイド関数の形を
見れば分かるように、これらの式は「外力に対する応答は外力が働き始めた後にのみ現れる」という因果
律を表している。*30 また、無限小量 𝛿 を導入したことにより感受率が複素数量になり、その虚部はエネ
ルギー散逸を表す。

4.2 動的多極子感受率

4.1節で導入した線形応答理論を用いて、一般的な磁気秩序に対する動的感受率 (多極子感受率)がどの
ような表式で与えられるかを見ていこう。式 (3.43)と同様に、考える磁気秩序と共役な場として、仮想

*29 線形応答の範囲では重ね合わせの原理が成り立つので、単一の振動数に対する応答だけを考えておけば、複数の振動数成分
が含まれる一般の外力に対してもその応答を求めることができる。

*30 𝜒
(R)
𝐴𝐵

(𝑡 ) は因果律を満たすボース系の 1 粒子遅延 (retarded) グリーン関数と類似の性質をもつので、(R) の記号を付してい
る。
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的な磁場を導入する。ここでは空間と時間の両方に依存する磁場 𝒉𝑹,𝜁 (𝑡) = ℎ𝒗𝜁 ei[𝒒 · (𝑹+𝒓𝜁 )−(𝜔+i𝛿 )𝑡 ] をか
ける。このとき、ハミルトニアンに加わる項は

Hext (𝑡) = −
∑
𝑹

∑
𝜁

𝒉𝑹,𝜁 (𝑡) · 𝑺𝑹,𝜁

= −ℎ
∑
𝜁

𝒗𝜁 · 𝑺−𝒒,𝜁 e−i(𝜔+i𝛿 )𝑡 = −ℎM−𝒒e−i(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.14)

で与えられる。したがって線型応答理論の表式 (4.11)を用いると、磁気多極子M𝒒 の動的感受率は次の
ように与えられる。*31

𝜒 (R)
M (𝒒, 𝜔) = i

𝑁ℏ

∫ ∞

0
d𝑡

〈
[M̃𝒒 (𝑡),M−𝒒]

〉
ei(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.15)

M𝒒 は式 (3.42)で表されるから、

𝜒 (R)
M (𝒒, 𝜔) =

∑
𝜉1 ,..., 𝜉4

(OM)𝜉1 , 𝜉2 𝜒
(R) (𝒒, 𝜔)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 , 𝜉4 (OM)𝜉4 , 𝜉3 (4.16)

𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 , 𝜉4 =
i
𝑁ℏ

∑
𝒌 ,𝒌 ′

∫ ∞

0
d𝑡 𝜃 (𝑡)

〈
[�̃�†

𝒌 , 𝜉1
(𝑡)�̃�𝒌+𝒒, 𝜉2 (𝑡), 𝑐

†
𝒌 ′ , 𝜉4

𝑐𝒌 ′−𝒒, 𝜉3 ]
〉

ei(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.17)

となる。表記を簡潔にするため、内部自由度 (𝜁𝑖𝑠𝑖) をまとめて 𝜉𝑖 と書いた。𝜒 (R) (𝑡)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 , 𝜉4 を一般化感
受率という。*32

例 4.1 (動的磁化率) M𝒒 としてスピン密度 𝑆𝑧𝒒 を取れば、動的磁化率 (スピン感受率)の縦成分が得られる：

𝜒𝑧𝑧 (𝒒, 𝜔) = i
𝑁ℏ

∫ ∞

0
d𝑡

〈
[𝑆𝑧𝒒 (𝑡), 𝑆𝑧−𝒒]

〉
ei(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.18)

同様に、動的磁化率の横成分は次の式で与えられる。

𝜒+− (𝒒, 𝜔) = 𝜒𝑥𝑥 (𝒒, 𝜔) + 𝜒𝑦𝑦 (𝒒, 𝜔) = i
𝑁ℏ

∫ ∞

0
d𝑡

〈
[𝑆+𝒒 (𝑡), 𝑆−−𝒒]

〉
ei(𝜔+i𝛿 )𝑡 (4.19)

特にスピン軌道相互作用がなくスピン空間が等方的な場合、2𝜒𝑧𝑧 = 𝜒+− が成り立つ。

4.3 乱雑位相近似

4.3.1 ハバード模型における表式
式 (4.16)で見たように、多極子感受率を計算するためには、一般化感受率を計算した後、多極子を表
す行列 ÔM を用いて和を取れば良い。以下では、3節の冒頭で示した条件を満たすハバード模型を仮定
し、多極子感受率の計算を具体的に行っていく。いま、ハミルトニアンの一体部分 �̂�0 (𝒌) を対角化する
ユニタリ行列を �̂� (𝒌) とすると、バンド 𝛼 (= 1, . . . , 𝑑)に対応するブロッホ電子の生成・消滅演算子は式

*31 単位胞あたりの量を取り扱うため、1/𝑁 の因子をつけた。
*32 一般化感受率 (4.17)を求めておけば、磁気秩序に限らず電気多極子 (ボンド秩序など)の場合にも、適切に演算子 �̂�M を定義
しておくことで式 (4.16)を用いてその動的感受率を求めることができる。演算子の構成方法については例えば文献 [43, 44]
を参照。
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(3.13)で与えられるから、*33 一般化感受率 (4.17)のフーリエ成分は

𝜒 (R) (𝒒, 𝑡)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 , 𝜉4 =
i
𝑁ℏ

𝜃 (𝑡)
∑
𝒌 ,𝒌 ′

〈
[�̃�†

𝒌 , 𝜉1
(𝑡)�̃�𝒌+𝒒, 𝜉2 (𝑡), 𝑐

†
𝒌 ′ , 𝜉4

𝑐𝒌 ′−𝒒, 𝜉3 ]
〉

=
1
𝑁

∑
𝒌 ,𝒌 ′

∑
𝛼1 ,...,𝛼4

𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1
𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌′ − 𝒒)𝜉3 ,𝛼3𝑉 (𝒌′)∗𝜉4 ,𝛼4

× i
ℏ
𝜃 (𝑡)

〈
[𝑑†

𝒌 ,𝛼1
(𝑡)𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 (𝑡), 𝑑

†
𝒌 ′ ,𝛼4

𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3 ]
〉

(4.20)

である。ここで、被積分関数の演算子部分を

𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒; 𝑡)𝛼1𝛼2 ,𝛼3 ,𝛼4 :=
i
ℏ
𝜃 (𝑡)

〈
[𝑑†

𝒌 ,𝛼1
(𝑡)𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 (𝑡), 𝑑

†
𝒌 ′ ,𝛼4

𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3 ]
〉

(4.21)

と定義すると、この時間微分を計算することで与えられる運動方程式は次のようになる：

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒; 𝑡)𝛼1𝛼2 ,𝛼3 ,𝛼4 = −𝛿(𝑡)

〈
[𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , 𝑑

†
𝒌 ′ ,𝛼4

𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3 ]
〉

+ i
ℏ
𝜃 (𝑡)

〈[
eiH𝑡/ℏ [𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , H]e−iH𝑡/ℏ, 𝑑†

𝒌 ′ ,𝛼4
𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3

]〉
(4.22)

右辺第 1項はデルタ関数があるため、生成・消滅演算子の時間依存性を落とした。H = H0 +Hint に注意
すると、右辺に含まれる交換関係として

• [𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , 𝑑
†
𝒌 ′ ,𝛼4

𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3 ]
• [𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , H0]

• [𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , Hint]

があり、これらを計算する必要があるが、最後の相互作用項との交換関係からは 4つの生成・消滅演算
子で定義されるグリーン関数が生成される。この高次のグリーン関数の運動方程式を立てると、相互作
用項との交換関係からさらに高次のグリーン関数が生成され、運動方程式が閉じず解くことができない。
したがって、閉じた運動方程式を求めて解を得るためには何らかの近似を行う必要がある。そこで、最も
簡単な近似の方法の一つとして広く用いられている乱雑位相近似 (random phase approximation, 以下
RPA)をここでは採用しよう。この近似は平均場近似を動的な問題へ拡張したものである。*34 これを用い
て運動方程式 (4.22)を計算し、実時間 𝑡 から周波数 𝜔 へフーリエ変換を行うと、最終的に次の式が得ら
れる (詳細な導出は付録 Bを参照)。

𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 𝜉4

= − 1
𝑁

∑
𝒌

∑
𝜉5 , 𝜉6

∑
𝛼1 ,𝛼2

𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1
𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼1𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼2

×
[
𝛿𝜉5 , 𝜉3𝛿𝜉6 , 𝜉4 +

∑
𝜉7 , 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8 𝜒(𝒒, 𝜔)
(R)
𝜉7 𝜉8 , 𝜉3 𝜉4

]
(4.23)

ここで、オンサイト相互作用を表す行列 �̂� を

𝑈𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 𝜉4 := 𝛿𝜁1 ,𝜁2𝛿𝜁2 ,𝜁3𝛿𝜁3 ,𝜁4𝑈
(s)
𝑠1𝑠2 ,𝑠3𝑠4 , 𝑈 (s)

𝑠1𝑠2 ,𝑠3𝑠4 :=

𝑈 (𝑠1𝑠2, 𝑠3𝑠4) = (↑↓, ↑↓) or (↓↑, ↓↑)
−𝑈 (𝑠1𝑠2, 𝑠3𝑠4) = (↑↑, ↓↓) or (↓↓, ↑↑)
0 otherwise

(4.24)

*33 ここでは、𝑑 は副格子自由度だけでなく、すべての内部自由度の合計数として考えている。
*34 用語が紛らわしいが、動的平均場理論 (dynamical mean-field theory, DMFT)とは全く異なるものなので注意が必要。RPA
は「動的ハートリー・フォック近似」と呼んだ方が良いかもしれない。
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で表した。ユニタリ行列が入っているせいで複雑な式に見えるが、相互作用がないときの感受率 (既約感
受率)を

𝜒 (R)
0 (𝒒, 𝜔)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 𝜉4

:= − 1
𝑁

∑
𝒌

∑
𝛼1 ,𝛼2

𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1
𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌)𝜉3 ,𝛼1𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉4 ,𝛼2

(4.25)

と定義し、これを 𝑑2 × 𝑑2 行列 �̂� (R)
0 (𝒒, 𝜔) の 𝜉1𝜉2 行・𝜉3𝜉4 列成分とみなすとすっきりとした表記を得る

ことができる：
�̂� (R) (𝒒, 𝜔) = �̂� (R)

0 (𝒒, 𝜔)
[
1̂ + �̂� �̂� (R) (𝒒, 𝜔)

]
(4.26)

これより、
�̂� (R) (𝒒, 𝜔) =

[
1̂ − �̂� (R)

0 (𝒒, 𝜔)�̂�
]−1

�̂� (R)
0 (𝒒, 𝜔) (4.27)

が得られる。
例 4.2 (動的磁化率)再び動的磁化率の例を見ておこう。簡単のため、軌道・副格子自由度がなくスピン
軌道相互作用も含まれていないと仮定する。このとき、任意の 𝒌 点でスピン縮退したエネルギーバンド
𝜀(𝒌) が得られ、ユニタリ行列 �̂� (𝒌) はすべて単位行列で与えられるので、既約感受率 (4.25)は

𝜒 (R)
0 (𝒒, 𝜔)𝑠1𝑠2 ,𝑠3𝑠4 = − 1

𝑁

∑
𝒌

𝑓 [𝜀(𝒌)] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌) − 𝜀(𝒌 + 𝒒) 𝛿𝑠1 ,𝑠3𝛿𝑠2 ,𝑠4 =: 𝜒0 (𝒒, 𝜔)𝛿𝑠1 ,𝑠3𝛿𝑠2 ,𝑠4 (4.28)

と単位行列の寄与になる。よって、式 (4.24)の定義を用いて、式 (4.27)に含まれる逆行列を計算すると

[
1̂ − �̂� (R)

0 �̂� (s)
]−1

=


1 0 0 𝑈𝜒0
0 1 −𝑈𝜒0 0 0
0 0 1 −𝑈𝜒0 0

𝑈𝜒0 0 0 1


−1

=



1
1−𝑈2𝜒2

0
0 0 − 𝑈𝜒0

1−𝑈2𝜒2
0

0 1
1−𝑈𝜒0

0 0
0 0 1

1−𝑈𝜒0
0

− 𝑈𝜒0
1−𝑈2𝜒2

0
0 0 1

1−𝑈2𝜒2
0


(4.29)

となる [引数の (𝒒, 𝜔) は省略した]。これより動的磁化率の縦成分は、ÔM = �̂�𝑧/2として式 (4.16)に代入
し、式 (4.27)を用いると以下のように計算できる：

𝜒𝑧𝑧 (𝒒, 𝜔) = 1
4

∑
𝑠1 ,...,𝑠4

𝜎𝑧
𝑠1 ,𝑠2 𝜒

(R) (𝒒, 𝜔)𝑠1𝑠2 ,𝑠3𝑠4𝜎
𝑧
𝑠4 ,𝑠3

=
1
4
[
𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)↑↑,↑↑ + 𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)↓↓,↓↓ − 𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)↑↑,↓↓ − 𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)↓↓,↑↑

]
=

1
4
𝜒0 (𝒒, 𝜔)

[
1

1 −𝑈2𝜒0 (𝒒, 𝜔)2 + 1
1 −𝑈2𝜒0 (𝒒, 𝜔)2 + 𝑈𝜒0 (𝒒, 𝜔)

1 −𝑈2𝜒0 (𝒒, 𝜔)2 + 𝑈𝜒0 (𝒒, 𝜔)
1 −𝑈2𝜒0 (𝒒, 𝜔)2

]
=

1
2

𝜒0 (𝒒, 𝜔)
1 −𝑈𝜒0 (𝒒, 𝜔)

(4.30)

特に、𝜔 = 0とするとこれは静的磁化率に対応し、平均場近似で得られた磁化率の式 (3.20)を再現する。

4.3.2 リントハルト関数
ここまで動的感受率の表式を導入してきたが、これを解析的に計算できる状況はかなり限られており、
実際の研究では数値計算を用いることがほとんどである。しかしながら、その限られた状況の例として、
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自由電子系についての計算を見ておくのは教育的であろう。すなわち、ハミルトニアン

H =
∑
𝒌

∑
𝜎

𝜀(𝒌)𝑐†
𝒌 ,𝜎

𝑐𝒌 ,𝜎 , 𝜀(𝒌) = ℏ2𝑘2

2𝑚
(4.31)

を考え、特に 𝑇 = 0における感受率 𝜒 (R)
0 (𝒒, 𝜔) を求めよう。この感受率をリントハルト関数と呼ぶ。式

(4.28)より、

𝜒 (R)
0 (𝑞, 𝜔) = − 1

𝑁

∑
𝒌

𝑓 [𝜀(𝒌)] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌) − 𝜀(𝒌 + 𝒒)

= − 1
𝑁

∑
𝒌

𝑓 [𝜀(𝒌)]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌 − 𝒒) − 𝜀(𝒌) −

1
𝑁

∑
𝒌

𝑓 [𝜀(𝒌)]
−ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌 + 𝒒) − 𝜀(𝒌)

=: 𝐹 (𝑞, 𝜔 + i𝛿) + 𝐹 (𝑞,−(𝜔 + i𝛿)) (4.32)

である。自由電子系は完全に等方的な模型なので、𝜒 (R)
0 および 𝐹 は 𝑞 = |𝒒 | のみに依存する関数である

ことに注意する。以下、𝐹 (𝑞, 𝜔) を計算する。𝑇 = 0とすると、𝒌 についての和はフェルミ球の内部の積
分に置き換えることができ、

𝐹 (𝑞, 𝜔) = 1
𝑁

∑
𝒌

𝑓 [𝜀(𝒌)]
ℏ𝜔 + 𝜀(𝒌 − 𝒒) − 𝜀(𝒌)

=
1

(2𝜋)3

∫ 𝑘F

0
d𝑘 𝑘2

∫ 1

−1
d(cos 𝜃)

∫ 2𝜋

0
d𝜙

1

ℏ𝜔 − ℏ2𝑘𝑞 cos 𝜃
𝑚 + ℏ2𝑞2

2𝑚

となる。𝜔 := ℏ𝜔/𝜀F, 𝑞 := 𝑞/𝑘F, �̃� := 𝑘/𝑘F として無次元化し、3次元自由電子系における単位体積あた
りの状態密度 𝜌(𝜀) = 𝑚𝑘/(2𝜋2ℏ2) を用いると、

=
𝑘F

(2𝜋ℏ)2

∫ 1

0
d�̃� �̃�2

∫ 1

−1
d(cos 𝜃) 2𝑚

𝜔 − 2�̃�𝑞 cos 𝜃 + 𝑞2

= 𝜌(𝜀F)
∫ 1

0
d�̃� �̃�2 · 1

−2�̃�𝑞
ln

𝜔 − 2�̃�𝑞 + 𝑞2

𝜔 + 2�̃�𝑞 + 𝑞2

=
𝜌(𝜀F)

2𝑞

[∫ 1

0
d�̃� �̃� ln(2𝑞�̃� + 𝜔 + 𝑞2) −

∫ 1

0
d�̃� �̃� ln(−2𝑞�̃� + 𝜔 + 𝑞2)

]
=

𝜌(𝜀F)
2𝑞

{
1
2

[
1 −

(
𝜔 + 𝑞2

2𝑞

)2]
ln

+2𝑞 + 𝜔 + 𝑞2

−2𝑞 + 𝜔 + 𝑞2 + 𝜔 + 𝑞2

2𝑞

}
(4.33)

が得られる。*35 次の関数

𝑍1,2 (𝑞, 𝜔) := −𝜔 ± 2𝑞 + 𝑞2, 𝑍3,4 (𝑞, 𝜔) := +𝜔 ∓ 2𝑞 + 𝑞2 (4.35)

*35 最後の等号では次の積分を用いた：∫
d𝑥 𝑥 ln(𝑎𝑥 + 𝑏) = 1

2

[
𝑥2 −

(
𝑏

𝑎

)2
]

ln(𝑎𝑥 + 𝑏) − 1
4
𝑥2 + 𝑏

2𝑎
𝑥 + const. (4.34)
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Im

0
Z1Z2

Z3 Z4

IV

図 4 (a) 𝑍𝑖 (𝑞, 𝜔) = 0 (𝑖 = 1, . . . , 4) によって得られるコーン異常曲線。(b) 各領域 I–IV における
𝑍1 (𝑞, 𝜔), . . . , 𝑍4 (𝑞, 𝜔) の複素平面における位置。

を定義すると、リントハルト関数は以下のように書ける。

𝜒 (R)
0 (𝑞, 𝜔) = 𝜌(𝜀F)

1
2𝑞

{
1
2

[
1 −

(
+𝜔 + 𝑞2

2𝑞

)2]
ln

𝑍4 (𝑞, 𝜔)
𝑍3 (𝑞, 𝜔)

+ +𝜔 + 𝑞2

2𝑞

− 1
2

[
1 −

(
−𝜔 + 𝑞2

2𝑞

)2]
ln

𝑍2 (𝑞, 𝜔)
𝑍1 (𝑞, 𝜔)

+ −𝜔 + 𝑞2

2𝑞

}
(4.36)

表記の簡潔さのため省略したが、実際には上式で 𝜔 → 𝜔 + i𝛿 とする必要があり、これによって感受率の
解析性が満たされる。
感受率の性質を調べるため、対数関数の引数 𝑍1 (𝑞, 𝜔), . . . , 𝑍4 (𝑞, 𝜔) のふるまいに着目しよう。引数 𝑍𝑖

がゼロとなる曲線を (𝑞, 𝜔) 空間で描いたものを図 4(a)に示す；これらの曲線はコーン異常曲線と呼ばれ
る [45]。説明のため、上半面 (𝜔 > 0)のうちコーン異常曲線で区切られた 4つの領域を図 4(a)のように I
～IVとラベル付けする。各領域における 𝑍1, . . . , 𝑍4 の位置は図 4(b)で与えられ、この位置関係によって
対数関数の虚部の値が異なってくる。ここからリントハルト関数の虚部を計算すると、結局次のような計
算結果を得ることができる：

Im[𝜒 (R)
0 (𝑞, 𝜔)] =



0 (領域 I, IV)

𝜌(𝜀F)
𝜋

4𝑞

[
1 −

(
−𝜔 + 𝑞2

2𝑞

)2]
(領域 II)

𝜌(𝜀F)
𝜋

4
𝜔

𝑞
(領域 III)

(4.37)

他方、実部は静的極限 (𝜔 = 0)を考えると、次のようになる。

Re[𝜒 (R)
0 (𝑞, 0)] = 𝜌(𝜀F)

1
2𝑞

[(
1 − 𝑞2

4

)
ln
���� 2 + 𝑞

2 − 𝑞

���� + 𝑞

]
(4.38)

この実部を実際にプロットしたものが図 5である。自由電子系のフェルミ球の直径が 2𝑘F であることを
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q

kF

1

2

1

Re[χ0(q, 0)]/ρ(ϵF )

図 5 3次元における Re[𝜒 (R)
0 (𝑞, 0)] のふるまいを示した図。

反映し、𝑞 = 2𝑘F で異常が現れていることが分かる (Kohn異常)。*36 また、𝜒 (R)
0 (𝑞, 𝜔) の虚部がゼロでな

いのは図 4(a)の IIと IIIの領域であるが、低温でより重要になるのは低振動数の IIIの領域である。そこ
で式 (4.37)と (4.38)より、𝜒 (R)

0 (𝑞, 𝜔) を (𝑞, 𝜔) = (0, 0) 付近で展開すると、長波長かつ低振動数の展開
形が得られ

𝜒 (R)
0 (𝑞, 𝜔) ≈ 𝜌(𝜀F)

[
1 − 𝐴0

(
𝑞

𝑘F

)2
+ i𝐶0

ℏ𝜔
𝜀F

𝑘F

𝑞

] (
𝐴0 =

1
12

, 𝐶0 =
𝜋

4

)
(4.39)

となる。
式 (4.39)より、ハバード相互作用を考慮した場合の感受率を RPAによって求めると

𝜒 (R) (𝑞, 𝜔)−1 = 𝜒 (R)
0 (𝑞, 𝜔)−1 −𝑈

≈ 1
𝜌(𝜀F)

[
𝛿0 + 𝐴0

(
𝑞

𝑘F

)2
− i𝐶0

ℏ𝜔
𝜀F

𝑘F

𝑞

]
(4.40)

という表式になる。ここで 𝛿0 := 1−𝑈𝜌(𝜀F) と定義しており、𝛿0 = 0が平均場近似における臨界点を決定
する条件である [ストーナー条件 (3.22)を思い出そう]。虚部が 𝜔/𝑞の形になっているのは強磁性 (𝑞 = 0)
を仮定して展開した特徴が反映されている。実際、有限の 𝑄 をもつ反強磁性やスピン密度波を仮定して
𝜒 (R) (𝑄 + 𝑞, 𝜔)−1 を展開した場合、その虚部は 𝜔のみに依存し、𝑞 には依存しない。*37

4.3.3 松原グリーン関数との関係
ここまで、線形応答理論に基づき、一般化感受率は遅延グリーン関数 𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 , 𝜉4 で与えられ

ることを示した。ここでは、数値計算など実用上も有用な松原グリーン関数との関連について簡単に説
明しておこう。詳しい導出などは多くの教科書 (例えば [27, 47, 48])で行われているため、ここでは最低
限の紹介に留める。
まず、相互作用のないハミルトニアン �̂�0 (𝒌) に対し、1粒子松原グリーン関数は

�̂�0 (𝒌, i𝜀𝑚) :=
[
(iℏ𝜀𝑚 + 𝜇)1̂ − �̂�0 (𝒌)

]−1 (4.41)

*36 なお、Re[𝜒 (R)
0 (𝑞, 0) ] の関数形は 1次元や 2次元の場合にはまた異なる表式で与えられるが、𝑞 = 2𝑘F で異常が現れること

は変わらない [25, 27]。
*37 この違いは、強磁性秩序 =一様磁化が系の保存量 (運動の恒量)であるのに対し、反強磁性秩序は保存量ではないことに起因
している。なお、ハミルトニアンがスピン軌道相互作用を含む場合には強磁性秩序も保存量ではなくなるので、展開形が変
わるはずである。スピン軌道相互作用がある場合、感受率の解析的な表式を得るのは一般には難しいが、いくつか限定的な
ケースでは計算が行われているようである [46]。
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で定義される。ここで、𝜀𝑚 := (2𝑚 + 1)𝜋𝑘B𝑇/ℏ (𝑚 ∈ Z) はフェルミオンの松原振動数である。�̂�0 (𝒌) を
対角化するユニタリ行列 �̂� (𝒌) を用いると、各成分は

𝐺0 (𝒌, i𝜀𝑚)𝜉1 , 𝜉2 =
∑
𝛼

𝑉 (𝒌)𝜉1 ,𝛼𝑉 (𝒌)∗𝜉2 ,𝛼

iℏ𝜀𝑚 + 𝜇 − 𝜀(𝒌)𝛼
(4.42)

と書くことができる。松原振動数に関しては和の公式があり、フェルミ分布関数 𝑓 を用いて以下のよう
な関係式を導くことができる。*38

𝑘B𝑇
∞∑

𝑚=−∞

ei𝜔𝑛0+

iℏ𝜀𝑚 + 𝜇 − 𝑎
= 𝑓 (𝑎) (4.43a)

𝑘B𝑇
∞∑

𝑚=−∞

1
(iℏ𝜀𝑚 + 𝜇 − 𝑎)(iℏ𝜀𝑚 + 𝜇 − 𝑏) =

𝑓 (𝑎) − 𝑓 (𝑏)
𝑎 − 𝑏

(4.43b)

これを利用して、天下り的ではあるが次の量を計算しよう。

𝜒0 (𝒒, i𝜔𝑛)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 𝜉4

:= − 𝑘B𝑇

𝑁

∞∑
𝑚=−∞

∑
𝒌

𝐺0 (𝒌, i𝜀𝑚)𝜉3 , 𝜉1𝐺0 (𝒌 + 𝒒, i𝜀𝑚 + i𝜔𝑛)𝜉2 , 𝜉4

= − 1
𝑁

∑
𝒌

∑
𝛼1 ,𝛼2

𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]
iℏ𝜔𝑛 + 𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1
𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌)𝜉3 ,𝛼1𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉4 ,𝛼2

(4.44)

これは 2つの松原グリーン関数の畳み込み和になっている。ここで 𝜔𝑛 := 2𝑛𝜋𝑘B𝑇/ℏ (𝑛 ∈ Z) はボソンの
松原振動数であり、i𝜔𝑛 → 𝜔 + i𝛿と解析接続を行うと RPAの既約感受率の式 (4.25)と一致することが分
かる。したがって、既約感受率は 1粒子松原グリーン関数の畳み込み和として計算することができ、こ
れが数値的に取り扱いやすいことから多くの研究で用いられている。

4.4 揺らぎ交換近似

ハバードハミルトニアンに対して動的感受率を計算する最も簡単な手法の一つとして RPAを紹介して
きた。例 4.2で見たように、RPAでは 𝜔 = 0の静的感受率に対し平均場近似と同一の結果が得られ、一
般に実験値より高い磁気転移温度を与えることが知られている。この原因の一つとして、モード・モード
結合 (異なる波数間の結合)が無視され、同一波数のコヒーレントな揺らぎのみが過大評価されていると
いうことが挙げられる。
このモード・モード結合を取り込む最も簡単な近似*39 として用いられているのが揺らぎ交換 (fluctua-

tion exchange,以下 FLEX)近似 [51, 52]である。*40 FLEX近似では、式 (4.44)の既約感受率を

𝜒0 (𝒒, i𝜔𝑛)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 𝜉4 = − 𝑘B𝑇

𝑁

∞∑
𝑚=−∞

∑
𝒌

𝐺 (𝒌, i𝜀𝑚)𝜉1 , 𝜉3𝐺 (𝒌 + 𝒒, i𝜀𝑚 + i𝜔𝑛)𝜉4 , 𝜉2 (4.45)

*38 フェルミ分布関数の定義域を複素平面まで拡張したとき、 𝑓 (𝑧) が 𝑧 = iℏ𝜀𝑚 + 𝜇 に 1位の極を持つことから、留数定理を用
いると示せる。詳しくは、例えば [49, 50]などを参照。

*39 モード・モード結合を取り込む近似の中では「簡単」ではあるが、それでも多自由度系で数値計算を行うのはなかなか骨が
折れる。

*40 renormalized RPAと呼ばれることもある。モード・モード結合を含むか否かを特に区別せずにまとめて RPAと呼ぶケース
も時々あるので、注意が必要である。
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のように �̂�0 から �̂� に変更し、一般化感受率は RPAと同様の表式

�̂�(𝒒, i𝜔𝑛) =
[
1̂ − �̂�0 (𝒒, i𝜔𝑛)�̂�

]−1
�̂�0 (𝒒, i𝜔𝑛) (4.46)

によって計算する。�̂� は自己エネルギーを含んだグリーン関数であり、

�̂� (𝒌, i𝜀𝑚) =
[
(iℏ𝜀𝑚 + 𝜇)1̂ − �̂�0 (𝒌) − Σ̂(𝒌, i𝜀𝑚)

]−1 (4.47)

Σ̂(𝒌, i𝜀𝑚)𝜉 , 𝜉 ′ =
𝑇

𝑁

∑
𝒒

∞∑
𝑛=−∞

∑
𝜉1 , 𝜉2

𝑉 (n) (𝒒, i𝜔𝑛)𝜉 𝜉1 , 𝜉 ′ 𝜉2𝐺 (𝒌 − 𝒒, i𝜀𝑚 − i𝜔𝑛)𝜉1 , 𝜉2 (4.48)

�̂� (n) (𝒒, i𝜔𝑛) = �̂�

[
�̂�(𝒒, i𝜔𝑛) −

1
2
�̂�0 (𝒒, i𝜔𝑛)

]
�̂� (4.49)

と定義される；これらは閉じた表式ではないので、数値計算を用いて自己無撞着に決定する必要があ
る。*41 既約感受率 �̂�0 の計算に全ての波数 (モード)の揺らぎの効果を取り込んだグリーン関数を用いるの
で、大きな揺らぎが存在する場合には RPAよりも有効であることが期待される。実際、これによって電
子間の散乱効果が入り、磁気転移温度は RPAよりも低く抑えられる傾向があることが知られている。

4.5 具体例：正方格子ハバード模型上の反強磁性とその拡張 (再)

3.3節では平均場近似に基づく正方格子ハバード模型の解析結果を紹介したが、ここでは RPAや FLEX
近似の観点からこの例を再訪し、4節を終えることにしよう。なお、ここで紹介する結果についても [24]
にあるソースコードを用いて再現することができる。
図 6(a)は正方格子ハバード模型のスピン揺らぎを RPAまたは FLEX近似に基づいて計算したもので

ある。温度は同一の値 (𝑘B𝑇 = 0.22)を用いており、平均場近似で得られた転移点より少し高温側である。
2つの近似で波数空間での構造は類似しており、いずれも 𝒒 = (𝜋, 𝜋) に強いピークをもっていて反強磁性
揺らぎが発達していることが見て取れる。他方、感受率の値は明らかに RPAの方が大きくなっており、
両者の近似で定量的に違いがあることが分かる。既に触れたように、RPAでは平均場近似と同一の転移
点を与えるので、転移点寸前の 𝑘B𝑇 = 0.22では静的磁化率のピークが発散に近く、大きい値を取ってい
る。*42 しかし FLEX近似の場合、磁気転移点近くに達していないので発散的なふるまいをせず、値が小
さいということになる。同様の傾向は異方的な正方格子ハバード模型のスタッガード磁気秩序に対して
も見られる [図 6(b)]。
正方格子ハバード模型の多体計算は、銅酸化物高温超伝導体の文脈でよく議論されてきた。本稿では超

伝導については立ち入らなかったが、これについて少しだけコメントしておこう。RPAの枠組みで磁気
揺らぎを計算し、超伝導ギャップ方程式を解析すると、𝑑𝑥2−𝑦2 波の超伝導が出てくることが知られてい
る。この点では銅酸化物で広く知られている実験結果と整合するが、超伝導転移温度に関しては 𝑈 ≈ 𝑡1

程度の相互作用領域で 𝑘B𝑇c = 0.001𝑡1 程度の値が得られ [54, 55]、これは大雑把に見積もって数 K程度
にしかならず、高温超伝導を説明しない。一方、FLEX近似を用いて同様の解析を行うと、超伝導対称性
はやはり 𝑑𝑥2−𝑦2 波であるが、転移温度は 𝑘B𝑇c ≈ 0.01𝑡1 のオーダーになり、これは数十 Kから 100K程
度の温度に相当する [51, 52, 55–57]。*43 このような定量性の問題は正方格子に限らず起こることがある；

*41 数値計算で松原振動数の無限和を取ることはもちろんできないので、実際には有限和で計算を行う。典型的には、 |ℏ𝜀𝑚 | の
上限がバンド幅の数倍～10倍程度になるようにメッシュ数を決めることが多い。低温の方がメッシュの間隔が狭まるので、
より多くの和を取る必要が出てくる。

*42 いま考えている模型は 2 次元系なので、マーミン・ワグナーの定理 [53] により本来は有限温度の相転移はないはずである
が、RPA (または平均場近似)では有限の 𝑇c が得られる；これは近似の artifactである。

*43 ここでは磁気転移温度ではなく超伝導転移温度の議論を行っていることに注意。
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(a) 正方格子
RPA FLEX

(b)異方的
正方格子
(t2 = 0.15)

図 6 多極子感受率 𝜒
(R)
M (𝒒, 0) の、RPAまたは FLEX近似に基づく解析結果。(a)は正方格子ハバー

ド模型におけるスピン揺らぎ、(b)は異方的な正方格子ハバード模型におけるスタッガード磁気揺らぎ
に対応している。温度は平均場近似で得られた磁気転移点より少し高温の値を入力している [(a)では
𝑘B𝑇 = 0.22、(b)では 𝑘B𝑇 = 0.15]。その他のパラメータは図 2(a, c)と同様である。

実際、私自身も 𝜅-(BEDT-TTF)2𝑋 の計算 [39]を行った際に、RPAの範囲では超伝導転移温度が低すぎた
ため FLEX近似で取り扱ってようやくまともな結果が得られた、という経験がある。その他、超伝導理
論における FLEX近似の有用性については例えば [58]が詳しいので、そちらも参照されたい。*44

5 おわりに：まとめと展望
本稿では遍歴磁性体をテーマとし、ハバード模型から出発してそれを扱うための弱相関側からのアプ

ローチについて説明してきた。まとめとして、今回導入した手法がどのような問題に適用されているかを
簡単にコメントしておこう。平均場近似や RPAは相互作用の入ったハミルトニアンを取り扱う最も簡便
な方法で、強磁性・反強磁性のみならず様々な磁気秩序を取り扱うことができるというのは既に述べた通
りである。したがって、例えば「ある物質でいくつかの磁気秩序の候補のうちどれが favorされるか」と
いう問題はこの枠組みで解くことができると考えられる。また、特に強相関電子系では磁気揺らぎに媒介
される異方的超伝導が主要なテーマの一つとして長く研究されている。この手の問題に対しては、磁気感

*44 もちろん、FLEX近似が必ずうまくいく訳ではなく、別の近似を用いた方が良いケースもあるので、状況に応じて適切な近
似方法を選ぶことが大事である。
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受率を RPAで計算し、それに基づいて構成した有効的な電子間相互作用を用いてエリアシュベルグ方程
式を解析するといった方法が多く用いられている。
一方で、平均場近似や RPA は転移温度の定量性や強磁性のキュリー・ワイス則の再現といった点に

関しては問題点があるということも述べた。したがってこれらの性質を正しく調べたい場合、RPA で
は考慮されないモード・モード結合を取り込んだ理論が必要になると考えられ、FLEX 近似はその代表
的な理論の一つである。*45 また、本稿では紹介できなかったが、モード・モード結合を取り込むことで
キュリー・ワイス則を導出することに成功した理論として自己無撞着な揺らぎの理論 (self-consistent
renormalization theory, SCR理論) [26, 42, 60–63]が知られている。これは FLEX近似で取り込まれて
いる効果に加えて、バーテックス補正による効果を近似的に考慮している。いくつかのパラメータを現象
論的に決める必要があるが、それによって得られた感受率が他の実験結果を統一的に説明できるかという
ことを問うことができる。「はじめに」で述べた通り、近年では対称性に基づく磁性体の分類の整備が進
んでおり [15–23]、強磁性・反強磁性の枠組みには収まらない様々な磁気多極子秩序があることが分かっ
てきているので、こうした秩序に絡めて SCR理論を再訪するというのも一つの研究テーマとして考えう
るのではないかと思う。
まとまりのない文章になってしまったが、本稿を通じて遍歴系の多体計算に少しでも興味を持ってくだ

さる方がいればこの上ない喜びである。私自身も日々勉強しながら取り組んでいるところでもあるので、
様々な方が参入してこのコミュニティがさらに盛り上がっていくことを願う。
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本稿の内容は主に、中惇、妹尾仁嗣、柳瀬陽一の各氏との共同研究や議論を通じて得られた理解を元に
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槻純也准教授、大原繁男教授をはじめ、「アシンメトリ量子若手秋の学校」世話人の方々に特別感謝申し
上げたい。

付録 A ゾンマーフェルト展開
A.1 一般論

次の形の積分
𝐼 =

∫ ∞

−∞
d𝜀 𝜙(𝜀)

(
−𝜕 𝑓

𝜕𝜀

)
(A.1)

を考える。𝜙(𝜀) は 𝜀 = 𝜇の近傍で無限回微分可能であるとし、テイラー展開を行うと

𝜙(𝜀) = 𝜙(𝜇) + 𝜙′ (𝜇) (𝜀 − 𝜇) + 1
2
𝜙′′ (𝜇)(𝜀 − 𝜇)2 + · · · (A.2)

*45 最近では、二層系で FLEX近似に基づいて磁場誘起超伝導相を明らかにしたという研究もあり [59]、強相関効果を取り入れ
ることによって定量性のみならず定性的にも興味深い物性が現れる可能性がまだまだ隠されているのではないかと個人的に
は思っている。
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である。これを代入し、𝜕 𝑓 /𝜕𝜀 が 𝜀 − 𝜇に関して偶関数であることに注意すると、𝜀 − 𝜇の偶数次の項の
みが残って

𝐼 = 𝜙(𝜇) +
∞∑
𝑛=1

𝜕2𝑛𝜙

𝜕𝜀2𝑛

����
𝜀=𝜇

2
∫ ∞

0
d𝜀

(𝜀 − 𝜇)2𝑛

(2𝑛)!

(
−𝜕 𝑓

𝜕𝜀

)
= 𝜙(𝜇) +

∞∑
𝑛=1

(𝑘B𝑇)2𝑛 𝜕2𝑛𝜙

𝜕𝜀2𝑛

����
𝜀=𝜇

2
∫ ∞

0
d𝑥

𝑥2𝑛

(2𝑛)!

(
− d

d𝑥
1

e𝑥 + 1

)
︸                                 ︷︷                                 ︸

(∗)

𝑥 = 𝛽(𝜀 − 𝜇) と変数変換した (A.3)

となる。ここで (∗) は

(∗) = 2
∫ ∞

0
d𝑥

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
e−𝑥

(1 + e−𝑥)2

= 2
∫ ∞

0
d𝑥

𝑥2𝑛

(2𝑛)! e−𝑥 (1 − 2e−𝑥 + 3e−2𝑥 − 4e−3𝑥 + · · · )

= 2
(
1 − 1

22𝑛 + 1
32𝑛 − 1

42𝑛 + · · ·
) ∫ ∞

0
d𝑥 e−𝑎𝑥𝑥𝑛 =

𝑛!
𝑎𝑛+1 を用いた

= 2
(
1 − 2

22𝑛

)
𝜁 (2𝑛) リーマンのゼータ関数 𝜁 (𝑧) :=

∞∑
𝑛=1

1
𝑛𝑧

(A.4)

と計算される。ゼータ関数の値は 𝜁 (2) = 𝜋2/6, 𝜁 (4) = 𝜋4/90であるから、積分 𝐼 は

𝐼 = 𝜙(𝜇) + 𝜋2

6
(𝑘B𝑇)2 𝜕2𝜙

𝜕𝜀2

����
𝜀=𝜇

+ 7𝜋4

360
(𝑘B𝑇)4 𝜕4𝜙

𝜕𝜀4

����
𝜀=𝜇

+ · · · (A.5)

で与えられる。

A.2 式 (3.21)の導出

磁化を与える式 (3.18)から、自由電子系の磁化率の式 (3.21)を導出しよう。式 (3.18)において 𝑈 = 0
(すなわち ℎeff = ℎ)とし、 𝑓 (𝜀 ± ℎ/2) を展開して ℎの 1次の項まで取る。そこにゾンマーフェルト展開を
適用して 𝑘B𝑇 の 2次の項まで取ると、

𝑚 =
ℎ

2

∫ ∞

−∞
d𝜀 𝜌(𝜀)

(
−𝜕 𝑓

𝜕𝜀

)
=

ℎ

2

[
𝜌(𝜇) + 𝜋2

6
(𝑘B𝑇)2𝜌′′ (𝜇) + O

(
(𝑘B𝑇)4

)]
(A.6)

となるから、磁化率は

1
2
𝜒0 (𝑇) := lim

ℎ→0

𝑚

ℎ
=

1
2

[
𝜌(𝜇) + 𝜋2

6
(𝑘B𝑇)2𝜌′′ (𝜇) + O

(
(𝑘B𝑇)4

)]
(A.7)

で与えられる。𝜌(𝜇) に含まれる化学ポテンシャル 𝜇は温度 𝑇 に依存するので、それを取り出すためにゼ
ロ温度の化学ポテンシャル (すなわちフェルミエネルギー 𝜀F)まわりでテイラー展開する：

𝜌(𝜇) = 𝜌(𝜀F) + 𝜌′ (𝜀F) (𝜇 − 𝜀F) +
1
2
𝜌′′ (𝜀F)(𝜇 − 𝜀F)2 + · · · (A.8)
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𝜇 − 𝜀F を具体的に計算するため、電子数密度の式 (3.16)で 𝑈 = ℎ = 0とし、同様にゾンマーフェルト展
開を行うと、

𝑛e = 2
∫ ∞

−∞
d𝜀 𝜌(𝜀) 𝑓 (𝜀)

= 2
∫ 𝜇

−∞
d𝜀 𝜌(𝜀) + 𝜋2

3
(𝑘B𝑇)2𝜌′ (𝜇) + O

(
(𝑘B𝑇)4

)
= 2

∫ 𝜀F

−∞
d𝜀 𝜌(𝜀) + 2𝜌(𝜀F) (𝜇 − 𝜀F) +

𝜋2

3
(𝑘B𝑇)2𝜌′ (𝜀F) +

𝜋2

3
(𝑘B𝑇)2𝜌′′ (𝜀F) (𝜇 − 𝜀F) + O

(
(𝑘B𝑇)4

)
= 𝑛e + 2𝜌(𝜀F) (𝜇 − 𝜀F) +

𝜋2

3
(𝑘B𝑇)2𝜌′ (𝜀F) + O

(
(𝑘B𝑇)4

)
(A.9)

が得られるから、
𝜇 − 𝜀F = −𝜋2

6
(𝑘B𝑇)2 𝜌

′ (𝜀F)
𝜌(𝜀F)

(A.10)

となる。上式と式 (A.8), (A.7)を用いると

𝜒0 (𝑇) = 𝜌(𝜀F) −
𝜋2

6
(𝑘B𝑇)2 𝜌

′ (𝜀F)2

𝜌(𝜀F)
+ 𝜋2

6
(𝑘B𝑇)2𝜌′′ (𝜀F) (A.11)

となり、式 (3.21)が導かれる。

付録 B RPAでの動的感受率の導出
一般化感受率の運動方程式

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒; 𝑡)𝛼1𝛼2 ,𝛼3 ,𝛼4 = −𝛿(𝑡)

〈
[𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , 𝑑

†
𝒌 ′ ,𝛼4

𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3 ]
〉

+ i
ℏ
𝜃 (𝑡)

〈[
eiH𝑡/ℏ [𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , H]e−iH𝑡/ℏ, 𝑑†

𝒌 ′ ,𝛼4
𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3

]〉
(4.22再)

に関し、右辺を計算していこう。*46 まず交換関係を処理するため、いくつかの便利な公式

[𝐴, 𝐵𝐶] = [𝐴, 𝐵]𝐶 + 𝐵[𝐴,𝐶] (B.1a)
[𝐴𝐵,𝐶] = [𝐴,𝐶]𝐵 + 𝐴[𝐵,𝐶] (B.1b)

[𝐴𝐵,𝐶𝐷] = {𝐴,𝐶}𝐷𝐵 − 𝐶{𝐴, 𝐷}𝐵 + 𝐴{𝐵,𝐶}𝐷 − 𝐴𝐶{𝐵, 𝐷} (B.1c)

を導入しておく。ここで、反交換子を {𝐴, 𝐵} := 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴で定義した。ブロッホ電子の生成・消滅演算子
に対し {𝑑𝒌 ,𝛼1 , 𝑑

†
𝒌 ′ ,𝛼2

} = 𝛿𝒌 ,𝒌 ′𝛿𝛼1 ,𝛼2 , {𝑑𝒌 ,𝛼1 , 𝑑𝒌 ′ ,𝛼2 } = {𝑑†
𝒌 ,𝛼1

, 𝑑†
𝒌 ′ ,𝛼2

} = 0が成り立つから、これらを用い
て計算を行うと式 (4.22)の右辺第 1項は

−𝛿(𝑡)
〈
[𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , 𝑑

†
𝒌 ′ ,𝛼4

𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3 ]
〉
= −𝛿(𝑡)𝛿𝒌 ′ ,𝒌+𝒒

(
𝛿𝛼2 ,𝛼4

〈
𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌 ,𝛼3

〉
− 𝛿𝛼1 ,𝛼3

〈
𝑑†
𝒌+𝒒,𝛼4

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2

〉)
= −𝛿(𝑡)𝛿𝒌 ′ ,𝒌+𝒒𝛿𝛼1 ,𝛼3𝛿𝛼2 ,𝛼4

{
𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]

}
(B.2)

となる。

*46 RPAでの動的感受率に関しては、グリーン関数およびファインマンダイアグラムを導入して「バブルやラダー型のダイアグ
ラムを取る」と説明されることが多いが、ここでは平均場近似との類似性を見やすくするために敢えてグリーン関数を用い
ない方法で導出する。
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次に、式 (4.22)の右辺第 2項を計算する。内側の交換子にハミルトニアン H = H0 + Hint が入ってい
るので、一体項 H0 とハバード相互作用項 Hint を別々に処理していこう。まず一体項に関しては容易に
計算することができ、

[𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , H0] =
∑
𝒌 ′′

∑
𝛼′′

𝜀(𝒌′′)𝛼′′ [𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , 𝑑
†
𝒌 ′′ ,𝛼′′𝑑𝒌 ′′ ,𝛼′′ ]

= −
[
𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

]
𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 (B.3)

となるから
i
ℏ
𝜃 (𝑡)

〈[
eiH𝑡/ℏ [𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , H0]e−iH𝑡/ℏ, 𝑑†

𝒌 ′ ,𝛼4
𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3

]〉
= − i

ℏ
𝜃 (𝑡)

[
𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

] 〈
[𝑑†

𝒌 ,𝛼1
(𝑡)𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 (𝑡), 𝑑

†
𝒌 ′ ,𝛼4

𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3 ]
〉

= −
[
𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

]
𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒; 𝑡)𝛼1𝛼2 ,𝛼3 ,𝛼4 (B.4)

が得られる。
一方、相互作用項に関しては複雑な計算が必要になる。まず、式 (4.24)で定義される行列 �̂� を用いる

と、ハバード相互作用は

Hint =
1

4𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌2 ,𝒑

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8𝑐
†
𝒌1+𝒑, 𝜉5

𝑐𝒌1 , 𝜉6𝑐𝒌2 , 𝜉7𝑐
†
𝒌2−𝒑, 𝜉8

=
1

4𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌2 ,𝒑

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

𝑉 (𝒌1 + 𝒑)∗𝜉5 ,𝛼5
𝑉 (𝒌1)𝜉6 ,𝛼6𝑉 (𝒌2)𝜉7 ,𝛼7𝑉 (𝒌2 − 𝒑)∗𝜉8 ,𝛼8

× 𝑑†
𝒌1+𝒑,𝛼5

𝑑𝒌1 ,𝛼6𝑑𝒌2 ,𝛼7𝑑
†
𝒌2−𝒑,𝛼8

(B.5)

と書けるから、内側の交換子は次のように計算される。*47

[𝑑†
𝒌 , 𝜉1

𝑑𝒌+𝒒, 𝜉2 , Hint]

=
1

4𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌2 ,𝒑

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

𝑉 (𝒌1 + 𝒑)∗𝜉5 ,𝛼5
𝑉 (𝒌1)𝜉6 ,𝛼6𝑉 (𝒌2)𝜉7 ,𝛼7𝑉 (𝒌2 − 𝒑)∗𝜉8 ,𝛼8

× [𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , 𝑑
†
𝒌1+𝒑,𝛼5

𝑑𝒌1 ,𝛼6𝑑𝒌2 ,𝛼7𝑑
†
𝒌2−𝒑,𝛼8

]

=
1

2𝑁

∑
𝒌1 ,𝒑

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

×
[
−𝑉 (𝒌 + 𝒑)∗𝜉6 ,𝛼6

𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌1)𝜉8 ,𝛼8𝑉 (𝒌1 − 𝒑)∗𝜉7 ,𝛼7
𝛿𝛼1 ,𝛼5𝑑

†
𝒌+𝒑,𝛼6

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2𝑑𝒌1 ,𝛼8𝑑
†
𝒌1−𝒑,𝛼7

+𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6
𝑉 (𝒌 + 𝒒 + 𝒑)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌1)𝜉8 ,𝛼8𝑉 (𝒌1 + 𝒑)∗𝜉7 ,𝛼7

𝛿𝛼2 ,𝛼6𝑑
†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒+𝒑,𝛼5𝑑𝒌1 ,𝛼8𝑑
†
𝒌1+𝒑,𝛼7

]
(B.7)

最右辺の被加関数には下線部のように演算子 4つの積が含まれているので、このままでは閉じた運動方
程式を作ることができない。そこで、この演算子積を RPAで取り扱う。1つ目の下線部に関して、平均

*47 計算過程においては、行列 �̂� に関する次の性質を多用している：
𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8 =𝑈𝜉6 𝜉5 , 𝜉8 𝜉7 =𝑈𝜉7 𝜉8 , 𝜉5 𝜉6 =𝑈𝜉8 𝜉7 , 𝜉6 𝜉5 = −𝑈𝜉5 𝜉7 , 𝜉6 𝜉8 = −𝑈𝜉8 𝜉6 , 𝜉7 𝜉5 (B.6)
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場近似と同様に以下のような近似を行う：

𝑑†
𝒌+𝒑,𝛼6

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2𝑑𝒌1 ,𝛼8𝑑
†
𝒌1−𝒑,𝛼7

≃ −
〈
𝑑†
𝒌+𝒑,𝛼6

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2

〉
𝑑†
𝒌1−𝒑,𝛼7

𝑑𝒌1 ,𝛼8 +
〈
𝑑†
𝒌1−𝒑,𝛼7

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2

〉
𝑑†
𝒌+𝒑,𝛼6

𝑑𝒌1 ,𝛼8

−
〈
𝑑†
𝒌1−𝒑,𝛼7

𝑑𝒌1 ,𝛼8

〉
𝑑†
𝒌+𝒑,𝛼6

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 +
〈
𝑑†
𝒌+𝒑,𝛼6

𝑑𝒌1 ,𝛼8

〉
𝑑†
𝒌1−𝒑,𝛼7

𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 (B.8)

ここで、常磁性状態を仮定すると右辺第 3, 4項は和を取った際にキャンセルすることが分かるので、以
下では考えない。同様に 2つ目の下線部も

𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒+𝒑,𝛼5𝑑𝒌1 ,𝛼8𝑑
†
𝒌1+𝒑,𝛼7

≃ −
〈
𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌+𝒒+𝒑,𝛼5

〉
𝑑†
𝒌1+𝒑,𝛼7

𝑑𝒌1 ,𝛼8 +
〈
𝑑†
𝒌 ,𝛼1

𝑑𝒌1 ,𝛼8

〉
𝑑†
𝒌1+𝒑,𝛼7

𝑑𝒌+𝒒+𝒑,𝛼5 (B.9)

と近似する。このような近似のもとで交換子は

[𝑑†
𝒌 , 𝜉1

𝑑𝒌+𝒒, 𝜉2 , Hint]

≃ 1
2𝑁

∑
𝒌1

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

×
{
−𝛿𝛼1 ,𝛼5

[
− 𝛿𝛼2 ,𝛼6𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6

𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌1)𝜉8 ,𝛼8𝑉 (𝒌1 − 𝒒)∗𝜉7 ,𝛼7
𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]𝑑

†
𝒌1−𝒒,𝛼7

𝑑𝒌1 ,𝛼8

+ 𝛿𝛼2 ,𝛼7𝑉 (𝒌1 − 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6
𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌1)𝜉8 ,𝛼8𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉7 ,𝛼7

𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]𝑑
†
𝒌1−𝒒,𝛼6

𝑑𝒌1 ,𝛼8

]
+𝛿𝛼2 ,𝛼6

[
− 𝛿𝛼1 ,𝛼5𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6

𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌1)𝜉8 ,𝛼8𝑉 (𝒌1 − 𝒒)∗𝜉7 ,𝛼7
𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ]𝑑

†
𝒌1−𝒒,𝛼7

𝑑𝒌1 ,𝛼8

+ 𝛿𝛼1 ,𝛼8𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6
𝑉 (𝒌1)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌)𝜉8 ,𝛼8𝑉 (𝒌1 − 𝒒)∗𝜉7 ,𝛼7

𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ]𝑑
†
𝒌1−𝒒,𝛼7

𝑑𝒌1 ,𝛼5

]}
= − 1

𝑁

∑
𝒌1

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

𝛿𝛼1 ,𝛼5𝛿𝛼2 ,𝛼6

{
𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]

}
×𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6

𝑉 (𝒌1)∗𝜉7 ,𝛼7
𝑉 (𝒌1 + 𝒒)𝜉8 ,𝛼8𝑑

†
𝒌1 ,𝛼7

𝑑𝒌1+𝒒,𝛼8 (B.10)

と計算されるので、
i
ℏ
𝜃 (𝑡)

〈[
eiH𝑡/ℏ [𝑑†

𝒌 ,𝛼1
𝑑𝒌+𝒒,𝛼2 , Hint]e−iH𝑡/ℏ, 𝑑†

𝒌 ′ ,𝛼4
𝑑𝒌 ′−𝒒,𝛼3

]〉
= −

{
𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]

} 1
𝑁

∑
𝒌1

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

𝛿𝛼1 ,𝛼5𝛿𝛼2 ,𝛼6

×𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6
𝑉 (𝒌1)∗𝜉7 ,𝛼7

𝑉 (𝒌1 + 𝒒)𝜉8 ,𝛼8𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8 𝜒(𝒌1, 𝒌
′, 𝒒; 𝑡)𝛼7𝛼8 ,𝛼3𝛼4 (B.11)

が得られる。
式 (B.2), (B.4), (B.11)を式 (4.22)に代入し、両辺に ei(𝜔+i𝛿 )𝑡 をかけて 𝑡 に関して積分を行うと

ℏ(𝜔 + i𝛿)𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒;𝜔)𝛼1𝛼2 ,𝛼3𝛼4

= −𝛿𝒌 ′ ,𝒌+𝒒𝛿𝛼1 ,𝛼3𝛿𝛼2 ,𝛼4

{
𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]

}
−
[
𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

]
𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒;𝜔)𝛼1𝛼2 ,𝛼3 ,𝛼4

−
{
𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]

} 1
𝑁

∑
𝒌1

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

𝛿𝛼1 ,𝛼5𝛿𝛼2 ,𝛼6

×𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6
𝑉 (𝒌1)∗𝜉7 ,𝛼7

𝑉 (𝒌1 + 𝒒)𝜉8 ,𝛼8𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8 𝜒(𝒌1, 𝒌
′, 𝒒;𝜔)𝛼7𝛼8 ,𝛼3𝛼4 (B.12)
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が成り立つ。ここで 𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒;𝜔)𝛼1𝛼2 ,𝛼3𝛼4 は 𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒; 𝑡)𝛼1𝛼2 ,𝛼3𝛼4 の周波数成分である。これを整理す
ると次のようになる：

𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒;𝜔)𝛼1𝛼2 ,𝛼3𝛼4

= − 𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

[
𝛿𝒌 ′ ,𝒌+𝒒𝛿𝛼1 ,𝛼3𝛿𝛼2 ,𝛼4

+ 1
𝑁

∑
𝒌1

∑
𝜉5 ,..., 𝜉8

∑
𝛼5 ,...,𝛼8

𝛿𝛼1 ,𝛼5𝛿𝛼2 ,𝛼6𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼5𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼6
𝑉 (𝒌1)∗𝜉7 ,𝛼7

𝑉 (𝒌1 + 𝒒)𝜉8 ,𝛼8

×𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8 𝜒(𝒌1, 𝒌
′, 𝒒;𝜔)𝛼7𝛼8 ,𝛼3𝛼4

]
(B.13)

したがって、一般化感受率 (4.17)は

𝜒 (R) (𝒒, 𝜔)𝜉1 𝜉2 , 𝜉3 , 𝜉4

=
1
𝑁

∑
𝒌 ,𝒌 ′

∑
𝛼1 ,...,𝛼4

𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1
𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌′ − 𝒒)𝜉3 ,𝛼3𝑉 (𝒌′)∗𝜉4 ,𝛼4

𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒;𝜔)𝛼1𝛼2 ,𝛼3𝛼4

= − 1
𝑁

∑
𝒌

∑
𝛼1 ,𝛼2

𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

×
[
𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1

𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌)𝜉3 ,𝛼1𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉4 ,𝛼2

+
∑

𝜉5 ,..., 𝜉8

𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1
𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼1𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼2

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8

× 1
𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌 ′

𝑉 (𝒌1)∗𝜉7 ,𝛼7
𝑉 (𝒌1 + 𝒒)𝜉8 ,𝛼8𝑉 (𝒌′ − 𝒒)𝜉3 ,𝛼3𝑉 (𝒌′)∗𝜉4 ,𝛼4

𝜒(𝒌, 𝒌′, 𝒒;𝜔)𝛼1𝛼2 ,𝛼3𝛼4︸                                                                                                         ︷︷                                                                                                         ︸
𝜒 (R) (𝒒,𝜔)𝜉7 𝜉8 , 𝜉3 , 𝜉4

]

= − 1
𝑁

∑
𝒌

∑
𝜉5 , 𝜉6

∑
𝛼1 ,𝛼2

𝑓 [𝜀(𝒌)𝛼1 ] − 𝑓 [𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2 ]
ℏ(𝜔 + i𝛿) + 𝜀(𝒌)𝛼1 − 𝜀(𝒌 + 𝒒)𝛼2

𝑉 (𝒌)∗𝜉1 ,𝛼1
𝑉 (𝒌 + 𝒒)𝜉2 ,𝛼2𝑉 (𝒌)𝜉5 ,𝛼1𝑉 (𝒌 + 𝒒)∗𝜉6 ,𝛼2

×
[
𝛿𝜉5 , 𝜉3𝛿𝜉6 , 𝜉4 +

∑
𝜉7 , 𝜉8

𝑈𝜉5 𝜉6 , 𝜉7 𝜉8 𝜒(𝒒, 𝜔)
(R)
𝜉7 𝜉8 , 𝜉3 𝜉4

]
(B.14)

となり、式 (4.23)が得られた。
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5d遷移金属の多極子秩序とフラックス法による結晶育成
名古屋大学大学院工学研究科 平井 大悟郎

1 はじめに
遷移金属の d 電子はこれまで、結晶場分裂によって軌道角運動量が消失していると考えられ
てきた。実際、3d化合物の磁性はスピン量子数 S でよくあらわされ、ほとんどの場合、軌道角
運動量を考慮する必要がない。しかし、2010年ごろイリジウム酸化物においてスピンと軌道角
運動量が結合した電子状態が明らかにされてから、5d 電子系では軌道角運動量が部分的に生き
残っており、スピン軌道結合（SOC）の効果が物性に顕わに顔を出すことが認識されるように
なった。スピンと軌道の自由度を独立に考えることができた 3d 電子系と異なり、5d 電子系で
はスピンと軌道の結合により、スピンだけでなく四極子や八極子といった f 電子系で研究され
てきた高次の秩序が形成される。
強相関電子系の二つの大きな舞台である d 電子系と f 電子系はそれぞれに長い研究の歴史が

あり、研究分野として確立されているが故に相互の理解が難しくなっているように感じる。少な
くとも専ら d 電子系の研究を行ってきた私は、 f 電子系の物質の電子状態をきちんと理解でき
ていなかった。d 電子系と f 電子系両方の特徴をもつ 5d 電子系は、両者の橋渡しをするような
物質系である。5d 電子系の基礎的な電子状態を紹介することで、d 電子系と f 電子系の共通点
や異なる点について紹介したい。
本稿は、前半の 2、3章では 5d 電子系の電子状態の特徴とそこであらわれる多極子秩序につ
いて、後半の 4章では多極子物性を調べるうえで不可欠である単結晶の育成について解説する。
2章では特に、5d電子系の電子状態を理解するうえで重要である結晶場と SOCの効果が電子状
態にどのような影響を及ぼすのかを基本的な内容から解説し、3d, 5d, 4 f 電子系の違いを比較
する。3章では最近 5d 電子系で観測されつつある多極子秩序を、さまざまな実験結果を交えて
紹介する。5d 電子系では、Cd2Re2O7 や Ca5Ir3O12 などで遍歴多極子の形成が議論されているが、本稿では局在電子系における多極子秩序についてのみ紹介する。

4章ではガラリと内容がかわり、単結晶育成について解説する。局所的な対称性の破れである
多極子秩序を検出するには、単結晶を用いた測定が必要不可欠である。本稿では、単結晶育成法
のなかでも特に広く実験室系で用いられ、金属間化合物から酸化物まで汎用性の高い手法であ
るフラックス法について解説する。学生の皆さんのなかには、フラックス法で結晶育成されてい
る方もいるかと思うが、先生や先輩から手順を教えてもらうだけで、フラックス法に関する講義
は受けたことがないのではないだろうか。私自身、体系的な教育を受けたことはない。フラック
ス法で育成される単結晶は多岐にわたり、条件や注意すべき事柄は物質ごとに異なるが、すべて
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の結晶育成で重要となる事柄も存在する。本稿では、できるだけ共通する原理を選び解説した。
私自身、本稿を執筆する中でさまざまな書籍、文献を読み、たくさんの気づきがあった。今後み
なさんがフラックス法によって結晶育成する際に、少しでもお役に立てれば幸いである。
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2 5d電子系におけるスピン軌道結合状態
物質中の電子状態を決定する重要な相互作用として、１．原子内のクーロン相互作用、２．ス
ピン軌道結合（SOC）、３．周りのイオンとの結晶電場の効果（結晶場）が存在する。これらが
どのように作用するかによって、それぞれの電子状態の特徴が現れる。代表的な磁性元素である
3d遷移金属元素と 4 f 希土類元素、そして 5d遷移金属元素では、三つの相互作用の大小関係が
異なっていることが原因で、それぞれ異なる電子状態をとる。

2.1 電子状態を決定する重要な相互作用のエネルギースケール
図 1には 4 f 希土類、3dおよび 5d遷移金属元素における、電子状態を決定する重要な相互作
用のエネルギースケールを示した。それぞれの元素を含む物質中において、大きなエネルギース
ケールをもつ相互作用が大局的に電子状態を決定し、その後、小さな相互作用が摂動として作用
する。
原子核付近に局在した 4 f 電子は内核電子の遮蔽により結晶場 V の効果を受けにくく、その大
きさは～数十 meVである。一方、原子番号の大きな希土類元素では比較的大きな 0.3 eV程度
の SOC（λ）がはたらく。このように、SOCが結晶場よりも大きな 4 f 希土類化合物では、ま
ず Hund則が成立して Lと S が結合して J を作り、スピンと軌道が結合した J で指定された
電子状態に結晶場がはたらく。これに対して、軌道の広がりが大きい 3d 軌道を占有する 3d 電
子は ∼3 eVの強い結晶場を受けるが、SOCは～数十meVと弱い。このため、3d遷移金属化合

3d遷移金属

4f希土類金属

5d遷移金属

(eV)110 10−1 10−2 10−3

原子内クーロン相互作用：U
スピン軌道結合（SOC）：λ
結晶場 ：V

U

V

λ

U

V

λ

U

V

λ

λ > V

λ < V

λ ~ V

図 1 4 f 希土類と 3dおよび 5d遷移金属元素において、電子状態に重要な影響を与える相互作用であるクーロン相互作用（U）、SOC（λ）、結晶場（V）のエネルギースケールの比較。
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物では、Hund則を満足する電子状態にまず結晶場がはたらいて、軌道のエネルギー準位は分裂
する。この結果、軌道角運動量が消失（クエンチ）し、スピン S がよい量子数となる（軌道縮
退が残る場合は、残った Lとの間の LS結合を考慮する）。軌道の広がりが 3d 軌道よりも大き
い 5d 軌道を占有する 5d 電子にはさらに大きな ∼5 eVもの結晶場がはたらいて、軌道のエネル
ギー準位が分裂する。しかし、3d電子と比較すると λが十分に大きいため（∼0.5 eV）軌道角運
動量は完全には消失せず、残った実効的な Leff と S が結合することで Jeff であらわされる電子状態を示す。

2.2 スピンと軌道角運動量の結合（ f 電子系）
まず、主に SOCが電子状態を決める f 電子系の場合を考える。SOCは相対論的効果であり、

Diracの方程式を非相対論的な形式に書き換えると、Schrödinger方程式に対する補正項として
現れる、スピン S と軌道量子数 Lとの内積の形の項を指している。このため、スピン軌道相互
作用と呼ばれているのは便宜的なものと思われる。SOCが物質中の電子状態に及ぼす効果につ
いての詳しい解説として、柳瀬氏、播磨氏による固体物理の解説記事 [1]が参考になる。
スピン軌道結合によって実現する電子状態を考えるとき、LS結合描像と j − j結合描像があ
る。LS結合は U ≫ λの場合、 j − j結合は U ≪ λの場合に対応する。このため、LS結合では
まず U によるエネルギー利得を最大化し、そのうえで SOCによるエネルギー利得を最大化す
るような電子配置が基底多重項となる。これは固体中で最もよくあらわれ、基底多重項を予測
する経験則として Hund則が知られる。ちなみに、多電子系の Hund則にしたがう基底状態の
スピンと軌道の結合定数を λ（λL · S）、1 電子のスピン s と軌道角運動量 l との結合定数を ζ
（ζl · s）とあらわす。

Hund則
1. １電子のスピン sを合成して、合成スピン S のおおきさ S が最大化するように配列する。
2. 上の規則を満たしたうえで、lを合成して Lのおおきさ Lが最大化するように配列する。
3. SOCのエネルギー利得 λL · S を最大化する J = L + S が基底多重項となる。最も外側
の副電子殻が半数占有以下の場合 λ > 0であるため J = |L − S |が、半数より多く占有さ
れていれば λ < 0であるため J = L + S が基底多重項の J 値となる。

j − j結合では、まず SOCによるエネルギー利得が最大化される。このとき、1電子の全角運
動量 j = l + sがよい量子数となり、これら j が結合することで基底多重項となる。 j − j結合は
アクチノイドなど限られた物質系で実現するため、あまり見かけないように思えるが、1電子状
態を出発点としており遍歴系の模型との接続がよいため、バンド計算や分光実験データを解釈
する際にしばしば使われる。
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2.3 結晶場の効果と軌道角運動量のクエンチ（d 電子系）
f 電子に比べて局在性の弱い d電子は、結晶内で隣接原子が作る電場（結晶場）の影響を強く

受ける。結晶場理論では隣接原子を負の点電荷として扱い、軌道の広がりを考慮してこの近似を
改善したものが配位子場理論である。配位子場理論は突き詰めれば分子軌道理論の拡張であり、
中心のイオンの d 軌道の役割および周辺イオン（配位子）の軌道の重なりが考慮される。この
ため、結晶場効果の大きさと異方性は局所環境の対称性に強く依存する。軌道角運動量が消失し
ていない波動関数では、電子の存在確率は等方的であり、すべての軌道状態が周りの陰イオン
（負電荷）からの静電反発を受ける。一方で、軌道角運動量が等しく位相が逆の波動関数が干渉
し、角運動量のない実関数の軌道を形成すれば、電子雲の分布は異方的になり、場合によっては
陰イオン（負電荷）からの静電反発が軽減される。この結晶場の影響を理解するために、まず軌
道角運動量を有する波動関数が干渉によって実関数の波動関数となることをおさらいする。
波動関数は、動径波動関数 Rn,l(r)と角波動関数（球面調和関数）Yl,ml(θ, φ)に分離することができる。ここで n, l,ml はそれぞれ主量子数、方位量子数、磁気量子数である。

H = Rn,l(r)Yl,ml(θ, φ) (1)

p軌道を考えると、磁気量子数 ml = 0, 1,−1の三つが存在する。
p0 = R2,1(r)Y1,0(θ, φ) =

√︃
1

4π
R2,1(r) cos θ,

p±1 = R2,1(r)Y1,±1(θ, φ) = ∓

√︃
3

8π
R2,1(r) sin θe±iφ (2)

極座標から直交座標へは次のように変換できる（図 2 a）ことを考慮すると
x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ (3)

p0 は zに比例することがわかる（p0 ∝ r cos θ ∝ z）。これは z = 0の平面で節を持つ、私たちが
pz 軌道として知る軌道に他ならない（図 2 b）。一方、p±1 の φ依存性を有する二つの波動関数

𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑥 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑

ଵ, ଵ,±ଵ

௭ ୷௫

(a) (b)

図 2 (a)極座標から直交座標への変換。(b)球面調和関数 Y1,0(θ, φ)、Y1,±1(θ, φ)と pz, px, py 軌道。
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は、z軸のまわりに時計（または反時計）周りの角運動量をもつ電子状態に対応する。これらの
一次結合は、大きさが等しく符号が反対の ml から合成されているので、干渉を起こし定在波となるため、z軸の周りに正味の角運動量をもたない。オイラーの公式から eiφ = cos φ + i sin φな
ので

p+1 + p−1 = sin θ(−eiφ + e−iφ)R2,1(r) ∝ r sin θ sin φ ∝ y,

p+1 − p−1 = sin θ(−eiφ − e−iφ)R2,1(r) ∝ r sin θ cos φ ∝ x (4)

この結果得られた 2つの軌道はそれぞれ y = 0、x = 0平面で節を持つ、py、px 軌道である。
以下の d軌道に対しても同様のことを考える。

d0 = R3,2(r)Y2,0(θ, φ),
d±1 = R3,2(r)Y2,±1(θ, φ),
d±2 = R3,2(r)Y2,±2(θ, φ) (5)

p 軌道の例でわかるように、角度依存性のみを考えているので角波動関数（球面調和関数）
Yl,ml(θ, φ)だけを考慮すればよい。

Y2,0(θ, φ) =

√︃
5

16π
(3 cos2 θ − 1) =

√︃
5

16π
1
r2 (3z2 − r2) ∝ (3z2 − r2),

Y2,±1(θ, φ) = ∓

√︃
3

8π
cos θ sin θe±iφ,

Y2,±2(θ, φ) =

√︃
15

32π
cos θ sin2 θe±2iφ (6)

p軌道の時と同様に Y2,±1(θ, φ)と Y2,±2(θ, φ)をそれぞれ干渉させて定在波を作ると、
d+1 + d−1 ∝ cos θ sin θ(−eiφ + e−iφ) = cos θ sin θ sin φ ∝ yz,

d+1 − d−1 ∝ cos θ sin θ(−eiφ − e−iφ)) = cos θ sin θ cos φ ∝ zx,

d+2 + d−2 ∝ sin2 θ(−e2iφ + e−2iφ) = sin2 θ sin 2θ ∝ xy,

d+2 − d−2 ∝ sin2 θ(−e2iφ − e−2iφ) = sin2 θ cos 2θ ∝ x2 − y2 (7)

となる。このまま何も相互作用がはたらかず軌道が縮退した状態では、基底の取り方を変えただ
けなので電子の状態は変わっていない。しかし、SOCや結晶場が作用してエネルギー準位が分
裂すると、位相を持つ電子状態と軌道角運動量が消失した実関数の状態のエネルギーに差が生
じる。
図 3のように、d軌道を一つの電子が占有している状態を考える。軌道が五重縮退した状態で
は、基底の取り方が異なるだけで実関数でも軌道角運動量を有する状態でも違いはない。しか
し、遷移金属原子の周りを陰イオンが正八面体型に配位し、結晶場が作用すると状況が変わる。
図 3 aの軌道角運動量を有し、等方的な電子密度を持つ電子状態では、すべての軌道は同じよう
に静電反発を受け、エネルギーが不安定化する。ここで、軌道角運動量が干渉し、実関数となっ
た場合、図 3 bの d3z2−r2 軌道のように配位子の方向に伸び、強く結晶場の影響を受ける軌道と、
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図 3 d 軌道を電子が一つ占有している状態を考える。(a)軌道角運動量を有し、等方的な電子密度を持つ電子状態に正八面体配位の結晶場が作用した場合と (b)軌道角運動量が消失し結晶場分裂した状態。(c)SOCによって分裂した電子状態。

dyz 軌道のように配位子を避けるように伸び、あまり結晶場の影響を受けない軌道はエネルギーが異なり、軌道の縮退が解ける。具体的には、高エネルギーの二重縮退した eg 軌道と低エネルギーの三重縮退した t2g 軌道へと分裂する。このように結晶場によって電子のエネルギー準位が分裂することを結晶場分裂とよぶ。電子はエネルギーが低下した t2g 軌道を占有するため、結晶場分裂することで安定化した軌道のエネルギー分（4Dq）だけこの電子状態が安定となる。この
ように実関数となった軌道のエネルギー準位が分裂してしまうと、軌道角運動量が失われ l = 0
の状態となる。ただし、a と b の場合で受ける結晶場は変わらないので、すべての軌道エネル
ギーの平均は変わらず、t2g 軌道の安定化と eg 軌道の不安定化の量は 4Dq : 6Dq = 2 : 3である。
図 3 cでは、結晶場を受けている状態で、仮想的に軌道角運動量の消失が起こらず、SOCがは
たらく状況を考えている。この場合、l = 2と s = 1/2が結合して J = 3/2の基底状態と、5/2ζ
エネルギーの高い J = 5/2 の励起状態が形成される。c ではスピンと軌道の結合によりエネル
ギー利得があるため有限の軌道角運動量が必要であり、軌道角運動量の消失によって静電エネ
ルギーの利得がある結晶場の分裂と競合する。3d 電子系の場合、結晶場による分裂は 3 eV程
度、5/2ζ は数十meVであるため、結晶場による分裂が優先され、軌道角運動量が消失する。

2.4 Jahn–Teller（ヤーン –テラー）効果
基底状態の電子配置が軌道の縮退を伴うとき、縮退が解けたほうがエネルギー的に安定であ
るため自発的に格子が歪み対称性が低下する現象を Jahn–Teller効果とよぶ。Jahn–Teller効果
は 3dおよび f 電子系の多くの物質でみられる現象であり、スピンと軌道の結合により軌道が縮
退した 5d電子系においても電子状態に影響を与える。

Jahn–Teller効果を示す典型的なイオンである、八面体配位の Mn3+ イオン（電子配置 3d4）
を例に説明する。図 4 aのようにMn3+ イオンの周りを酸素が正八面体に配位しているとき、電
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図 4 (a)八面体配位のMn3+ イオン（3d4）の Jahn–Teller効果。正八面体の配位多面体が歪んで eg および t2g 準位がともに分裂する。配位子との距離が変化することでエネルギーが低下する軌道と上昇する軌道が存在する。eg 準位が部分占有されている場合、電子系のエネルギーは d3z2−r2 軌道の低下分だけ低下する。(b) マンガン酸化物（NdMnO3）でみられる、協力的 Jahn–Teller効果の結果生じた軌道秩序の一例。

子は結晶場で分裂した軌道を低エネルギーから埋めてゆき、t2g 軌道に 3個 eg 軌道に 1個電子
が占有した high spin状態となるとする。正八面体が格子の最も安定な状態であるとき、八面体
が歪むためにはエネルギーが必要である。歪みの量を Qというパラメータで表すと、歪むため
のエネルギーは Qの 2次に比例する [ E(Q) ∝ Q2 ]。例えば、八面体が縦に引っ張られるように
歪むとすると、引っ張られた方向にある配位子からの静電反発が低下し、そちらに伸びる d3z2−r2

軌道と dxz, dyz 軌道のエネルギーは低下する。逆に、伸びた方向と垂直方向は八面体の体積を保つために縮み、静電反発が増加することで dx2−y2 軌道と dxy 軌道のエネルギーが上昇する。図 4
のように軌道が部分占有されている場合、電子系のエネルギーは d3z2−r2 軌道の低下分だけ低下
する。現実には電子系のエネルギーの歪みに対する変化は複雑であるが、微小な歪みに対しては
エネルギーを Qでテイラー展開して、1次の項だけを考えてもよいだろう。歪みにより低下す
る電子系のエネルギーと歪むことによる弾性エネルギーの増加を考えると、E(Q) ∝ Q2 − aQと
なり、Qが有限の値のときにエネルギーは最小となる。これは、電子系のエネルギー利得のた
めに、格子が自発的に歪むことを意味する。3d5（t3

2g と e2
g）の電子配置のように、すべての軌道を電子が占有していれば、歪んで上昇した軌道のエネルギーと低下した軌道のエネルギーは相

殺するので、電子系のエネルギー利得はないため Jahn–Teller効果は起こらない。このように、
配位環境と電子配置によって Jahn–Teller効果が起こるか起こらないかが決まる。
巨大磁気抵抗効果で知られるペロブスカイト型のマンガン酸化物では、臨界温度以下で各配
位多面体の Jahn–Teller 歪みが結晶全体にわたって協力的に生じる、協力的 Jahn–Teller 効果
と呼ばれる現象が起こる [2]。この時、結晶全体での歪みによるエネルギー不安定化を最小にす
るために、すべての歪みが一方向にそろうのではなく、多くの場合、互い違いに歪みの方向が向
くように八面体が整列する。この結果、特定の軌道状態が秩序する軌道秩序が形成される。図 4

292



bのように NdMnO3 では、面内で d3x2−r2 軌道と d3y2−r2 軌道が交互に並ぶ。軌道秩序において
は異方的な電荷分布が秩序化しており、現象としては四極子秩序と同じである。軌道角運動量が
消失した 3d 電子系における秩序を軌道秩序、 f 電子系などにおいてスピンと軌道が結合した全
角運動量であらわされる電子状態から発現するものが四極子秩序と呼ばれている。

2.5 5d電子系の電子状態
以上のように、角運動量を消失させる結晶場の効果と有限の軌道角運動量によってエネルギー
利得が生じる SOCは競合する。3d 軌道よりも 5d 軌道のほうが空間的な広がりが大きいため、
5d 電子系では配位イオンからの静電場がより強く作用する（∼5 eV）。このため、軌道角運動量
が消失した電子状態が、3d電子系よりもさらに有利だと思われるかもしれない。しかし、5d電
子系では 3d電子系よりも SOCがはるかに大きく、結晶場によって分裂した軌道に対して SOC
がはたらく。八面体配位などの対称性の高い配位環境では軌道の縮退が残っているため、縮退し
た軌道の組み合わせによって軌道角運動量が部分的に復活する。この復活した軌道角運動量が
スピンと結合することで、5d電子系の特徴的な電子物性を生む。
具体的な 5d 電子系の電子状態を考えるために、遷移金属に酸素イオンなどの陰イオンが正八
面体配位した場合（立方晶の結晶場）を考える。5d 電子系の多極子物性の研究は主に酸化物を
対象に行われており、遷移金属酸化物においては遷移金属イオンと酸素イオンのイオン半径の
比率から、八面体配位が最も一般的である。3d電子系よりも結晶場の効果が強い 5d遷移金属酸
化物において、八面体配位の立方晶結晶場によって分裂した高エネルギーの eg 軌道と低エネルギーの t2g 軌道との分裂は 4∼5 eVにも達する。このため、d6 までの電子数では、磁性や伝導性
に関係する低エネルギーの状態を考えるには、電子が占有する t2g 軌道のみを考慮すればよい。

p軌道のように三重に縮退している t2g 軌道は、実効的な角運動量 Leff = 1を有する。詳しく
見ると、t2g 軌道は dxy, dyz, dzx からなり、このうち dyz, dzx はもともと d+1, d−1 の干渉によって形成された軌道であるため、以下のように角運動量が復活する。

|lz0⟩ = |xy⟩,

|lz
±1⟩ = −

1
√

2
(i|yz⟩ ± |xz⟩) (8)

ただし、この角運動量はあくまで実効的な運動量であり、もともとの d 軌道が持っている角
運動量とは振る舞いが異なる。3重に縮退した t2g 軌道の有する実効的な軌道角運動量 Leff と、
d 軌道全体の全軌道角運動量 Lは、Pt2gLPt2g = −Leff の関係をもち、両者の符号は逆である。よって SOCの効き方は普通の軌道とは逆の H = ∓λL · S となり、t2g 軌道が半数占有以下の場合、λ < 0であるため J = L + S が基底多重項となり、半数より多く占有されていれば λ > 0で
あるため J = |L − S |が基底多重項となる。λは 1電子の SOCζ を用いて λ = ζ/2S とあらわさ
れる。
図 5には、d1 ∼ d5 の電子配置の場合に LS結合と j − j結合によって形成される電子状態を
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図 5 5d 電子系における立方晶結晶場中での低エネルギー準位。d1 ∼ d5 の電子配置に対して、LS結合と j − j結合によって形成される電子状態を示した。

示した。例えば、d1 の場合、t2g 軌道が半数占有以下なので、J = Leff + S = 3/2が基底多重項と
なる。
一方、t2g 軌道が半数以上占有されている d5 では、J = |Leff − S | = 1/2となる。d1 ∼ d5 の基底

多重項のうち、d3 の状態は LS結合の描像では L = 0なので、S = 3/2状態となる、d4 は LS結
合と j− j結合の両方で非磁性、d5 は upと downの二自由度しか持たない J = 1/2の Kramers
二重項であるため、双極子の秩序しか示さない。よって、双極子以外の多極子秩序が期待される
舞台は d1 と d2 となる。
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3 5d電子系における多極子秩序
Sr2IrO4（Ir4+, 5d5）において J = 1/2の電子状態が実験的に明らかにされた [3, 4]のをきっ

かけとして、5d 電子系ではスピンと軌道が結合した電子状態が実現していることが広く認識さ
れることとなり、多極子物性についても研究が進められている。すでに議論したように、d電子
系の多極子物性の舞台は、陰イオンによって八面体配位された d1 または d2 の電子配置をもつ
5d 遷移金属イオンを含む化合物である。中でもダブルペロブスカイトと呼ばれる化合物群が中
心的な舞台となっている。
ここでは、表１に示す Os7+ や Re6+ などの 5d1 の電子配置を有するイオンを含むダブルペロ

ブスカイトで観測された四極子秩序と 5d2 の電子配置を有する Os6+ イオンを含む Ba2MOsO6（M = Mg、Zn、Ca）で実現していると考えられている八極子秩序について紹介する。本稿では、
局在電子系の多極子秩序に内容を絞って紹介するが、それ以外の 4d および 5d 電子系の SOC
に関連した電子物性に関する総説として [5, 6]などを挙げる。

表 1 多極子秩序を示すと考えられているダブルペロブスカイト
物質 5dイオン 磁気秩序（Tm） 多極子秩序 文献

Ba2NaOsO6 Os7+（5d1） 傾角反強磁性（6.8 K） 反強四極子？（Tq ∼10 K） [10]
Ba2MgReO6 Re6+（5d1） 傾角反強磁性（18 K） 反強四極子（Tq = 33 K） [16]
Ba2CdReO6 Re6+（5d1） 傾角反強磁性（12 K） 反強四極子（Tq = 25 K） [19]
Ba2CaReO6 Re6+（5d1） 反強磁性（16 K） – [20]
Rb2TaCl6 Ta4+（5d1） 反強磁性（10 K） 強四極子？（Tq = 45 K） [15]
Cs2TaCl6 Ta4+（5d1） 反強磁性（5 K） 強四極子？（Tq = 30 K） [15]

Ba2MgOsO6 Os6+（5d2） – 強八極子？（T ∗ = 51 K） [22]
Ba2ZnOsO6 Os6+（5d2） – 強八極子？（T ∗ = 30 K） [22]
Ba2CaOsO6 Os6+（5d2） – 強八極子？（T ∗ = 49 K） [22]
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3.1 多極子物性の舞台：ダブルペロブスカイト
ペロブスカイト構造は、ABO3 の組成であらわされる酸化物の多くが有する構造であり、強誘電体 BaTiO3 をはじめとした多くの機能性材料の構造である。ペロブスカイト構造では、アルカリ土類金属などのイオン半径の大きな陽イオンが Aサイトを、遷移金属などの小さな陽イ
オンが Bサイトを占有し、Bサイトの周りを 6つの酸素が八面体配位した BO6 八面体を形成する。そして BO6 八面体が隣の八面体と頂点を共有し、三次元的な構造を形成する。ダブルペロブスカイト（図 6）は、ペロブスカイトの B サイトを 2 種類の陽イオン（B と B’）が岩塩
（NaCl）中の Naイオンと Clイオンのように、互いをとり囲み交互に並ぶ。ダブルペロブスカ
イトが多極子物性を探索する重要な舞台となっているのは、主に二つの特徴が多極子物性実現
に有利であるためだと考えられる。一つは、適度な Bサイト陽イオン間の距離である。ペロブ
スカイト構造では遷移金属が占有する Bサイト間の距離は 4 Å程度であるが、ダブルペロブス
カイト化合物では、その距離は約 √2倍となり 6 Å程度となる。5d 元素は軌道の広がりが大き
いため、ペロブスカイト構造の B サイトのように元素間の距離が短いと金属的な伝導を示し、
電子のスピンや軌道の自由度が物性に現れない。ペロブスカイトの Aサイトが欠損した構造を
持つ 5d酸化物 ReO3 が、最も伝導性の高い酸化物でありパウリ常磁性金属であることがよい例である。このように 5d 化合物は金属的な物質となる傾向が強いので、局在電子が磁性などの電
子秩序を示す物質は限られる。この点からダブルペロブスカイトは 5d 電子系の局在電子物性を
調べるよい舞台となっている。
もう一つの特徴は、八面体に歪みがないことである。八面体が歪むと t2g 軌道がさらに結晶場分裂して軌道角運動量が消失し、スピンと軌道が結合した電子状態は実現されない。ダブルペ
ロブスカイト化合物では、適切な A、B、B’サイトの陽イオンの組み合わせを選ぶことで立方
晶の構造をとることができ、J 基底状態が実現する。構造の柔軟性もダブルペロブスカイト化
合物の大きな特徴であり、大きさや価数の異なる様々なイオンが A、B、B’サイトを占有する

Double Perovskite (A2BB’O6)

BO6

B’O6

A

～4 Å

～6 Å

図 6 ダブルペロブスカイト（組成 A2BB’O6）の結晶構造。B と B’ の陽イオンは岩塩（NaCl）中の Naイオンと Clイオンのように、互いをとり囲み交互に並ぶ。B–B’間距離は
4 Å程度で、B’–B’間距離は 6 Å程度となる。

296



ことができ、1000を超える化合物がこれまでに報告されている [7]。A、B、B’サイトのイオン
の組み合わせによって 5d イオン間の距離、つまり電子間の相互作用を調整することが可能であ
る。このため、同じ遷移金属イオンを有するダブルペロブスカイト化合物であっても、異なる電
子秩序を形成する場合がある。

3.2 プロトタイプ　 Ba2NaOsO6 の電子物性
5d電子系の四極子秩序研究の発端となったのは、Ba2NaOsO6において観測された強磁性（後に傾角反強磁性であることが明らかにされた）である [8]。この物質は 5d1 の電子配置を有する

Os7+ イオンが電子物性を担う物質で、磁気転移温度 Tm = 6.8 K以下で飽和磁化 0.2 µB の強磁性的な振る舞いを示す。この物質の特徴は磁気異方性に現れる。通常、立方晶の強磁性体の磁化
容易軸は [100]または [111]方向となるが、この物質は [110]方位となることから（図 7 a）、複
雑な磁気相互作用によって形成される磁気秩序であることが指摘された。

G. Chenらは交換相互作用に加えて電気四極子相互作用を取り入れた理論によって、この奇
妙な磁性の起源を説明した [9]。この理論研究では、磁気秩序は強磁性ではなく非常に大きな傾
角を持つ非共線的な反強磁性秩序であることを提案した。さらに、この特異な磁気秩序の形成
に、より高温に存在する反強四極子秩序が強い影響を与えていることを指摘した。
磁気秩序が反強磁性秩序であることは、単結晶を用いた核磁気共鳴（NMR）実験によって明
らかにされた [10]。図 7 bに示すように、Aサイトを占有する 23Na核での NMRスペクトルは
磁気秩序相（4.2 K）において二組の三重項のピークを示し、異なる内部磁場を感じる二つの Na
サイトが存在することを示す。Osイオンが有する 5d 電子の双極子がすべて同じ方向に整列し
た強磁性ではこのスペクトルは説明できず、2副格子の反強磁性秩序の形成を示している。解析
の結果、最も大きなネットモーメントが生じる [110]方位から、それぞれ逆方向に 67度スピン
が傾いたスピン配列によってスペクトルが再現された。多くの傾角反強磁性体の傾角は数度程

(a) (b)

Ba2NaOsO6

磁場 (T)

磁
化
(μ

B
)

強
度
(任
意
単
位
)

15 T
20 K

10.5 K

4.2 K

Ba2NaOsO6

周波数変化 (MHz)

H || [110]

H || [111]
H || [100]

図 7 (a)Ba2NaOsO6 の 1.8 Kにおける磁化の磁場依存性（文献 [8]より）と (b)三つの異なる温度で観測された 23Na核での特徴的な NMRスペクトル（文献 [11]より）。
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度であるため、Ba2NaOsO6 で観測された極めて傾角が大きい磁気秩序は特異な磁気秩序といえる。
さらに面白いことに、磁気転移温度 Tm ∼7.5 Kよりも数度高温の Tq ∼10 K付近で、常磁性
とも磁気秩序相とも異なるスペクトルが観測された（図 7 b）。この変化は、Naサイトの電場勾
配が変化したことを示唆しており、四極子秩序の形成によって生じた局所的な格子変形に起因
していると著者らは主張している。しかし、Tq において相転移を示唆する明確な比熱のピークは観測されず、Tq 以上の 15 Kまでの比熱から得られたエントロピーの変化は R ln 2程度であ
る。このためエントロピー変化は磁気秩序の形成だけで説明される。今のところ、Ba2NaOsO6において明確な四極子秩序の形成は観測されていない。

3.3 ダブルペロブスカイト中の 5d1 イオンの電子状態
先に紹介したように、5d 遷移金属イオンの有する電子の 5d 軌道は結晶場によって eg 軌道と t2g 軌道に大きく分裂する（図 8）。この分裂幅は 4∼5 eV にも達するので、電子物性を考慮

する場合、低エネルギーの t2g 軌道のみを考慮すればよい。t2g 軌道は実効的に Leff = −1 を持
ち、S = 1/2と結合することによって、4重に縮退した J = 3/2状態が基底状態となる。励起
状態である J = 1/2 とのエネルギー差は 3/2ζ ∼0.5 eV 程度である。Kramers 二重項である
J = 1/2 状態では、アップとダウンの自由度しか持たないため、双極子の秩序しか形成しない
が、J = 3/2四重項からは双極子よりも高次の電子秩序が形成される可能性がある。
J = 3/2基底多重項は、四極子秩序を示す代表的な f 電子系の物質 CeB6 中の Ce3+ イオンの

ଵ



ଶ

V: 4~5 eV ଵ

଼



V: ~0.05 eV
ଷ

ଶ
: 0.5~0.6 eV

CeB6Ba2NaOsO6, Ba2MgReO6



ଶ
: ~0.3 eV

図 8 Ba2NaOsO6（Ba2MgReO6）中の 5d1 の電子配置をとる Os7+（Re6+）イオンの電子状態と CeB6 中の Ce3+ イオンの電子状態の比較。5d1 の J = 3/2基底多重項は、Ce3+ イオンの Γ8 基底状態と対称性が等しいため、形成されうる多極子秩序は同じである。

298



Γ8 基底状態と対称性が等しい。このため、J = 3/2状態から期待される多極子は CeB6 の電子状態から許される多極子と同じである。具体的には、3種類の双極子、5種類の四極子、7種類
の八極子が秩序する可能性がある [9, 12]。対称性の観点からはダブルペロブスカイト中の 5d1

イオンと CeB6 中の Ce3+ イオンの有する電子の電子状態は同じであるが、図 8のようにエネル
ギー分裂の仕方やそのエネルギースケールは大きく異なる。これらの違いは電子間の交換相互
作用に違いをもたらし、秩序状態にも違いをもたらしうる。

3.4 J = 3/2状態の実験的証拠
そもそも 5d1 の電子配置をとるイオンにおいて、J = 3/2状態が実際に物質中で実現してい

るのかということをまず確認する。Ir4+ で実現した J = 1/2の検証には、光電子分光や共鳴 X
線散乱実験が必要だったが、J = 3/2状態の特徴は磁化や比熱などのマクロ物性にもあらわれ、
比較的簡単に検証することができる。最近では、非弾性 X線散乱実験によって J = 3/2基底状
態と J = 1/2励起状態の分裂が実験的に確認されている [13]。
磁気モーメントの減少
スピンと軌道の結合状態を示す顕著な特徴として、磁気モーメントの減少があげられる。

J = 3/2状態は S = 1/2と L = −1が結合してできている。M = 2S +L = 0となるため、理想
的には磁気モーメントが 0の特異な状態となる。現実には、静電的な相互作用や遷移金属と陰
イオン間の軌道の混成によって軌道角運動量が L = −1よりも減少する。このため、モーメント
の打ち消しが不完全となるために、不完全性を表すパラメータ γ（0 ≤ γ ≤ 1）を用いて磁化は
M = 2S + γLと有限の値となる。

5d1 イオンで軌道角運動量が完全に消失している場合、磁化率の温度依存性の Curie–Weiss
則から得られる有効磁気モーメントはスピン（S = 1/2）のみの値である g√S (S + 1)＝1.73µBとなることが期待される。これに対して Ba2NaOsO6 中のOs7+ イオンでは 0.6µB [8]、後で紹介
する Ba2MgReO6 中の Re6+ イオンでも 0.6µB の値が報告されている [14]。さらに顕著なのは、
同じく 5d1 の電子配置を有する A2TaCl6 (A = K, Rb, Cs) 中の Ta4+ イオンで、0.25–0.30µBという 0に近い値が報告されている [15]。A2TaCl6 におけるスピンと軌道角運動量の補償がダブルペロブスカイト酸化物より完全に近いのは、陰イオンの違いに起因している。酸素の 2p準
位は遷移金属の d 準位とエネルギー的に近いため、強く混成し軌道角運動量が孤立電子の状態
よりも大きく減少する。一方、酸素よりも電気陰性度の高い塩素と遷移金属間の軌道混成は弱
く、軌道角運動量の減少が小さいと考えられる。結果として、孤立電子に期待される 0に近い
値となる。
多くの 5d1 の電子配置を持つ磁性体で磁化率の減少が観測されており、これらの物質では

J = 3/2状態が実現していると考えられる。
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エントロピーの放出
もう一つの J = 3/2状態の実験的証拠は、相転移において放出されるエントロピーの大きさ

である。軌道角運動量が消失している場合、5d1 の電子配置では S = 1/2であらわされる電子状
態となる。S = 1/2はアップとダウンの二自由度を持つため、常磁性状態から双極子の秩序（磁
気秩序）が形成されると、R ln 2のエントロピーが放出される。一方、スピンと軌道が結合した
J = 3/2 状態では、四つの自由度を有するため、これらの自由度がすべて何らかの秩序の形成
で失われると、倍の R ln 4のエントロピーが放出される。実際、Ba2MgReO6 や A2TaCl6 では、二度の相転移が観測されており、両方の相転移で放出されるエントロピーの合計はおよそ R ln 4
である [14, 15]。ただし、これらの相転移は比較的高温で起こるため、比熱の大部分を占める格
子比熱の寄与の差し引きは簡単ではなく、正しい値となっているか注意する必要がある。

3.5 Ba2MgReO6 の電子物性
マクロな物性測定から基底状態が J = 3/2と考えられるダブルペロブスカイトがいくつか報
告され、そのうち Ba2MgReO6 において四極子秩序が観測された [16]。Ba2MgReO6 は 5d1 の
電子配置を有する Re6+ イオンが電子物性を担う物質で、磁気転移温度 Tm = 18 Kにおいて強
磁性的な振る舞いを示す磁気秩序相へと転移する。Ba2MgReO6 は磁性を担う遷移金属元素が異なるにもかかわらず、Ba2NaOsO6 と極めてよく似た磁性を示す [14]。例えば、常磁性相での
有効磁気モーメントは 0.6µB 程度であり、磁気秩序相での飽和モーメントは 0.2µB である。また、単結晶を用いた磁気異方性の測定では、[110]方向が磁化容易軸であることが分かった。こ
の磁気秩序も単純な強磁性でなく、特異的に傾角の大きい反強磁性秩序であることが共鳴 X線
散乱実験によって明らかにされている [16]。
さらに、Ba2MgReO6 では、磁気転移以外にも Tq = 33 Kにおいて何らかの相転移を示すこ
とが比熱測定から明らかになった。図 9 aのように、Tq において逆帯磁率の温度依存性はキン
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クを持ち、Tq 以下で逆帯磁率の傾きが変化することから、電子状態に変化が起きていることがわかる。Tq から Tm の間で、逆帯磁率は温度に対して線形な変化を示すことから Tq 以下の相は常磁性状態である。比熱では、この相転移において R ln 2程度のエントロピー放出が観測された
ため（図 9 b）、J = 3/2と四重項が Tq において二つに分裂し、さらに Tm における磁気秩序で二つに分裂すると考えられる。以上の実験結果を総合して考えると、Tq における秩序は四極子秩序である可能性が高いと指摘された。

3.6 Ba2MgReO6 における四極子秩序の観測
Ba2MgReO6 における四極子秩序は、精密な X線回折実験によって観測された [16]。電荷の

異方的な分布である四極子モーメントが秩序すると、電子格子相互作用を通して格子変形を誘
起する。それぞれの四極子は八面体の固有な歪みモードと結合するため、構造歪みを詳細に検
出することができれば、どのような四極子がどのように配列しているかまで明らかにすること
ができる。誘起される格子歪みは極めて小さいが、純良な単結晶（図 10 a）と高強度の放射光
X線を用いた結晶構造解析によって、Ba2MgReO6 の四極子秩序の詳細が明らかになった。室温では Ba2MgReO6 は立方晶の空間群 Fm3̄mの構造をとり、ReO6 八面体は歪みのない正八面体となっている。試料を冷却すると、Tq 以下で回折パターンの変化がみられ、基本反射の分裂と非常に弱い超格子反射の出現が観測された。
詳細は割愛するが、反射の分裂は格子の立方晶から正方晶への変化を、超格子反射の出現は対
称性の低下を示している。超格子反射の出現パターンから空間群を絞り込むことができ、最終的
に Tq 以下では正方晶の空間群 P42/mnmの構造であることが明らかになった。この空間群をも
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301



とに回折強度データから結晶構造解析を行い、それぞれの原子座標が決定された。この結果、Tq以上では歪みのなかった ReO6 八面体が 6 Kにおいては、図 10 aのように c軸方向に 0.007 Å
伸び、c軸と垂直な面内では 0.022 Åひし形に変形していることが分かった。この歪みは、ϵu,
ϵv という二つの八面体歪みの基準モードへと分解でき、それぞれの強度は 0.044 Å と 0.01 Å
と、ϵu が支配的である。ϵu、ϵv の二つのモードはそれぞれ Γ3 型の Qx2−y2、Q3z2−r2 という四極子
モーメントによって誘起される（図 10 b）ので、Ba2MgReO6 ではこの二つの四極子モーメントが秩序している。両者の配列は異なっており、八面体はすべて同じ方向に伸びているため、対
応する Q3z2−r2 は強的な秩序を形成している。一方、ひし形の変形は c面内で一様に、一つ下の
層では位相が反転しているため、Qx2−y2 モーメントは反強的な秩序を形成している（図 10 c）。
Qx2−y2 モーメントの反強的秩序は G. Chenらの理論で予想された秩序と対応しており、理論で
取り入れられた電気四極子相互作用が秩序形成に重要な役割を果たしていることがわかる。一
方で、G. Chenらの理論では Q3z2−r2 の強四極子秩序は再現できない。このため、実験で観測さ
れた多極子秩序を完全に再現するためには、理論で取り入れられていない相互作用を考慮する
必要がある。最近、この相互作用の候補として電子 –格子相互作用が提案されており、詳細に
ついて 3.9で紹介する。
最近では、Ba2MgReO6 の四極子秩序に対して、共鳴 X線散乱実験によるより直接的な観測

が行われている [17]。Reの共鳴エネルギーにおいて（5 5 0）反射のアジマス角依存性を測定す
ると、φ = 0度で最小、90度で最大となる強度の φ依存性が得られた。この依存性は、Qx2−y2 の
四極子モーメントの存在を明確に示している。さらに、超音波測定では Γ3 型の四極子秩序の形成に対応する弾性定数 (C11–C12)/2のソフト化が観測されており、相互作用を含めた議論ができ
る状態になりつつある。

3.7 類縁化合物とその基底状態
以上のように Ba2MgReO6 において多面的に四極子秩序の詳細が明らかにされているが、これ以外の物質では四極子秩序の決定的証拠は得られていない。上述したように、Ba2NaOsO6 は最も多くの研究がなされており、四極子秩序の兆候は観測されているが、いまだ決定的な証拠

が得られていない。A2TaCl6 では磁気転移より高温で構造変化が観測されており、TaCl6 八面体が同じ方向へ延びることから Q3z2−r2 型四極子の強的秩序が形成されていると指摘されてい
る [15]。一方、最近の単結晶を用いた共鳴 X線散乱実験では、四極子秩序を示す明確な実験結
果は得られていない [18]。

Ba2MgReO6 の Mg サイトにより大きな陽イオンである Cd を入れた類縁物質 Ba2CdReO6では、磁化、比熱、熱膨張測定から 2つの相転移が観測されており、低温の磁性も Ba2MgReO6と同様である。これらの類似性から四極子秩序が形成されれていると考えられる [19]。一方、
さらに大きな陽イオンである Ca を置換した Ba2CaReO6 では一つの相転移しか起こらず、低温の磁性も自発磁化を持たない反強磁性となる [20]。このように、非磁性の陽イオンによる化
学圧力の効果で 5d 電子間の相互作用が変化し、電子秩序が変化する。圧力の印可によっても
Ba2MgReO6 の基底状態が変化することが明らかにされており、∼5 GPa において四極子秩序
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が抑制され、磁気秩序も共線的なものへと変化する。[21] 化学圧力による電子秩序の変化も圧力
下での電子相転移も、G. Chenらが示した理論相図 [9]とよく対応しているように見える。圧力
効果によって交換相互作用および電気四極子相互作用が変化した結果、電子秩序が変化したと
考えると類縁物質の電子秩序を統一的に理解できる。

3.8 5d2 電子系（Ba2MOsO6）における八極子秩序
d 電子系における八極子秩序の直接的な観測はまだ報告されていないが、5d2 の電子配置を有

する Os6+ イオンを含むダブルペロブスカイト Ba2MOsO6 (M ＝ Zn, Mg, Ca)において、八極
子秩序が形成されている可能性が議論されている [22, 23]。
まず、Ba2MOsO6 について報告された実験結果を紹介する。磁化率測定では、これらの化合物は T ∗= 30–50 Kにおいて異常が観測され、比熱においても対応する温度でピークが現れるこ

とから、T ∗ になんらかの相転移が存在する。また、素粒子の１つであるミュオンを試料内部に
注入しミュオンのもつスピンが感じる内部磁場を計測する µSR実験では、T ∗ 以下で時間反転対
称性の破れが確認されている。さらに、Ba2ZnOsO6 では、非弾性中性子散乱スペクトル（図 11
a）に、10 meV程度のスピンギャップに対応する励起が観測されている。以上の結果から、単
純な磁気秩序が形成されていると思われるかもしれない。しかし、中性子回折実験では非弾性中
性子散乱スペクトルの結果から予想される I 型反強磁性秩序に対応する位置に磁気反射が観測
されず（図 11 b）、双極子の秩序が存在したとしてもモーメントの大きさは 0.06µB 以下と見積もられている。また、これらの化合物はすべて、3.5 Kにおける高分解能の中性子回折実験で、
立方晶のダブルペロブスカイト構造を有していることが確かめられている [24, 25]。つまり、格
子の歪みを伴う四極子秩序の可能性が否定されている。
これらの実験事実を説明するシナリオとして磁気八極子の秩序が提案されている。最初に説
明したように、SOCを考慮した場合、5d2 の電子配置では J = 2の基底状態が実現する。この
(a) (b) Ba2ZnOsO6
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図 11 (a) Ba2ZnOsO6 の非弾性中性子回折スペクトル。10 me程度のスピンギャップが観測される。(b) Ba2MOsO6 (M ＝ Zn, Mg, Ca)J = 2の中性子回折パターン。I型反強磁性秩序に期待される位置に磁気反射が観測されない。（文献 [22]より）
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五重縮退した電子状態は、ちょうど五重縮退した d 軌道（l = 2）と同型になっている。J = 2
五重項がさらに分裂する二つの可能性が存在する。一つは、t2g 軌道と eg 軌道の混成であり、もう一つはクーロン相互作用の球対称からのずれである [26]。どちらかの効果によって、J = 2の
五重項は、Eg（Γ3）と T2g（Γ5）に分裂する。Jz を基底として、対応する固有状態 |Jz⟩は T2g が
| ± 1⟩, (|+ 2⟩ − | − 2⟩)/

√
2、Eg が |0⟩, (|+ 2⟩+ | − 2⟩)/

√
2となり、ちょうど d軌道のよう分裂する。

三重項の T2g は実効的な角運動量 J = 1を有している。一方、二重項の Eg は双極子モーメントを持たない non-Kramers二重項であり、代わりに四極子モーメントと八極子モーメントを有
する。この Eg（Γ3）二重項は、希土類の f 2 イオンの non-Kramers（Γ3）基底状態 [27]と対称
性が同じであり、四極子または八極子の秩序を形成する可能性がある。ただし、交換相互作用や
秩序状態といった物性は異なる [28]。
分裂が図 12 aのように、基底の t2

2g の状態に t1
2g と e1

g の励起状態が SOCによって混ざる効果
によって生まれる場合、両者の分裂は ∼ ζ2/10Dqとなる。例えば、ζ = 0.2 eVと 10Dq = 3 eV
という 4d、5d遷移金属における典型的な値を使うと、20 meVとなる。このエネルギー分裂は、
ちょうど非弾性中性子散乱実験で観測されたスピンギャップに対応すると考えられている。ま
た、T ∗ における相転移でのエントロピーの変化が J = 2に期待される R ln 5よりもかなり小さ
く、R ln 2程度しかない [24, 25]ことも、J = 2五重項の分裂を支持する実験事実だと考えられ
ている。つまり、J = 2五重項が 20 meV程度分裂しており、秩序直前の T ∗ 付近では Eg（Γ3）二重項を電子が占有していると考えると、小さなエントロピー変化が説明できる。理論研究によ
ると強的八極子秩序が形成されており、µSR実験で観測された小さな内部磁場を説明すること
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図 12 (a) 5d2 の電子配置を有するイオンのエネルギー分裂。J = 2の五重項がさらに分裂することで non-Kramers 二重項の Eg（Γ3）と実効的な角運動量 J = 1 を有する T2g（Γ5）三重項に分裂する。non-Kramers二重項である Eg（Γ3）から生じうる (b)八極子モーメントと (c)四極子モーメント。
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ができる [26]。
一方で、Eg（Γ3）二重項が基底状態であると仮定した理論において、Jahn–Teller効果を考慮
すると八極子秩序（図 12 b）よりも四極子秩序（図 12 c）のほうが安定化されることが示され
ている [28]。今後、八極子秩序の直接観測を含めた、さらなる実験研究の進展が待たれる。

3.9 5d電子系における Jahn–Teller効果
Ba2MgReO6 で観測された Qx2−y2 の反強的な四極子秩序や低温の磁気秩序は G. Chenらによ

る理論 [9] とよく整合する。一方で、同時に形成される Q3z2−r2 の強的な秩序は再現できない。
また、A2TaCl6 では、強的な Q3z2−r2 の秩序と共線的な反強磁性秩序が示唆されており、上記の
理論では説明のつかない秩序状態が物質中で形成されている。この食い違いを説明するために、
励起状態の影響 [29]や Jahn–Teller効果を含めた電子と格子の結合 [30]が考慮されている。軌
道の広がりが大きい d 電子系では結晶場の効果を強く受けるため、格子が自発的に歪み準位の
縮退を解く Jahn–Teller効果は多くの物質でみられる。スピンと軌道の結合により縮退度が高
い 5d電子系の J 基底状態に対しても、Jahn–Teller効果ははたらくはずである。
軌道の縮退を解いて角運動量を消失させる Jahn–Teller効果と有限の軌道角運動量によって

エネルギー利得が生じる SOCは一般に競合する。この顕著な例はイリジウム化合物でみられる
d5 の J = 1/2の電子状態である。SOCを考慮しない場合、t2g 軌道に 5つ電子が占有する状況
は Jahn–Teller活性であり、八面体が伸びることで dyz と dzx 軌道が安定化される。一方、SOC
を考慮することで実現する J = 1/2 状態は軌道の縮退がないので、Jahn–Teller 効果は起こら
ない。電子数に応じて Jahn–Teller効果の影響は異なり、電子数によっては SOCが強い極限に
おいても有限の効果がある [31]。
図 13に示すように、d1 の電子配置で SOCを考慮しない場合、t2g 軌道を 1つだけ電子が占
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図 13 SOCを考慮しない場合（without SOC）とする場合（with SOC）の Jahn–Teller効果の比較。d5 および d1 の電子配置の場合を示した。
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有し、d5 とは逆に八面体が縮むことで dxy 軌道が安定する。d5 とは異なり、SOC を考慮した
J = 3/2状態は軌道縮退があり、Jahn–Teller効果が起こりえる。Jz = ±3/2と Jz = ±1/2は電
荷密度の分布が異なるため、八面体を歪ませることで、電子が占有する状態を安定化すること
ができる。ここで面白いのが、八面体が伸びても縮んでもエネルギー利得は変わらないので、ど
ちらの変形も起こり得る点である。これは SOCを考慮しない場合と大きく異なる。また、歪み
の大きさは SOCが強い極限では 1/3に抑制される。このように、5d 電子系の J 基底状態にも
Jahn–Teller効果があらわれるが、SOCの強さによってその発現の仕方は異なる。
以上のような静的な Jahn–Teller効果以外にも、動的な Jahn–Teller効果（格子振動と電子系
の結合）が存在することが指摘されている [30]。適当な結合パラメータを導入することで、上で
挙げた実験結果が再現されている。動的な Jahn–Teller効果を考慮すると、静的な Jahn–Teller
効果で予想されるよりも格子変形は小さくなる。このことは、d1 電子配置のダブルペロブスカ
イト化合物の多くが最低温まで歪みのない立方晶を維持しているという実験結果と辻褄があう。
さらに、動的な Jahn–Teller効果は共鳴 X線散乱スペクトルで観測されたピークのブロードニ
ングやサテライトピークの出現によって裏付けられている [13, 32]。
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4 フラックス法による単結晶育成
局所的な対称性の破れを伴う多極子物性を明らかにするためには、単結晶が不可欠である。ま
た、多極子秩序に伴う微小な応答を観測するためには、化学的な乱れの少ない純良な単結晶が
要求される。以下では、実験室系での単結晶育成で広く用いられるフラックス法について説明
する。本章を執筆するにあたり、「フラックス結晶育成法入門」橘信著 [33]、「溶液からの結晶成
長」佐藤清隆 責任編集 [34]をはじめとして、いくつかの文献 [35–37]を参考にした。実際にフ
ラックス合成を行う際には、是非購入して参考にしてほしい。
フラックス法の概要
フラックス法では、溶質（結晶を育成しようとする物質）を溶媒（フラックス）に溶解させ、
冷却や溶媒の蒸発による過飽和度（溶けきれない割合）の増加を利用して結晶を育成する。これ
は、理科の実験などで行うミョウバンや硫酸銅の結晶育成をイメージすると理解しやすい。ミョ
ウバン（溶質）は水（フラックス）を使うことで、融点（約 90度）よりはるかに低温の室温で
も溶解させることができる。ある温度で限界までミョウバンが溶けた飽和溶液を冷却すると、溶
けきれなくなったミョウバンが結晶として析出し、さらなる冷却で結晶が成長する。同様の結
晶育成は、水以外の溶媒（フラックス）を使用してもできる。例えば、ルビーは酸化鉛と酸化ホ
ウ素の混合物をフラックスとして結晶育成できる。ルビーの融点は 2050度と非常に高温である
が、フラックスを用いると 1200度で溶解させることができる。溶液の温度をゆっくりと下げて
いくと、溶けきれなくなった溶質が析出し、ルビーの結晶が得られる。
ある温度において、フラックスに溶かすことのできる溶質の量は、平衡状態図（相図）によっ
て知ることができる。共晶型の相図となる場合、溶質（成分 A）に対して適切なフラックス（成
分 B）である（図 14 ）。Aに Bを加えていくと液相と固相の境界線（融点）が下がり、はるか
に低温で溶解する（凝固点降下）。また、Bの増加とともに融点が下がることは溶液中の Aの濃
度が低下することを意味しており、冷却により Aが析出する。一方、Aと Bが任意の組成で固
溶体を形成する場合（全率固溶型）、Aと Bの混じった液相を冷却すると Aと Bの固溶体とな
り、Aの結晶を得ることはできない。
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度

図 14 共晶型と全率固溶型の平衡状態図（相図）。
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4.1 さまざまな単結晶育成の方法
フラックス法の特徴を示すために、他の結晶育成手法について簡単に説明し、比較する。結晶
育成法は、結晶がどの状態から成長するかによって、１．融液法、２．溶液法、３．気相法に大
きく分類できる。この中でフラックス法は２．溶液法に属する。

1. 融液法：目的とする物質の融液を冷却することで結晶を得る方法。融液をただ冷却するだ
けでは、普通、多くの結晶核が出現し、多結晶となってしまう。そこで単結晶を得るため
にそれぞれの方法での工夫がある。
（a）ブリッジマン法：先端を鋭くしたるつぼの中に融液を入れ、温度勾配をつけて冷却す

る。先端部で少数の結晶核が発生し、低温部に向かって結晶を成長させる。るつぼと
密着しているため、冷却時に強い熱歪みを受けやすいという欠点がある。

（b）チョクラルスキー（引き上げ）法：先端に種結晶を取り付けた棒を融液に接触させ、
回転させながら結晶を引き上げる。結晶とるつぼが接触しないため熱歪みを受けに
くい。また、結晶成長を確認しながら成長を制御できる。この方法により、シリコン
など多くの結晶が工業生産されている。

（c）フローティング・ゾーン（浮遊帯溶融）法：多結晶の原料棒を鉛直に保持し、その一
部を赤外線の集光などで加熱して溶融した領域（溶融帯）を作る。溶融帯は融液の表
面張力によって保持され、溶融帯を原料棒の一端から他端へとゆっくりと移動させ
ることで結晶成長させる。容器を用いないので、るつぼ材からの汚染がない。

（d）ベルヌーイ（火炎溶融）法：粉末原料を酸水素炎中に落下させ、溶融させた状態で種
結晶の上に降り積もらせて結晶を成長させる。実験室で利用することは少ないが、ル
ビーやサファイアなど高融点酸化物の工業生産に使われる。

2. 溶液法：結晶原料を何らかの溶媒に溶融させた溶液から結晶を成長させる。
（a）フラックス法
（b）水溶液法：水を溶媒として使用する。水溶性の化合物に適用できる。
（c）水熱法：水を数百度、千気圧程度の高温・高圧の超臨界流体にすることで、原料を溶

かし、そこから結晶を成長させる。水晶がこの方法で生産されている。
（d）溶液引き上げ（トップシード）法：フラックス溶液から種結晶を使って、結晶を引き

上げる。チョクラルスキー法と似た方法。
（e）TSフローティング・ゾーン（溶媒移動浮遊帯溶融）法：フローティング・ゾーン法

の溶融帯にフラックス成分を加え、フラックス溶液を移動させる方法。分解溶融する
化合物をフローティング・ゾーン法によって結晶育成する際に用いられる。

（f）高圧法：高圧プレスによって数万気圧、千度以上の高圧・高温状態をつくり、常圧で
は得られない結晶を溶液から成長させる。高圧相であるダイヤモンドの結晶成長が
有名。
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3. 気相法：物質によっては、温度上昇によって固体から液体状態を経ずに気体に変化する。
このように昇華する物質は、気相から直接結晶成長させることができる。
（a）昇華法：比較的低温で昇華する物質を石英管などに封入し、適切な温度勾配をつける

と、高温側で昇華した物質が低温側で結晶化し、成長する。
（b）化学気相輸送法：原料を輸送剤とともに封入して加熱する。化学反応によって揮発性

の中間体が生成し、この中間体が分解して結晶が生成する。ニクトゲンやカルコゲン
を含む蒸気圧の高い化合物によく用いられ、輸送剤としてはヨウ素、塩素、臭素など
のハロゲンやハロゲンの化合物が用いられる。

上記の方法と比較してフラックス法の利点と欠点を指摘する。
利点

• 融液法と比較して、フラックスが結晶の成長温度を低下させ、実験室系で容易に実現可能
な条件で結晶育成が可能となる。例えば、ルビーの場合、融点は 2050度と非常に高温で
あるが、フラックスを用いることで 1250度と、実験室でも比較的容易に実現できる環境
で合成できる。
（実験室においてフラックス法に必要な高温は一般的に抵抗加熱炉で実現され、利用でき
る温度の上限は使用する発熱体によって異なる。代表的な発熱体の最高温度は以下の通
り。ニクロム（Ni-Cr 合金）：1000 度、カンタル（Fe-Cr-Al 合金）：1200 度、炭化ケイ
素：1400度、ケイ化モリブデン：1700度）

• 融液法は分解溶融や結晶相の変化、高い蒸気圧などの問題がある場合使えず、気相法は昇
華性を持つ物質または、揮発性のある中間物質を生成する物質に適用可能な物質が限ら
れるなど制約がある。一方で、フラックス法は適切なフラックスの選択によって、分解溶
融や結晶相の変化、高い蒸気圧などの問題を回避することができ、もっとも汎用性の高い
結晶育成法といえる。

• フラックス法においては、フラックス中でゆっくりと結晶成長が進むため、結晶面がよく
発達した、転移や構造欠陥が少ない良質な結晶が得られやすい。

欠点
• 数 mmを超える大型の結晶育成が難しい。
• フラックスやるつぼからの汚染の可能性がある。
• 化合物によっては、結晶中の組成分布を一様にするのが難しい場合がある。
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4.2 結晶の成長メカニズム
溶液中でどのように結晶が成長するかを理解することで、より大きく、質のよい結晶の育成が
可能となる。ここでは、溶液中の結晶成長メカニズムについて解説する。溶液中の結晶の成長に
は大きくわけて以下の 3つの過程が存在する。

1. 過飽和状態の出現
2. 結晶核の形成
3. 結晶核からの結晶成長

溶質が完全に溶解した溶液から温度の低下などで溶解度が下がると、過飽和状態となり、溶質の
一部が凝集して結晶核を形成する。この結晶核の表面にさらに溶質が取り込まれ、巨視的な結晶
へと成長する。結晶の成長とともに溶液中の溶質は減少するため、フラックス法は溶液の濃度変
化をともなう結晶育成方法である。
1.過飽和状態の出現
溶解度曲線は溶質が溶媒（フラックス）に溶け込める量（溶解度）の温度依存性を示す（図

15）。通常、溶解度は溶媒 100 g中の溶質の質量として定義される。溶解度曲線上の濃度を有す
る溶液が飽和溶液である。大きな結晶が飽和溶液と接している状態を考えると、結晶から溶け出
る溶質の量と、溶液から結晶に取り込まれる溶質の量は等しく、飽和溶液は平衡状態にある。
飽和溶液よりも濃度の高い溶液が過飽和溶液、濃度の低い溶液が不飽和溶液である。過飽和状
態でなければ結晶成長はおこらないが、溶液が過飽和になっても、そこからただちに結晶が生成
するわけではない。溶解度曲線を超えた領域 (10∼50度の温度幅の領域)には自由エネルギーが
高い準安定領域（Ostwald–Miers領域）が存在する。

濃
度

温度

過飽和溶液

不飽和溶液

準安定領域準安定領域

溶解度曲線溶解度曲線

 




図 15 溶解度曲線の模式図。溶解度曲線よりも溶質の濃度が低い領域が不飽和溶液、濃い領域が過飽和溶液である。溶解度曲線よりも溶質の濃度がわずかに濃い領域では、過飽和溶液でありながら結晶が生成しない準安定領域が存在する。
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過飽和の度合いを過飽和度 σとして次のように定義する。ある温度 T0 の飽和溶液（濃度 C0）を冷却して温度 T にしたとき、T における飽和濃度 C を用いて過飽和度は σ = (C0 − C)/C と
あらわされる。σが大きいほど平衡状態から離れており、結晶を成長させる駆動力が大きい。つ
まり、同じ温度だけ冷却する場合、溶解度曲線の傾きが大きいほど低温での過飽和度 σは大き
くなり、結晶成長の速度が大きくなる。
2.結晶核の形成
結晶核形成は、熱力学的に不安定な過飽和溶液のなかから、安定な結晶核が現れる現象であ
る。結晶核の半径を r、液相と固相とのギブスの自由エネルギーの差を ∆µとすると、結晶核が
形成されると体積に比例した結晶の自由エネルギー (∝ 4πr3

3 ∆µ)分が安定化される（ここでは簡単のため球を仮定している）。しかし、結晶核の表面は不安定であり、表面積に比例した表面エ
ネルギー (∝ 4πr2)分、エネルギーに損も生じる。
結晶核が形成されることによるギブスの自由エネルギーの変化 ∆G は両者の差で与えられる。
∆G の結晶核の半径に対する依存性（図 16）を見てわかるように、形成された結晶核があるサ
イズ（臨界半径 r∗）よりも小さいと体積に対する表面の割合が大きく、再び溶液に溶解する確
率が高い。よって、結晶核がそのまま成長するためには、エネルギー障壁 ∆G∗ を超え臨界半径
r∗ 以上の大きさを持つ結晶核が形成される必要がある。このエネルギー障壁の存在が、過飽和
でありながら結晶成長が起こらない準安定相が現れる起源である。
過飽和度が高いほど、溶液と結晶との自由エネルギーの差 ∆µが大きくなり、エネルギー障壁

と臨界半径の両方が小さくなるため、結晶核は形成されやすくなる。ただし、実際の結晶育成の
場合には、るつぼの壁面、溶液の界面など異物質の表面が下地になることでエネルギー障壁が低
下し、結晶核形成が促進されることが多い。
3.結晶核からの結晶成長
結晶核ができると、そこに溶質原子が加わり大きく成長することで、さらに自由エネルギーが
減少する。結晶成長の機構は飽和度により異なっており、低飽和度と高飽和度にわけて結晶成長

自
由
エ
ネ
ル
ギ
ー

∆
𝐺

結晶核半径

表面エネルギー

ଷ
結晶自由エネルギー

ଶ

∗

∗

図 16 過飽和溶液から析出する結晶核の半径 r と自由エネルギー ∆G の関係。表面エネルギーによる不安定性のため、結晶核半径 r∗ よりも小さい結晶核は出現しても再び溶解してしまう可能性が高い。
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キンク

テラス

ステップ 吸着

拡散

溶質
フラックス

らせん転移

渦巻成⾧
Bi-2212

(a) (b) (c)

20 m

図 17 (a) 溶液中の層成長機構の模式図。平坦な結晶面（テラス）に到達した溶質分子が表面拡散し、ステップやキンクに到達した際に結晶に組み込まれる。(b)らせん転移からの渦巻成長の模式図。(c)KCl フラックスで育成された Bi-2212 結晶で観測された渦巻成長で形成された結晶面。（文献 [38] より）

を説明する。
低飽和度での結晶成長
結晶面が原子スケールで平坦面と考え、1原子層の成長層が二次元的に広がり積層していくと
いう層成長機構（図 17 a）が 1930年ごろから検討されるようになった。図 17 aのように結晶
表面に到達した溶質原子は、すぐに結晶に取り込まれるのではなく、表面に弱く吸着し、表面拡
散によって結晶表面上を動き回る。そして、ステップ（段差）やキンク（折れ曲がり）に到達し
て露出している表面が減少すると、表面エネルギーの損が減少して安定化するため結晶に組み
込まれる。これは、ステップやキンクが存在する限り続く。
この層成長機構では、1層がすべて形成されステップやキンクがなくなるとそれ以上の結晶成
長が起こらない。このため、新たな層の核が形成されなければ結晶はそれ以上成長しない。し
かし現実には、新たな層の核が形成されるよりも低い過飽和度でも結晶成長が起こることから、
渦巻成長機構（図 17 b）が 1949年に提唱された。この機構では、単位格子の厚さだけ結晶が上
下にずれているらせん転移を中心として層成長がおこる。表面に現れたらせん転移を中心とし
て層成長が起こると、渦巻状に成長が起こり、ステップはいつまでも完成せず成長し続ける。実
際の結晶で、この成長機構を裏付けるように渦巻模様が観測されている。図 17 cには、KClフ
ラックスで育成された銅酸化物高温超伝導体 Bi-2212の結晶で観測された、渦巻成長で形成さ
れた結晶面を示した。
高飽和度での結晶成長
飽和度が高くなると、新たな二次元核の形成が起こり、渦巻成長よりも二次元核形成によって
層成長が進むようになる。図 18 aのように、結晶成長が起こる結晶の周りでは、中心に近いほ
ど溶液濃度が低くなる（Berg効果）。これは、溶質が結晶核に取り込まれ消費されるため、結晶
に近いほど濃度が低下するからである。このため、新しい二次元核は溶液中に突き出した結晶の
角や稜で発生しやすく、成長層は結晶面の中心に向かって広がっていく。過飽和度が高い場合、
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結晶核

濃度勾配
(a) (b)

(c)

図 18 (a) 結晶核のまわりの等濃度曲線。溶質が結晶化して消費されるため、結晶に近いほど溶質濃度が低下する。（b）骸晶の成長の模式図。濃度の高い結晶核の稜から二次元核成長が起こり、その後、層成長するが、二次元核成長の速度が速すぎると層成長がおいつかず、中央に向かって階段状に凹んだ骸晶が形成される。(c)樹枝状結晶の成長過程の模式図。過飽和度がかなり高い状態では、結晶の角や稜で現れた成長層が結晶面に広がる前に溶液中へと突き出していく。この結果、樹木の枝のような形状の樹枝状結晶が形成される。

成長層が結晶面を埋め尽くすよりも早く二次元核が発生するため、成長層が完成する前に新た
な成長層が形成される。この結果、中央に向かって階段状に凹んだ骸晶と呼ばれる結晶が形成さ
れる（図 18 b）。
さらに過飽和度が高くなると、二次元核からさらに二次元核が形成され、溶液中に伸びること
になる（図 18 c）。このように成長した結晶は枝分かれした樹木のような形状になり、樹枝状結
晶（dendrite）と呼ばれる。フラックス法では、結晶成長の初期段階で過飽和度が高く、樹枝状
結晶が成長しやすい。

成
⾧
速
度

渦巻成⾧

過飽和度

二次元核成⾧ 付着成⾧

図 19 過飽和度と成長速度の関係。低過飽和度領域（σ∗ 以下）では、層成長機構によって平らな結晶面をもつ欠損の少ない結晶が得られるが、過飽和度が大きくなる（σ∗ 以上）と二次元核成長しやすくなり、骸晶や樹脂状結晶が形成されやすくなる。
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以上を過飽和度と成長速度の関係でまとめると図 19のようになる。低過飽和度の領域では渦
巻成長し、成長速度は過飽和度の 2乗に比例する。過飽和度がある閾値を σ∗ 超えると、二次元
核成長が支配的になり、さらに過飽和度が上がると σ∗∗ 以上では、表面に吸着した溶質がすぐ
に結晶に取り込まれ樹枝状結晶となる。表面が平坦で質の高い結晶は、σ∗ 以下の渦巻成長の領
域で成長するため、冷却速度を十分に落とし、低過飽和度を実現する必要がある。結晶育成の際
の溶質濃度は、溶解度曲線や平衡状態図（相図）があれば決定しやすい。一般に、最高保持温
度において、溶解度の 90%程度の溶質量の融液を徐冷すれば、大きな結晶が成長することが多
い。これは、最高保持温度においてすべての溶質が溶けた均一な溶液になっており、徐冷した際
に比較的少数の結晶核が生成するためである。過飽和の溶液からは多数の結晶核が生成し、小さ
な結晶にしか成長しない。逆に、溶質濃度が低すぎると溶質自体が少なく、大きな結晶は成長し
ない。

4.3 平衡状態図（相図）の利用
フラックス法では、適切な出発組成、育成温度域、冷却速度が結晶育成のカギとなる。これら
の条件を決定するうえで平衡状態図（相図）は非常に重要な情報となる。本章では、典型的な 3
つのタイプの相図（１．共晶系、２．分解溶融、３．部分固溶）を紹介し、フラックス法への利
用について説明する。
１．共晶系
まず、共晶系（eutectic system）の平衡状態図（相図）を例にその特徴を説明する。図 20の

ように溶質を成分 A、フラックスを成分 Bとする。両者の融点はそれぞれ TA と TB で、他成分が混じることで融点が低下する（凝固点降下）。両者が特定の組成のとき融点は最低温（共晶温
度 TE）となり、この点は共晶点（eutectic point）と呼ばれる。TE から温度を下げると、成分

組成
A（溶質） B（フラックス）

液相

A＋B

A＋液相

B＋液相

液相線

固相線

共晶点







ଵ

ଵ



ଶ ଶ温
度

図 20 二成分共晶系の平衡状態図（相図）。成分 A（溶質）に成分 B（フラックス）を加えていくと融点が低下（凝固点降下）し、共晶点（eutectic point）において融点は最低温（共晶温度 TE）となる。
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Aと Bが同時に結晶化する。液相では成分 Aと Bが混じりあった液体、A＋液相（B＋液相）
では A（B）の固体と Aと Bが混じりあった液体、A＋ Bは成分 Aと B二つの固相からなる
不均一な状態である。これらの境界線は液相線と固相線と呼ばれる。

T0 においてフラックス Bに溶質 Aが完全に溶解した液体（組成 X1）を冷却することを考える。この液体は、さらに溶質 Aを溶かすことができる不飽和溶液である。冷却していくと、液
相線に達する温度 T1 において飽和溶液になり、さらに冷却すると固相の Aが析出を始める。つ
まり、液相線は溶解度曲線に対応する。A が析出しだすと、当然液相から溶質 A の量が減り、
組成は変化していく。さらに冷却すると、液相の組成は液相線に沿って Aの濃度が減少し、あ
る温度 T2 では組成 X2 の液相中に Aが析出した状態となっている。この時、析出した Aの量は
組成 X1 と X2 の組成変化分に対応する。析出した固相の重量を s残った液相の重量を lとする
と、成分 Aの総重量は l × X2 + sであり、もとの液相を考えると (s＋l) × X1 である。これを整理すると s : l = X1 − X2 : 1 − X1 となり、析出した結晶と溶液の重さの比率は図 20中の a : bに
対応する。さらに温度を下げていくと、固相の量が増加、液相の量が減少し、Aの固相と共晶点
の組成を持つ液相となったのち、共晶温度 TE 以下ですべてが固化する。TE 以上で液相を除去することで、成長した Aの結晶を得ることができる。このようにしてフラックス法では、液相
の濃度が液相線に沿って変化し、成分 Aと Bが混じりあった液体中から液相の濃度変化に応じ
た量の Aの結晶を成長させることができる。一方、共晶点よりも Bが多い組成では Bが析出す
るので Bの結晶を得ることができる。溶液の冷却によって得られる結晶は溶液の組成によって
決定され、成分 A、Bの融点の大小関係などとは関係ないことが、相図をみれば理解できる。
この相図から、フラックス法を行う条件について考える。X1 よりも溶質 Aを多く含む組成か
ら出発したほうが、析出する A の量が増え、より大きなサイズの結晶が期待される。一方で、
出発温度を高温にする必要がある。また、液相線の傾きの変化にも注意が必要である。傾きが小
さいと少しの温度変化で溶液の組成が大きく変化するため、結晶の成長が不安定となり、欠損や
不均一な結晶となりやすくなる。一方、傾きが急すぎると、温度を変えても組成変化が小さく大
きな結晶を得るのは難しい。
２．分解溶融
化合物によっては、ある温度で別の組成の固相と液相に分解（分解溶融 incongruent melting）

するものがある。例えば、図 21 aにおいて分解溶融化合物 A2Bを加熱すると Aと液相に分解
する。このような分解溶融化合物の融液を冷やしても結晶は得られない。A2Bの組成の融液を
冷却すると、液相線以下の温度では Aの結晶が析出する。A2Bの分解温度では、Aと組成 X1の液相の混合物となっている。ここからさらに冷却していくとようやく A2Bの結晶が析出する
が、この結晶はすでに析出している Aの結晶を包むように結晶化する。このため分解溶融化合
物は包晶系（peritectic system）とも呼ばれる。

A2Bの結晶を成長させるためには、組成 X2 のように A2Bの結晶が初晶として現れる組成か
ら出発する必要がある。この場合フラックスとなっているのは成分 Bで、一般に結晶中の低融
点成分が自己フラックスとして使われることが多い。銅酸化物超伝導体の母物質として有名な
La2CuO4 は分解溶融化合物として知られており、CuOを自己フラックスとして用いることで
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図 21 (a)分解溶融（incongruent melting）する化合物 A2Bを含む二成分系の平衡状態図（相図）。A2Bを加熱すると Aと液相に分解する。組成 X1 の液相線と固相線の交点を包晶点とよぶ。(b)部分固溶域をもつ二成分共晶系の平衡状態図（相図）。ASS の領域では、Aにわずかに Bが解けた組成 A1−xBx の固溶体相が安定に存在する。

結晶が育成されている。
３．部分固溶
2 成分間の化学的性質が大きく異なると、限られた割合でのみ固溶体を作る場合がある。図

21 bにおいて A近傍の ASS の領域では、Aにわずかに Bが溶けた組成 A1−xBx の固溶体相が安定となる。このような相図をもつ溶質とフラックスを用いて結晶育成を行うと、必ず Aに B
が固溶してしまい、純粋な Aの結晶を得ることはできない。よって Aの結晶成長のためには B
は不適切なフラックスということになる。

4.4 フラックスの選択
結晶成長は有限の速度で、過飽和や過冷却という非平衡状態で進行するため、平衡状態図（相
図）で示される相平衡論の範囲を超えている。このため、一般化した議論が困難である。一方
で、良質かつ大型の単結晶育成は使用するフラックスによって大部分が決まるという事実があ
る。つまり、フラックス法成功のカギは適切なフラックスを見つけることにある。以下では理想
的なフラックスの条件を紹介する。
理想的なフラックスの性質

1. 目的物質に対する溶解度が大きい
2. 溶解度の温度変化が大きい
3. 目的物質以外の固溶体や化合物を作らない
4. 融点が低い
5. 育成温度における蒸気圧が低い
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6. 育成温度における粘度が小さい
7. るつぼを腐食しない
8. 成長した結晶の取り出しが容易である
9. 毒性が低い

10. 高純度の試薬が安価で手に入る

１．目的物質に対する溶解度が大きい
フラックスの最も重要な性質として、溶質を十分に溶かす溶媒能が求められる。例えば酸化
物の場合、金属イオン（陽イオン）と酸素イオン（陰イオン）の間にはイオン結合がはたらいて
いる。この静電引力を弱め、溶液中にこれらのイオンを溶かすためには、フラックスもイオン結
合性の化学結合をもつ必要がある。イオン結合性の尺度である電気陰性度を比較すると、酸素
（3.5）と同程度の電気陰性度を有する元素は、フッ素（4.0）、塩素（3.2）、窒素（3.0）となって
いる。このことからも酸化物のフラックスとして、酸化物、フッ化物、塩化物がフラックスとし
て利用されるのがわかる。溶質が金属間化合物の場合は、金属結合や共有結合によって物質が形
成されているため、フラックスとしても金属元素がおもに使われる。
高い溶解度のためには、溶質とフラックスとの間に十分な相互作用が必要であるが、相互作用
が強すぎると安定な化合物を形成してしまう。このため、溶質の周りでフラックスイオンが絶え
ず入れ替わる程度の強さが好ましい。
２．溶解度の温度変化が大きい
溶液を徐冷して結晶成長させる場合、溶解度の温度変化が大きい必要がある。通常 100gのフ
ラックスに対して数 g程度以上の溶解度の温度変化がなければ 1 mm角以上の結晶を得ること
は困難である。
３．目的物質以外の固溶体や化合物を作らない
フラックスと溶質が化合物を形成してしまうと、目的物質の結晶成長が行えない。化合物の形
成を避けるための一つの方法として、溶質と同じ元素を含むフラックスを選択する。セルフフ
ラックスがその最たる例である。もう一つの方法が、化学的性質の異なるフラックスを用いる方
法で、例えば、イオン半径が大きく異なる元素が入っていると、元素の固溶が抑えられる。この
観点から酸化物のフラックスとして、イオン半径が大きい Pbや Bi、イオン半径の小さい Bが
使われる。価数が大きく異なる元素も用いられ、V5+、Mo6+、W6+ などのイオンを含む酸化物
もフラックスとしてよく使われる。
４．融点が低い
フラックスの融点が低いほうが、結晶成長を低温で行うことができる。結晶成長をより低温で
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行うことは、結晶の質の点で有利である。低温での成長ほど、欠陥の数が減少し、るつぼからの
汚染が避けられる。
５．育成温度における蒸気圧が低い
蒸気圧が高いフラックスを使用する場合、反応容器を密閉する必要がある。また、蒸発が激し
い場合、結晶成長速度が大きくなりすぎて質の悪い結晶が育成される可能性が高い。
６．育成温度における粘度が小さい
フラックスの粘度は結晶成長において重要である。室温において水の粘度は約 0.01 P（ポワ
ズ）であり、はちみつの粘度は約 50 Pである。粘度の大きい溶液中では、対流やイオンの拡散
速度が小さくなるため、均一な液体状態が得られにくい。結晶が安定に成長できる速度には限界
があり、溶質イオンが結晶表面に到達し、フラックスイオンが結晶表面から排除される輸送速度
に制限されている。溶液の粘度が大きいと結晶成長は不安定になりやすく、結晶に欠陥やフラッ
クスの内包物が導入されやすくなる。フラックスの粘度の理想値は 0.1 P以下であり、10 Pが
限界値とされている。
一般に酸化物に比べ金属間化合物の粘度は小さく、比較的早い冷却速度で結晶育成が可能で
ある。例えば、5 ℃/hの冷却速度は酸化物の結晶育成には早すぎるが、金属間化合物には十分
であることが多い。
７．るつぼを腐食しない
８．成長した結晶の取り出しが容易である
９．毒性が低い
１０．高純度の試薬が安価で手に入る
７ ∼１０は実験上の理由から、フラックスに要求される条件である。例えばるつぼを腐食す

るフラックスを使用すると、るつぼ材が結晶中へ不純物として取り込まれる可能性がある。さら
に、るつぼに穴があいて高温の融液を漏出してしまう危険もある。また、フラックスからの結晶
の取り出しや、毒性、純度や価格の問題もフラックスの選択に際し考慮すべき点である。
以上のような条件のもと、試行錯誤の結果、多くの化合物の単結晶がフラックス法によって得
られている。計算科学が発達し、多くの物性値の予測がなされるようになった現代においても、
ある化合物の単結晶を育成する際にどのフラックスが最適かを理論的に予測することは難しい。
そこで、便宜的なフラックスの選択方法として、目的物質の類縁物質の結晶育成などを参考に、
過去の多くの実験結果から経験的にフラックスを決定することが広く行われている。数多くの
結晶育成例がまとめられており、文献調査に役立つ文献を以下に二つ挙げる。この他にも物質ご
とに結晶育成の総説論文が出版されており、例えば、文献 [40]では金属フラックスを用いた P
や Si、Geなどを含む化合物についてまとめられている。
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1.「Crystal Growth from High-Temperature Solutions」D. Elwell and H.J. Scheel著 [39]
には金属間化合物や酸化物を含め 1975年までの報告が多数掲載されている。

2.「フラックス結晶育成入門」　橘信著 [33]には、酸化物結晶および金属間化合物の育成例
が個別にまとめられており、1975∼2018年までに Journal of Crystal Growth誌で発表
されたフラックス法の論文が巻末にまとめられている。

また、化合物の結晶化学知見に着目してフラックスを選定するという試みもなされている。化
学結合、イオン半径、イオンの価数、化合物や固溶体の形成、共通の構成成分などに着目してフ
ラックスが選定されている。
フラックスの改良
酸化物のフラックス法による結晶育成においては、フラックスに第二成分を加えることでフ
ラックスの性能を改良することがしばしば行われる。以下にはフラックスの改良の例を挙げる。

1. 融解温度の低下　 PbO フラックスに PbF2 を加えると、共晶温度は約 490 度となり、
PbOの融点を約 400度下げることができる。

2. 粘度の低下　 B2O3 の粘度は 1000度で約 100 Pであるが、Na2Oを添加し Na2B4O7 にすると同じ温度で粘度が約 1 Pまで低下する。
3. 蒸気圧の低下・溶媒能の向上　 PbO は高温において蒸気圧が高いため単独ではあまり
フラックスとして使用されない。B2O3 を混合することで蒸気圧がおさえられ、さらに
B2O3 や PbF2 などを添加することで溶媒能が向上する場合が多い。

4. 密度の調整　溶質とフラックスの大きな密度差は結晶育成に悪影響を及ぼすことが多い、
Na2O（2.27 g/cm3）–WO3（7.15 g/cm3）フラックスでは、組成によって密度の調整が
できる。

5. るつぼ材との反応性の改良　るつぼ材として多く用いられる白金は高温で他の金属と合
金を形成し、破損することがある。Bi2O3 は高温で容易に Biへと還元されて白金るつぼ
を侵す。V2O5 を添加すると、Bi2O3 よりも V2O5 が優先的に VO2 や V2O3 に還元され、放出された酸素が Bi2O3 の還元を抑え、るつぼとの反応を防ぐ。

4.5 特徴のあるフラックス法の紹介
フラックス法は無機化学および物性研究において、新物質の開発や新規物性の開拓に大きな
役割を果たしている。現在でもフラックス法を用いた結晶育成や育成された単結晶を使った物
性研究が日々報告されており、適用できる物質の幅は広がっている。この中で、皆様の物質合成
の幅を広げるのではないかと思われる特徴ある研究例を二つご紹介したい。
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図 22 (a) Naフラックス法により育成された GaNの単結晶。（文献 [42]より）(b) Naフラックスの蒸発による Siの単結晶育成の模式図。高温部の原料から Naが蒸発し、Na蒸気が低温部に凝結することで、るつぼ内の Na を徐々に蒸発させ結晶育成を行う。（文献 [43]より）

１．活性金属フラックス（Na）を用いた単結晶育成
金属間化合物のフラックス法による単結晶育成では、スズ（融点 232度）などの低融点の金

属が使用される。アルカリ金属はすべて低融点の金属であるが、反応性が高いため皆さんはフ
ラックスとして認識されていないのではないだろうか。ナトリウムは融点が 98度、沸点が 883
度で、空気中では水蒸気との反応で表面がすぐに水酸化物で覆われる。水とは激しく反応して
水素が発生し、反応熱で水素が発火する。このように非常に高い反応性を有するが、窒化物の
単結晶育成において 1995年頃からフラックスとして用いられるようになっている。例えば、数
十気圧の窒素ガス中で 700∼900度の温度範囲で GaNの高品質な単結晶（図 22 a）が育成でき
る [42]。Gaと窒素だけを原料とする場合、約 1500度の高温と 1∼2 GPaの窒素ガス圧が必要
であるため、Naフラックスによって育成条件が大きく緩和されている。Naフラックスによる
窒化物の結晶育成については総説にまとめられている [41]。
特徴的なのは Na の高い蒸気圧を利用した結晶育成で、一般的な徐冷ではなく蒸発法によっ

て Siの結晶育成がなされている。図 22 bのように、ステンレス容器に原料の Naと Siをいれ
た窒化ホウ素の容器を封入し、温度勾配のついた電気炉に設置する。高温部の原料から Na が
蒸発し、Na蒸気が低温部に凝結することで、るつぼ内の Naを徐々に蒸発させ溶解度を上げて
結晶育成を行っている。この方法で、融点が 1414度の Siを 900度において結晶成長させてい
る [43]。Naの高い蒸気圧を利用すると、ロータリーポンプで到達可能な 1 Pa程度の減圧下 300
度で Naを蒸発させることができ、育成した結晶から容易にフラックスの Naを除去することが
できる。Si、Ge、Al、Snなどを含むさまざまな化合物の結晶育成に適用されており、今後も、
Naを用いた合成法は新規化合物や新材料の開拓において有効な手段の一つとして利用されると
思われる。最近の結晶育成について、文献 [44]で紹介されている。
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図 23 (a)液相輸送育成法と化学気相輸送法の模式図。それぞれフラックスと輸送剤によって目的物質が高温側から低温側へと輸送され結晶が育成される。(b)Mo-Sb の平衡状態図。
(c)液相輸送育成法でのMo3Sb7 単結晶育成の温度勾配、育成前の反応容器の様子、育成された単結晶。（文献 [45]より）

２．液相輸送育成法：温度勾配を利用したフラックス法
フラックス法では通常、核生成を抑え大型の単結晶を育成するために、るつぼ内の温度不均一
性を抑えることに注意が払われる。これに対して、あえて温度勾配をつけ、反応容器内で溶質を
輸送することで通常のフラックス法では育成が困難な大型の単結晶を育成する手法が近年考案
された [45]。著者らによって Liquid transport growth（液相輸送育成）と名づけられたこの手
法は、図 23 aのように気相育成法の 1つである化学気相輸送法に着想を得ている。高温部に原
料を配置し、フラックスに溶解した溶質の濃度勾配によって溶質は低温側へと輸送され、過飽和
になると結晶化する。
超伝導体であり、よい熱電性能を示すことで知られるMo3Sb7 の育成を例にとり、液相輸送育成の利点について解説する。図 23 bに示すMo-Sb系の平衡状態図をみてわかるように、Mo
は Sbフラックスにほとんど溶融しないため、通常のフラックス法では Sbに溶解した約 2%の
Mo からしか Mo3Sb7 の単結晶は得られない。このため大型の単結晶育成が困難な物質といえる。液相輸送育成では、図 23 cのように約 15%ものMoを高温部にフラックスと別に配置す
る。育成温度の 800度に達するとMoは Sbに 2%ほどしか溶融しないので、高温部は溶け残っ
たMoと飽和状態の Sbフラックスとなる。容器内の溶質濃度を均一にしようと溶質が低温へと
輸送されると、温度勾配によって低温側の溶液は過飽和となり結晶化が始まる。原料のMoの
溶け残りがなくなるまで結晶育成に必要なMoが供給されるため、通常よりもはるかに大型の
単結晶が得られる。Mo3Sb7 の場合、同じようなサイズの容器を使用したフラックス法では最大
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0.2 g程度の単結晶が得られているが、液相輸送育成では最大 15 gもの非常に大きい単結晶が
得られており、結晶構造や物性に差は見られなかったと報告されている。著者らはMo3Sb7 以外にも、異なるフラックスを用いて IrSb3、MnBi、FeSe、CrTe、NiPSe3、CuInP2S6 など、幅広い結晶の育成を報告しており [45]、フラックスへの溶解度が小さく大型の単結晶育成が困難
な物質に対して大型単結晶を育成する有効な手法であると思われる。

おわりに
f 電子系を研究されている方は d電子系のことを、d電子系を研究されている方は f 電子系の

ことを考えるきっかけになっただろうか？ 本稿で紹介したように、5d電子系で実現されるスピ
ンと軌道が結合した電子状態が広く認識されるようになったのは比較的最近のことである。こ
れをきっかけとして Kitaevスピン液体という新たな研究領域が生まれ、急速に発展している。
Kitaevスピン液体の研究に比べるとゆっくりとだが、d 電子系の多極子物性の研究も徐々に進
展しいる。理論研究が先行しており、さまざまな多極子物性の発現が予想されているが、実験研
究ではまだまだ基本的なことも検証しきれていない。例えば、多極子の秩序状態が確立されてい
る物質は Ba2MgReO6 くらいだが、Ba2MgReO6 の示す磁気秩序の双極子の向きやモーメントサイズはわかっていない。今後 d 電子系の多極子物性の特徴を明らかにするには、物質合成と
精密な物性測定の両方がより一層必要となる。本稿を読んだ学生の皆さんが d 電子系の多極子
物性に興味をもち、新たに参入してくださることで、d電子系における新たな多極子物性が見つ
かれば望外の喜びである。5d 電子系の研究が d 電子系と f 電子系の架け橋となり、それぞれの
研究領域が融合的に発展することを期待する。
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