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第 1 章 緒言 

第 1 章 

緒 言

1.1 本研究の背景と目的 

従来の建築分野における地震応答解析では、コンピュータの性能の制約により、簡易的

な多質点系モデルによる時刻歴応答解析が行われてきた。しかし最近では、計算機の性能

向上に伴い、高度な検討が要求される建物の安全性検証のために、詳細な 3 次元骨組や有

限要素（3DFE）で構成される大規模なモデルが用いられるようになってきた。さらに、大

地震時の安全性の検証に、非線形材料を適用した時刻歴応答解析も実施されている。特に

原子力分野では、鉄筋コンクリート構造物を対象とした、3DFE モデルによる非線形解析が

行われている。

時刻歴の運動方程式では、慣性力𝑴𝒖ሷ、減衰力𝑪𝒖ሶ及び復元力𝑲𝒖で構成されており、一般

的に式ሺ1.1ሻのように表される。 

𝑴𝒖ሷ  𝑪𝒖ሶ  𝑲𝒖 ൌ 𝒇 ሺ1.1ሻ 

ここに、𝑴：質量マトリクス、𝑪：質量マトリクス、𝑲：剛性マトリクス、𝒖ሷ：加速度ベクト

ル、𝒖ሶ：速度ベクトル及び𝒖：変位ベクトルである。

減衰項は、材料内部及び接合部等の摩擦による減衰を等価な粘性減衰として表現したも

のであり、初期減衰と呼ばれ弾性時から塑性時まで生じるものとしてモデル化される。塑

性時は、これに加えて材料の塑性化に伴う減衰が弾塑性部材のモデル化によって明示的に

考慮されることになる。

所で、実際の構造物の初期減衰は、構造物の 2 次、3 次モードの減衰比が、1 次モードの

減衰比と同程度か若干大きい程度と計測されており 1-1ሻ、振動数よりも振幅に依存性が観察

されている。また、原子力施設の評価では、JEAG（電気技術指針）1-2ሻに示されているよう

に、各部材のひずみエネルギーに基づき各モードの減衰比を一定とするひずみエネルギー

比例型のモード減衰を用いて検討されている。このように、数値シミュレーションでは振

動数非依存性が重要となることから、工学的には、複数の主要なモードに対して過大ある
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いは過少とならないような、減衰モデルが望まれている。

ところが、大規模モデルでモード減衰を用いると𝑪が密行列となることで解析負荷が大き

くなり、計算に膨大な時間を要してしまう。一方で、Rayleigh 減衰を用いれば疎行列で解け

るので計算負荷はかからないが、考慮したい振動数域の幅が広い場合には減衰比が振動数

に依存してしまう恐れがある。

これらの問題点を克服するために、新たな減衰モデルが提案されている。

茂木らは、従来の剛性比例型減衰に減衰力の上限値を設けた、振動数に依存しないよう

な改良型キャップ減衰 1-3ሻ,1-4ሻを提案している。この減衰モデルは、元々、Hall が提案したキ

ャップ減衰であるが、減衰力の上限値の設定に課題が残っており、茂木らによって時々刻々

と得られる復元力の振幅量を用いることで、高次モードの減衰力が増加せずに、振動数に

依存しないような工夫がなされている。

Luo と五十子は、負の剛性要素と並列のマクスウェル要素に接続されたモデルである分数

次導関数モデル 1-5ሻを提案している。従来の因果的な減衰モデルである、Biot モデル（Keivan

モデル）、Makris モデル、Tuned Maxwell-WiechertሺTMWሻモデルと比較し、提案されたモ

デルが統一したモデルあることを確認している。質点系モデルの仮想階に RILD 要素を配置

することで、振動数に依存しないようなモデルを実現している。

中村が提案した、因果性に基づく減衰モデル（因果的履歴減衰及び拡張 Rayleigh 減衰）

がある 1-6ሻ,1-7ሻ。規模の大きな 3DFE モデルに対して現実的な解析時間で検討可能 1-8ሻ,1-9ሻであ

る。さらに、非線形問題に対しても、中村は Bi-Linear 型や Tri-Linear 型の非線形特性を有

する質点系モデル 1-10ሻにより、また、茂木ら 1-11ሻは材端弾塑性のフレームモデルによって適

用できること確認している。動的陰解法をベースに開発されていたが、筆者らは動的陽解

法にも適用できることを確認 1-12ሻした。また、Rayleigh 減衰と同様に振動数領域で定量的に

減衰比を把握することが可能である。

Huang らが提案されたモデル 1-13ሻとして Uniform 減衰（Arup 減衰 1-14）とも呼ばれている）

がある。この減衰は、動的陽解法には極めて有効で、かなり幅広い振動数域で減衰比を一

定とすることができるもののやや剛性を高く評価する傾向があることが指摘されている。

ここでは、将来的な大規模 3DFE モデルへの拡張性の観点から、因果性に基づく減衰モデ

ルと Uniform 減衰が、今後期待される有力なモデルであると判断し取り上げている。

ただし、取り上げた減衰モデルについては、近年提案されたモデルのため、検討が十分

ではなく、非線形問題における振動性状や、ランダム振動下での減衰モデルの影響につい

て明確になっておらず、特に 3DFE モデルにおいては検討がなされていない。今後、ますま

す材料非線形による詳細な大規模モデルで、時刻歴応答解析が実施されることが予測され

ることから、これに対応できる新たな減衰モデルの必要性が高まるものと予見される。

 そこで本論では、今後期待される減衰モデルについて簡易なモデルにより、微小変形レ

ベル下での、線形と非線形の振動性状について比較検討した。特に有用である因果性に基

づく減衰モデルについて、鉄筋コンクリートの材料非線形を与えた 3DFE モデルの適用性に
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ついて、過去に実施された実験結果のシミュレーション解析を実施して新たに確認した。

さらに実機モデルを想定した仮想原子力発電所の大規模 3DFE モデルを対象に、線形問題か

ら非線形問題に対して地震応答解析を実施し、鉄筋コンクリートの動的非線形解析におけ

る因果性に基づく減衰モデルの適用性と有用性について明らかにする。 

 

1.2 本論文の構成 

 本論文は，本章「緒言」を含めて，全 6 章によって構成される。以下に 2 章以降の概要

について述べる。 

 

 第 2 章の「時刻歴応答解析の減衰モデル」では、初めに、時刻歴応答解析で用いられる

従来の減衰モデルと、近年提案された減衰モデルである因果性に基づく減衰モデルと

Uniform 減衰モデルを対象に概要を説明している。これらの減衰モデルの基本性状を把握す

るために、簡易なモデルを用いて比較検討している。線形問題では、減衰比や固有振動数

の変化を確認し、非線形問題では、バイリニア型の復元力特性を有するモデルを対象に、

最大塑性率や最大加速度応答を定量的に分析している。ここでは、非線形モード減衰を目

標とする結果と位置づけ、その結果に対して、従来の減衰モデル及び近年の減衰モデルの

結果を比較することで、減衰モデルとしての性能を明らかにしている。 

 

 第 3 章の「鉄筋コンクリート材料を対象とした非線形 3DFE 解析」では、壁式構造を対象

とした FE モデルに適用可能な、鉄筋コンクリート材料の非線形構成則の概要を説明してい

る。また、解析の妥当性を示す目的で、過去に実施された動的加振試験の再現解析を実施

した。この実験は、試験体が線形弾性時の状態から、壁が破壊するまでの強非線形時の状

態まで加振されている。ここで初めて、鉄筋コンクリート材料の非線形構成則を与えた3DFE

モデルに対して、因果性に基づく減衰モデルを適用し非線形解析を実施した。因果性に基

づく減衰モデルの解析結果と実験結果と比較することで、減衰モデルの適用性と妥当性を

示している。また、減衰マトリクスの作成時において剛性マトリクスを初期型と瞬間型で

比較し、どの程度応答に影響を及ぼしているか確認し、その結果について論じている。 

 

 第 4 章の「実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析」

では、仮想原子力発電所を模擬した、節点数が 2400 程度の FE モデルを作成し、地震動を

3 方向に入力し線形の動的解析を実施している。各減衰モデルであるモード減衰、因果性に

基づく減衰及び Rayleigh 減衰を対象に、最大変位分布、最大加速度分布及び加速度応答ス

ペクトルの結果を比較している。ここでも 2 章と同様に、モード減衰を目標とする結果と

した。ここでは特に、因果性に基づく減衰が、従来の減衰に対して、規模の大きな 3DFE モ

デルを対象としても、減衰モデルの性能や計算時間に対して、十分な実用性を有している

ことを明らかにしている。 
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 第 5 章の「実規模モデルを対象とした非線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析」

では、鉄筋コンクリートの非線形解析で精度を有する結果を得るために、4 章の 3DFE モデ

ルのメッシュを細かく分割し、節点数が 21000 程度の大規模 FE モデルを作成し検討した。

この規模では、モード減衰で検討できないので、目標とする結果が無く検証が困難である

が、2 章から 4 章までに得られた結果を踏まえて、建屋の全体的な応答の傾向から、妥当な

結果を判断し、因果性に基づく減衰が、従来の Rayleigh 減衰に比べて適切な減衰で評価で

きていることを明らかにしている。また、非線形解析時においての計算時間についてもそ

れぞれの減衰モデルで比較を行っている。さらに因果性に基づく減衰においても、領域分

割法による並列計算が何ら問題なく適用可能であることを確認し、得られた知見について

論じている。 

 

 第 6 章「結論」では、本研究の総括的な結論が示されている。 
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時刻歴応答解析の減衰モデル 

 
 

 

 

 

 

2.1 初期減衰について 

 物理的派生要因による建築物に生じる減衰は、Table 2.1 のように整理 2-1)されている。建

築物内部に生じるものと、外部で生じるもので大きく分類されている。特に建築物内部に

生じる減衰では、初期減衰として固体内や固体間に生じる摩擦によるもの、内部粘性抵抗

によるものがあり、また、履歴減衰として部材等の塑性化によるものがある。 

 

Table 2.1 Classification of damping by physical factors 
分類 物理的要因 概 要 

建

築

物

内

部 

建築物

自体で

発生 

固体内 
摩擦 

・固体内の内部摩擦によるエネルギー消費 
・分子間、結晶等の組織間のマイクロクラックの滑りに伴う摩擦 
・弾性的挙動であり、弾性ヒステリシス損失とも呼ばれる 

固体間 
摩擦 

・物体間の摩擦によるエネルギー消費 
・滑り摩擦と転がり摩擦がある 
・建築物の例としては、高力ボルト接合部の摩擦がある 

内部粘性 
抵抗 

・流体の内部粘性に起因するエネルギー消費 
・流体の分子粘性の効果により運動エネルギーが熱エネルギーに変換 
・他に乱流によるものもあるが建築物内部では関係しない 

塑性化 
・塑性履歴によるエネルギー消費 
・結晶や組織の微細構造の変化による 
・弾性限界を超えて発生し、残留変位が残る場合もある 

建築物

に付加 
外部粘性 
抵抗 

・物体と粘性帯の相対的な移動に伴う抵抗によるエネルギー消費 
・建築物では、制振に用いられるオイルダンパーや粘性体ダンパー等 

建築物外部 

エネルギー

逸散 
・系の振動エネルギーが外部に伝播・逸散によるエネルギー消費 
・建築物の例としては、地盤との動的相互作用による波動として逸散 

空力減衰 
・気体が気流中で振動する場合に発生する付加的空気力による効果 
・一般的には振動を抑制するが、振動を助長する場合もある 
・後者の例として、風直交方向の振動で発生する空力不安定振動がある 

 

 所で、現状の設計等で用いられる解析モデルでは、部材レベルを一要素あるいは、複数

初期減衰 

履歴減衰 
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要素で分割しモデル化されことが多いが、材料レベルでコンクリートに含まれる骨材等を

モデル化することはほとんどない。要素に与える材料特性としては、弾性体として設定さ

れる場合や、弾塑性体において構造の安全性が評価できる材料モデルを設定される場合が

一般的である。ただし、これらの材料モデルでは、初期減衰が模擬されていないため、解

析上では、粘性減衰𝑪で考慮することが多い。なお、塑性化に伴う履歴減衰については、

弾塑性の復元力特性で考慮されていると判断される。 

 本論で対象としている減衰は、この初期減衰であると考えられる。 

 

2.2 運動方程式 

 減衰モデルの説明の前に運動方程式 2-2)について整理する。線形解析のみならず非線形解

析を実施することを想定して増分形式で表している。増分形式の Newmark-β 法による時刻

𝑡から𝑡  ∆𝑡に変化における運動方程式は、式(2.1)のような形で得ることができる。 

ここに、 

𝑴：質量マトリクス、𝑲：剛性マトリクス、 

𝒖：変位ベクトル、𝒖ሶ：加速度ベクトル、𝒖ሷ：加速度ベクトル、 

𝒓𝒅：減衰力ベクトル、𝒓：復元力ベクトル、𝒇𝒖：不平衡力ベクトル、 

𝛽：Newmark-β法のパラメータ、∆𝑡：解析時間刻み 

である。なお、𝒓𝒅を𝑪𝒖ሶで表すと、∆𝒓𝒅及び∆𝒖ሶは次式を得る。 

ここに、𝑪：減衰マトリクス、𝛿：Newmark-β 法の数値減衰特性に関わるパラメータである。

式(2.3a),(2.3b)を式(2.1)に代入すると、次式となる。 

 非線形解析時において解の発散を抑制するために、数値減衰を生じさせて高振動数側の

応答を抑制させる方法もある。ただし、振動数領域において、数値減衰がどの程度生じて

いるか不明であるため、本論では、数値減衰は考慮せず検討する。 

 

  

൬
1

𝛽∆𝑡ଶ
𝑴  𝑲൰∆𝒖  ∆𝒓𝒅 ൌ 𝒇ሺ𝑡  ∆tሻ െ 𝒇𝒆ሺ𝑡ሻ  𝑴൭

1
𝛽∆𝑡

𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ 
1

2𝛽
𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱ (2.1) 

∆𝒖 ൌ 𝒖ሺ𝑡  ∆tሻ െ 𝒖ሺ𝑡ሻ 
∆𝒓𝒅 ൌ 𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆tሻ െ 𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ 
𝒇𝒆ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑴𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ  𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ  𝒓ሺ𝑡ሻ  𝒇𝒖ሺ𝑡ሻ 

(2.2a) 
(2.2b) 
(2.2c) 

∆𝒓𝒅 ൌ 𝑪൫𝒖ሶ ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ൯ ൌ 𝑪∆𝒖ሶ  

∆𝒖ሶ ൌ
𝛿

𝛽∆𝑇
∆𝒖 െ

𝛿
𝛽
𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ  ൬1 െ

𝛿
2𝛽

൰∆𝑇𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ 

(2.3a) 
 

(2.3b) 

൬
1

𝛽∆𝑡ଶ
𝑴 

𝛿
𝛽∆𝑡

𝑪  𝑲൰∆𝒖 ൌ 𝒇ሺ𝑡  ∆𝑇ሻ െ 𝒇𝒆ሺ𝑡ሻ 

𝑴൭
1
𝛽∆𝑡

𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ 
1

2𝛽
𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱  𝑪൭

𝛿
𝛽
𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ െ ൬1 െ

𝛿
2𝛽

൰∆𝑡𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱ 
(2.4) 
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2.3 従来の減衰モデル 

2.3.1 Rayleigh減衰 

 一般的によく用いられる Rayleigh減衰の減衰マトリクス𝑪は、式(2.5)のように質量マトリ

クス𝑴と剛性マトリクス𝑲の線形和で表される。 

𝑲については、初期剛性マトリクス𝑲𝑰や瞬間剛性マトリクス𝑲𝑻を用いることがある。 

所で、𝛼及び𝛽は、二点の振動数𝑓ଵ, 𝑓ଶに対して、目標とする減衰比𝜉ଵ, 𝜉ଶとなるよ

うに設定される。特に, 𝜉 ൌ 𝜉ଵ ൌ 𝜉ଶとすると、式(2.6a),(2.6b)となる 

 式(2.4)に、式(2.5)及び式(2.6a), (2.6b)に代入すれば、一般的な Rayleigh 減衰の Newmark-β

法による運動方程式となる。 

 また、減衰比と振動数の関係は式(2.7)となる。 

 

2.3.2モード減衰（Wilson-Penzien減衰） 

 Wilson-Penzien によって提案されたモード減衰 2-3)の減衰マトリクスは、式(2.8)で提案さ

れている。 

ここに、𝑓及び𝝋𝒒は、𝑛次のモードを考慮した非減衰系の固有値解析で得られる𝒒番目の固

有振動数と固有モードベクトルであり、𝑀は、一般化質量𝝋𝒒
𝑻𝑴𝝋𝒒である。なお、𝑪は、固

有モードベクトルで計算されるためフルマトリクスとなる。 

 𝜉
については、材料や構造物ごとに減衰比が異なる場合がある。例えば、ひずみエネ

ルギー型比例減衰 2-4)では、モードごとにひずみエネルギーに比例した減衰比を算出し、減

衰マトリクスが作成される。式(2.9)のように、モードが𝒒番目の𝜉
は次のように算出さ

れる。 

ここに、ある要素𝑒の減衰比𝜉
及び要素剛性マトリクス𝑲𝒆を表している。 

 

  

𝑪 ൌ 𝛼𝑴  𝛽𝑲 (2.5) 

𝛼 ൌ
4𝜋𝜉𝑓ଵ𝑓ଶ
𝑓ଵ  𝑓ଶ

 

 𝛽 ൌ
𝜉

𝜋ሺ𝑓ଵ  𝑓ଶሻ
 

(2.6a) 
 

(2.6b) 

𝜉ሺ𝑓ሻ ൌ
𝛼

4𝜋𝑓
 𝜋𝛽𝑓 (2.7) 

𝑪 ൌ 𝑴ቌ
4𝜋𝜉

𝑓
𝑀



ୀଵ

𝝋𝒒𝝋𝒒
𝑻ቍ𝑴 (2.8) 

𝜉
ൌ
∑ ൫𝜉

⋅ 1 2⁄ 𝝋𝒒
𝑻𝑲𝒆𝝋𝒒൯

∑ ൫1 2⁄ 𝝋𝒒
𝑻𝑲𝒆𝝋𝒒൯

 (2.9) 
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2.4 近年の減衰モデル 

2.4.1 因果的履歴減衰 

 因果的履歴減衰モデル 2-5)（以降、因果減衰：causal damping と呼ぶ）は、複素関数の虚

数部のデータのみから、実部と時間領域のインパルス応答を同時に算定する方法（虚部変

換法 2-6））により提案されている。この手法は、数値的な Hilbert 変換を行う必要がないた

め、変換による誤差が小さく精度の高いモデルが得られる特徴を有している。 

 

2.4.1.1 概要と虚部変換法 

 初めに説明のため、振動数領域下で利用可能な複素減衰について示す。複素減衰の反力

と変位の関係は、式(2.10)のように複素関数の形で表される。 

ここに、𝐾は剛性、𝑢は変位であり、𝑍ሺ𝜔ሻは式(2.11a)~(2.11c)である。なお、𝑖は虚数単位で

ある。 

 式(2.11a)~(2.11c)のような複素減衰は、振動数領域において振動数に依存しない減衰を容

易に評価できる。ただしこの式は、非因果的な関数であるため厳密な時間領域への変換が

不可能であることが知られている。 

 そこで因果減衰では、式(2.12a),(2.12b)のように、𝑍ሺ𝜔ሻを因果的な関数である𝑍′ሺ𝜔ሻに置

き換えられる。なお、𝜔は上下限の振動数の範囲െ𝜔~𝜔として設定する必要がある。 

ここに、𝑁は指数関数を表現する項の個数を意味する。𝑍ᇱோሺ𝜔ሻと𝑍ᇱூሺ𝜔ሻは、 

であり、𝑡 ൌ 2𝜋 𝜔⁄ ൌ 1 𝑓⁄ となる。なお、𝑎及び𝑏については、後に説明している虚

部変換法で得られる係数である。 

 このように定式化すれば、式(2.13b)における虚部と振動数の関係が Fig. 2.1 のように表す

ことができる。𝑍ᇱூሺ𝜔ሻの第一項は、振動数に比例するような形となり、第二項は周期関数

としてのこぎり波のような形を再現している。 

さらに、式(2.10)の𝑍ሺ𝜔ሻを、式(2.12a)の𝑍′ሺ𝜔ሻに置き換えると、 

となる。 

𝐹ሺ𝜔ሻ ൌ 𝐾൫1  2𝜉 ⋅ 𝑍ሺ𝜔ሻ൯ ⋅ 𝑢ሺ𝜔ሻ (2.10) 

𝑍ሺ𝜔ሻ ൌ 𝑍ோሺ𝜔ሻ  𝑍ூሺ𝜔ሻ ⋅ 𝑖 

𝑍ோሺ𝜔ሻ ൌ 0,𝑍ூሺ𝜔ሻ ൌ ቐ
1 ሺ𝜔  0ሻ
0 ሺ𝜔 ൌ 0ሻ
െ1 ሺ𝜔 ൏ 0ሻ

 

(2.11a) 
 

(2.11b,c) 

𝑍ᇱሺ𝜔ሻ ൌ 𝑍ᇱோሺ𝜔ሻ  𝑍ᇱூሺ𝜔ሻ ⋅ 𝑖 

ൌ 𝑎𝜔 ⋅ 𝑖 𝑏𝑒ି௧ఠ⋅
ே

ୀଵ

  ሺെ𝜔 ൏ 𝜔 ൏ 𝜔ሻ 

(2.12a) 
 

(2.12b) 
 

𝑍ᇱோሺ𝜔ሻ ൌ𝑏 cosሺ𝑗𝑡𝜔ሻ
ே

ୀଵ

,𝑍ᇱூሺ𝜔ሻ ൌ 𝑎𝜔 െ𝑏 sinሺ𝑗𝑡𝜔ሻ
ே

ୀଵ

 (2.13a,b) 

𝐹ሺ𝜔ሻ ൌ 𝐾𝑢ሺ𝜔ሻ  2𝐾𝜉𝑎𝜔 ⋅ 𝑢ሺ𝜔ሻ ⋅ 𝑖  2𝐾𝜉 ቌ𝑏𝑒ି௧ఠ⋅
ே

ୀଵ

ቍ ⋅ 𝑢ሺ𝜔ሻ ⋅ 𝑖 (2.14) 
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Fig. 2.1 Imaginary partሺ9 termሻ 

 

ここで、式(2.14)について、時間領域に変換することを考える。フーリエ逆変換の性質よ

り、第一項は線形性で、第二項の𝜔 ⋅ 𝑢ሺ𝜔ሻ ⋅ 𝑖は微分で、第三項の𝑒ି௧ఠ⋅ ⋅ 𝑢ሺ𝜔ሻは時間軸

と振動数軸の推移より、数値的な変換を行うことなく、式(2.15)のように時間領域の形で得

ることが可能となる。なお、2.2 節と関連させて現在の時刻を𝑡  ∆𝑡として表している。な

お、右辺の第一項は復元力で、第二項は減衰力に対応する。 

 ところで、係数𝑎及び𝑏であるが、虚数部である式(2.13b)から虚部変換法を用いて得る

ことができる。虚部変換法の基本式は、式(2.16)である。 

ここに、 

𝒃については1 ൈ 𝑁、𝒂については1 ൈ ሺ𝑁  1ሻのベクトルであり、𝑪ഥ𝑰𝑲についてはሺ2𝑁  1ሻ ൈ

𝑁、𝑪ഥ𝑰𝑪についてはሺ2𝑁  1ሻ ൈ ሺ𝑁  1ሻのマトリクスとなる。 

‐2

‐1

0

1

2

3

4

0 0.5 1 1.5 2

Im
ag
in
ar
y 
p
ar
t

ω/ωlim

ZI'(ω)

a0*ω

‐Σ(bj*sin(j*tlim*ω))

𝐹ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൌ 𝐾𝑢ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  2𝐾𝜉 ቌ𝑎𝑢ሶ ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ 𝑏𝑢ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑗𝑡ሻ
ே

ୀଵ

ቍ (2.15) 

൝
𝐷ூሺ𝜔ଵሻ

⋮
𝐷ூሺ𝜔ଶேାଵሻ

ൡ ൌ ሾ𝑪ഥ𝑰𝑲 𝑪ഥ𝑰𝑪ሿ ⋅ ቄ
𝒃
𝒂
ቅ (2.16) 

𝒃 ൌ ൝
𝑏ଵ
⋮
𝑏ே
ൡ ,𝒂 ൌ ൝

𝑎
⋮
𝑎ே
ൡ, 

𝑪ഥ𝑰𝑲 ൌ 
െ sin∆𝑡𝜔ଵ ⋯ െ sin𝑁∆𝑡𝜔ଵ

⋮ ⋱ ⋮
െ sin∆𝑡𝜔ଶேାଵ ⋯ െ sin𝑁∆𝑡𝜔ଶேାଵ

൩, 

𝑪ഥ𝑰𝑪 ൌ 
𝜔ଵ cos 0 ⋯ 𝜔ଵ cos𝑁∆𝑡𝜔ଵ

⋮ ⋱ ⋮
𝜔ଶேାଵ cos 0 ⋯ 𝜔ଶேାଵ cos𝑁∆𝑡𝜔ଶேାଵ

൩ 

(2.17a,b) 
 
 

(2.17c) 
 
 

(2.17d) 
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正の振動数域である0 ൏ 𝜔 ൏ 𝜔において、例えば、𝜔 ൌ 2𝜋𝑓 ൌ 20𝜋とし、𝑁 ൌ 9

で考える。𝜔ଵ,𝜔ଶ⋯𝜔ଶேାଵについては、振動数軸で等間隔に取ると、𝜋, 2𝜋,⋯ ,19𝜋となる。

また、𝐷ூሺ𝜔ଵሻ,𝐷ூሺ𝜔ଶሻ,⋯𝐷ூሺ𝜔ଶேሻについては、一定値にしたいので 1.0 とする。すると、式

(2.16)に代入すれば、Table 2.2のように、9項の𝒃及び𝒂が求まる。𝒃は、𝑁に応じて係数が求

まるが、𝒂については𝑎 ൌ 1 ሺ𝜋𝑓ሻ⁄ となるものの、その他の係数𝑎ଵ, 𝑎ଶ ⋯𝑎ଽは全て 0となる。

項数については、𝑁個で一般化可能であるが、具体的には 2 項、4 項及び 9 項でモデルが提

案されている。 

 

Table 2.2 Coefficients of causal damping model 

Name 9 term model 4 term model 2 term model 
𝑁 9 4 2 

𝑡 ሺ𝑠ሻ 1 𝑓⁄ ሾൌ 2𝜋 𝜔⁄ ሿ 
𝑎 1 ሺ𝜋𝑓ሻ⁄  ሾൌ 2 𝜔⁄ ሿ 
𝑏ଵ -0.63138 -0.61554 -0.55055 
𝑏ଶ -0.30777 -0.27528 -0.12997 
𝑏ଷ -0.19626 -0.14531 － 
𝑏ସ -0.13764 -0.06498 － 
𝑏ହ -0.10000 － － 
𝑏 -0.07265 － － 
𝑏 -0.05095 － － 
𝑏଼ -0.03249 － － 
𝑏ଽ -0.01584 － － 

 

2.4.1.2 定式化 

結局、線形問題における因果減衰は、剛性比例型減衰と同じ速度に比例する項と剛性マ

トリクスに過去の変位ベクトルを乗じた項の和で表され、0～𝑓の間（適応振動数域：

Wh）で一定となる減衰比が再現される。因果減衰の減衰比の関係について、Fig. 2.2 に、

𝑓の外側も含んだイメージを示す。減衰比の関係についても、Fig. 2.1 のような虚部と同

じ形で表現され、剛性比例型減衰を階段状に変化させたような減衰比が再現される。 

 

 
Fig. 2.2 Image of causal damping model with outside of maximum frequency 

Stiffness
proportional part
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第 2 章 時刻歴応答解析の減衰モデル 

線形問題の時間領域における減衰力ベクトル𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻは式(2.18)となる。 

ここに、 

式(2.18)の右辺第二項は、現在の時刻から𝑗 ⋅ 𝑡 ሺ𝑗 ൌ 1,2,⋯ ,𝑁ሻ前の過去に得られた変位ベ

クトルの係数和である。 

さらに、𝜉が大きい場合、𝑓 2⁄ を中心に広い範囲で、実部の影響によって減衰比が

過少に評価される課題がある。この課題に対して因果減衰モデルでは改良が行われている。

実用的に推奨されているような、式(2.20)のように𝑎を補正することで精度を向上させてい

る。 

なお、𝑍ோ
ᇱ ሺ𝑓 2⁄ ሻの値は 2 項及び 4 項モデルでは 0.421 で、9 項モデルでは 0.437 である。 

非線形問題を踏まえて、式(2.18)の右辺第二項を要素の復元力ベクトル𝒓で表すこととす

る。 

文献 2-7)では、二つの方法が示されている。本方法では、文献 2-7)で指摘されている課

題について、式(2.18)のように𝒖で設定すると、塑性化により𝒖が増大し、特に応答が片方

に顕著な場合で減衰力が過大となる。そのため、今回は式(2.21)のように、𝒓の形をとれば、

上限が部材耐力で決まるため過度な減衰力が生じない。また、計算上、過去の𝒓を読み込

むだけで良いので、容易に算出できる利点を有する。 

因果減衰の Newmark-β法への適用を行う。式(2.18)を、式(2.2b)に代入すると式(2.22)が得

られる。 

さらに、式(2.22)を式(2.1)に代入すると、因果減衰の Newmark-β法による運動方程式は、式

(B.2)となる。 

ここに、 

𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൌ 𝛽ᇱ𝑲𝒖ሶ ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  2ℎ𝑲 ⋅ቀ𝑏𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑗 ⋅ 𝑡ሻቁ

ே

ୀଵ

 (2.18) 

𝛽ᇱ ൌ 2𝜉 𝑎 ൌ 2𝜉
1

𝜋𝑓
 (2.19) 

𝑎ିଶ ൌ 𝑎  ൫1  1.5𝜉  3.7𝜉
ଶ ൯ ⋅

2𝜉𝑍ோ
ᇱ ሺ𝑓 2⁄ ሻ

𝜋𝑓
 (2.20) 

𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൌ 𝛽ᇱ𝑲𝒖ሶ ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  2𝜉ቀ𝑏𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑗 ⋅ 𝑡ሻቁ

ே

ୀଵ

 (2.21) 

∆𝒓𝒅 ൎ 𝛽ᇱ𝑲∆𝒖ሶ  2𝜉ቀ𝑏𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑗 ⋅ 𝑡ሻቁ

ே

ୀଵ

െ 2𝜉ቀ𝑏𝒓ሺ𝑡 െ 𝑗 ⋅ 𝑡ሻቁ

ே

ୀଵ

 (2.22) 

൬
1

𝛽∆𝑡ଶ
𝑴 

𝛿
𝛽∆𝑡

𝑪  𝑲൰∆𝒖 ൌ 𝒇ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒇ሺ𝑡ሻ 

𝑴൭
1
𝛽∆𝑡

𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ 
1

2𝛽
𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱  𝑪൭

𝛿
𝛽
𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ െ ൬1 െ

𝛿
2𝛽

൰∆𝑇𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱ 

െ2𝜉ቀ𝑏𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑗 ⋅ 𝑡ሻቁ

ே

ୀଵ

 2𝜉ቀ𝑏𝒓ሺ𝑡 െ 𝑗 ⋅ 𝑡ሻቁ

ே

ୀଵ

 

(2.23) 

𝑪 ൌ 𝛽ᇱ𝑲 (2.24) 
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第 2 章 時刻歴応答解析の減衰モデル 

となる。式(2.24)から分かるように、従来の Rayleigh 減衰モデル（剛性比例型減衰）とほぼ

同じ形であり、時間遅れ項の減衰力が右辺に新たに含まれている。また、線形問題であれ

ば不平衡力は生じないが、非線形であれば、式の右辺第一項を瞬間剛性比例型減衰と同様

の形とすると、減衰力による不平衡力が生じる。 

因果減衰では、式(2.18)及び式(2.21)から分かるように、第二項の時間遅れ項の減衰力

（復元力）が必要となるため、復元力ベクトルを時刻𝑡から𝑡  ∆𝑡 െ 𝑛 ∙ 𝑡までの復元力ベ

クトルを記憶する必要がある。 

 

2.4.1.3 減衰比と共振振動数の精度 

振動数領域における、実現する減衰比の精度𝑅కሺ𝑓ሻ（減衰モデルの減衰比と目標とする減

衰比の比）は式(2.25)で得られる。 

また、共振振動数の精度（減衰モデルの共振振動数と目標とする減衰比を考慮した共振

振動数の比）は式(2.26)により算定できる。 

ここに、𝑓ሺ𝑓ሻ 𝑓⁄ は式(2.27)となる。 

所で、因果減衰の実部 𝑍ᇱோሺ𝑓ሻと虚部 𝑍ᇱூሺ𝑓ሻの係数は式 (2.13a),(2.13b) となる。式

(2.13a),(2.13b)を式(2.18)に代入すれば、因果減衰モデル（9 項モデル）の減衰比の精度

𝑅కሺ𝑓ሻ は、Fig. 2.3 のようになる。 

 

 

Fig. 2.3 Damping ratio of Causal damping model ሺ9 term modelሻ 

 

また、共振振動数の精度𝑅௦ሺ𝑓ሻは、Fig. 2.4 のような性状を示す。なお、2.4 節の検討比

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

R
ξ(
f)

f [Hz]

ξaim=0.01

ξaim=0.02

ξaim=0.03

𝑅కሺ𝑓ሻ ൌ 𝜉ᇱሺ𝑓ሻ 𝜉⁄ ൌ sinቆ
1
2

tanିଵ
2𝜉 ⋅ 𝑍ூ

ᇱሺ𝑓ሻ

1  2𝜉 ⋅ 𝑍ோ
ᇱ ሺ𝑓ሻ

ቇ 𝜉ൗ ൎ
𝑍ூ
ᇱሺ𝑓ሻ

1  2𝜉 ⋅ 𝑍ோ
ᇱ ሺ𝑓ሻ

 (2.25) 

𝑅௦ሺ𝑓ሻ ൌ
𝑓ሺ𝑓ሻ

𝑓
⋅ ඨ

1 െ 𝜉ᇱሺ𝑓ሻଶ

1 െ 𝜉
ଶ  (2.26) 

𝑓ሺ𝑓ሻ

𝑓
ൌ ඥ1  2𝜉 ⋅ 𝑍′ோሺ𝑓ሻ (2.27) 
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第 2 章 時刻歴応答解析の減衰モデル 

較のため、横軸は振動数で、確認する振動数域を 0～𝑓 ൌ 12.0 ሾHz]とする。 

適応振動数域𝑊కは、許容誤差を±10%とすればその範囲に収まる振動数域の高次側振動数

／低次側振動数で表され、低次側で 0.45Hz、高次側で 11.4Hz 程度であり、𝑊క ൌ 23.8とな

る。 

 

 

Fig. 2.4 Damping frequency ratio of Causal damping model ሺ9 term modelሻ 

 

2.4.2 拡張 Rayleigh減衰 

 Fig. 2.5 に示すような、質量比例減衰と 2.4.1 項の因果減衰の 2 項モデルを組み合わせた

拡張 Rayleigh 減衰モデルが文献 2-8)で提案されている。高精度モデル及び中精度モデルの

係数𝐶,𝐶ଵ,𝐶ଶは、減衰比が幅広い振動数域で目標とする減衰比𝜉になるように調整され

た値で、Table 2.3 の通りである。また、高精度と中精度の式の違いについては、係数の値

のみ異なっている。モデルの性能については、高精度モデルの方が中精度モデルに比べ、

減衰比の𝜉に対する誤差が小さいが、減衰比が一定となる幅が若干狭い。 

 

 
(a)Mass proportional part            (b)Causal damping             (c)Extended Rayleigh damping 

Fig. 2.5 Image of Extended Rayleigh damping 
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Table 2.3 Recommended value of C0, C1, C2 

𝜉 
High Accuracy Model 

(Allowable error=±5%) 
Middle Accuracy Model 

(Allowable error=±10%) 
𝐶 𝐶ଵ 𝐶ଶ 𝐶 𝐶ଵ 𝐶ଶ 

1% 0.266 0.770 
0.119 0.205 0.920 0.0 2% ⋮ ⋮ 

3% 0.262 0.775 
⋮ L.I.1) L.I. 

5% 0.260 0.780 0.126 0.205 0.920 0.0 
⋮ L.I. L.I. 

10% 0.235 0.790 0.157 0.180 0.930 0.0251 

L.I. means “Linear interpolation” between the range. 

 

2.4.2.1 定式化 

線形問題の減衰力ベクトル𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻは式(2.28)で表される。 

ここに、 

式(2.28)は、第 1 項目𝒖ሶの係数マトリクスは Rayleigh 減衰力に相当するもので、第 2 項目が

因果減衰と同様な時間遅れ成分である。 

非線形問題の減衰力ベクトル𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻは式(2.30)で表される。 

式(2.28)及び式(2.30)の右辺第一項は、従来の Rayleigh 減衰モデルとほぼ同じ形であり、因

果減衰（２項）モデルに質量項が付加されている。 

 拡張 Rayleigh 減衰の Newmark-β法への適用は因果減衰と同様である。拡張 Rayleigh 減衰

の Newmark-β法による運動方程式は、式(2.31)で得られる。 

ここに、 

拡張 Rayleigh 減衰では、復元力ベクトルを時刻𝑡から𝑡  ∆𝑡 െ 2𝑡までの復元力ベクトル

を記憶しておく必要がある。 

  

𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൌ ሺ𝛼ᇱ𝑴  𝛽ᇱ𝑲ሻ𝒖ሶ ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ 

𝑲ቀ𝛾′ଵ𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑡ሻ  𝛾ᇱଶ𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 2𝑡ሻቁ 
(2.28) 

𝛼ᇱ ൌ 2𝜉𝑓𝐶  

 𝛽ᇱ ൌ
2𝜉
𝜋𝑓

ሺ𝐶ଵ  𝐶ଶሻ 

𝛾ଵ
ᇱ ൌ 2𝜉𝐶ଵ𝑏ଵ 

 𝛾ଶ′ ൌ 2𝜉𝐶ଵ𝑏ଶ      

(2.29a) 
 

(2.29b) 
(2.29c) 
(2.29d) 

𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൌ ሺ𝛼ᇱ𝑴  𝛽ᇱ𝑲ሻ𝒖ሶ ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  𝛾′ଵ𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑡ሻ  𝛾ᇱଶ𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 2𝑡ሻ (2.30) 

൬
1

𝛽∆𝑡ଶ
𝑴 

𝛿
𝛽∆𝑡

𝑪  𝑲൰∆𝒖 ൌ 𝒇ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒇𝒆ሺ𝑡ሻ 

𝑀൭
1
𝛽∆𝑡

𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ 
1

2𝛽
𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱  𝑪൭

𝛿
𝛽
𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ െ ൬1 െ

𝛿
2𝛽

൰∆𝑡𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱ 

െ𝛾ᇱଵ𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 𝑡ሻ െ 𝛾ᇱଶ𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡 െ 2𝑡ሻ  𝛾ᇱଵ𝒓ሺ𝑡 െ 𝑡ሻ  𝛾ᇱଶ𝒓ሺ𝑡 െ 2𝑡ሻ 

(2.31) 

𝑪 ൌ 𝛼ᇱ𝑴  𝛽ᇱ𝑲 (2.32) 
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2.4.2.2 減衰比と共振振動数の精度 

拡張 Rayleigh 減衰モデルの減衰比𝜉ᇱሺ𝑓ሻは、式(2.33)となる。なお、中精度モデルの𝑅కሺ𝑓ሻ 

は、Fig. 2.6 のようになる。 

 

 

Fig. 2.6 Damping ratio of Extended Rayleigh damping model 

ሺmiddle accuracy modelሻ 

 

なお、𝑍ோ
ᇱ ሺ𝑓ሻは、因果減衰の式(2.13a)を 2項モデルとしたときであり、𝑍ூ

ᇱሺ𝑓ሻは、式(2.13b)で、

𝑎ିଶを𝑎としたものである。 

共振振動数の精度は、Fig. 2.7 のように得られる。 

 

 

Fig. 2.7 Damping frequency ratio of Extended Rayleigh damping model 

ሺmiddle accuracy modelሻ 
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2𝜋𝑓


𝜉
1  2𝜉𝐶ଵ𝑍ோ

ᇱ ሺ𝑓ሻ
⋅ ൬𝐶ଵ𝑍ூ

ᇱሺ𝑓ሻ 
2𝐶ଶ𝑓
𝑓

൰ (2.33) 

17



第 2 章 時刻歴応答解析の減衰モデル 

2.4.3 Uniform減衰（Arup減衰） 

HuangらによりUniform減衰 2-9),2-10)が提案されている。現状では、この減衰は衝突解析等

で一般的に良く用いられている汎用解析コード LS-DYNA に実装されており、解析コード

内のキーワードが“*DAMPING_ FREQUENCY_RANGE_DEFORM”である。 

 

2.4.3.1 定式化 

この減衰モデルは、式(2.34)のように、N 個のフィルターされた力によって減衰力が表さ

れている。 

ここに𝜔：カットオフ円振動数及び𝜒：調整係数である。また、𝒓𝒏は、𝒓に対して 1 次ロ

ーパスフィルターされたベクトルであり、時間領域で表すと式(2.35)の関係を得る。 

 具体的な式展開は、文献 11)が参考となるが、差分近似で式が誘導されている。𝒓ሶ 𝒏ሺ𝑡 

∆𝑡ሻを後退差分近似で表し、𝒓ሶ 𝒏ሺ𝑡ሻを前進差分近似で表すと、 

であるので、式(2.34)で、𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ及び𝒓𝒅ሺ𝑡ሻの式に、それぞれ式(2.36a)及び(2.36b)を代入

し足し合わせると、式(2.37)のような近似式が得られる。 

となる。同様に、式(2.35)も行うと、 

式(2.38)の𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻについて整理すると、 

となる。さらに、式(2.39)を式(2.37)に代入すると、式(2.40)を得る。 

式(2.40)を両辺に𝒓𝒅ሺ𝑡ሻを差し引き、左辺を∆𝒓𝒅の形にすると、 

𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൌ 2𝜉 ൭
𝜒
𝜔

𝒓ሶ 𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ൱

ே

ୀଵ

 (2.34) 

𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ 
𝒓ሶ 𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ

𝜔
ൌ 𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ (2.35) 

𝒓ሶ 𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൎ
𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ

∆𝑇
 

𝒓ሶ 𝒏ሺ𝑡ሻ ൎ
𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ

∆𝑡
 

(2.36a,b) 

1
2
൫𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ൯ ൎ 2𝜉 ൭

𝜒
𝜔∆𝑡

൫𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ൯൱

ே

ୀଵ

 (2.37) 

1
2
൫𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ൯ 

1
𝜔∆𝑡

൫𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ൯ ൎ
1
2
൫𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  𝒓ሺ𝑡ሻ൯ (2.38) 

𝒓𝒏ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൎ
𝜔∆𝑡

2  𝜔∆𝑡
൫𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  𝒓ሺ𝑡ሻ൯ 

2 െ 𝜔∆𝑡
2  𝜔∆𝑡

𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ (2.39) 

𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ ൎ 

൭4𝜉 
𝜒

2 𝜔∆𝑡

ே

ୀଵ

൱ ൫𝒓ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ  𝒓ሺ𝑡ሻ൯ െ 8𝜉 ൭
𝜒

2 𝜔∆𝑡
𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ൱

ே

ୀଵ

െ 𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ 
(2.40) 

∆𝒓𝒅 ൌ 𝒓𝒅ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ                                                                

ൎ ൭4𝜉 
𝜒

2  𝜔∆𝑡

ே

ୀଵ

൱ ൫𝑲𝑻∆𝒖  2𝒓ሺ𝑡ሻ൯

െ 8𝜉 ൭
𝜒

2 𝜔∆𝑡
𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ൱

ே

ୀଵ

െ 2𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ 

(2.41) 
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となる。一方で、式(2.40)で∆𝑡が十分小さいと、 

であるので、式(2.34)及び式(2.35)を時刻𝑡とすると、式(2.42)の右辺は 0 となる。式(2.41)を

次のように近似する。 

式(2.43)を式(2.1)に代入すると、Uniform減衰の Newmark-β法による運動方程式は、式(2.44)

となる。 

以上のように差分式で近似しているため、シンプルで特別な数値処理は不要であること

が分かる。一方で、弾性材料であっても不釣り合い力が生じるため、収束計算を行うこと

や不釣り合い力を適切に処理する必要が生じると考えられる。 

 

2.4.3.2 減衰比と共振振動数の精度 

 振動数領域では、式(2.34)及び式(2.35)は、式(2.45)のように導かれる。 

ここに、 

となる。虚部の部分は𝜒𝜙であるので、カットオフ振動数𝜔ଵから𝜔ேの間で、一定値

（1.0）としたいので、𝑁個の調整係数𝜒は、最小二乗法により算出される。 

例えば、調整係数𝜒は次の仮定により算出する。𝑁 ൌ 4とし、𝑓௪ ൌ 𝜔ଵ 2𝜋⁄ ൌ 0.5 ሾHzሿ、

𝑓 ൌ 𝜔ସ 2𝜋⁄ ൌ 10.0 ሾHzሿで、𝜔ଶ,𝜔ଷを対数軸で等間隔の値とする。𝜔が𝜔ଵ,𝜔ଶ,𝜔ଷ𝜔ସ

の位置で、𝑍ூ
ᇱሺ𝜔ሻ ൌ 1.0となるように仮定すると、𝜒ଵ ൌ 𝜒ସ ൌ 1.50,𝜒ଶ ൌ 𝜒ଷ ൌ 0.378となる。 

減衰比の精度𝑅ሺ𝜔ሻ は、式(2.46a)及び式(2.46b)を式(2.25)に代入し計算され、Fig. 2.8 のよ

൭4𝜉 
𝜒

2 𝜔∆𝑡

ே

ୀଵ

൱ ൫2𝒓ሺ𝑡ሻ൯ െ 8𝜉 ൭
𝜒

2 𝜔∆𝑡
𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ൱

ே

ୀଵ

െ 2𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ ൎ 

                                                      ൭4𝜉 𝜒

ே

ୀଵ

൱ ൫𝒓ሺ𝑡ሻ൯ െ 4𝜉 ൫𝜒𝒓𝒏ሺ𝑡ሻ൯

ே

ୀଵ

െ 2𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ 

(2.42) 

∆𝒓𝒅ሺ𝑡ሻ ൎ ൭4𝜉 
𝜒

2 𝜔∆𝑡

ே

ୀଵ

൱𝑲𝑻∆𝒖 (2.43) 

൭
1

𝛽∆𝑡ଶ
𝑴  ൭1  4𝜉

𝜒
2  𝜔∆𝑡

ே

ୀ1

൱𝑲𝑻൱∆𝒖 ൌ 

                                                                     𝒇ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒇𝒆ሺ𝑡ሻ 𝑴൭
1

𝛽∆𝑇
𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ 

1
2𝛽

𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ൱ 

(2.44) 

𝒓𝒅ሺ𝜔ሻ ൌ 2𝜉ሺ𝑍ோ
ᇱ  𝑍ூ′𝑖ሻ𝒓ሺ𝜔ሻ (2.45) 

𝑍ோ
ᇱ ሺ𝜔ሻ ൌ ൬𝜒

𝜔
𝜔

𝜙൰

ே

ୀଵ

 

𝑍ூ
ᇱሺ𝜔ሻ ൌ ሺ𝜒𝜙ሻ

ே

ୀଵ

 

𝜙 ൌ
𝜔
𝜔

ቆ1  ൬
𝜔
𝜔

൰
ଶ

ቇ൘  

(2.46a) 
 
 

(2.46b) 
 
 

(2.46c) 

𝜓ሺ𝜔ሻ ൌ න ቌ൭𝜒𝜙

ே

ୀଵ

െ 1൱

ଶ

ቍ𝑑𝜔
ఠಿ

ఠభ

 (2.47) 
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うになる。また、共振振動数の精度𝑅௦ሺ𝑓ሻは、式(2.26),(2.27)及び式(2.46a),(2.46b)から Fig. 

2.9 のようになる。 

 

 

Fig. 2.8 Damping ratio of Uniform damping model 

 

 

Fig. 2.9 Damping frequency ratio of Uniform damping 

 

ここでは、実数軸上で示しているが文献 2-9),2-10)では対数軸上で示されており、確認し

ている振動数外の高振動数側の減衰比が、緩やかに 0 に向かって低下する特徴を有する。

ここでは、𝑓 𝑓௪⁄ ൌ 20として検討したが、𝑓 𝑓௪⁄ は可変であり、かなり幅広い振動

数帯でほぼ一定の減衰比で評価が可能なモデルである。ただし、幅広く設定すると共振振

動数が高く評価され、減衰定数が小さく評価される傾向がある。 
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2.5 簡易モデルによる数値解析の検証 2-12) 

2.5.1 線形モデル 

2.5.1.1 モデルの概要 

2.3 節で紹介した減衰モデルの検証のために、Fig. 2.10 に示す簡易な多質点モデルの時刻

歴応答解析による数値解析を行い、各振動数で実現している減衰比と共振振動数の精度を

確認する。構造物固有の問題を対象とするよりも、より一般的で基本的な問題を対象とし

た。ここでは、茂木らが開発した弾塑性骨組み地震応答解析プログラム、FRANSYS2-13)を

用いて検討している。 

解析モデルは、Table 2.4 に示すように、質点が 120 個で、非減衰の固有振動数が

0.1Hz,0.2Hz,0.3Hz,…,12.0Hz（0.1Hz 刻み）となるように、ばねの剛性を一定で質量を調整

させている。ここで、評価する振動数帯は、低次側の振動数で 0.5 [Hz]とし、高次側の振動

数で 10.0 [Hz]として想定している。低次側では並進やねじれ等で水平方向の 1 次モードに

おける振動数域を想定し、高次側では鉛直方向も含むある程度高次のモードにおける振動

数域を想定している。また、二つの振動数の外側で低振動数側と高振動数側に少し幅を持

たせて質点モデルを設定している。ばねは、それぞれの質点と固定端を結び付けており、

弾性材料でモデル化している。 

 

 
Fig. 2.10 Multi DOF model 

 

Table 2.4 Property of multi DOF model ሺlinearሻ 

Node No. Mass [ton] Natural frequency [Hz] 
1 2.533×103 0.1 
2 6.333×102 0.2 
3 2.814×102 0.3 
… … … 

120 1.759×10-1 12.0 

Spring stiffness 𝑘ሺ𝑓ሻ is 1000 [kN/m]. 

  

Unit impulse wave

Node No.
1      2 3 4       5      120

1000

Shaking direction
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Table 2.5 Analysis case 

Case Damping Type Frequency [Hz] 
Caus Causal  (9 term) 𝑓 ൌ 12.0 

ERay 
Extended Rayleigh 
(middle accuracy) 

𝑓 ൌ 12.0 

Unif Uniform 𝑓௪ ൌ 0.5, 𝑓 ൌ 10.0 

 

 

検討した減衰モデルは Table 2.5 の通りで、因果減衰の 9 項モデル(Caus)、拡張 Rayleigh

減衰の中精度モデル(ERay)及び Uniform減衰(Unif)である。評価対象の振動数帯は、0.5 [Hz]

～10.0 [Hz]と仮定しているので、各減衰モデルに与える振動数を次のように設定した。

Caus と ERay は、Fig. 2.3 及び Fig. 2.6 から、低次側の振動数を概ね0.04𝑓～0.08𝑓程度で

設定することができるので、𝑓 ൌ 12.0 ሾHzሿとした。高次側は自動的に決定されるので、

Caus では0.95𝑓ሺൌ 11.4 ሾHzሿሻ、ERay では0.85𝑓ሺൌ 10.2 ሾHzሿሻとなり、0.5[Hz]～10.0 [Hz]

までは一定の減衰比で評価できる。Unif は、従来の Rayleigh 減衰と同じように、𝑓௪ ൌ

0.5 ሾHzሿ及び𝑓 ൌ 10.0 ሾHzሿで設定する。なお、減衰比は、𝜉 ൌ 0.03及び0.01とした。 

現状、Uniform 減衰が使用可能な汎用解析コードとしては、LS-DYNA（減衰名：

*DAMPING_ FREQUENCY_RANGE_DEFORM）のみであるが、筆者らが開発したプログラ

ムで検討した。2.5.3 項では、LS-DYNA と比較し検証を行っている。 

解析の時間積分手法は Newmark-β法とする。式(2.4)の𝛽及び𝛿は、数値安定性の確保と数

値減衰が生じないように、平均加速度法の𝛽 ൌ 0.25及び𝛿 ൌ 0.5とする。 

解析時間刻みは、無条件安定なので任意で設定することができるが、一般的に入力動が

1.0×10-2 [s]で設定されているため、𝜉 ൌ 0.03については 1.0×10-2 [s]を大きな時間刻みと

して設定し、さらに細かくした 5.0×10-3 [s]、1.0×10-3 [s]及び 5.0×10-4 [s]も合わせて検討

する。𝜉 ൌ 0.01については、5.0×10-4 [s]のみ実施した。 

地動加速度として 0～0.05～0.1 [s]の間に、0～1.0～0 となるような、単位パルス波を与え

て、各質点の加速度応答を確認している。 

確認する伝達関数は、振動数領域で各質点の応答加速度時刻歴を地動加速度で除するこ

とによる算出される。算出された伝達関数のピーク値𝑝を用いて、理論式である 1 自由度系

の伝達関数のピーク高さと減衰比の関係の式(2.48)により、減衰比𝜉ሺ𝑓ሻが計算できる。

𝜉ሺ𝑓ሻと目標とする減衰比𝜉の比をとることで、減衰比の精度𝑅కሺ𝑓ሻを算定する。 

また、減衰を有する振動系の共振振動数𝑓′は非減衰系の共振振動数𝑓の関数より、式(2.49)

となる。 

共振振動数の精度𝑅௦ሺ𝑓ሻは、解析で算定された各振動系のピーク値が現れる振動数に対す

𝜉ሺ𝑓ሻ ൌ
1

2ඥ𝑝ሺ𝑓ሻଶ െ 1
 (2.48) 

𝑓′ ൌ 𝑓 ⋅ ඥ1 െ 𝜉ሺ𝑓ሻଶ (2.49) 
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る、式(2.49)で得られる𝜉ሺ𝑓ሻ ൌ 𝜉とした目標とする振動数𝑓′の比として算定する。 

 

2.5.1.2 結果と考察 

𝜉 ൌ 0.03とした結果で、Fig. 2.11 に減衰比の精度を、Fig. 2.12 に共振振動数の精度を示

す。 (a)～(c)に減衰モデルごとに示し、図中では解析時間刻みを変化させた結果を示してい

る。 

まず、いずれの減衰モデルにおいても共通して、解析時間刻みを細かくすれば、2.3 節に

示した理論式で得られる結果に近づいていることが確認できる。 

 減衰比の精度に着目すると、低振動数側では理論式と一致しているが、𝑓近傍の高振

動数側では相違がみられる。これは、Caus、ERay では、初期の時刻の応答では、過去の復

元力が算定されておらず、遅れ成分の項が考慮されないためである。 

なお、今回では高次側で 10Hz（概ね 0.8𝑓）を評価対象の振動数として検討しており、

極端に𝑓側に評価対象の振動数を設定しなければ問題にはならないと考えられる。Unif

では、減衰力を差分近似で評価しているため、時間刻みが粗いと精度が悪化してしまう。 

共振振動数の精度において、解析時間刻みが最も細かいケースに着目すると、Caus では

低次側の 0.5Hz で最大で 3%程度低く、ERay では 2%程度低く評価されている。Unif では時

間刻みが細かい方で、高次側の 10Hz で 8%程度高くなっていることが確認できる。 

解析時間刻みの比較で、特に共振振動数の精度で 1.0×10-2 [s]だと、いずれの減衰モデル

においても高振動数側の精度が低く評価されている。これは、積分手法の影響で解析時間

刻みが大きいと高振動数側の剛性が低下するためである。いずれも 5.0×10-3 [s]程度とすれ

ば、減衰比や共振振動数の精度が概ね確保できている。 

𝜉 ൌ 0.01とした各モデルの精度の比較を Fig. 2.13 及び Fig. 2.14 に示す。減衰比の精度

では、Unif が全体的な振動数域で 1.0 に近づいておりこれらの中では最も精度が高いとい

える。一方、共振振動数の精度では、Caus及び ERay については、ほぼ 1.0 となっており、

共振振動数のずれがほとんどないが Unif はやや大きめの値となっている。 
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(a) Causal damping (9 term) 

 

(b) Extended Rayleigh damping 

 

(c) Uniform damping 

Fig. 2.11 Damping ratio ሺ𝜉 ൌ 0.03ሻ 
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(a) Causal damping (9 term) 

 

(b) Extended Rayleigh damping 

 

(c) Uniform damping 

Fig. 2.12 Damping frequency ratio ሺ𝜉 ൌ 0.03ሻ 
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Fig. 2.13 Damping ratio ሺ𝜉 ൌ 0.01ሻ 

 

 

Fig. 2.14 Damping frequency ratio ሺ𝜉 ൌ 0.01ሻ 
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2.5.2 非線形モデル 

2.5.2.1 モデルの概要 

 次に、非線形問題に対して各減衰モデルの精度について検討する。それぞれの減衰モデ

ルの性状を把握するのが目的であるので、結果が明瞭になるように 2.4.1 項と同じ単純な質

点系モデルで検討した。 

入力の地震動は、Fig. 2.15 のように、各振動数で振幅が等しいホワイトノイズ用いて検

討した。3.1 節とは異なり初期の段階ではなく、入力波が与えられている途中で非線形化す

る。各非線形状態の結果の推移を確認するために、波に係数を乗じて、線形状態の 0.5 倍

から、非線形状態の 1.2 倍、2.0 倍及び 4.0 倍とした。 

 

 

(a) Acceleration 

 

(b) Fourier amplitude spectrum 

Fig. 2.15 Input wave 

 

解析時間刻み∆𝑡は、時間刻みが粗い 5.0×10-3 [s]と、非線形計算による影響がないように

十分に細かい 5.0×10-4 [s]で検討する。 
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解析検討の減衰モデルのケースは Table 2.6 の通りである。 

 

Table 2.6 Analysis case ሺNonlinearሻ 

Case Damping Type Frequency [Hz] 
Nmod Nonlinear modal - 
Tstif Tangent stiffness proportional 𝑓ଵ ൌ 0.5 
TRay Tangent Rayleigh 𝑓ଵ ൌ 0.5, 𝑓ଶ ൌ 10.0 
Unif Uniform 𝑓௪ ൌ 0.5,𝑓 ൌ 10.0 
Caus Causal (9 term) 𝑓 ൌ 12.0 

ERay 
Extended Rayleigh  
(middle accuracy) 

𝑓 ൌ 12.0 

 

本来、減衰モデルの有効性は実現象と比較すべきであるが、構造物の減衰については、

現時点ではばらつきが大きく未だ不明確な状態といえる。ただし、数多くの調査から、

「実際の構造物の初期減衰は、構造物の 2 次、3 次モードの減衰比が、1 次モードの減衰比

と同程度か若干大きい程度とある」2-1)とされている。このため、少なくとも設計において

は全振動数で一定の減衰比を用いるのが安全側であると考えられており、例えば原子力の

耐震設計においても、モード減衰を用いている。それらの理由より、非線形を考慮したモ

ード減衰(Nmod)を目標とする減衰モデルとした。Nmod は、Wilson-Penzien 減衰 2-14)として

おり、瞬間剛性マトリクスを用いて全モード考慮した固有値解析を実施し、密な減衰マト

リクスが作成される。 

従来の減衰モデルでよく用いられる、瞬間剛性比例型減衰(Tstif)及び瞬間 Rayleigh 減衰

(TRay)を比較のために検討した。𝑓ଵ及び𝑓ଶの振動数は、評価対象の振動数帯に対して、低

次側と高次側の振動数を設定するので、𝑓ଵ ൌ 0.5 ሾHzሿ及び𝑓ଶ ൌ 10.0 ሾHzሿとしている。3.1 節

と同様に Uniform 減衰(Unif)、因果減衰(Caus)及び拡張 Rayleigh 減衰(ERay)も検討している。

なお、いずれの減衰モデルでも目標とする減衰比は𝜉 ൌ 0.02としている。 

非線形特性は、Fig. 2.15 のような基本的な Bi-Linear 型（移動硬化則）とした。降伏変位

𝛿௬については、入力地震動で入力倍率が 1.0 において、減衰ケース Nmod の最大変位とす

る。第二勾配である接線剛性については初期剛性の 0.1 倍とした。 

今回採用した非線形特性は、単純な Bi-Linear 型であり、比較的解きやすい問題であること

と、単純に解析時間刻みの影響を把握したいことから、今回では Newton-Raphson 法のよう

な収束計算を実施せずに検討している。なお不釣り合い力は次のステップに持ち越して処

理している。 
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Fig. 2.16 Bi-linear model 

 

2.5.2.2 結果と考察 

Fig. 2.17 及び Fig. 2.18 に、∆𝑡=5.0×10-4 [s]の時の Nmod の最大塑性率（最大変位）と最大

加速度の結果を示す。最大塑性率については、0.5 倍の入力波では、線形であるため 0.5 と

一定であるが、入力倍率が大きくなり、最大塑性率が大きくなると、各振動数間では非線

形化のレベルが異なる。1.2 倍の入力波では、概ね 1.2 程度であり、2.0 倍の入力波及び 4.0

倍の入力波では、最大塑性率が平均でそれぞれ 1.7 及び 3.0 程度であった。最大加速度では、

高振動数になるほど大きくなっている。入力倍率が 0.5 倍から 1.2 倍までは、倍率に応じて

最大加速度が増加しているが、1.2 倍以上では倍率程増加はしていない。これは、加速度は

せん断力（復元力）を見ていることと等価であり、剛性の第二勾配を初期剛性の 0.1 倍と

若干復元力が増える程度であるためそのような傾向になったと考えられる。 

 

 

次に、Fig. 2.19 に示している最大塑性率の精度（Nmod に対する比）について確認する。

1.0 に近いと Nmod の結果と同じ値となり、目標とした結果になっていることを意味する。

TRay は 0.5Hz～10.0Hz の間で減衰比が𝜉よりも低く評価されるため、最大塑性率の精度

が最大で 1.6 倍を超えて大きく評価されている。TRay の最小の所の減衰比が 0.013 程度と

なるが、最大応答値は単純に 0.03/0.013=2.31 倍とはならない。その理由としては、今回検

 
Fig. 2.17 Max plastic ratio (Nmod) 

 
Fig. 2.18 Max acceleration (Nmod) 
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討している入力波がホワイトノイズのため、ランダム振動論 2-13)より最大応答値が減衰比

の平方根に反比例するからである。今回の場合で示すとඥ0.03 0.013⁄ ൌ 1.52で、ほぼ 1.6 倍

程度になることが確認できる。Tstif については、0.5Hz 以上の振動数高い範囲では減衰比

が大きくなるため、大きく 1.0 を下回っている。Unif では、最大で 1.3、最小で 0.7 程度で

あった。Caus 及び ERay では、1.0 に近く他の減衰モデルに比べれば特に安定している結果

となっている。 

1.2 倍の入力波では、若干、非線形レベルに到達している。概ね 0.5 倍の入力波と同じよ

うな傾向であるが、TRay では、徐々に 1.0 に近づいていることが確認される。 

さらに、非線形レベルが強い、2.0 倍の入力波及び 4.0 倍の入力波を確認すると、TRay、

Caus 及び ERay は、1.0 に近い結果となっている。非線形レベルを大きくなると、初期減衰

よりも部材の塑性化に伴う履歴ループによりエネルギー吸収が行われ、履歴減衰の影響が

初期減衰の影響よりも大きくなるためであると考えられる。Unif については、線形レベル

と同様の結果であった。 

次に、Fig. 2.20 に示している最大加速度の精度（Nmod に対する比）について確認する。 

0.5 倍の入力波では、最大塑性率の精度と同じ傾向であった。1.2 倍の入力波では、TRay

は 0.5Hz 以上で、ほぼ 1.0 となっている。最大加速度の考察と同じようにせん断力（復元

力）が頭打ちとなったためと考えられる。Unif については、高振動数側について 1.0 より

大きくなるような結果となった。形状的には、Fig. 2.9 と似ており、減衰モデルによる剛性

増加の影響が考えられる。 

2.0倍の入力波及び 4.0倍の入力波については、1.2倍の結果と同じような傾向であった。 

解析時間刻みの大小の影響については、塑性率の精度についてはいずれの減衰モデルにお

いてもあまり違いが見られなかった。 

加速度の精度については、TRay、Caus 及び ERay については差がほとんどない。Tstif は

倍率が大きくなると高振動数側で差が出ている。高振動数側では減衰比がかなり大きくな

るため、差が生じたものと考えられる。Unif については、高振動数側で若干乖離がみられ

る。 

これらの結果から、新たな減衰モデルについて、特に、Caus 及び ERay については、線

形及び非線形レベルまで、時間刻みが粗い場合においても精度よく検討できていることが

確認できた。 

また、従来モデルのTRayにおいては、非線形レベルが大きくなると、履歴減衰が支配的

となるため、初期減衰の影響が相対的に低くなり、Nmod の結果に近い結果も確認された。 
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(a) 0.5 times input wave 

(b)1.2 times input wave 

(c) 2.0 times input wave 

(d) 4.0 times input wave 

Fig. 2.19 Results of plastic ratio 
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(a) 0.5 times input wave 

(b)1.2 times input wave 

(c) 2.0 times input wave 

(d) 4.0 times input wave 

Fig. 2.20 Results of max acceleration ratio 
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2.5.2.3 計算時間の比較 

本節では、各減衰モデルによる計算速度を比較する。解析モデルを Fig. 2.21 に示す。本

モデルは、アーチ形状の中規模な構造物でトラス部材により構成されている。モデルの規

模は、節点数が 388、自由度数が 1140 及び要素数が 2066 である。また、最も低次側の 1 次

固有振動数は、1.28 [Hz]であった。 

 

 

Fig. 2.21 Analysis model for computation time measurement 

 

非線形特性としては、バイリニア型モデルを採用している。 

入力波は、継続時間 120 [s]、時間刻み 0.01 [s]の模擬地震波を 3 方向に入力した。解析時

間刻み∆𝑡は、5.0×10-3 [s]を基本とするが、解析が安定しない場合は刻みを細かくし対応す

る。 

解析ケースを、Table 2.7 に示す。先の簡易モデルの検討と同様に、各減衰モデルの設定

する振動数を与えている。いずれの減衰モデルでも目標とする減衰比は𝜉 ൌ 0.02として

いる。 

 

Table 2.7 Analysis case ሺComputation time measurementሻ 

Case Damping Type Frequency [Hz] 
Nmod Nonlinear modal - 
Tstif Tangent stiffness proportional 𝑓ଵ ൌ 1.28 
TRay Tangent Rayleigh 𝑓ଵ ൌ 1.28, 𝑓ଶ ൌ 25.6 
Unif Uniform 𝑓௪ ൌ 1.28, 𝑓 ൌ 25.6 
Caus Causal (9term) 𝑓 ൌ 30.0 
ERay Extended Rayleigh 

(middle accuracy) 
𝑓 ൌ 30.0 
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Table 2.8 に計算時間の比較を行っている。実際に要した計算時間と、TRay で要した計算

時間を 1.0 としたときの比率を示している。非線形の状態は、Nmod で頂部の X方向水平変

位に対する高さの比が 1/150 程度となっており、塑性化した要素が 59 程度だった。 

 Nmod では、剛性が変化すると逐次、固有値解析を実施し減衰マトリクスを作成してい

ることと、減衰マトリクスが密行列となり線形方程式を解く所で、時間がかかっている。

Tstif については、TRay とほぼ同じ時間であった。 

ERayは若干、TRayよりも少し時間がかかるが、Nmodに比べれば高速に計算できている。

Caus は、過去のデータを ERay よりも多く利用するため、少し時間がかかる。 

Unif については、5.0×10-3 [s]では結果が発散したため、5.0×10-4 [s]で検討している。そ

のため、Nmod 程度に時間を要した。Uniform 減衰は、高次になるほど減衰が小さく評価さ

れるため、複雑なモデルにおいては∆𝑡を大きくとると、解析が発散する場合が考えられる。 

 

Table 2.8 Computation time 

 Nmod Tstif TRay Caus ERay Unif 
Time [s] 972 79 81 106 90 861 
Ratio [-] 12.00 0.98 1.00 1.31 1.11 10.63 

 

2.5.3 解析プログラムの検証 

 ここでは、Uniform 減衰について、筆者らのプログラムと LS-Dyna(ver. R12.1-190)の結果

を比較した。解析条件は、2.5.2 項と同様に設定した。 

 Fig. 2.22 及び Fig. 2.23 には、減衰比の精度及び共振振動数の結果を示す。 

減衰比の精度は、ほぼ全振動数帯で一致しており、筆者らのプログラムと LS-Dyna で、

同等の計算精度を有していることが確認できる。 

 

 

Fig. 2.22 Damping ratio ሺ𝜉 ൌ 0.03ሻ 
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Fig. 2.23 Damping frequency ratio ሺ𝜉 ൌ 0.03ሻ 

 

さらに、3.2 節と同様に、入力倍率 4.0 倍のケースで比較した。Fig. 2.24 及び Fig. 2.25 よ

り、ほぼ一致した結果が確認できる。 

 

 

Fig. 2.24 Results of max plastic ratio ሺ4.0 times input waveሻ 
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Fig. 2.25 Results of max acceleration ratio ሺ4.0 times input waveሻ 
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2.6 2章のまとめ 

本章では、2.1 節では本論で扱っている減衰が初期減衰であることを示し、2.2 節では基

礎的な運動方程式を示し、2.3 節では従来の減衰モデルを説明し、2.4 節では新たな減衰モ

デルである因果性に基づく減衰モデル（因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰）と Uniform 減衰

モデルについて理論式と概要について示した。 

さらに 2.5 節では、はじめに、線形弾性時における減衰比の精度と共振振動数の精度を

簡易なモデルにより確認した。また、解析時間刻みについての影響を確認した。 

また、非線形の検討では、減衰モデルの基本的な振動性状を把握することを目的とし、

線形弾性時の検討と同じモデルで、移動硬化則を有する Bi-linear 形の復元力特性により確

認した。 

本検討では時間刻みを粗くした場合と細かくした場合を実施し、因果減衰・拡張

Rayleigh 減衰について概ね良く、非線形モーダルと整合した結果が確認できた。一方で

Uniform減衰は、ややばらつきがある結果が確認された。また、従来のRayleigh減衰では、

線形や非線形レベルが小さい範囲では非線形モーダルの結果と相違するが、非線形レベル

が大きくなると、塑性化に伴うエネルギーが支配的になるため、整合する結果が確認され

た。ただし設計では、大きな非線形レベルだけではなく、線形レベルや弱非線形レベルで

部材が塑性化している状態も想定されることから、新たな減衰モデルに優位性があるもの

と考えられる。 

これら得られた知見を Table 2.9 に、それぞれ減衰モデルの特徴を整理した。 

以上の結果を踏まえて、特に本論では、有力な減衰モデルとして、減衰モデルの精度及

び解析の安定性に優れる、因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰を用いて検討する。 
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3.1 有限要素を対象とした鉄筋コンクリートの非線形構成則 

3.1.1 有限要素 

 本章以降では、主として壁式構造の実験体や構造物を取り扱うので、二次元要素を対象

としたモデル化について説明する。 

 二次元要素は、平面応力要素、平面ひずみ要素及びシェル要素等がよく用いられている。

壁や床では、面内応力の他に、面外方向の曲げモーメントやせん断力を負担することが考

えられるので、シェル要素でモデル化されることがある。 

特に、鉄筋コンクリートの非線形解析を実施するときには積層シェル要素が用いられ、

その要素は厚さ方向を多数の層で構成し、それぞれの層で異なる材料を指定することが可

能である。ここでは、Fig. 3.1 のように、実際の床や壁の部材に対して、コンクリート及び

鉄筋を、それぞれ対応した位置に、多数の層でモデル化する。鉄筋層の層厚は、鉄筋の断

面積と間隔から等価厚さを算出して設定することが多い。 

 

 

Fig. 3.1 Laminated shell element 

  

Concrete layer

Rebar layer

Laminated shell elementConcrete

Rebar
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3.1.2 コンクリート 

 土木分野では、コンクリート標準示方書 3-1)に示されている、前川らのコンクリートモデ

ル 3-2)を良く用いられている。シェル要素やソリッド要素等の有限要素を対象としており、

実験結果を精度よく模擬することが可能である。建築分野では、長沼らによって提案され

たモデル 3-3)がある。このモデルにおいても、有限要素で用いることが可能で、実験の再現

や原子力建屋を対象とした非線形解析の実績を有している。 

コンクリートの構成則は大別すると、ひび割れモデル、破壊基準、圧縮特性、引張特性、

ひび割れ後の圧縮強度劣化特性及びひび割れ後のせん断伝達特性で構成されている。前川

らのモデルは、これらの特性を一貫して前川らのモデルとして提案されている。一方で、

長沼らのモデルは、既往の特性を修正や拡張する場合や、あるいは新たな特性を提案する

等、複数の特性を組み合わせて構成されているのが特徴である。 

 ここでは、長沼らによって提案されたモデルを採用している。初めに、二次元要素を対

象としたコンクリート構成則について説明している。なお、このモデルは、大成建設（株）

と（株）アーク情報システムで共同開発された TDAPIII に実装されている 3-4)。 

 

3.1.2.1 ひび割れモデル 

 ひび割れモデルは、Fig. 3.2 のような種類で分類される。大別すると、分散ひび割れと

離散ひび割れがある。本論文では、ひび割れモデルは、要素内の応力の状態を基に、Fig. 

3.3 のような要素内に平均的にひび割れが生じると仮定した、分散ひび割れモデル 3-3)を

採用する。分散ひび割れは、離散ひび割れのようなあらかじめひび割れが生じる位置に、

ひび割れを模擬したばねを配置することなく、ひび割れを表現できるため実用性の高い

モデル化手法と考えられる。 

  

 

Fig. 3.2 Types of crack mode 

 

 分散ひび割れモデルには、固定ひび割れと回転ひび割れがあるが、固定ひび割れでは

一度ひび割れが生じたらそのひび割れ方向は固定されが、回転ひび割れでは最大主ひず
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2 direction orthogonal 

cracks

For 2D elements

Multiple 
coordinate 
systems

4 direction quasi-
orthogonal and non-

orthogonal cracks

6 direction non-
orthogonal cracks
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み方向と直交する方向をひび割れ方向とするので時々刻々変化する。実際の現象を考え

ると、一度ひび割れが生じるとそのひび割れ方向は変化がないと考えられるので、固定

ひび割れモデルが用いられる。 

 

 
Fig. 3.3 Smeard crack and discrete crack 

  

また、多方向入力に対応したひび割れモデルがある。福浦らが提案した 4 方向疑似直

交と非直交ひび割れモデル 3-5)である。ひび割れ角度が小さいときは、疑似直交ひび割れ

が生じ、大きいときはひび割れ座標系を新たに作成し非直交ひび割れが生じる。 

長沼らは、Fig. 3.4のように、最大で 3組のひび割れ座標系と、1組の座標系に直交 2方

向で、計 6 本の非直交固定ひび割れモデル 3-6)を提案している。ひび割れが発生するとひ

び割れ面法線方向の剛性は失われる。ひび割れが閉じると、剛性は復活し力が伝達され

る。ひび割れた界面は、骨材や鉄筋ダボ効果によってせん断力が伝達される。また一度

ひび割れると、圧縮強度や剛性が低下する性質がある。これらの特性を考慮したモデル

となっており、詳細は後で説明している。 

 

 

Fig. 3.4 6-direction non-orthogonal fixed crack model 

  

Spring element

Smeard crack Discrete crack

1

1ʼ
2

2ʼ 3
3ʼ

1 and 1ʼ: 1st crack axis (orthogonal crack）
2 and 2ʼ: 2nd crack axis (orthogonal crack）
3 and 3ʼ: 3rd crack axis  (orthogonal crack）

Minimum angle between existing crack axis 
and new crack axis: 20 degrees3-6)
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3.1.2.2 破壊規準 

二軸応力下での破壊規準は、長沼らの文献 3-6)においても、式(3.1)～式(3.3)のような

Kupfer-Gerstle の提案式 3-7)を採用している。 

【圧縮となる二軸圧縮下の破壊条件】 

 【一方向引張－他方向圧縮状態の破壊条件】 

【二軸引張状態の破壊条件】 

ここに、𝜎ଵ,𝜎ଶ：主応力、𝑓：一軸圧縮強度及び𝑓௧：一軸引張強度である。 

 Fig. 3.5 に、二軸応力下の破壊曲面を示す。二軸圧縮下での最も強度が大きくなる場合は、

二つの主応力の比が 0.5:1.0 であり、一軸圧縮応力が 1.2～1.3 倍程度大きくなることが確認

できる。 

 
Fig. 3.5 Kupfer-Gerstle failure criterion 

 

3.1.2.3 圧縮特性 

圧縮特性としては、Fig. 3.6 のような長沼ら 3-8),3-9)の修正 Ahmad モデルである。そのモデ

ルは、Ahmad らが提案した圧縮強度到達までの上昇域及び圧縮強度到達後のひずみ軟化域

（下降域）までを 1 つの関数式で表現できる圧縮応力－ひずみ関係のモデルを、改良し提

案された。式(3.4a~c)及び式(3.5a~c)のように応力𝜎とひずみ𝜀関係は、圧縮強度到達までの

上昇域及び、圧縮強度到達後のひずみ軟化域（下向域）で表されている。 

 

 

 

‐1.4

‐1.2

‐1

‐0.8

‐0.6

‐0.4

‐0.2

0

0.2

‐1.4 ‐1.2 ‐1 ‐0.8 ‐0.6 ‐0.4 ‐0.2 0 0.2

൬
𝜎ଵ
𝑓

𝜎ଶ
𝑓
൰ ଶ െ

𝜎ଶ
𝑓
െ 3.65

𝜎ଵ
𝑓
ൌ 0      ሺ|𝜎ଵ|  |𝜎ଶ|ሻ (3.1) 

𝜎ଵ
𝑓௧
ൌ 1.0 െ 0.8

𝜎ଶ
𝑓

 (3.2) 

maxሺ𝜎ଵ,𝜎ଶሻ  𝑓௧ (3.3) 
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Fig. 3.6 Concrete compression model by Naganuma et al. ሺModified Ahmad modelሻ  

 

【圧縮強度到達までの上昇域】 

【圧縮強度到達後のひずみ軟化域】 

ここに、 

𝐸：初期弾性係数 

𝑓：最大圧縮応力 

𝜀：最大圧縮応力時のひずみ 

𝐸ௌ ：最大圧縮応力点の割線弾性係数ሺൌ 𝑓 𝜀⁄ ሻ 

𝑓：一軸圧縮強度 

𝜀：一軸圧縮強度時のひずみ 

𝐸ௌ ：一軸圧縮強度点の割線弾性係数ሺൌ 𝑓 𝜀⁄ ሻ 

であり、𝑛, 𝐷の単位系は N/mm2である。 

 

3.1.2.4 引張特性 

 出雲らのモデル 3-10)あるいは長沼・山口のモデル 3-11)を用いて検討されている。 

𝜎 ൌ
ቆ
𝐸
𝐸ௌ 

⋅
𝜀
𝜀

 ሺ𝐷 െ 1.0ሻ ⋅ ቀ
𝜀
𝜀
ቁ
ଶ
ቇ ∙ 𝑓

1.0  ቆ
𝐸
𝐸ௌ 

െ 2.0ቇ ⋅ 𝜀𝜀
 𝐷 ∙ ቀ

𝜀
𝜀
ቁ
ଶ

       ሺ|𝜀|  |𝜀|ሻ 

𝐷 ൌ
19.6
𝑓𝑐

െ ቆ
𝐸ௌ 

𝐸ௌ 
െ 1.0ቇ

ଶ

       ቆ𝐷  1.0 െ
𝐸
𝐸ௌ 
ቇ 

(3.4a) 
 
 

(3.4b) 

𝜎 ൌ
ቆ
𝐸
𝐸ௌ 

⋅ ቀ
𝜀
𝜀
ቁ

 ሺ𝐷 െ 1.0ሻ ⋅ ቀ

𝜀
𝜀
ቁ
ଶ
ቇ ∙ 𝑓

1.0  ቆ
𝐸
𝐸ௌ 

െ 2.0ቇ ⋅
𝜀
𝜀

 𝐷 ∙ ቀ
𝜀
𝜀
ቁ
ଶ

       ሺ|𝜀|  |𝜀|ሻ 

𝑛 ൌ 0.9  3.4 ൬
𝑓

98.07
൰
ଶ

 

𝐷 ൌ 1.0 
176.5
𝑓

൬
𝑓
𝑓
െ 1.0൰ 

(3.5a) 
 
 

(3.5b) 
 

(3.5c) 
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出雲らのモデルは、鉄筋付着の影響を考慮したテンションスティフニング（TS）特性を

表すことができる。鉄筋コンクリートの一つの要素として、コンクリートの平均な応力と

平均なひずみの関係をモデル化した方法である。Fig. 3.7 のように応力とひずみの関係とな

る。 

 

 

Fig. 3.7 Concrete tension model by Izumo et al. 

 

ひび割れ前ሺ𝜀  𝜀௧ሻは線形弾性となり、ひび割れ後ሺ𝜀  𝜀௧ሻの軟化部分は、式(3.6)のよう

に付着特性としてパラメータ𝐶の指数関数で表されている。 

通常の異形鉄筋を用いる場合は𝐶 ൌ 0.4で提案されている。𝐶を大きくすれば軟化曲線が

急激に低下することから、無筋コンクリートの特性として表現させる場合もある。 

長沼・山口は、Fig. 3.8 のように平板実験結果を考慮した TS 特性を有するモデルを提案

している。 

 

 

Fig. 3.8 Concrete tension model by Naganuma et al. 

 

式(3.7a,b)で算出される圧縮強度に関するパラメータ 𝑟や鉄筋比に関するパラメータ𝜀

に応じて、引張軟化域の応力―ひずみ関係が設定される。 

1.0

𝜎 ൌ ቀ
𝜀௧
𝜀
ቁ

𝑓௧ (3.6) 
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ここに、𝑝௦は鉄筋比であり、この値が小さいと軟化が急激に低下する。𝑟の単位系は

N/mm2である。 

また、ひび割れ方向の圧縮ストラットの応力レベルが低下することにより、引張応力も

著しく低下するため、圧縮ストラットの剛性（具体的にはひび割れ面と並行方向の圧縮時

接線剛性）の低下率𝛽を引張応力に乗じることで、その影響を考慮するモデルとなってい

る。𝛽は式(3.8)で表される。 

ここに、𝐸்はひび割れ方向と平行方向のコンクリートの圧縮時接線弾性係数である。 

 

3.1.2.5 ひび割れ後のせん断伝達特性 

Fig. 3.9 のような長沼のせん断伝達特性モデル 3-9),3-12)を提案している。 

 

 
Fig. 3.9 Concrete share transfer model by Naganuma et al.  

 

このモデルでは、ひび割れ面を横切る鉄筋のダボ作用の影響を考慮し、ひび割れ面の骨

材の噛合いと鉄筋のダボ作用の両者を含む形で平均的に評価している。具体的には、ひび

割れ面法線方向のひずみ𝜀௧と鉄筋の降伏強度、鉄筋比に応じてせん断抵抗が変化するモデ

ルとなっている。なお、𝜏௧௫以降は、4𝛾௧௫に向かって直線に軟化するモデル 3-13)とな

っている。ひび割れ方向のせん断応力とせん断ひずみの関係は、式(3.9)で表されている。 

ここに、 

 

 

 

 

softened in a
straight line

𝑟 ൌ 0.6 െ
𝑓

176.5
 

𝜀 ൌ 0.0016 െ 0.24𝑝௦ 

(3.7a) 
(3.7b) 

β ൌ
𝐸்
𝐸

 (3.8) 

𝜏௧ ൌ
𝜏௧௫ሺ2.0 െ 𝑑 ⋅ 𝜀௧ሻ

1.0 െ 𝑑 ⋅ 𝛾௧  ቀ
𝛾௧
𝜀௧
ቁ
ଶ ⋅
𝛾௧
𝜀௧

 (3.9) 
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であり、 

𝜀௧：ひび割れ面法線方向の引張ひずみ 

𝜎：ひび割れ面に作用する圧縮応力（圧縮を正） 

𝑝௦௫ ,𝑝௦௬：𝑥方向の鉄筋比、𝑦方向の鉄筋比 

𝑓௬௫ , 𝑓௬௬：𝑥方向の鉄筋の降伏応力、𝑦方向の鉄筋の降伏応力 

𝜙：ひび割れ面法線方向と鉄筋方向軸の成す角（𝑥方向と𝑦方向は直交） 

とし、𝜏ௗ௨の単位系は、N/mm2である。 

  

3.1.2.6 ひび割れ後の圧縮強度劣化特性 

長沼のひび割れ後のコンクリートの圧縮強度劣化特性 3-14)を考慮している。面内せん断

応力下で鉄筋と斜めに交差するひび割れが生じた後のコンクリートの圧縮強度 𝑓 及びひ

ずみ 𝜀 は、式(3.11a,b)及び(3.12a~c)のように一軸圧縮強度に低減係数を乗じて決定されて

いる。 

低減係数𝜆は、式のように、 

であり、有効圧縮軸応力度比𝜂は、式(3.13a~e)のように表されている。 

ここに、 

𝜎௫：𝑥方向の作用圧縮軸応力（圧縮応力を正） 

𝜎௬：𝑦方向の作用圧縮軸応力（圧縮応力を正） 

𝑝௦௫ ,𝑝௦௬：𝑥方向の鉄筋比、𝑦方向の鉄筋比 

𝑓௬௫ , 𝑓௬௬：𝑥方向の鉄筋の降伏応力、𝑦方向の鉄筋の降伏応力 

である。また、𝜆௦,𝜎௫ ,𝜎௬の単位系は、N/mm2である。 

𝑥方向及び𝑦方向の鉄筋と、ひび割れ方向の成す角がいずれも 30～60度の範囲外の場合は、

𝜏௧௫ ൌ
𝜏ௗ௨

1.0  25700𝜀௧
ଶ 

𝜏ௗ௨ ൌ 1.38  0.8൫𝑝௦𝜎௬  𝜎൯        ሺ 0.3𝑓ሻ 
𝑝௦𝜎௬ ൌ 𝑝௦௫𝑓௬௫ cosଶ 𝜙  𝑝௦௬𝑓௬௬ sinଶ 𝜙 

𝑑 ൌ
2.03
𝜀௧

െ 100 

(3.10a) 
(3.10b) 
(3.10c) 

 
(3.10d) 

𝑓  ൌ 𝜆 𝑓   
𝜀  ൌ 𝜆 𝜀  

(3.11a) 
(3.11b) 

𝜆 ൌ 𝜆௦  1.45𝜂       ሺ 0.95ሻ 

𝜆௦ ൌ 0.74 െ
𝑓

255
       ሺ𝑓 ൏ 80 N mmଶ⁄ ሻ 

𝜆௦ ൌ
1.91

𝑓
.ଷସ        ሺ𝑓  80 N mmଶ⁄ ሻ 

(3.12a) 
(3.12b) 

 
(3.12c) 

𝜂 ൌ min൫𝜂௫,  𝜂௬൯ 

𝜂௫ ൌ
𝜎௫ െ 𝜎௫

𝑓
  ሺ 0ሻ 

𝜂௬ ൌ
𝜎௬ െ 𝜎௬

𝑓
  ሺ 0ሻ 

𝜎௫ ൌ 0.95𝑓
. െ 𝑝௦௫𝑓௬௫  ሺ≧ 0ሻ 

𝜎௬ ൌ 0.95𝑓
. െ 𝑝௦௬𝑓௬௬  ሺ≧ 0ሻ 

(3.13a) 
 

(3.13b) 
 

(3.13c) 
(3.13d) 
(3.13e) 
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低減係数𝜆 ൌ 1.0とする。 

 

3.1.3 鉄筋 

鉄筋の非線形構成則としては、良く用いられる Bi-Linear型、修正 Menegotto-Pintoモデル

及びコンクリート標準示方書モデル等がある。ここでは、Fig. 3.10 のような繰り返し挙動

が良好な Ristic et al.の修正 Menegotto-Pinto モデル 3-14)を採用する。 

 

 
Fig. 3.10 Modified Menegotto-Pinto model by Ristic et al. 

 

 また、繰り返し載荷時において、鉄筋のバウシンガー効果が模擬できるような、ひずみ

硬化の影響を考慮できる。式(3.14)のような形で提案されている。 

【ひずみ減少時（1-cycle に相当する場合）】 

【ひずみ増加時（2-cycle に相当する場合）】 

また、 

であり、 

𝐸௦：鉄筋の初期弾性係数、𝐸௦்：鉄筋の降伏後弾性係数 

𝑓௬：鉄筋の降伏応力、𝜀௬：鉄筋の降伏ひずみ 

𝜎：除荷発生時の応力、𝜀：除荷発生時のひずみ 

1-cycle

2-cycle

𝜎∗ ൌ 𝑏 ⋅ 𝜀∗ 
ሺ1 െ 𝑏ሻ𝜀∗

ሺ1  ሺ𝜀∗ሻோሻଵ ோ⁄  (3.14) 

 𝜎∗ ൌ
𝜎 െ 𝜎ଵ
𝜎ଵ െ 𝜎ଵ

, 𝜀∗ ൌ
𝜀 െ 𝜀ଵ
𝜀ଵ െ 𝜀ଵ

, 𝜉 ൌ
|𝜀௫
ା െ 𝜀ଵ|

𝜀௬
 (3.15a,b,c) 

𝜎∗ ൌ
𝜎 െ 𝜎ଶ
𝜎ଶ െ 𝜎ଶ

, 𝜀∗ ൌ
𝜀 െ 𝜀ଶ
𝜀ଶ െ 𝜀ଶ

, 𝜉 ൌ
|𝜀௫
ି െ 𝜀ଶ|

𝜀௬
 (3.16a,b,c) 

𝑏 ൌ
𝐸௦்
𝐸௦

,𝑅 ൌ 𝑅 െ
𝑎ଵ𝜉

𝑎ଶ  𝜉
, 

 
𝜎௦௧
𝑓௬

ൌ ൞
0     ൫𝜀௫ 𝜀௬⁄  𝑎ସ൯

𝑎ଷ ቆ
𝜀௫

𝜀௬
െ 𝑎ସቇ       ൫𝜀௫ 𝜀௬⁄  𝑎ସ൯

 

𝜀௫ ൌ maxሺ|𝜀௫
ା |, |𝜀௫

ି |ሻ 

(3.17a) 
 
 

(3.17b) 
 

(3.17c) 

49



第 3 章 鉄筋コンクリート材料を対象とした非線形 3DFE 解析 

𝜎：漸近線交点の応力、𝜀：漸近線交点のひずみ 

𝜀௫：負側正側で発生した最大のひずみ（絶対値） 

で表されており、パラメータはそれぞれ、𝑅 ൌ 20,𝑎ଵ ൌ 18.5,𝑎ଶ ൌ 0.15,𝑎ଷ ൌ 0.01,𝑎ସ ൌ 7.0

で設定されることが多い。 

 

3.2 動的加振試験の再現解析と検証 

3.2.1 実験の概要 

 再現解析の対象は、Fig. 3.11のような RC の H型断面の耐震壁である。この実験は、1990

年代に原子力発電技術機構（NUPEC）の旧多度津工学試験所で実施 3-15)された。実験と同

時に、解析コンペティションも開催されており、数多くの解析結果が報告されている。解

析コンクリートの非線形構成則の精度を確認するために、良くこの実験が引用 3-6),3-16)され

ている。 

 

 

Fig. 3.11 Test specimen for dynamic horizontal excitation experiment 

 

 試験体は、ウェブ壁、フランジ壁、上部スラブ、基礎スラブ及び錘で構成されている。

錘の付加重量は 92.9 [ton]であり、壁の軸方向応力度が 1.47 [MPa]となるように設定された。

コンクリートは、材料試験の結果よりウェブ壁およびフランジ壁において、平均圧縮強度

が 28.64 [MPa]で、平均ポアソン比が 0.155 であった。また鉄筋は、平均弾性係数が 184 

[GPa]、平均降伏強度が 383 [MPa]であった。 

実験は、大型高性能振動台によって、弾性から塑性及び終局に至るまでの状況を再現す

るために、Fig. 3.12 のような 5 つのレベル（RUN1→…→RUN5）で、徐々に入力加速度を

強めながら動的に加振された。各レベルでは波の継続時間が 12.0 [s]であり、時間刻みは

0.001 [s]である。耐震壁のせん断変形角においては、RUN2 が 240μ、RUN3 が 720μ、

RUN4 が 2000μ及び RUN5 が 4000μ程度と記載がある。RUN1 は、線形弾性範囲内であり、
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RUN2D 以降ではウェブ壁の中央部に初期せん断クラックが観察され、RUN4 以降ではフラ

ンジ壁の水平クラックが観察された。RUN5 では、ウェブ壁の底部でせん断滑り破壊が発

生して構造物が崩壊した。 

 

 

 

Fig. 3.12 Input acceleration 

  

Table 3.1 のように、試験体の固有振動数𝑓と等価減衰比ℎが確認されている。 

 

Table 3.1 Dynamic characteristics of the test specimen 

 

𝑓:Natural frequency               

ℎ: equivalent damping ratio 

 

3.2.2 解析モデル 

 解析モデルは、Fig. 3.13 のような 3DFE でモデル化している。ウェブ壁及びフランジ壁

は、前述に示した RC 非線形の積層シェル要素でモデル化しており、その他の部位は、線

形弾性のソリッド要素でモデル化している。積層シェル要素の層分割は、コンクリート層

を 7 層で、鉄筋層をダブル配筋で水平と鉛直方向に配筋されているため 4 層でモデル化し

ている。鉄筋層厚は、鉄筋量に応じて等価な厚さを算出し設定した。 
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Fig. 3.13 Analysis model 

 

基本的な物性値は、実験で得られた平均値である Table 3.2 のように設定した。非線形は、

前節で示した構成則を用いているが、コンクリート引張側には出雲らのモデル、鉄筋には

修正 Menegotto-Pinto モデルを用いた。 

 

Table 3.2 Analysis input values 

  (a)Concrete 

Elastic modulus 
Ec [N/mm2] 

Poisson's ratio 
[-] 

Compressive 
strength 

fc [N/ mm2] 

Tensile strength 
ft [N/ mm2] 

Tensile softening 
coefficient 

C [-] 
2.295×104 0.155 28.64 2.24 0.4 

 

(b) Rebar 

Elastic modulus 
Es [N/mm2] 

Yield strength 
fy [N/ mm2] 

1.84×105 383 

 

境界条件は、基礎スラブの下の節点を拘束した。荷重については、初めに自重を与えた

上で、Fig. 3.12 の入力加速度を一様地震力として動的に加振している。 

3 章以降では、TDAPIII3-4)に因果性に基づく減衰モデルを実装し検討している。 

固有値解析結果を Fig. 3.14 に示す。1 次モードの振動数は、13.3 [Hz]であり、Table 3.1 に

示された実験の固有振動数と、ほぼ一致していることが確認できる。 
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Fig. 3.14 Eigenvalue analysis results ሺ1st mode 13.3Hzሻ 

 

3.2.3 解析条件 

加振時の解析は、動的解析（Newmark-β 法、無条件安定、数値減衰なしとして β=0.25、

γ=0.5）を実施し、Newton-Raphson 法により非線形の収束計算を行っている。また、十分な

精度を確保するために解析時間刻みは、2.0×10-4 [s]とした。 

 粘性減衰は、2.1 節で示した初期減衰を模擬して設定している。従って、減衰比は、

Table 3.1 より実験体が弾性状態で計測された 1.1%の値を用いる。 

解析ケースは、Table 3.3 のように実施した。試験体が、ほぼ一質点の動的特性であるこ

とから、従来の Rayleigh や剛性比例型減衰モデルでも十分な精度で検討可能 3-17)~3-19)である

が、ここでは、新たな減衰モデルの精度検証を目的としているため、二つの因果減衰と拡

張 Rayleigh 減衰モデルで検討する。また、減衰マトリクスの作成時において、剛性マトリ

クスを初期型と瞬間型を用いて比較する。また、いずれの減衰モデルにおいても上限振動

数は𝑓 ൌ 150 ሾHzሿとしており、1 次モードの振動数 13.3 [Hz]に対して、0.09𝑓程度とな

るような値であり、より減衰率が一定となる範囲内で設定されている。 

 

Table 3.3 Analysis case 
 Damping type Freaquancy [Hz] 

CasuT Causal (9 term) Tangent 

𝑓 ൌ 150.0 

CausI Causal (9 term) Initial 

ERayT 
Extended Rayleigh 
(middle accuracy) 

Tangent 

ERayI 
Extended Rayleigh 
(middle accuracy) 

Initial 
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3.2.2 解析結果 

 結果は Table 3.4～Table 3.13 に、加速度時刻歴、加速度応答スペクトル、変位時刻歴及び

変位―加速度関係を示している。黒実線が実験結果で、赤実線が解析結果であり重ね描い

ている。時刻歴は、応答が大きく発生する時刻である 2.0～6.0 [s]に着目して表示ている。

加速度応答スペクトルは減衰比を 5.0[%]で表示している。 

 Run1（弾性レベル）～Run3（弱～中程度の非線形レベル）までは、いずれの減衰モデル

においてもほとんど同等の結果であり、また実験結果をよく再現していることが確認でき

る。 

Run4 から解析結果に違いが確認できる。瞬間型と初期型で差が出ており、瞬間型は初期

型よりも変位が大きく評価されている傾向である。また、実験結果よりも大きく生じてい

る。 

さらに、Run5 では明確に違いが確認できるが、瞬間型では 2.5 [s]を超えたあたりから、

加速度及び変位の時刻歴で、周期が長くなっているような応答となっており、この時刻付

近で耐震壁の耐力に達したものと考えられる。変位と加速度の関係からも、解析結果では、

変位が 20 [mm]以上振り切れている結果が確認される。なお、実験結果では、変位時刻歴

センサーの限界により、20[mm]以上は正確に計測されていないので、実験で生じた変位に

ついては不明である。一方で、初期型では、特に加速度及び変位共に、4.0[s] 付近まで実験

結果をよく再現できている。ただし、実験においては、4.0[s]以降で周期が長くなっており、

その時刻付近で耐力に達しているが、解析においては、実験のように周期が長くなってい

ないので大きく損傷していないと考えられる。あと、瞬間型及び初期型ともに、因果減衰

と拡張 Rayleigh 減衰を比較すると、因果減衰の方が、変位が大きく評価される傾向が確認

された。これは、因果減衰では、剛性比例型減衰と同じように、振動数が低次側にシフト

すると、減衰比が 0 の方向になるのに対して、拡張 Raylegh 減衰では、Rayleigh 減衰と同様

に、低次側になると質量項の影響により逆比例で減衰比が大きくなる。この影響が一つ考

えらえる。 

  

54



第 3 章 鉄筋コンクリート材料を対象とした非線形 3DFE 解析 

 

Table 3.4 Time history results in Run1 
 Accelaration Acc. response spectrum 
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Table 3.5 Time history results in Run1 
 Displacement Disp. - Acc. 
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Table 3.6 Time history results in Run2D 
 Accelaration Acc. response spectrum 

CausT 

 

 

CausI 

 

 

ERayT 

 

 

ERayI 

 

 
  

‐800
‐600
‐400
‐200

0
200
400
600
800

2 3 4 5 6

A
cc
el
er
at
io
n
 [
ga
l]

Time [s]

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
es
p
o
n
se

 s
p
e
ct
ru
m
 [
ga
l]

Period [s]

‐800
‐600
‐400
‐200

0
200
400
600
800

2 3 4 5 6

A
cc
el
er
at
io
n
 [
ga
l]

Time [s]

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
es
p
o
n
se

 s
p
e
ct
ru
m
 [
ga
l]

Period [s]

‐800
‐600
‐400
‐200

0
200
400
600
800

2 3 4 5 6

A
cc
e
le
ra
ti
o
n
 [
ga
l]

Time [s]

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
es
p
o
n
se

 s
p
e
ct
ru
m
 [
ga
l]

Period [s]

‐800
‐600
‐400
‐200

0
200
400
600
800

2 3 4 5 6

A
cc
el
er
at
io
n
 [
ga
l]

Time [s]

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
es
p
o
n
se

 s
p
e
ct
ru
m
 [
ga
l]

Period [s]

57



第 3 章 鉄筋コンクリート材料を対象とした非線形 3DFE 解析 

 

Table 3.7 Time history results in Run2D 
 Displacement Disp. - Acc. 
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Table 3.8 Time history results in Run3 
 Accelaration Acc. response spectrum 
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Table 3.9 Time history results in Run3 
 Displacement Disp. - Acc. 

CausT 

 

 

CausI 

 

 

ERayT 

 

 

ERayI 

 

 
  

‐2

‐1.5

‐1

‐0.5

0

0.5

1

1.5

2

2 3 4 5 6

D
is
p
la
ce
m
en

t 
[m

m
]

Time [s]

‐1000

‐800

‐600

‐400

‐200

0

200

400

600

800

1000

‐2 ‐1 0 1 2

A
cc
el
e
ra
ti
o
n
 [
ga
l]

Displacement [mm]

‐2

‐1.5

‐1

‐0.5

0

0.5

1

1.5

2

2 3 4 5 6

D
is
p
la
ce
m
e
n
t 
[m

m
]

Time [s]

‐1000

‐800

‐600

‐400

‐200

0

200

400

600

800

1000

‐2 ‐1 0 1 2

A
cc
e
le
ra
ti
o
n
 [
ga
l]

Displacement [mm]

‐2

‐1.5

‐1

‐0.5

0

0.5

1

1.5

2

2 3 4 5 6

D
is
p
la
ce
m
e
n
t 
[m

m
]

Time [s]

‐1000

‐800

‐600

‐400

‐200

0

200

400

600

800

1000

‐2 ‐1 0 1 2

A
cc
e
le
ra
ti
o
n
 [
ga
l]

Displacement [mm]

‐2

‐1.5

‐1

‐0.5

0

0.5

1

1.5

2

2 3 4 5 6

D
is
p
la
ce
m
e
n
t 
[m

m
]

Time [s]

‐1000

‐800

‐600

‐400

‐200

0

200

400

600

800

1000

‐2 ‐1 0 1 2

A
cc
el
er
at
io
n
 [
ga
l]

Displacement [mm]

60



第 3 章 鉄筋コンクリート材料を対象とした非線形 3DFE 解析 

 

Table 3.10 Time history results in Run4 
 Accelaration Acc. response spectrum 

CausT 

 

 

CausI 

 

 

ERayT 

 

 
 

ERayI 

 

 
  

‐1500

‐1000

‐500

0

500

1000

1500

2 3 4 5 6

A
cc
el
er
at
io
n
 [
ga
l]

Time [s]

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
es
p
o
n
se

 s
p
e
ct
ru
m
 [
ga
l]

Period [s]

‐1500

‐1000

‐500

0

500

1000

1500

2 3 4 5 6

A
cc
e
le
ra
ti
o
n
 [
ga
l]

Time [s]

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
e
sp
o
n
se

 s
p
ec
tr
u
m
 [
ga
l]

Period [s]

‐1500

‐1000

‐500

0

500

1000

1500

2 3 4 5 6

A
cc
e
le
ra
ti
o
n
 [
ga
l]

Time [s]
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
es
p
o
n
se

 s
p
e
ct
ru
m
 [
ga
l]

Period [s]

‐1500

‐1000

‐500

0

500

1000

1500

2 3 4 5 6

A
cc
e
le
ra
ti
o
n
 [
ga
l]

Time [s]

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

0.01 0.1 1 10

A
cc
. r
es
p
o
n
se

 s
p
e
ct
ru
m
 [
ga
l]

Period [s]

61



第 3 章 鉄筋コンクリート材料を対象とした非線形 3DFE 解析 

 

Table 3.11 Time history results in Run4 
 Displacement Disp. - Acc. 
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Table 3.12 Time history results in Run5 
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Table 3.13 Time history results in Run5 
 Displacement Disp. - Acc. 
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3.3 3章のまとめ 

本章では、長沼らによって提案された 3DFE モデルに適用可能なコンクリートモデルを

説明した。さらに、動的加振実験を対象とした、鉄筋コンクリート構造物の非線形解析を

実施し、因果性に基づく減衰モデルの性能について確認した。 

鉄筋コンクリートの非線形問題に対して、因果性に基づく減衰モデルは、弾性レベルか

ら、せん断変形角が 4000μ程度までの強非線形レベルまで、実験結果を良好に再現するこ

とが出来た。 

弾性レベルから強非線形レベルまで、一貫して弾性時の減衰比で検討し良好な結果が得

られたことから、初期減衰の考え方で粘性減衰の設定を行うことについて、妥当性のある

方法と考えられる。 

また、減衰マトリクスの作成時において、初期型と瞬間型があるが、瞬間型では、初期

型の解析結果や実験結果よりも損傷が大きく、構造健全性の評価としては、安全側に検討

できることが確認された。既往の知見においても、塑性後の粘性減衰については、塑性に

よる減衰（履歴減衰）が主体となり極力影響を小さくするべきとの主張 3-20)があり、今回

の結果においてもその主張と合致した。 

従って、建屋の構造的な健全性を評価するにあたり、因果性に基づく減衰モデルに対し

ては瞬間型を採用することが推奨される。ただし、初期型についてもかなり精度よく実験

結果を再現していること、さらに加速度応答については損傷していない分、瞬間型に比べ

大きめに評価されていることから、選択肢から排除するものではない。 

本結果は、減衰の設定だけでなく、モデル化や構成則の種類によって大きく応答結果に

影響があるので、初期型を使用する場合は瞬間型よりも損傷が低減される傾向であること

に留意する必要がある。 
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4.1 日本の原子力発電所施設について 

 日本の原子力発電所施設の安全性の確認として、詳細な検討が可能な 3DFE モデルを用

いられることが多い例えば 4-1)。特に現状では、建屋、機器及び配管を対象に、設計時の想定

以上の地震動が発生するリスクが否定できないため，確率論的リスク評価（PRA）に基づ

くフラジリティ評価を行うことが望まれている 4-2)。フラジリティ評価とは、地震の強さご

とに，建屋、機器及び配管等の条件付損傷確率を算出するものである。強非線形領域にお

ける、建屋の応答をより現実的な挙動で把握する必要がある。そのため、建屋のモデルは、

従前では質点系モデルが用いられていたが、より精緻に評価が可能な FEモデルが用いられ

るよう 4-3)になってきた。 

3DFEモデルによる検討の需要や必要性を踏まえ、実規模モデルとして仮想の原子力発電

所を対象に FE モデルを作成し検討する。 

 日本の原子炉の形式としては、大別すると沸騰水型（Boiling Water Reactor、略称 BWR）

と加圧水型（Pressurized Water Reactor、略称 PWR）の二種類ある。建屋の構造形式として

は壁式構造であるが、形状が異なっており大きな特徴として、BWR 系では建物全体がボッ

クス型であり、PWR 系では建屋の中心部がドーム型の構造物を有している。構造種別では、

両者ともに、主要な部分については鉄筋コンクリート構造であり、一部の大空間について

は鉄骨構造が採用されている。ここでは、Fig. 4.1 のような PWR 系の構造物を参考 4-4)とし

た。 

 PWR 系の原子炉建屋(R/B)は複数の構造物で構成されており、中心部のドーム状の構造

物を外部遮蔽建屋（O/S:Outer Shielding wall）、発電に必要な原子炉等の設備を支持及び遮

蔽する部分である内部コンクリート（I/C: Inner Concrete structure）、O/S の外側に取りつい

ている原子炉周辺建屋（RE/B: Reactor Enclosure Building）及び使用済みの燃料を冷却する
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ために、鉄骨造で大空間を実現した燃料取扱建屋（FH/B: Fuel Handling Building）等から構

成される。日本の原子力規制委員会の公開されている審査資料 4-5)や電力会社の公開資料 4-

6)を調査すると、これらの構造物において、低次側の固有振動数では、FH/B が最も小さく

1.7[Hz] 程度で、次いで主要な構造体である O/S が 5.0 [Hz]程度である。 

 

 

Fig. 4.1 Example of PWR nuclear power plant 
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4.2 解析モデルの概要 

4.2.1 解析モデル 

 4.1 節に示した原子力発電所の特徴を参考に、Fig. 4.2 ように仮想原子力発電所の解析モ

デルを作成した。ここでは、減衰モデルの比較を行うことを目的としているので、簡易に

鉄筋コンクリート部分である O/S、RE/B 及び鉄骨部分の FH/B をモデル化した。平面的な

規模は、建屋全体を 75.0 [m]×100.0 [m]とし、O/S の直径を 40.0 [m]とした。RE/B 部分の基

本的なスパンは、7.5[m]としている。立面的には、O/S 及び FH/B の最頂部の高さは、63.5 

[m]及び 38.5 [m]とし、RE/B部分の基本的な階高を 7.0 [m]とし、最も高い所では 5階建とし

た。 

 要素は、鉄筋コンクリート部分である床及び壁については積層シェル要素、基礎版をソ

リッド要素、及び鉄骨部分については梁要素（トラス要素も含む）でモデル化した。 

  解析モデルの規模は、節点数が 2385、要素数が 3586 である。メッシュサイズについて

は、最大で 6.0 [m]程度となっている。このメッシュサイズとした理由としては、今回の検

討では、モード減衰の解析を実施しており、現実的な計算時間で結果を得るためにメッシ

ュサイズを粗くした。 

 

 

Fig. 4.2 Analytical model of virtual nuclear power plant ሺcoarse meshሻ 

 

 低次側の振動数が、前節に示した固有振動数に極力合うように剛性や質量を調整してい

る。Table 4.1 に示すように、壁及び床の厚さとしている。また、FH/B 部分の鉄骨部材の断

面積の諸元は、Table 4.2 に示す。 
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Table 4.1  Thickness of reinforced 
concrete members 

 Thickness 
[m] 

O/S 
Cylinder 1.4 

Doom 0.8 

RE/B 
Inner wall 0.8 
Outer wall 1.4 

Slab 0.6 
FH/B Top slab 0.25 

 

Table 4.2 Cross-sectional parameter of 
steel members 

 A [m2] I [m4] 
Column 6.00×10-2 1.37×10-2 
Girder 8.00×10-2 2.74×10-2 
Brace 2.38×10-2 - 

 

 

各部位の質量密度については、Table 4.3 に示すように設定した。壁は鉄筋コンクリートの

質量密度で設定し、床、基礎版及びドーム部分については機器荷重や積載荷重等を仮定し

て重めに設定している。 

 

Table 4.3  Mass density 

 Mass density 
[ton/m3] 

O/S 
Cylinder 2.35 

Doom 4.70 

RE/B 
Inner wall 2.35 
Outer wall 2.35 

Slab 3.53 

FH/B 
Top slab 2.82 

Steel 7.85 
Foundation 3.53 

 

 本章では、線形弾性で検討している。設定した弾性係数とポアソン比を Table 4.4 に示す。 

 

Table 4.4  Material property values 

 
Elastic modulus 

[GPa] 
Poisson's ratio 

[-] 
Remarks 

RC 
Concrete 2.36×101 0.2 Equivalent to Fc27 

Rebar 2.05×102 0  
Steel 2.05×102 0.3  

 

 支持条件としては、基礎下を固定とした。 

荷重としては、一様地震力として、Fig. 4.3 のような三方向に地震動を入力している。こ

の地震動は、標準応答スペクトルにフィッティングした人工的な模擬波である。波の時間

刻みは 0.01 [s]であり、継続時間は 29.81 [s]である。Fig. 4.4 に、減衰比を 3%とした入力地

震動の加速度応答スペクトルを示す。また、Fig. 4.5 には入力地震動における、各方向のオ

ービットを示している。 
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(a) X 方向 

 

 
(b) Y 方向 

 

 
(c) Z 方向 

Fig. 4.3 Input seismic motion 
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(h=3%) 

Fig. 4.4 Acceleration response spectrum of input seismic motion 

 

    

(a) X dir. Acc. – Y dir. Acc.    (b) Y dir. Acc. – Z dir. Acc. 

 

(c) Z dir. Acc. – X dir. Acc. 

Fig. 4.5 Orbit of input seismic motion  
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第 4 章 実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析 

4.2.2 モデルの固有振動数と固有モード 

4.2.1 項で作成した解析モデルに対して、実固有値解析を実施した。 

累積の有効質量比の結果を Fig. 4.6 に示し、低次側の固有モードを Fig. 4.7 に示す。最も

低次の振動数は、1.79 [Hz]となり、有効質量比としては小さいが、FH/B 部分で、Y 方向に

振れる固有モードが表れていることが確認できる。低次側の振動数で有効質量比が大きい

振動数は 5.67 [Hz]となり、中心部分の O/S が X 方向に振れる固有モードとなっている。概

ね、4.1 節に示した実プラントのような固有振動数が再現できていることが確認できる。 

累積の有効質量比の結果を確認すると、X 方向及び Y 方向については、12.0 [Hz]程度で

過半を超えているが、Z 方向については、25.0 [Hz] 程度を超えて、ようやく過半に達して

いることが確認できる。FE モデルでは、多数の固有モードが存在するため、徐々に累積の

有効質量比が上昇する。今回のモデルでは、30 [Hz] 以降に達すると、どの方向も緩やかに

上昇している。 

  

 

Fig. 4.6 Cumulative effective mass ratio results 
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第 4 章 実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析 

 

 

(a) Lowest eigenmode (1.79 [Hz] in Y direction mode) 

 

 

(b) Eigenmode with large effective mass ratio at low frequency (5.67 [Hz] in X direction mode) 

Fig. 4.7 Eigenmode 
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第 4 章 実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析 

4.3 解析条件 

ここでは、動的解析を実施しており、時間積分手法は Newmark-β法とする。𝛽及び𝛿は、

数値安定性の確保と数値減衰が生じないように、平均加速度法の𝛽 ൌ 0.25及び𝛿 ൌ 0.5とす

る。また、解析時間刻みは、2.0×10-3 [s]とした。 

比較検討した減衰モデルのケースを Table 4.5 に示す。減衰比はいずれも𝜉 ൌ 0.03とし

ている。 

 

Table 4.5  Analysis case 
 Damping type Freaquancy [Hz] 
Mod Modal - 
Caus Causul (9 term) 𝑓 ൌ 35.0 
ERay Extended Rayleigh  

(middle accuracy) 
𝑓 ൌ 35.0 

Ray1 Rayleigh 𝑓ଵ ൌ 1.79, 𝑓ଶ ൌ 30.0 
Ray2 Rayleigh 𝑓ଵ ൌ 5.67, 𝑓ଶ ൌ 30.0 

 

Mod は、2 章の検討と同様に、振動数で一定の減衰比を用いることが可能であることか

ら目標とするケースとした。なお、固有値解析が可能な範囲で 100 [Hz]程度の固有モード

を考慮して検討している。Caus 及び ERay は、因果性に基づく減衰モデルであり、Ray1 及

び Ray2 は従来の減衰モデルである。 

評価対象の振動数帯は、固有値解析の結果から低次側では、最も低次の 1.79 [Hz]及び、

有効質量比が比較的大きい低次側の 5.67 [Hz]とした。高次側では、Z 方向の累積有効質量

比が過半を超えることと、原子力施設の機器評価の振動数帯が上限振動数で 20 ～30 [Hz]で

あることから 30.0 [Hz]と設定する。 

Caus 及び ERay のケースで、𝑓の設定については、2 章に示した減衰比が一定となる範

囲から決定している。最も低次側である 1.79Hz が一定の減衰比の範囲内に収まるように、

0.04～0.05𝑓 ൌ 1.79 → 𝑓 ൌ 35.8~44.8 ሾHzሿとなり 35.0 [Hz]とした。ちなみに、高次

側の 30.0 [Hz]については、Caus では0.95𝑓 ൌ 33.3 ሾHzሿ、ERay では0.95𝑓 ൌ 30.1 ሾHzሿで

あるので、30.0 [Hz]までは一定の減衰比の範囲内には収まっていることが分かる。 

 Fig. 4.8 に、各減衰モデルの振動数と減衰比の関係を示す。図中では、評価振動数を 1.79 

[Hz]から 30.0 [Hz]で表示している。 
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(a) Mod 

 

 
(b) Caus 

 

 
(c) ERay 

 
(d) Ray1 (𝑓ଵ ൌ 1.79, 𝑓ଶ ൌ 30.0) 

 
(e) Ray2 (𝑓ଵ ൌ 5.67, 𝑓ଶ ൌ 30.0) 

Fig. 4.8 Damping rate for each case 
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第 4 章 実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析 

4.4 解析結果 

4.4.1 結果と考察 

Fig. 4.9 及び Fig. 4.10 に、Mod（モード減衰）の結果で、最大合成変位と最大合成加速度

の分布を示す。続いて、Fig. 4.11及びFig. 4.12に、目標となるModの結果に対する比率で、

他の減衰モデルの結果を示している。コンターが青く表示されているほど、Mod よりも応

答が大きく、赤く表示されていれば小さく、緑に表示されていれば、同等の応答で目標と

する値になっていることを意味する。 

Caus（因果減衰）と ERay（拡張 Rayleigh 減衰）は、最大合成変位及び最大合成加速度共

に、応答が Mod の結果とよく一致している。 

Ray1（Rayleigh 減衰）は、𝑓ଵ ൌ 1.79 ሾHzሿ,𝑓ଶ ൌ 30.0 ሾHzሿとしているので、その振動数の間

の減衰比がかなり過小評価されており、最大合成変位及び最大合成加速度ともに、Mod よ

りも大きくなっている。 

Ray2（Rayleigh 減衰）は、𝑓ଵ ൌ 5.67 ሾHzሿ,𝑓ଶ ൌ 30.0 ሾHzሿなので、5.67 [Hz]よりも低次側の

振動数については減衰率が過大評価となっており、FH/B の変位が 1.79  [Hz]のモードに影

響があるため、最大合成変位が Mod よりもかなり小さくなっている。なお、最大合成加速

度については応答が大きくなっているが、これは、低次の振動数 1.79 [Hz]の影響より、高

次側の振動数（5.67 [Hz]～ 30.0 [Hz]の間）の影響によって、応答が Mod よりも大きく発生

したものと考えられる。 

 続いて、Fig. 4.13 及び Fig. 4.14 に、O/S 及び FH/B 頂部における加速度応答スペクトルの

結果を示す。それぞれ X 方向、Y 方向及び Z 方向の結果を示しており、応答スペクトルの

減衰比は 3%で描いている。 

Mod に対して、Caus と ERay は、加速度応答スペクトルについても、1.68 [Hz]～30.0 [Hz]

の間の振動数帯で、応答が精度良く一致していることが確認できる。また、2 章で示した、

固有振動数の変化については、応答スペクトルのピーク位置を見る限り、ほとんど影響が

ないことも確認できる。 

Ray1 は、1.79 [Hz]及び 30.0 [Hz]の二点の振動数の応答は、Mod と一致しているが、2 点

の振動数の間については応答がかなり大きい評価されている。 

Ray2 についても Ray1 と同じで、5.67 [Hz]と 30.0 [Hz]の応答は Mod と一致している。た

だし、 5.67 [Hz]と 30.0 [Hz]の間は応答が大きくなっていると共に、例えば FH/B の Y 方向

や Z 方向の応答では、5.67 [Hz]よりも低い振動数おいて応答が小さくなっていることが確

認できる。 
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Fig. 4.9 Maximum resultant displacement 

 

 

Fig. 4.10 Maximum resultant acceleration 
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第 4 章 実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析 

4.4.2 計算時間 

計算時間については、Table 4.6 に示している。比較のため、いずれのケースにおいても

DSS（直接スパースソルバー）の8並列で解析を実施している。Mod（モード減衰）は、か

なり計算時間を要しているが、Caus及び ERayについては、Ray1及び Ray2のような従来の

減衰モデルとほぼ同程度の時間で計算できている。 

 

Table 4.6  Calculation time 

 Mod Caus ERay Ray1 Ray2 
Total time  [s] 3253 349.0 331.0 263.0 265.0 
Ratio※ 195.73 1.33 1.26 1.00 1.01 

※It is shown as a ratio with case Ray1 set as 1.0. 

 

なお、前述の比較は動的解析のみの時間であるが、Mod についてはさらに固有値解析の

計算時間が必要となる。今回は、サブスペース法の固有値解析及びモード減衰の等価減衰

マトリクスの作成の時間だけで 48225 [s]かかってしまっている。固有値解析を別の手法等

に変更することで計算時間を短縮する余地はあると思われるが、非線形解析を実施した場

合では、時々刻々剛性が変化するので、さらなる解析モデルが大規模になると、2 章で扱

ったような非線形モード減衰で検討することについては、もはや非常に困難であることが

分かる。 
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第 4 章 実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析 

4.5 4章のまとめ 

ここでは、実規模モデルとして仮想の原子力発電所を対象に、梁要素、シェル要素及び

ソリッド要素で構成された有限要素モデルを作成し、各減衰モデルの精度について検証を

行った。 

最大合成変位および最大合成加速度の結果については、因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰

共に、目標とするモード減衰の結果とほぼ一致し、適正な応答値が得られていることが確

認できた。 

また、加速度応答スペクトルにおいても、因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰は、評価対象

の振動数帯においても良好にモード減衰の結果と一致している。また、減衰モデルによる

固有振動数の変化についても、減衰比が 3％ではほとんど影響がないことが確認できた。 

計算時間においては、モード減衰は、動的解析や固有値解析にかなり時間がかかってい

るが、因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰は、従来の Rayleigh 減衰とほぼ同程度の時間で計算

できていることが確認出来た。次章では、さらに規模の大きなモデルで非線形問題を扱っ

ているが、モード減衰で検討することは非常に困難である。 

以上のことから、因果性を有する減衰モデルは、大規模モデルを対象としても、減衰モ

デルの性能や計算時間に対して、十分な実用性を有していることが確認された。 
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第 5章 

実規模モデルを対象とした非線形問題の 

3方向同時入力による地震応答解析 
 

 

 

 

 

5.1 解析モデルの概要 

5.1.1 解析モデル 

 本章ではさらに、4 章で示した仮想の原子力発電所を対象に、RC の非線形材料を用いて

地震応答解析を実施する。4 章で用いたモデルではメッシュサイズが粗いので、細かくメ

ッシュを分割させて検討する必要がある。ただし、実規模モデルでメッシュサイズをあま

りにも細かくしてしまうと自由度数が増加し、解析時間が膨大となる。実績としては、鉄

筋コンクリートの非線形解析時において、1.0～2.0 [m]程度でモデル化 5-1)している例がある。

ここでは同様に、4 章のモデルに対して、Fig. 5.1 ようにメッシュサイズが 2.0 [m]程度以下

となるようにモデルを作成した。階高方向には、4 分割程度でメッシュ分割されている。 

 解析モデルの規模は、節点数が 21047、要素数が 22773 である。 

 

 

Fig. 5.1 Analytical model of virtual nuclear power plant ሺdetailed meshሻ 
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 断面の諸条件は、4 章とほぼ同じである。なお、鉄筋については、ダブル配筋で両側の

鉄筋比を表 Table 5.1 に示した値で仮定し、積層シェル要素の鉄筋層の層厚を算出している。

積層シェル要素は、Fig. 5.2 のように、コンクリート層については 7 層で設定し、鉄筋層に

ついてはダブル配筋として外側と内側に、それぞれ x 方向と y 方向に独立に単軸方向のみ

剛性と耐力を有するモデル化としている。 

 

Table 5.1  Rebar ratio for each reinforced concrete member 

 Rebar ratio [%] 

O/S 
Cylinder 0.8 

Doom 0.4 

RE/B 
Inner wall 0.4 
Outer wall 0.8 

Slab 0.4 
FH/B Top slab 0.4 

 

 
Fig. 5.2 Layer division of laminate shell elements 

 

 コンクリートの非線形物性値は、Table 5.2 及び Fig. 5.3 のように設定した。 

 

Table 5.2  Nonlinear physical properties of concrete 

Compression Tension 

Strength [MPa] Strain [-] Strength [MPa] Strain [-] 
Softening 

coefficient [-] 
27.0 2.29×10-3 2.07 8.77×10-5 0.4 

 

 

(a) Uniaxial compression              (b) Uniaxial tension 

Fig. 5.3 Compressive and tensile stress-strain relationship in concrete 

Rebar layer
Concrete layer
(Total 7 layers)

x
yz

27.0
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なお、コンクリートの引張強度は、コンクリート示方書 5-2)の式より算出している。 

ここでは、ひび割れの本数の設定で最大 6 本考慮可能であるが、計算負荷を極力抑える

ために、最大 4 本で多方向入力にも対応できる本数として検討した。 

 鉄筋については、Table 5.3 及び Fig. 5.4 のように設定している。  

 

Table 5.3  Nonlinear physical properties of rebar 

Yield strength [MPa] Yield strain [-] 
Elastic modulus after 

yielding [GPa] 
345 1.68×10-3 0.205 (=Es0/1000) 

 

 

Fig. 5.4 Stress-strain relationship in rebar 

  

 ここでコンクリート材料に設定した引張軟化係数は、テンションスティフニング効果を

期待した値である 0.4 となっているが、大断面部材では断面内部のコンクリートが無筋に

近い状態が想定されるので、コンクリートの引張破壊エネルギーを考慮した無筋相当の軟

化係数を設定される方が設計上では望ましいと考えられる。また、軟化を伴う材料モデル

を用いているので、要素寸法依存性がありその影響についても留意が必要であるが、ここ

では、5.2 節で述べている各減衰モデルの違いを把握するのが目的であるため、3 章で設定

した方法で検討を行っている。 

 

 支持条件や荷重条件は、4 章と同じである。 

 

 ここでも、三方向に地震動を入力しているが、各非線形レベルで応答を比較したいため、

地震動の大きさに対して、0.5、1.0 及び 1.5 の係数倍を乗じて検討する。 
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5.1.2 モデルの固有振動数と固有モード 

4.2.2 項と同様に、実固有値解析を実施した。 

累積の有効質量比の結果を Fig. 5.5 に示し、低次側の固有モードを Fig. 5.6 に示す。最も

低次の振動数は 1.73 [Hz]で、低次側の振動数で有効質量比が大きい振動数は 5.57 [Hz]であ

った。4 章のメッシュが粗いモデルに比べ、固有振動数が若干低下しているがほぼ同程度

である。累積有効質量比や、モードの形状についても低次側ではほぼ同じであったが、高

次側では若干異なっている。これは、メッシュが細かくなったことにより、高次の振動数

で発生する局部的な床や壁の面外モードが、表現可能になったためだと推察される。なお、

Z 方向の有効質量比が、30 [Hz]までに過半を超えていることが確認できる。 

  

 

Fig. 5.5 Cumulative effective mass ratio results ሺdetailed meshሻ 
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(a) Lowest eigenmode (1.73 [Hz] in Y direction mode) 

 

 
(b) Eigenmode with large effective mass ratio at low frequency (5.57 [Hz] in X direction mode) 

Fig. 5.6 Eigenmode ሺdetailed meshሻ 

 

  

93



第 5 章 実規模モデルを対象とした非線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析 

5.2 解析条件 

地震応答解析の解析条件は、Table 5.4 のように設定している。今回は、鉄筋コンクリー

トの非線形解析を実施しているので、4 章よりも解析時間刻みを細かく設定している。ま

た、連立方程式の解法としては直接法と反復法があるが、計算上安定して、数値誤差が抑

えられ精度の良い解を得るために直接法を採用した 5-3)。非線形の収束計算の解法は、接線

剛性で計算される Newton-Raphson 法 5-4)を用いており、反復計算は最大で 10 回を行ってい

る。収束計算は、不釣合い力（残差力）のノルムから判定しており、その閾値を 1.0×10-9

と設定している。これを満たせば収束したことになる。もし満たさなければ、不釣合い力

を次のステップに持ち越して計算している。 

 

Table 5.4  Analysis conditions 
Analytical method Dynamic 
Integral method Newmark-β 

 ሺ𝛽 ൌ 0.25, 𝛿 ൌ 0.5 ሻ 
Time step [s] 5.0×10-4 
Linear Solver Direct method (MUMPS) 
Non-linear Solver Newton-Raphson 

Handling unbalanced forces Carry over to next step 
Maximum number of iterations 10 
Convergence judgment threshold 1.0×10-9 

 

 なお、ここでは領域分割法で、領域分割数を 32 として並列計算を行っている。 

比較検討した減衰モデルに Table 5.5 に示す。減衰比は、鉄筋コンクリート部材では

𝜉 ൌ 0.03で、鉄骨部材では𝜉 ൌ 0.02で検討している。 

 

Table 5.5  Analysis case 
 Damping type Freaquancy [Hz] 

Caus Causul (9 term) 𝑓 ൌ 35.0 

ERay 
Extended Rayleigh 
(middle accuracy) 

𝑓 ൌ 35.0 

TRay1 Tangent Rayleigh 𝑓ଵ ൌ 1.73, 𝑓ଶ ൌ 30.0 
TRay2 Tangent Rayleigh 𝑓ଵ ൌ 5.57, 𝑓ଶ ൌ 30.0 

 

前章では、モード減衰を目標とする結果として検討した。しかし、モード減衰は、大規

模モデルだと現実的な時間で検討できない。 

従って、ここでは、因果減衰、拡張 Rayleigh 減衰及び 2 ケースの Rayleigh 減衰で検討し

た。それぞれの減衰の設定で必要な振動数については、4 章と同じ考え方で設定している。

なお、減衰マトリクスは、3 章の結果から基本的に瞬間剛性マトリクスを用いて検討して

いる。なお、初期型の検討についても後に実施している。 
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5.3 解析結果 

5.3.1 結果と考察 

結果は、最大合成変位、最大合成加速度、鉄筋の最大軸応力、鉄筋の最大軸ひずみ、コ

ンクリートの最大ひび割れ本数、鉄骨の梁柱の最大曲げモーメント及び、O/S と FH/B 頂部

における加速度応答スペクトルを確認した。鉄筋の最大軸応力及び軸ひずみについては鉄

筋の全層の絶対値最大を取り、コンクリートの最大ひび割れ本数についてはコンクリート

の中間層で確認した。また、鉄骨部材の梁柱の最大曲げモーメントについては、両端の値

で最大値を取り示している。ここでは、一つ一つの節点や要素の応答の値については、い

ずれのケースも相違して見えるが、全体的に俯瞰して分布を見ると傾向が把握できる。 

Fig. 5.7～Fig. 5.12 に、入力倍率を 0.5 倍でそれぞれの減衰モデルの結果を比較している。

それぞれ O/S 部分と FH/B の部分で比較すると傾向が解る。 

O/S 部分では、Fig. 5.7～Fig. 5.11 より、今回のモデルでは、ドーム部分において質量を重

めに設定しており、さらに部材厚がシリンダー部分よりも薄いので、応答が大きくひび割

れが生じている。さらにそれぞれのケースで比較すると、Caus、ERay及び TRay2が同等の

分布となっており、TRay1 においては他のケースに比べて応答が大きく、ひび割れがより

進展している分布となっている。なお、Fig. 5.8 の最大合成加速度について、TRay1 や

TRay2 で一部分の節点で応答が大きくなっているが、後で考察する。 

FH/B 部分では、特に Fig. 5.7,Fig. 5.8 及び Fig. 5.12 より、Caus、ERay 及び TRay1 が同等

の分布となっているが、TRay2 では応答が小さくなっている。 

これらの応答の違いは、4 章と同様に設定されている減衰比と関連しており、減衰比が

TRay1 では、O/S 部の固有振動数である 5.57 [Hz]付近で過小な値となっており、TRay2 で

は、FH/B 部の固有振動数である 1.73 [Hz]付近で過大な値となり、応答に影響している。

Caus 及び ERay については、TRay1 及び TRay2 で目標とした減衰比となっている振動数の

応答と同等の結果であるため、適切な減衰比で評価されていると判断できる。 

Fig. 5.13 及び Fig. 5.14 の加速度応答スペクトルについても、同様な理由から、TRay1 や

TRay2 において、減衰比が小さい振動数帯では応答が大きくなり、逆に減衰比が大きい振

動数帯では応答が小さくなる。 

これらの結果は、線形問題の 4章の結果と整合している。ただし、Fig. 5.13で O/S部分の

Y方向の応答（0.2s付近）では、TRay1の応答が他の結果と同等であり、またピークが二つ

確認できる。これは非線形の影響であり、損傷し履歴エネルギー吸収（履歴減衰）により

応答が低減するとともに、低振動数側に固有振動数がシフトしているためと考えられる。 

Fig. 5.16～Fig. 5.22 に、入力倍率を 1.0 倍の結果を比較している。0.5 倍と同様な結果や考

察となる。 

Fig. 5.23～Fig. 5.30 に、入力倍率を 1.5 倍の結果を比較している。Fig. 5.25 及び Fig. 5.26

のようにいずれのケースにおいても O/S のドーム部分で多数の要素の応力が降伏強度に達

しており、かなり損傷が進展している。ドーム部分におけるひずみの応答が大きい部分の
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平均値を算出している。TRay1に対して他の減衰モデルでは、0.5倍では 0.35～0.38倍、1.0

倍では 0.53～0.59 倍であり、1.5 倍では 0.65～0.72 倍となり、非線形レベルが強くなると、

減衰モデルによる結果の差が縮まっている。これは、初期減衰よりも損傷による履歴減衰

が支配的にシフトしていることが一因として考えられる。 

FH/Bについては、鉄骨材が弾性内に収まったため、0.5倍や 1.0倍と同じ傾向であるが、

Fig. 5.30 の X 方向加速度応答スペクトルを確認すると、1.0 倍から 1.5 倍において応答の差

が小さくなっている。Fig. 5.27 の FH/B の屋根のひび割れ分布をみると、どのケースにおい

ても柱側の X 方向に連続し二方向ひび割れが生じているが、特に TRay1 ではほかのケース

よりも損傷し履歴減衰が発生し、1.0 倍と 1.5 倍でピーク応答がほぼ一緒で頭打ちになった

ものと推察される。他のケースにおいては、TRay1 に比べれば損傷しにくい状態であり、

入力動の増加によってピークが大きくなったものと思われる。この履歴減衰の影響により、

1.5 倍のでは差が小さくなったものと考えられる。この履歴減衰については、2 章の検討と

同じような傾向であった。 

 

〇 最大加速度分布について 

最大合成加速度において、0.5 倍の検討で TRay1 や TRay2 で一部分の節点で応答が大き

くなっているが、1.0 倍や 1.5 倍においても、前述の減衰モデルのみならず Caus や ERay で

も発生している。コンクリートの非線形解析では、ひび割れに起因する高振動数側の応答

によりスパイク上の波形が表れることについて指摘 5-5)されている。その原因により、局所

的な節点においてやむを得ず発生したものと考えらえる。 

解析の時間刻みを細かく設定して、スパイク上の応答を抑制させることも場合によって

は可能である。ただし、本章の目的としては、減衰モデルの違いを確認することであり、

軟化を考慮したコンクリート非線形解析の課題であるため、スパイク上の応答が発生した

場合は留意が必要として、ここまでに留める。 
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5.3.2 各減衰モデルの計算時間 

計算時間については、Table 5.6に示している。これらの比較は、入力倍率を 1.5倍とした

ケースである。前述の通り、いずれのケースについても領域分割法で、領域分割数を 32 と

して並列計算を行っている。また、線形解法は直接法の MUNPSである。Caus及び ERayに

ついては、Ray1 及び Ray2 のような従来の減衰モデルとほぼ同程度の時間で計算できてい

る。非線形問題における全体の計算時間は、線形解法や非線形の処理の時間で要しており、

減衰モデルによる時間遅れ項の処理の時間は、ほとんど無視できるレベルになっているも

のと考えられる。なお、非線形の収束計算の条件や、非線形レベルの状態によっても計算

時間に違いが生じると推察される。ただし、因果性に基づく減衰の計算時間は、従来の

Rayleigh 減衰と比較した場合、線形解析が最も差が生じるので、非線形問題ではほとんど

問題にならないと考えられる。 

 

Table 5.6  Calculation time 

 Caus ERay TRay1 TRay2 
Total times 
[s] 

380559 383055 384743 383185 

Ratio 0.99 1.00 1.00 1.00 

※It is shown as a ratio with case TRay1 set as 1.0. 
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5.3.3 瞬間型と初期型の応答の違い 

3 章のように、強非線形レベルにおいては瞬間型と初期型の応答の違いで、瞬間型の方

が、応答が大きく損傷しやすい傾向が確認された。実規模モデルに対してはどのような傾

向となるか確認する。

Table 5.7 には、検討ケースを示している。CausT 及び ERayT は、先に検討したケースで

あり、瞬間型のモデルである。新たに、初期型のモデルである CausI 及び ERayI を追加で

検討した。

Table 5.7  Analysis case 
Damping type Freaquancy [Hz] 

CausT Tangent Causul (9 term) 𝑓 ൌ 35.0 

ERayT 
Tangent Extended Rayleigh 

(middle accuracy) 
𝑓 ൌ 35.0 

CausI Initial Causul (9 term) 𝑓 ൌ 35.0 

ERayI 
Initial Extended Rayleigh 

(middle accuracy) 
𝑓 ൌ 35.0 

Fig. 5.31 には、鉄筋の最大軸ひずみの結果を比較している。(a)及び(b)が瞬間型で、(c)及

び(d)が初期型である。明瞭に違いが分かるが、実規模モデルにおいても瞬間型の方が初期

型に比べ応答が大きくなっている。鉄筋の軸ひずみの平均が、瞬間型では、1300～1400×

10-6 程度に対して、初期型では、950～1000×10-6 程度となっており、1.4 倍程度、差異があ

る結果となった。3 章と同様の傾向であった。
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5.5 領域分割法と反復法による並列計算の計算速度 

近年では、マシン一台の計算速度の向上は頭打ちの状態となっている一方で、多数のマ

シンを通信で接続し並列処理を行うことで計算速度を向上させている。数値計算の分野で

は、領域分割法に基づく MPI（Message passing interface）並列計算 5-6)が多く行われつつあ

り、大規模なモデルに対しても高速に計算ができるようになった。例えば、今回のモデル

で領域分割数を 8 とした時では、Fig. 5.32 のように分割される。 

 

 

Fig. 5.32 Domain decomposition ሺExample of 8 domainsሻ 

 

また、動的陰解法では未来の状態を求めるために、未来の状態を未知量として線形の多

元連立一次方程式を解くことになるが、一般的にこの処理が最も計算時間を要することと

なる。数値計算上での連立方程式の解く方法は、大別すると直接法と反復法がある。直接

法は、密行列でも解ける Gauss の消去法や、疎行列でメモリ容量を抑えて解くことができ

る LU 分解法、さらに疎行列で並列処理が可能な DSS 及び MUMPS がある。反復法では、

CG法（共役勾配法）が良く知られているが、さらに効率よく解くためにマトリクスを不完

全 Cholesky 分解により前処理して解くような ICCG 法と呼ばれる手法もある。 

直接法では、反復法に比べて安定して精度よく解ける反面、メモリ容量が必要なことと、

計算量が増大する。反復法は逆に、収束計算を行って近似的な解を得るので、収束条件に

よっては解の精度が悪化する恐れがあるが、メモリ使用量は少なく、計算量は直接法に比

べれば減少すると言われている。従って、反復法は、大規模なモデルに適していると言え

る 5-7)。 

ここでは、前節で検討した 1.0 倍の入力動における Caus のケースについて、直接法であ

る MUNPUS から ICCG 法に切り替えて検討した。また、Table 5.8 及び Fig. 5.33 には、領域

分割数（並列数）を 8～256 まで変化させ、計算時間を示している。 

 並列数が 8～64 までは、概ね並列数を増加した分だけ計算時間が減少していることが分

かる。128 以上では、並列数分だけの減少効果はないものの、256 で行えば 1 日も掛らずに
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計算することができた。 

 

Table 5.8  Calculation time 

Parallels 8 16 32 64 128 256 
Total time [s] 

(day) 
942698 
(10.9) 

568753 
(6.6) 

252003 
(2.9) 

146206 
(1.7) 

88588 
(1.0) 

61429 
(0.7) 

Ratio※ 1.00 0.603 0.267 0.155 0.0940 0.0652 

※It is shown as a ratio with the number of parallels 8 as 1.0. 

 

 

Fig. 5.33 Calculation time 

 

 前述の 32 並列の MUMPS では、計算時間が 376736 [s]かかるのに対して、今回の 32 並列

の ICCG 法では 252003 [s]であり、反復法によって計算速度が向上している。 

 以上より、領域分割法と反復法による計算速度の向上を確認した。また、因果性に基づ

く減衰モデルに対しても何ら操作を行うことなく、並列計算が可能であることも確認でき

た。 
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5.6 5章のまとめ 

実規模モデルとして仮想の原子力発電所を対象に、鉄筋コンクリートによる非線形解析

を実施した。因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰と、従来の Rayleigh 減衰モデル（基準振動数

を変更した 2 ケース）と比較した。非線形問題においても、因果減衰及び拡張 Rayleigh 減

衰共に、2 ケースの Rayleigh 減衰の結果と比較することで、4 章の線形問題の結果と同様の

傾向を示していることから、適切な減衰比で評価が可能であると判断できる。 

今回の実機モデルでは、特に O/S で損傷しているが、非線形レベルが強くなると、履歴

減衰が初期減衰に比べ支配的となり、非線形レベルが弱い場合と比べて、それぞれ減衰モ

デルの結果の違いが小さくなることが確認できた。2 章の簡易モデルの検討と同様の傾向

であった。 

なお、2 章のまとめと同様で、大部分の FH/B や RE/B ではほとんど線形か弱非線形レベ

ルであるため、非線形問題に対しても、減衰モデルが建屋の応答に及ぼす影響が大きいと

考えられる。 

瞬間型と初期型の減衰モデルの違いでは、瞬間型の方が初期型に比べて、鉄筋の軸ひず

みの応答が大きく評価された。3 章と同様の傾向であり、実規模モデルに対しても、瞬間

型は構造の健全性に対して保守性のある手法といえる。 

領域分割法に基づく MPI 並列計算を実施した。因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰に対して

も、何ら操作を行うことなく解析が可能であり、8 並列で 11 日程度かかっていたものが、

256 並列で計算すると 0.7 日で、高速に計算することができた。 

これらの大規模モデルの検証により、因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰の有用性を確認す

ることが出来た。 
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第 6 章 

結 論

本研究では、因果性に基づく減衰（因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰）が、従来の

Rayleigh減衰や、近年提案されたUniform減衰と比べて、減衰比の精度や計算効率の高さが

良好であることを明らかにした。初めて、鉄筋コンクリートを対象とした非線形解析を実

施し、因果性に基づく減衰が、精度よく実験結果を再現できることを明らかにした。

仮想原子力発電所の 3DFE モデルを対象に、微小変形レベルで、線形問題から鉄筋コン

クリートのような材料の非線形問題に対して地震応答解析を実施し、因果性に基づく減衰

モデルの有用性について明らかにした。

以下に，章ごとに得られた知見をまとめる。

第 1 章「緒言」では，本研究の背景と目的，及び本論文の構成を述べた。 

第 2 章の「時刻歴応答解析の減衰モデル」では、時刻歴応答解析で用いられる従来の

Rayleigh 減衰と、今回の検討対象とした近年の減衰モデルである因果性に基づく減衰及び

Uniform 減衰の概要を説明した。また、簡易なモデルにより基本的な性状を把握すること

を目的とし、線形問題と非線形問題に対して検討を行った。

線形問題では、減衰比や固有振動数の変化を確認した。減衰比が一定とみなせる振動数

帯（適応振動数域𝑊క＝高次側振動数𝑓／低次側振動数𝑓௪）は、因果減衰及び拡張

Rayleigh 減衰では 23.8 及び 21.3 であり、Uniform 減衰では、可変でかなり幅広く設定可能

である。ただし、減衰比の精度に関しては、因果減衰及び拡張 Rayleigh 減衰の方が優れて

いた。これは、減衰による固有振動数の変化が影響し、減衰比 3%で𝑊క ൌ 20と仮定した

Uniform 減衰では、適応振動数域の高次側で最大で 8%程度、固有振動数が増加し、減衰比

が低下した。一方で、因果減衰及び拡張 Rayleigh減衰は、適応振動数域内の端では僅か 3%

及び 2%程度、固有振動数が減少し、適応振動数域内の中央では僅か 1%程度増加するが、
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固有振動数の増減が小さいためあまり減衰比に影響を与えなかった。 

非線形の問題では、ホワイトノイズ波を用いて、各減衰モデルが、Bi-linear 形の復元力

特性有する解析対象物の塑性率と加速度応答に与える影響を定量的に分析した。その結果

では、因果性に基づく減衰モデルが Uniform 減衰に比べモード減衰の結果と精度よく対応

しており、減衰モデルとして好ましい結果であった。計算時間では、Uniform 減衰が高次

側の減衰比が小さく評価される影響により、不安定な結果となってしまい、細かく時間刻

みを設定しないと安定した結果が得られず時間がかかってしまった。一方で、因果性に基

づく減衰モデルでは、Rayleigh 減衰と同等の解析時間で良好な結果が得られた。 

簡易なモデルにおける線形及び非線形問題に対して、減衰比の精度や解析の安定性の観

点で、因果性に基づく減衰が、有力な減衰モデルであることを明らかにした。 

 

 第 3 章の「鉄筋コンクリート材料を対象とした非線形 3DFE 解析」では、初めに FE モデ

ルで採用されている、長沼らの鉄筋コンクリート材料の非線形構成則の概要を説明した。

また、解析結果の妥当性を示すことを目的で、過去に実施された動的加振試験の再現解析

を実施した。今回初めて、因果性に基づく減衰モデルを用いて、鉄筋コンクリートの非線

形材料を与えた 3DFE モデルによる非線形動的解析を実施した。その結果では、良好に実

験結果を再現できていることと、減衰マトリクスの作成時において剛性マトリクスを瞬間

型にすることによって、実験結果や初期型の解析結果よりも構造物がより損傷している結

果が確認された。本結果と既往の知見を勘案して、建屋の構造的な健全性を評価する場合

においては、瞬間型を採用することが推奨される。ただし、初期型においても良好に実験

結果を再現できていることから、初期型を用いる場合は瞬間型よりも応答が過少に評価さ

れることについて留意する必要がある。 

 

 第 4 章の「実規模モデルを対象とした線形問題の 3 方向同時入力による地震応答解析」

では、仮想原子力発電所を模擬した、節点数が 2400 程度の FE モデルを作成し、地震動を

3 方向に入力し線形の動的解析を実施した。各減衰モデルであるモード減衰、因果性に基

づく減衰及び Rayleigh 減衰を対象に、最大変位分布、最大加速度分布及び加速度応答スペ

クトルの結果を比較した。ここでは、モード減衰を目標とする結果とした。結果について

は、因果性に基づく減衰モデルが、モード減衰と最も良好に対応しており、適切な減衰比

で評価されていることを確認した。また計算時間は、モード減衰が最も遅く、因果性に基

づく減衰については、従来の Rayleigh 減衰とほぼ同等であった。非線形の問題や更に大き

な解析モデルを扱う場合では、モード減衰では現実的な時間で検討することが不可能に近

いことが分かった。従って、因果性に基づく減衰は、大規模モデルを対象としても、減衰

モデルの性能や計算時間に対して、十分な実用性を有する減衰モデルであることが明らか

となった。 
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 第5章の「実規模モデルを対象とした非線形問題の3方向同時入力による地震応答解析」

では、実規模モデルを対象に、鉄筋コンクリートの非線形材料を扱うために、4 章で用い

たメッシュを細かく分割し、節点数が 21000 程度の大規模 FE モデルを作成した。3 章に示

した非線形の構成則を適用している。もはや非線形のモード減衰で検討できる規模ではな

く、目標とする結果が無い状態であったが、2章から 4章までに得られた解析結果やその傾

向を踏まえて妥当性を示した。弱非線形レベルでは、4 章の線形時とほぼ同様な結果とな

ることが想定されるので、建屋の全体的な変位応答や鉄筋の軸ひずみ分布等の傾向から、

因果性に基づく減衰が、従来の Rayleigh 減衰に比べて適切な減衰で評価できていることを

示した。非線形レベルが強くなると、初期減衰よりも損傷による履歴エネルギー吸収によ

る履歴減衰が支配的になることが 2 章の結果により把握されており、5 章の結果において

も、線形時や非線形レベルが弱い時と比べて、強非線形レベルでは履歴減衰の影響により

各減衰モデルによる応答の差が小さくなっていることを鉄筋の軸ひずみや加速度応答スペ

クトルにより確認した。さらに、3 章と同様に、瞬間型の方が初期型に比べて応答が大き

くなっており、瞬間型は構造の健全性評価においては保守性のある手法であることを明ら

かにした。 

非線形問題の計算時間は、線形解法や非線形の処理の時間が支配的であるため、因果性

に基づく減衰と従来の Rayleigh 減衰で違いがほとんどなかった。さらに、領域分割法と反

復法（ICCG法）を用いることで計算速度を向上させることが可能であるとともに、因果性

に基づく減衰に対しても何ら操作を行うことなく、領域分割法に基づく並列計算に適用で

きることを確認した。 

これらの検証により、因果性に基づく減衰モデルは、工学的な観点で、減衰の性能とし

て精度が高いことと、従来の Rayleigh 減衰と同様な計算効率の高さを有しており、今後想

定される大規模 FE モデルにおいて有用性のある減衰モデルであることが証明された。 

 

因果減衰と拡張 Rayleigh 減衰の違いと使い分けについて 

本論では、因果性に基づく減衰モデルとして因果減衰と拡張 Rayleigh 減衰を用いて検討

したが、3 章の再現解析の中で、若干ではあるが RUN5 において因果減衰の方が拡張

Rayleigh 減衰に比べ変位応答が大きく評価される傾向となった。この理由として次のよう

な考察を行っている。因果減衰では低次側の減衰が低く評価されるのに対して、拡張

Rayleigh減衰では、質量項により低次側の減衰が大きく評価される。RUN5の最終状況では、

構造物がかなり損傷いるため、弾性時の固有振動数から低次側にシフトしていることが考

えられるため、低次側の減衰比の影響により、差が生じたものと分析を行った。 

従って、この影響については、崩壊時までの強非線形時の問題の他に、次のような構造

物や問題に対して留意が必要になるものと想定される。 

一つは、免震構造物である。既往の研究により、Rayleigh 減衰の質量項による過大な減

衰力が生じることが指摘されている 6-1)。 
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また、基礎の浮き上がりや滑りによって、構造物が剛体変位するような問題に対しても、

質量項によって応答が過小評価となる場合も懸念される。 

このような問題に対しては、茂木 6-2)が主張しているように、拡張 Rayleigh 減衰よりも因

果減衰（瞬間型）が推奨される。 

 

今後の課題・展望 

最後に、本研究の今後の課題・展望について述べる。大きく 2 点記載した。 

〇減衰比が一定とみなせる振動数の幅 

実規模モデルの検証では、1.7～30 [Hz]（30/1.7=18程度）までの応答に対して減衰比が一

定で評価したい問題を扱った。しかしながら、30 [Hz]以上にも局所の固有モードが存在す

るため、全体モードから局所のモードまで、𝑊క ൌ 23.8以上の幅広い振動数で減衰率を一定

とすることは、現状、提案されている因果性を有する減衰モデルでは対応が困難である。

このような問題に対応するには、更なる減衰比が一定とみなせる振動数帯の拡張が期待さ

れる。 

 

〇動的陽解法 

 今回の積分手法として、動的陰解法（Newmarkβ 法）を用いて検討を実施した。この方

法だと、無条件で安定であることから減衰モデルの種類において解析時間刻みを細かくす

るような制約が無い。一方で、動的陽解法においては、条件付き安定であり CFL 条件を満

たす解析時間刻みが要求されるが、さらに減衰モデルで剛性比例型減衰を用いると CFL 条

件よりもさらに条件が悪化し、解析時間刻みを非常に細かく設定しなければならないとい

う、減衰モデルの選択に制約のある問題点が存在する。この悪化は、解析モデルの最高時

の固有振動数に対して、減衰率が過大に評価される影響であるため、剛性比例型減衰に対

して問題となる。この点を踏まえると、因果性を有する減衰モデルは、剛性比例型減衰を

用いているため影響があるが、一方で Uniform 減衰は、振動数の高次側は減衰比が 0 に低

下するので、ほぼ（高次側で固有振動数が高くなるので少し安定性の条件が厳しくなる）

CFL 条件を満たせば問題なく、この問題点に対しては克服しているモデルと言える。 

動的陽解法は、連立方程式を解くことなく解を得ることができるので、非常に並列計算

にメリットがあるため、今後有力な手法となる可能性を秘めている。因果性に基づく減衰

モデルは、今回明らかにしたように減衰モデルとして精度が良く、動的陽解法に適用した

い場合も考えられるが、解析時間刻みの観点で課題が残っていると言える。 
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付録（動的陽解法）

A.1. はじめに

近年のコンピュータ技術の進歩により、建築分野では 3 次元のモデルにより動的解析が

実施されるようになった。原子力分野では、従来まで多質点系モデルにより時刻歴応答解

析が行われてきたが、近年では、原子力発電所の規制基準が強化され、より精緻にシミュ

レーションするために、大規模な 3 次元の有限要素モデルを用いて時刻歴応答解析を実施

することが多く見られるようになった。

時刻歴応答解析の直接積分法では、Newmark-β 法に代表されるように動的陰解法が用い

られることが一般的であるが、最近では、衝突解析でよく用いられる動的陽解法で地震応

答解析を試みた事例 A-1, A-2, A-3ሻがある。特に文献 A-1ሻ, A-2ሻにおいて、これまで解析が困難だ

った非線形の大規模な 3 次元の有限要素のモデルを対象に、並列計算することで数日程度

の現実的な解析時間で検討されている。

 動的陽解法 4,5ሻは、運動方程式の時間積分を解く際に、質量マトリクスを対角マトリクス

とすれば、連立方程式を解く必要がなく、また現在の時刻の値（既知量）から未来の時刻

の値（未知量）を算出するため、動的陰解法の非線形解析で発生するような不釣合い力の

処理が不要である。これらの利点を有することから、計算プログラムをシンプルにでき、

高速化が容易となる。また、並列計算にも向いており、近年のクラスタ型のスーパーコン

ピュータを使った大規模並列計算機に適用しやすいと考えられる。従って、今後の建築構

造物の詳細かつ大規模な応答解析において、動的陽解法がより重要となることが考えられ

る。

 一方で、課題としては、以下が挙げられる。動的陽解法では、解析時間刻みを勘案しな

がら、減衰モデルを採用する必要がある。動的陰解法と異なり、条件付きの安定であるた

め、安定条件を満足するために解析時間刻みを細かくする必要がある。減衰モデルの設定

で、質量比例型減衰を採用すれば、CFL 条件（クーラン条件）を満足する解析時間刻みとな

るが、剛性比例型減衰及び Rayleigh 減衰を用いると、CFL 条件よりもさらに安定性の条件

が厳しくなってしまい、解析時間刻みをさらに細かく設定する必要が生じ、減衰モデルに

よって、計算効率が損なわれてしまう。
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 また減衰モデルの性質に関しては以下がいえる。減衰のメカニズムが不明確な点も多い

ため、実際の現象を模擬した減衰モデルの設定は難しい。ただし、工学的には、3 次元モデ

ルの複数の主要なモードに対して過大あるいは過少の減衰とならないような、減衰定数が

ほぼ一定となる減衰モデルが望まれる。 

 中村は、適応する振動数域を限定することで、振動数非依存性を近似的に満たす減衰モ

デルとして、因果的履歴減衰モデル（因果減衰と呼ぶ）を提案した A-6～A-10ሻ。さらに、因果

減衰と質量比例減衰を組み合わせた拡張 Rayleigh 減衰も提案されている。従来の Rayleigh

減衰よりも、遥かに広範囲の振動数域で減衰比が一定で評価できることを確認している。

ただし、提案された減衰は動的陰解法を基礎として検討されている。 

 そこで本報では、最大 50 Hz 程度までを一定とする、2 つの因果性を有する減衰モデルの

動的陽解法への適用性を検討することを目的とする。また、2 つの因果性を有する減衰モデ

ルを用いることで、従来の Rayleigh 減衰モデルを用いるよりも計算効率を高める可能性が

あることを確認する。最終的には、動的陽解法の利点が発揮される非線形問題での検討を

目指すが、本報ではその第一歩として線形弾性問題における適用性について検討する。 
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A.2. 速度項を後退差分近似した動的陽解法の概要 

動的陽解法 A-4, A-5)は、衝撃や衝突現象などでよく用いられる解析手法である。時間方向

を中央差分法により離散化することで、運動方程式では質量マトリクスൣ𝑀൧と減衰マトリク

スൣ𝐶൧の逆マトリクスを解くことになる。質量マトリクスと減衰マトリクスを対角マトリク

スとすれば、陽な形となり連立方程式を解く必要がなくなる。ただし、解の安定性のため、

CFL 条件（クーラン条件）を満たす必要があるので、解析時間刻みを細かくする必要がある。 

一般的な動的陽解法では、質量マトリクスと減衰マトリクスは対角マトリクスしか扱え

ないため、工夫をしないと非対角項に数値がある剛性比例型減衰が扱えない。 

そこで本検討では、因果性に基づく減衰モデルが使用できるように、速度項を後退差分

近似した動的法解法を採用する。 

 

A.2.1 運動方程式 

 初めに、一般的な運動方程式については、式ሺA.1ሻのように表すことができる。 

ここに、速度𝒖ሶ ሺ𝑡ሻと加速度𝒖ሷ ሺ𝑡ሻを従来の中央差分近似により表すと、 

また、時刻𝑡を𝑛ステップ目とすれば、𝑡  ∆𝑡では𝑛  1ステップ目で、𝑡 െ ∆𝑡では𝑛 െ 1ステッ

プ目を意味している。式ሺA.2aሻ及び式ሺA.2bሻを式ሺA.1ሻに代入することで、一般的な動的陽解

法による運動方程式を式ሺA.3aሻで得ることができる。 

左辺を未知量で、右辺を既知量で整理している。すると、質量マトリクス𝑴と減衰マトリク

ス𝑪を対角マトリクス（集中化）とすれば、式ሺA.3aሻは陽な形のスカラーで解くことが可能

となる。ただし、一般的な動的陽解法では、減衰マトリクスも対角マトリクスにする必要

があるため、剛性比例型減衰や、これと同様に速度比例成分を有する因果減衰モデルを用

いることができず、質量比例型減衰しか扱うことができない。 

 そこで、式ሺA.2aሻの速度項を後退差分近似すると、式ሺA.4aሻのようになる。 

同様に、式ሺA.4aሻ及び式ሺA.2bሻを式ሺA.1ሻに代入すれば、速度項を後退差分近似した動的陽解

法による運動方程式を式ሺA.5aሻで得る。 

𝑴 ⋅ 𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ  𝑪 ⋅ 𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ  𝑲 ⋅ 𝒖ሺ𝑡ሻ ൌ 𝒇ሺ𝑡ሻ ሺA.1ሻ 

𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ ൌ
1

2∆𝑡
⋅ ൫𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯ 

𝒖ሷ ሺ𝑡ሻ ൌ
1
∆𝑡ଶ

⋅ ൫𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 2𝒖ሺ𝑡ሻ  𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯ 

ሺA.2aሻ 

 

ሺA.2b) 

൬
1
∆𝑡ଶ

⋅ 𝑴 
1

2∆𝑡
⋅ 𝑪൰ ⋅ 𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ 

ൌ 𝒇ሺ𝑡ሻ െ 𝑲 ⋅ 𝒖ሺ𝑡ሻ 
1
∆𝑡ଶ

𝑴 ⋅ ൫2𝒖ሺ𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯  
1

2∆𝑡
𝑪 ⋅ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ 

ሺA.3aሻ 

𝒖ሶ ሺ𝑡ሻ ൌ
1
∆𝑡

⋅ ൫𝒖ሺ𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯ ሺA.4aሻ 
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よって、式ሺA.5aሻであれば、減衰マトリクスに剛性マトリクスを使用することができるの

で、式ሺA.6aሻのように、式ሺA.5aሻの右辺で、式ሺ2.18ሻ（本論、因果減衰モデルの場合）ある

いは式ሺ2.28ሻ（拡張 Rayleigh 減衰モデルの場合）の第一項の係数マトリクスを減衰マトリク

ス𝑪と置き換え、第二項を追加すれば、動的陰解法と同じく 2 つの因果性に基づく減衰モデ

ルを用いることが可能となる。 

因果減衰モデルの場合： 

拡張 Rayleigh 減衰モデルの場合： 

 

A.2.2 数値安定性 

 動的陰解法では絶対安定で解くことが可能であるが、中央差分法より定式化された動的

陽解法では、条件付きの安定である。 

T.BelytschkoA-4ሻらが、制御理論で使用される z 変換を用いて安定性解析を実施している。

その結果によれば、式ሺA.5aሻの安定条件は、式ሺA.9ሻとなる。 

ここに、添え字 max は、モデルの固有モードの最高次数を表しており、𝑓𝑚𝑎𝑥は最高次数の

振動数で、𝜉𝑚𝑎𝑥は最高次数の減衰比を表している。従って、これらの数値が大きくなるほど、

安定のための解析時間刻み∆𝑡௧が小さくなる。 

なお、一般的な動的陽解法（式ሺA.10ሻ）の安定条件は、 

൬
1
∆𝑡ଶ

⋅ 𝑴൰ ⋅ 𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ 

ൌ 𝒇ሺ𝑡ሻ െ 𝑲 ⋅ 𝒖ሺ𝑡ሻ 
1
∆𝑡ଶ

𝑴 ⋅ ൫2𝒖ሺ𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯  
1
∆𝑡
𝑪 ⋅ ൫𝒖ሺ𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯ 

ሺA.5aሻ 

൬
1
∆𝑡ଶ

𝑴൰ ⋅ 𝒖ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ 

ൌ     𝒇ሺ𝑡ሻ െ 𝑲 ⋅ 𝒖ሺ𝑡ሻ 
1
∆𝑡ଶ

𝑴 ⋅ ൫2𝒖ሺ𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯   𝒇𝒅𝟏ሺ𝑡ሻ  𝒇𝒅𝟐ሺ𝑡ሻ 

ሺA.6aሻ 

𝒇𝒅𝟏ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ𝛽′𝑲ሻ ⋅
1
∆𝑡

൫𝒖ሺ𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯ 

𝒇𝒅𝟐ሺ𝑡ሻ ൌ 2𝜉𝑲 ⋅ቀ𝑏𝒖ሺ𝑡 െ 𝑗 ⋅ 𝑡ሻቁ

ே

ୀଵ

 

ሺA.7aሻ 

𝒇𝒅𝟏ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ𝛼′𝑴  𝛽′𝑲ሻ ⋅
1
∆𝑡

൫𝒖ሺ𝑡ሻ െ 𝒖ሺ𝑡 െ ∆𝑡ሻ൯ 

𝒇𝒅𝟐ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑲ቀ𝛾′ଵ ∙ 𝒖ሺ𝑡 െ 𝑡ሻ  𝛾ᇱଶ ∙ 𝒖ሺ𝑡 െ 2𝑡ሻቁ 

ሺA.8aሻ 

∆𝑡௧ 
1

𝜋𝑓௫
ቀඥ𝜉௫

ଶ  1 െ 𝜉௫ቁ ሺA.9ሻ 
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であり、一般に CFL 条件（クーラン条件）と呼ばれる。 

 

A.3. 例題解析 

A.3.1 簡易モデルによる検証 

A.3.1.1 概要 

因果性に基づく減衰モデルの検証のために、Fig. A.1 に示す簡易な多質点モデルの時刻歴

応答解析による数値解析を行い、各振動数で実現している減衰比と共振振動数の精度を確

認する。 

解析モデルは、Table A.1 に示すように、質点が 100 個で、非減衰の固有振動数が

0.6Hz,1.2Hz,1.8Hz,…,60Hz（0.6Hz 刻み）となるように、ばねの剛性を一定で質量を調整さ

せている。ばねは、それぞれの質点と固定端を結び付けてモデル化している。 

 

 

Fig. A.1 Multi DOF model 

 

Table A.1 Property of multi DOF model ሺlinearሻ 

Node No. Mass [ton] Natural frequency [Hz] 

1 7.036×101 0.6 

2 1.759×101 1.2 

3 7.818×100 1.8 

… … … 

100 7.036×10-3 60.0 

   

Spring stiffness 𝑘ሺ𝑓ሻ is 1000 ሾkN/mሿ. 

 

Unit impulse wave

····

Node No.
1      2 3 4      5                     100

1000

Shaking direction

∆𝑡௧ 
1

𝜋𝑓௫
 ሺA.10ሻ 
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減衰については、本論の因果減衰の 9 項モデルと拡張 Rayleigh 減衰（高精度モデル）と

し、減衰比を𝜉𝑎𝑖𝑚 ൌ 0.01, 0.02, 0.03, 0.05で、𝑓𝑙𝑖𝑚を 60 Hz とする。 

解析の時間積分手法は、A.2 節で定式化した速度項を後退差分近似した動的陽解法と、文

献 A-6ሻから文献 A-9ሻで検証されている Newmark-βሺ𝛽 ൌ 0.25ሻ（動的陰解法）とする。解析

の時間刻みは、高振動数域の応答を評価するために、動的陽解法及び動的陰解法ともに

0.0005 ሾsሿとする。なお、十分に時間刻みが細かいため、動的陽解法で安定した解が得られ

る。出力時間刻みも同様に 0.0005 ሾsሿとする。 

地動加速度として 0.0005 ሾsሿの間に 0 から 1 となるような、単位パルス波を与えて、各質

点の応答を確認している。 

確認する伝達関数は、振動数領域で各質点の応答加速度時刻歴を地動加速度で除するこ

とによる算出される。算出された伝達関数のピーク値𝑝を用いて、理論式である 1 自由度系

の伝達関数のピーク高さと減衰比の関係の式ሺ2.48ሻ（本論記載の式）により、実現している

減衰比𝜉ሺ𝑓ሻが計算できる。𝜉ሺ𝑓ሻと目的とする減衰比𝜉𝑎𝑖𝑚の比をとることで、減衰比の精度

𝑅𝜉൫𝑓0൯を算定する。 

また、減衰を有する振動系の共振振動数𝑓0′は非減衰系の共振振動数𝑓0の関数より、式

ሺ2.49ሻ（本論記載の式）となる。解析で算定された各振動系のピーク値が現れる振動数と、

式ሺ2.49ሻで得られる𝜉ሺ𝑓ሻ ൌ 𝜉とした𝑓0′から、実現している共振振動数の精度𝑅𝑟𝑒𝑠൫𝑓0൯を算

定する。 

  

A.3.1.2 結果 

 Fig. A.2ሺaሻ～ሺdሻに減衰比の精度を、Fig. A.3 ሺaሻ～ሺdሻに共振振動数の精度を示す。それぞれ

の図で、ሺaሻ及びሺbሻには、減衰を因果減衰 9 項モデルとした、動的陽解法と動的陰解法との

比較を行い、同様に、ሺcሻ及びሺdሻには、拡張 Rayleigh 減衰高精度モデルとした比較の結果を

示している。 

いずれの図を見ても、動的陽解法でも、動的陰解法と同程度の精度で減衰比と共振振動

数が評価できていることが確認できる。 

 動的陽解法及び動的陰解法ともに共通する結果としては、2 章で説明した特徴が得られて

いる。減衰比の精度と共振振動数の精度に着目して以下に示す。 

減衰比の精度としては、Fig. A.2ሺaሻ及びሺbሻより因果減衰 9 項モデルでは、Fig. A.2ሺcሻ及び

ሺdሻのような因果減衰 2 項モデルをベースに提案された拡張 Rayleigh 減衰に比べ、過去の因

果減衰力を多く使用しており、減衰が広範囲で一定となる。高振動数側の結果に着目する

と、2 章の結果よりも解析で得られた結果が 1.0 に近くなっている。それは、応答が最も大

きくなる時刻が高振動の質点であるほど早期に生じるが、因果減衰力が生じるまで 1 項目

で最も早くて1 𝑓𝑙𝑖𝑚ൗ  ሺ1/60 sሻであり、最も遅くて𝑁 𝑓𝑙𝑖𝑚ൗ ሺ9 項モデルでは 9/60 sሻかかり、初

期の時刻では因果減衰力が生じていないためである。ただし、今回のような初期の時刻に

瞬間的な入力でも結果を見る限り、応答結果に与える影響は小さいことが確認できる。 
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共振振動数の精度としては、Fig. A.3aሻ～ሺdሻのように、振動数域 0～𝑓𝑙𝑖𝑚 ሺ𝑓 𝑓𝑙𝑖𝑚 ൌ 1.0ൗ ሻの

両端部において、𝑅𝑟𝑒𝑠が 1.0 を下回り共振振動数がより低振動数側に評価される。因果減衰

9 項モデル（Fig. A.3 ሺaሻ,ሺbሻ）に比べ、拡張 Rayleigh 減衰モデル（Fig. A.3ሺcሻ,ሺdሻ）の方がよ

り 1.0 に近い値であることが確認できる。これは、時間遅れ成分の項数 N の違いのためであ

り、項数が少ないほど 1.0 に近い評価となる。また、2 つの因果性に基づく減衰モデル共に

減衰比𝜉𝑎𝑖𝑚を大きくすると、𝑅𝑟𝑒𝑠の精度が 1.0 から離れることが確認できる。 
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A.3.2 3 次元有限要素モデルへの適用 

A.3.2.1 モデルの概要 

 次に、実機への適用性を確認するために、3 次元有限要素モデルによる検討を実施する。

解析モデルを Fig. A.4 に示す。ドーム状の構造体（シリンダー部とドーム部で構成）とし、

直径を 44 m、高さを 58 m とする。シリンダー部の部材厚は 1.5 m とし、ドーム部は 0.75 m

としている。要素は Mindlin-Reissner 理論によるシェル要素を使用している。メッシュは、

シリンダー部では概ね 2 m 程度で均一にし、ドーム部では中心に向かって徐々に要素が細

かくなるような分割としている。最小の要素サイズが 0.17 m となった。節点数は 2665（全

自由度数では 15558）で、要素数は 2664 であった。拘束条件は、シリンダー脚部の節点を、

並進方向及び回転方向全て拘束している。弾性材料とし主要な物性値を Table A.2 に示して

いる。また、モデルの質量の合計は約 11600 ton である。 

 また、動的陽解法を効率よく解析を行うため、質量マトリクスは対角マトリクスとなる

ように配慮した。併せて回転慣性質量についても検討と修正を行った。これらについては

補足資料（質量マトリクスの扱い）にまとめて示す。 

 

 

(a) Isometric 

 

(b) XY plane           (c) XZ plane 

Fig. A.4 Analysis Model 

 

  

44m 

58m 
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Table A.2 Property of analysis model 

 Value Unit 

Young’s modulus 2.27×107 [kN/m2] 

Poisson’s ratio 0.2 [-] 

Density 2.35 [ton/m3] 

 

また、実固有値解析結果は、Fig. A.5 及び Fig. A.6 となった。低次のモードから有効質量比が

大きい固有モードで示すと、水平方向（X 方向及び Y 方向）では、1 次モードが 4.81 Hz、2

次モードが 12.5 Hz となり、鉛直方向（Z 方向）では、1 次と 2 次で有効質量比が僅差であ

り、それぞれ、10.4 Hz と 14.9 Hz となった。変形モードは、水平の一次で構造物底部から

頂部に行くほど水平に変形し、二次では、シリンダーの中間で X かつ Y-側（45 度方向）

に変形し、シリンダー頂部で X- かつ Y側に変形するような逆対称であった。鉛直の一次

では、特にドーム頂部が全体的に変形し、二次では、ドーム頂部が Z側に変形し、シリン

ダー頂部で Z-側に変形している。 

 

A.3.2.2 時刻歴応答解析の設定 

解析に用いる条件は、4.1 節と同じように設定する。荷重は、地動加速度を水平方向（X

方向）と鉛直方向（Z 方向）にインパルスを与えている。応答としては、ドーム頂部の節点

に生じる加速度時刻歴で、振動数領域においてこの応答を地動加速度で除することにより、

伝達関数を算出し確認する。 

Table A.3 に示すケースで結果を比較する。減衰の設定では、全てのケースで減衰比を 0.03

とし、Mode では、モード減衰とし、Mass では、質量比例型減衰で基準振動数を 4.81 Hz、

Ray.では、Rayleigh 減衰で 1 つ目の基準振動数を 4.81 Hz で、二つ目を 10.4 Hz（係数の値

は𝛼 ൌ 1.24,𝛽 ൌ 6.28 ൈ 10ିସ）とした。また、Caus.及び ERay.では、因果減衰 9 項モデル及

び拡張 Rayleigh 減衰高精度モデルとし文献 A-6ሻで設定された値と固有値結果を参考に、一

番低次の主要なモードが適切に評価できるように𝑓𝑙𝑖𝑚を 60 Hz とする。 

解析時間刻み∆𝑡は高振動数側の応答を評価するために 5.0×10-4  ሾsሿを基準とするが、動的

陽解法では条件つき安定であるため、基準の解析時間刻みから、切りが良くなるように

2,5,10,20,50,100,…のように除した時間刻みを設定し、解が収束した時間刻みを採用する。 
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Fig. A.5 Results of real eigenvalue analysis 

 

     
1st. Mode          2nd. Mode 

ሺaሻ Horizontal ሺ4.81 Hz, 12.5Hzሻ 

 

     

1st. Mode          2nd. Mode 

 ሺbሻ Verticalሺ10.4Hz, 14.9Hzሻ  

Fig. A.6 Principal Eigen Modeሺ1st mode,2nd modeሻ 
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Table A.3 Analysis case 

Case 

Name 
Damping Type 

Direct Numerical 

integration method 
∆𝑡 ሾsሿ 

Mode Mode Implicit 5.0×10-4 

Mass Mass proportional Explicit Central※ 5.0×10-5 

Ray. Rayleigh Explicit Backward※ 2.5×10-6 

Caus. 
Causal hysteric 

(9term) 
Explicit Backward※ 5.0×10-6 

ERay. 
Extended Rayleigh 

(high accuracy) 
Explicit Backward※ 5.0×10-6 

※ Difference method of velocity term 

  

なお、Mode では、高振動数の応答が発生しないように全てのモード（15558 モード）を

考慮した減衰マトリクスを作成している。最高次の振動数は、5030 ሾHzሿ程度であった。 

 

A.3.2.3 数値安定性の検討 

動的陽解法の数値安定性について検討する。それぞれのケースの安定条件の時間刻み

∆𝑡௧と解析時間刻み∆𝑡の関係については、Table A.4 となる。Mass では後退差分近似は行

っていないのと質量比例型減衰なので、安定条件が CFL 条件となり、最高次の振動数及び

式ሺA.9ሻより、∆𝑡௧ ൌ 6.33 ൈ 10ିହ  ሾsሿと計算できることから、設定した解析時間刻みが∆𝑡௧

よりも細かいことが確認できる。なお、今回はモード減衰を設定する過程において最高次

の振動数の値を得ることができたが、この値を得ることは難易が高く、文献 A-4ሻ及び文献

A-5ሻ等では、要素の種類ごとに近似的な値で∆𝑇௧を得る方法が示されている。ここでは説

明を割愛する。 

次に Ray.では、Rayleigh 減衰に関する係数より、最高次の減衰比が𝜉𝑚𝑎𝑥 ൌ 9.92となる。よ

って、式ሺA.9ሻより、∆𝑡௧ ൌ 3.18 ൈ 10ି  ሾsሿとなり、解析時間刻みはその値よりも細かい。

なお、最高次の減衰比は、剛性に関する係数𝛽′でほぼ決まるので、𝛽′が大きくなると∆𝑡௧が

小さくなる。 

また、Caus.及び ERay.についても同様に、それぞれ𝛽′ ൌ 3.27 ൈ 10ିସ（式ሺ2.19ሻと式ሺ2.20ሻ

より）及び𝛽′ ൌ 2.85 ൈ 10ିସ（式ሺ2.29bሻより）となることから、𝜉𝑚𝑎𝑥 ൌ 5.17及び𝜉𝑚𝑎𝑥 ൌ 4.50と

なる。さらに式ሺA.9ሻより、∆𝑡௧ ൌ 6.07 ൈ 10ି  ሾsሿ及び∆𝑡௧ ൌ 6.95 ൈ 10ି  ሾsሿとなることか

ら、これらのケースも解析時間刻みが、安定条件を満足していることが確認できる。本設

定では、Caus.及び ERay.が Ray.に比べ、剛性に関する係数𝛽′を小さく設定できたので∆𝑡௧が

大きくなり、解析時間刻み∆𝑡を大きく設定することができた。 

 

147



付録 

 

Table A.4 Stable condition time step ∆𝑡௧  and analysis time step ∆𝑡 

Case 𝛽 𝜉𝑚𝑎𝑥 ∆𝑡௧ ሾsሿ ∆𝑡 ሾsሿ 

Mass - - 6.33×10-5 5.00×10-5 

Ray. 6.28×10-4 9.92 3.18×10-6 2.50×10-6 

Caus. 3.27×10-4 5.17 6.07×10-6 5.00×10-6 

ERay. 2.85×10-4 4.50 6.95×10-6 5.00×10-6 

 

減衰比𝜉𝑎𝑖𝑚 ൌ 0.03、上限振動数𝑓𝑙𝑖𝑚 ൌ 60  Hzとし、Rayleigh 減衰の一点目の振動数を𝑓1 ൌ

0.08𝑓𝑙𝑖𝑚 ൫ൌ 4.8 Hz ൯で、二点目の振動数を、一つ目の振動数の a 倍（𝑓2 ൌ 𝑎 ⋅ 𝑓1）と仮定する。

この0.08𝑓は、4.2.2 の時刻歴応答解析で設定した値とほぼ同じである。縦軸𝛽とし、横軸

を𝑎 ൌ 𝑓ଶ 𝑓ଵ⁄ とすると、Fig. A.7 のような結果を得る。今回の設定では、Ray.で𝑓2 𝑓1ൗ ൌ 2.16と

なるので、𝛽 ൌ 0.00063程度と確認できる。（図中に破線で追記） 

 

 

Fig. A.7 Relationship between the 𝛽 of each damping 

 

従って、𝛽の値は、𝑓2 𝑓1ൗ が 5 以下であれば、Rayleigh 減衰の方が、2 つの因果性に基づく

減衰よりも大きくなる。さらに、𝛽の値が、𝑓2 𝑓1ൗ が 5～6 では、因果減衰＞Rayleigh 減衰＞

拡張 Rayleigh 減衰となり、𝑓2 𝑓1ൗ が 6 を超えると、Rayleigh 減衰が 2 つの因果性に基づく減

衰よりも小さくなる。即ち、Rayleigh 減衰で、𝑓2 𝑓1ൗ が 5 以下の場合、2 つの因果性に基づ

く減衰モデルは、Rayleigh 減衰よりも、より安定条件を緩和して計算できる。 

 例えば、構造物の評価で 2 方向同時加振のような問題に対して、水平 1 次と鉛直 1 次の

振動数を𝑓1と𝑓2として Rayleigh 減衰を設定する場合、原子力発電所に関連する建物では、

壁式構造が多く、水平剛性が鉛直剛性くらいまで高いため、𝑓2 𝑓1ൗ が 5 以下となる可能性が

高い。 
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A.4.2.4 結果 

Fig. A.8～Fig. A.10 に、水平方向及び鉛直方向の伝達関数の大きさを 0～60 Hz まで示した

結果である。 

Fig. A.8 では、Mode を目標値とし、Mass 及び Ray.の結果である。Mass では、4.81 Hz で

3%となるように設定しているため、それより高振動数側の伝達関数は、水平方向及び鉛直

方向共に、Mode よりも遥かに大きくなっている。Ray.では、二つ目の基準振動数を 10.4 Hz

と設定しているため、4.81 Hz と 10.4 Hz の値は Mode と一致しているが、10.4 Hz よりも高

振動数側の減衰は大きく考慮されるため、伝達関数の大きさが小さくなっている。特に、

鉛直方向で 14.9 Hz の主要なモードにおいて 3%よりも大きな減衰となることから、応答を

過小に評価されていることが確認できる。 

Fig. A.9 及び Fig. A.10 には、Caus.及び ERay.の結果である。両者ともに、振動数の広範囲

で Mode の結果と良く整合した結果となっている。また、共振振動数のずれについて、特に

目立つような応答が表れておらず、問題ないことが確認できるが、わずかなずれに着目す

ると、𝑓𝑙𝑖𝑚の中央では、3 章の結果と同じように振動数が高い側にずれていることが確認で

きる。 
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ሺaሻ Horizontal 

 

 

 ሺbሻ Vertical 

Fig. A.8 Transfer function ሺMode vs Mass vs Ray.ሻ 
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ሺaሻ Horizontal 

 

 

ሺbሻ Vertical 

Fig. A.9 Transfer function ሺMode vs Caus.ሻ 
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ሺaሻ Horizontal 

 

 

ሺbሻ Vertical 

Fig. A.10 Transfer function ሺMode vs ERay.ሻ 

 

A.5. まとめ 

本報では、2 章で 2 つの因果性に基づく減衰（因果減衰・9 項モデルと拡張 Rayleigh 減衰・

高精度モデル）の概要を、3 章で速度項を後退差分近似した動的陽解法の概要を整理した。 

4 章以降では、4.1 節で、2 章の減衰を使用し、簡易な多質点系モデルにより、動的陽解

法でも動的陰解法と同程度の減衰の機能を発揮することを確認した。 

さらに、4.2 節で、実機への適用性を確認するために、シェル要素でモデル化したドーム

状の構造物を対象に、いくつかの数値積分法と減衰を変えたケースで時刻歴解析を実施し

た。その中では、動的陽解法の安定条件を示した上で、減衰モデルによる結果の違いを明

らかにし、2 章の減衰の適用性について示した。要約すると、減衰の違いの観点では、 

① 一般的な動的陽解法で利用可能な質量比例型減衰では、一つの基準振動数に対して一
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つの減衰比しかフィッティングさせることができず高振動数側の減衰が小さくなるた

め、高振動数側の応答が過大に評価されてしまう。 

② また、速度項を後退差分近似した動的陽解法であれば、従来の Rayleigh 減衰を用いる

ことが可能であるが、本例題のように、二つ目の基準振動数の設定によって、主要な

モードの応答を過小に評価する恐れがある。 

③ モード減衰の結果を目標値とすれば、速度項を後退差分近似した動的陽解法において

も、2 つの因果性に基づく減衰モデルでは、広範囲の振動数域に対して、減衰比を一定

で精度よく評価できる。 

安定条件の観点では、 

④ 質量比例型減衰であれば、一般的な動的陽解法で解くことができるため、安定条件が

CFL 条件となる。 

⑤ 2 つの因果性に基づく減衰及び従来の Raleigh 減衰では、速度項を後退差分近似した動

的陽解法で解く必要があり、安定条件が一般的な動的陽解法に比べ厳しくなる。その

ため、解析時間刻みをかなり細かく設定する必要がある。 

⑥ ただし、従来の Raleigh 減衰の設定よりは、2 つの因果性に基づく減衰の方が、剛性比

例型減衰の係数𝛽の値を小さくすることができ、今回は 2.0 倍ほど安定条件の時間刻み

が大きくなることを確認した。 

以上のことから、本報により、動的陽解法においても、線形弾性問題に対して動的陰解

法と同等の広範囲で減衰比が一定となるような 2 つの因果性に基づく減衰を適用すること

が可能であることを確認した。 

また、速度項を後退差分近似した動的陽解法においては、2 つの因果性に基づく減衰を用

いた方が、従来の Rayleigh 減衰の設定よりも剛性比例型減衰の係数𝛽を小さく設定できる場

合があるので、より安定条件を緩和して計算できる場合を有することが確認された。 

今回は線形弾性問題に対して確認したので、今後は、動的陽解法に利点がある非線形の

問題に対して検討する必要があると考える。 
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補足資料（質量マトリクスの扱い） 

動的陽解法では、スカラーで解けるように質量マトリクスを対角マトリクス（集中質量

マトリクス）とする必要がある。また、数値積分法の安定条件で最高次の振動数により解

析時間刻みが決定されることから、動的陰解法に比べ質量の設定が重要である。 

 

ሺ1ሻ 要素質量マトリクス 

 要素質量マトリクスは、体積積分の形で式ሺA.11ሻとなる。 

ここに、𝜌は要素の質量密度で、𝑵は要素の形状関数である。この質量マトリクスは、整合

質量マトリクスと呼ばれる。 

ただし、この整合質量マトリクスには、対角成分以外に非対角成分にも値が入っており、

動的陽解法ではこのマトリクスを用いることはできない。 

そこで、式ሺA.11ሻの要素の整合質量マトリクスで、並進方向の行の値を合計し、集中化した

質量（集中質量）を得ることができる。要素を構成する節点番号𝛼に関する並進質量 𝑀
ఈ

்௦ は、

式ሺA.12ሻとなる。 

 この値をマトリクスの並進三成分の対角項に入力すれば、集中質量マトリクスが作成で

きる。 

 

ሺ2ሻ 回転慣性質量 

 動的陰解法で、ビーム要素やシェル要素等の回転自由度含んだ要素（構造要素とも呼ば

れる）を用いて、集中質量マトリクスで解析を行う場合では、よく回転自由度に関する回

転慣性質量を微小な値あるいは 0 で設定されることがある。ただし、動的陽解法では、前

述のように安定性の条件から、質量を 0 で設定することはできない。従って、回転慣性質

量 𝑀
ఈ

ோ௧ を並進質量に比例する形で、式ሺA.13ሻのように設定する方法がある。 

ここに、∝は比例係数であり、シェル要素では文献 A-3ሻに算出方法が記載されているが、本

報では簡易に 0.1 倍として設定した。この値は、回転慣性質量によって解析時間刻みに殆ど

影響を与えない程度に大きく、解析精度へ殆ど影響がない程度に小さい値であること確認

している。実際に、回転慣性質量による影響を確認した。4.2.4 項の ERay.と、ERay.をベー

スに回転慣性質量を 0 に近い値で動的陰解法により解析（ERay.ሺIMP.ሻと呼ぶ）を行った。 

結果を Fig. A.11 に示す。ሺaሻ水平方向及びሺbሻ鉛直方向と共に、回転慣性質量に値を入れた場

合と 0 に近い値とした場合で、主要なモードの振動数では一致しており、また振動数 60 Hz

までは殆ど差がないことが確認できた。 

𝑴𝒆 ൌ න 𝜌 ⋅ 𝑵் ⋅ 𝑵 ⋅ 𝑑𝑉
Ve 

 ሺA.11ሻ 

𝑀
ఈ

்௦ ൌ න 𝜌 ⋅ 𝑁ఈ ⋅ 𝑑𝑉
Ve 

 ሺA.12ሻ 

𝑀
ఈ

ோ௧ ൌ∝ 𝑀
ఈ

்௦  ሺA.13ሻ 
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よって、動的陽解法で、回転慣性質量を並進質量の 0.1 倍程度のような小さい値で設定すれ

ば、動的陰解法で一般的に回転慣性質量を 0 に近い値としたケースの結果と、同程度の応

答を得ることが可能であると考えらえる。 

 

 

ሺaሻ Horizontal 

 

 

ሺbሻ Vertical 

Fig. A.11 Transfer function ሺERay. vs ERay.ሺIMP.ሻሻ 
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補足資料（Uniform 減衰による検討） 

Uniform 減衰は、先の検討では取り扱わなかったが、動的陽解法においても利用可能であ

る。ここでは、A.3.1 で検討した簡易モデルの検討と、A.3.2 の安定性条件の確認を行う。 

 

〇簡易モデルの検討 

 Fig. A.4 のモデルとほとんど同じであるが、60 ሾHzሿ以上の高振動数側の応答を確認するた

めに、Fig. A.12 及び Table A.5 のような、新たに 2 つの質点を追加した簡易モデルで検討し

た。なお、解析プログラム LS-DYNA を用いている。 

 

 

Fig. A.12 Multi DOF model 

 

Table A.5 Property of multi DOF model ሺlinearሻ 

Node No. Mass [ton] Natural frequency [Hz] 

1 7.036×101 0.6 

2 1.759×101 1.2 

3 7.818×100 1.8 

… … … 

100 7.036×10-3 60.0 

101 2.533×10-3 100.0 

102 2.537×10-4 316.0 

Spring stiffness 𝑘ሺ𝑓ሻ is 1000 ሾkN/mሿ. 

 

Uniform 減衰に与える減衰比𝜉𝑎𝑖𝑚は、0.01、0.02 及び 0.03 の 3 ケース実施し、𝑓𝑙𝑜𝑤は 5Hz

で、𝑓ℎ𝑖𝑔ℎは 50Hz とした（𝑓 𝑓௪⁄ ൌ 10）。 

解析の時間刻みは、LS-DYNA の内部計算（自動で要素ごとに最高振動数を計算し、最小

のタイムステップを計算する）で実施されてしまい直接時間刻みを指定することができな

Unit impulse wave

····

Node No.
1      2 3 4      5                     100 101   102

1000

Shaking direction
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いが、最小のタイムステップに対して倍率で指定することは可能であるため、1.0×10-5 ሾsሿ

付近の刻みになるように設定している。なお、十分に時間刻みが細かいため、動的陽解法

で安定した解が得られる。出力時間刻みは、前の検討と同様に 0.0005 s 付近の値を出力す

る。 

結果は、Fig. A.13 及び Fig. A.14 に示す。 

Fig. A.13 は、振動数と減衰比の精度を表しており、1.0 に近いほど、目標とする減衰比𝜉𝑎𝑖𝑚
になっていることを表している。 

減衰比が一番小さい 0.01 では、𝑓𝑙𝑜𝑤（5Hz）から𝑓ℎ𝑖𝑔ℎ ሺ50Hzሻの振動数帯で、概ね 1.0 と

なっていることが確認できる。ただし、減衰比が大きくなる（特に 0.03）につれて、1.0 よ

りも下回り精度が悪くなるような傾向であった。 

また𝑓𝑙𝑜𝑤以下の振動数帯と𝑓ℎ𝑖𝑔ℎ以上の振動数帯では、減衰比が設定した減衰比𝜉𝑎𝑖𝑚よりも

減少していることが確認できる。 

Fig. A.14 に振動数と固有振動数（動的剛性）の精度を表している。𝑓𝑙𝑜𝑤以下では、1.0 付

近となっており、固有振動数がほとんど変化しないが、𝑓𝑙𝑜𝑤以上では、振動数が大きくなる

ほど固有振動数が増加する傾向であり、減衰率を 0.03 と設定した場合では、𝑓ℎ𝑖𝑔ℎでは 8%

程度増加する結果となっている。 

いずれの結果においても、本編の動的陰解法とほとんど同じ結果であり、また、Huang et 

al.※に示された傾向と同様であることが確認できる。 

 

※ Huang, Y., Sturt, R., Willford, M.: A damping model for nonlinear dynamic analysis 

providing uniform damping over a frequency range, Computers and Structures, 2019 
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（0～60 ሾHzሿ Linear axis） 

 

 

（0.1～1000 ሾHzሿ  Logarithmic axis） 

Fig. A.13  Damping ratio 
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（0～60 ሾHzሿ Linear axis） 

 

 

（0.1～1000 ሾHzሿ Logarithmic axis） 

Fig. A.14 Damping frequency ratio 

 

〇安定性条件の確認 

 Table A.4 のように、各減衰モデルにおいて安定性の条件を満たす解析の時間刻みが示さ

れている。ここでは、Uniform 減衰の場合においてどの程度タイムステップが増加するか確

認する。 

 最高時の固有振動数は、5030 ሾHzሿと分かっている。また、Uniform 減衰による増加した

固有振動数は、本編 2 章の式ሺ2.26ሻ,式ሺ2.27ሻ及び式ሺ2.46aሻ,ሺ2.46bሻより算出できる。𝜉𝑎𝑖𝑚

＝0.03では、𝑅𝑟𝑒𝑠 ൌ 1.10程度となるので、式ሺA.10ሻに代入すれば、∆𝑡௧ ൌ 5.75 ൈ 10ିହ  ሾsሿと

なる。 

 参考までに、各減衰モデル安定条件の時間刻み∆𝑡௧を Table A.6 に比較する。質量比例型

減衰の∆𝑡௧とほとんど変わらずに、安定性条件を満たすことが可能である。 
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Table A.6 Stable condition time step ∆𝑡௧  and analysis time step ∆𝑡 

Case 𝛽 𝜉𝑚𝑎𝑥 ∆𝑡௧ ሾsሿ 

Mass - - 6.33×10-5 

Ray. 6.28×10-4 9.92 3.18×10-6 

Caus. 3.27×10-4 5.17 6.07×10-6 

ERay. 2.85×10-4 4.50 6.95×10-6 

Unif - - 5.75×10-5 

 

〇まとめ 

以上より、動的陽解法における Uniform 減衰（ARUP 減衰、DAMPING_FREQUENCY_ 

RANGE_DEFORM）について、簡易モデルにより減衰モデルの性状と、動的陽解法の数値安

定性を満たすタイムステップについて確認した。 

Uniform 減衰は、若干、CFL 条件よりもタイムステップを小さくする必要があるものの、

ほとんど無視できるレベルであり、動的陽解法で検討するうえでは大きな利点を有するこ

とが分かった。 

一方で、𝑓𝑙𝑜𝑤及び𝑓ℎ𝑖𝑔ℎは任意で指定でき幅広い振動数帯で、減衰比を一定にすることはで

きるものの、減衰の精度では、𝑓 𝑓௪⁄ ൌ 50 ሾHzሿ 5 ሾHzሿ⁄ ＝10の場合においては、減衰比

を大きくするにつれて、𝑓𝑙𝑜𝑤から𝑓ℎ𝑖𝑔ℎの間の減衰比が過少に評価されることが確認された。 

また、固有振動数の精度では、𝑓𝑙𝑜𝑤以下では固有振動数の変化がほとんどないものの、𝑓𝑙𝑜𝑤
以上では固有振動数が増加し、減衰比が 0.03 の場合において、𝑓ℎ𝑖𝑔ℎの付近では約 8%増加

してしまう。 

また、本編の動的陰解法と同じような結果が得られた。 
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