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「当たり前」を相対化する中高数学の教材論 

－多項式の展開公式，√𝑎 の長さの線分の作図，比例の定義の 3つの題材を通じて－ 

 

上ヶ谷 友佑  

 

本稿では，中学校・高等学校の数学の教科書上の「当たり前」に目を向け，その点を相対化していく教

材論，すなわち，その教師にとっての「当たり前」が生徒達にとっての「当たり前」ではないかもしれな

い可能性を考える教材論を展開する。結果，[1] 多項式の展開については，(𝑎 + 𝑏)2 の展開公式に着目し，

生徒達の目から見て，𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 と 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 のどちらの順番で書いても拡張の方向性として遜

色なく見え得ること，[2] √𝑎 の長さの線分の作図については，長さ 𝑎 の線分のみならず長さ 1 の線分が

与えられることの数学的価値が，生徒達の目からは見えないこと，[3] 比例の定義については，小学校流

の定義から中学校流の定義に更新する必要性が生徒達には感じづらいこと，を指摘し，3 教材のいずれに

ついても，大局的な視点 (教師にとっての「数学としての当たり前」) と局所的な視点 (生徒達にとって

の「生活経験としての当たり前」) のズレを論じることができた。数学の教師は，日々目の前の生徒達の

様子を注意深く観察しながら，教師にとっての「数学としての当たり前」と生徒達にとっての「生活経験

としての当たり前」のズレの調整をしなければならない。 

 

 

１．はじめに 

これまで筆者は，哲学的な関心の強い附属学校教員で

あると自認していた。なぜなら筆者の研究は，実践的な

ものであれ理論的なものであれ，哲学を背景に据えたも

のが多いからである  (例えば，Uegatani et al., 2023; 

Uegatani & Otani, 2023; 上ヶ谷, 2017, 2020, 2021a, 2022)。

そのため，仮に筆者の拙い論文が世間の関心を集めると

すれば，当然，哲学的な議論が期待されているものだと

考えていた。しかし，現実は少し違った
．．．．．

ようである。 

その現実を知った経緯が，広島大学学術情報リポジト

リのダウンロード数通知システムにある。筆者は，権利

関係がクリアできる自著論文については，同リポジトリ

に登録していて，大学のシステムから定期的に，どの論

文がどの程度ダウンロードされたかについての通知を受

け取っている。そしてここ数年，通知を受け取る度に驚

愕している。というのも，上ヶ谷・石橋・迫田 (2020) 「学

校数学における「根元事象」と「同様に確からしい」の

概念規定」が，筆者の論文のダウンロード・ランキング

において常にずば抜けて安定して 1 位であり続けている

からである 1)。このことは，筆者のアイデンティティを

揺るがす事態となった。 

上ヶ谷・石橋・迫田 (2020) は，筆者の数年前の査読な

し学会発表資料である。他にも厳しい審査を経てようや

く掲載された査読付き論文もリポジトリに登録されてい

るにもかかわらわず，そうした論文達を押さえての 1 位

である。石橋先生と迫田先生という強力な共著者のお力

に依るところも大きいのであろうが，このお二人との共

著論文は他にもある。それだけでは説明のできない何か

が，この論文にはあるようなのである。 

そこで筆者の考えた 1 つの仮説が，「教材」である。

教材を核にした論文は，これまでもいくつか執筆してき

ているし (例えば，Hayata et al., 2018; Ishibashi & Uegatani, 

2022; Uegatani et al., 2020; 服部 & 上ヶ谷, 2020; 石橋 & 

上ヶ谷, 2019)，書籍の章や雑誌記事も書かせていただい

たが (上ヶ谷, 2023a, 2023b)，学術的要素が強かったりオ

ンラインでフリーで読めるわけでなかったりと，教材そ

れ自体についての情報を求める方にとっては少しアクセ

スしにくい側面がある。そういう意味で，上ヶ谷・石橋

・迫田 (2020) は，筆者の書いた教材が核となる文章の中

でも，アクセスのしやすい文章なのかもしれない，と思

うに至った。 

そういうわけで，本稿では，中学校・高等学校の数学

の教科書上の「当たり前」に目を向け，その点を相対化

していく教材論，すなわち，その教師にとっての「当た

り前」が生徒達にとっての「当たり前」ではないかもし

れない可能性を考える教材論を展開したい。本稿の構成

は以下の通りである。まず，「当たり前」を相対化する

ことの価値を理論的観点から論じる (第 2 節)。次に，「当

たり前」を相対化する教材の具体例として，多項式の展

開公式 (中学 3 年，高校数学 I，II，B)，√𝑎 の長さの線

分の作図 (高校数学 A，II)，比例の定義 (中学 1 年，3 年，

高校数学 I) の 3 つを取り上げ，それぞれ論じる (第 3

節)。最後に，まとめと今後の課題を述べる (第 4 節)。 

 

２．教材論を支える理論について 

本節では「当たり前」に目を向ける価値を理論的に論
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じる。まずは本稿が依拠する理論的視座として「推論主

義」を取り上げ，そこから得られる教育的示唆としての

教師の役割を論じる。また，ここで指摘した教師の役割

を実現するための具体的な手立てとして，「なぜ疑問」

の作法を論じる。 

(1) 推論主義 

本稿が着目する理論的視座は，「推論主義」である。

推論主義とは，アメリカの哲学者 R. Brandom によって提

唱された哲学で，言葉の意味は推論で果たす役割で決ま

ると考える立場である (Brandom, 1994, 2000)。教育哲学

の分野で Derry (2008, 2013a, 2013b) によって取り上げら

れ，以降，数学教育研究でも着目されるようになった 

(e.g., Bakker & Derry, 2011; Bakker & Hußmann, 2017; 

Nilsson, 2020; Uegatani et al., 2023; Uegatani & Otani, 2021, 

2023)。推論主義における推論は，演繹や帰納といった形

式的な推論ではなく，人々がよいものとみなす文同士の

繋がりのことを指し，特別に「実質推論」と呼ばれてい

る。例えば，「マッチをする」(p) と「火がつく」(q) の

で，p から q への推論はよい推論であり，実質推論であ

る。また，p から q への推論がよい推論であるにもかか

わらず，「p かつ r」から q への推論がよい推論であると

は限らない場合，その推論は「非単調」であると言われ

る (Brandom, 2000, p. 87)。例えば，「マッチをする」(p) 

から「火がつく」(q) への推論はよい推論であるが，「マ

ッチをする」(p) と「そのマッチは濡れている」(r) から

「火がつく」(q) への推論はよい推論ではないため，「マ

ッチをする」(p) から「火がつく」(q) への推論は非単調

である。「マッチをする」(p) から「火がつく」(q) とい

う推論について，人がこれを妥当であると感じるのは，

「そのマッチは濡れていない」(¬ r) が暗黙の前提にある

からである。演繹的推論は常に単調であるが，実質推論

は非単調であり得，人は，推論の妥当性を評価する際，

常に多数の暗黙の前提に依拠している。  

筆者のこれまでの研究では，数学の授業場面でも生徒

達の推論が非単調であることが示されている (Uegatani 

et al., 2023)。生徒達は，教科書とは異なる暗黙の前提 (先

入観) を有するがゆえに (教科書の立場から見て) 誤っ

た推論を行い得るし，そうした暗黙の前提を授業を通じ

て顕在化させることは，生徒達の活発な議論や深い意味

理解を引き起こし得る (関連研究としては，例えば，

Ishibashi & Uegatani, 2022; Van Dooren et al., 2019; 服部 & 

上ヶ谷, 2020; 石橋 & 上ヶ谷, 2019)。数学教育研究でこ

れまで伝統的に取り組まれてきた，生徒達が様々なミス

コンセプション (誤概念) を有するという現象の報告 

(例えば，Confrey, 1991; Nesher, 1987) も，この推論の非

単調性の視座から説明が可能である  (Uegatani et al., 

2023)。 

(2) 教師の役割 

上述した人間の推論の特性を鑑みると，数学の授業を

行うにあたって，教師が教材の有する暗黙の前提を把握

しておくことは重要である。それらは暗黙的であるがゆ

えに，教師にも生徒達には認識されていない可能性があ

ると同時に，その暗黙性ゆえ，教師と生徒達とでは同じ

前提を共有できていない可能性さえある。そして，こう

した暗黙の前提のうちのいくつかは，教師・生徒それぞ

れにとって「当たり前」のことであり，わざわざ言語化

して議論する機会が乏しいものである可能性がある。特

に，学校数学を一通り学び終えている教師にとっての「数

学としての当たり前」と，自身の生活経験に基づいてこ

れから数学を学んでいく生徒にとっての「生活経験にお

ける当たり前」は，教師と生徒達の間で，あるいは，生

徒達同士の間で食い違い得る暗黙の前提となり得るので

ある。 

ただし，このとき，教室における数学が，教師や生徒

達が予め所持していた何らかの経験を持ち寄って構築さ

れるもの，と捉えるべき
．．．．．

ではない
．．．．

 (Roth, 2016)。教室にお

ける数学は，まずは教師や生徒達の社会的関係性として

観察可能な事実として現れ，そのあとに，規範・規則と

して発見される (Roth, 2016)。例えば，Nesher (1987) は，

インタビュー調査の結果に基づいて，0.4 < 0.234 と答え

る小学生について報告している。そして，この小学生は，

小数点以下の桁数が長い方が大きい数であるのだと主張

する。しかし，Roth (2016) の考え方に基づけば，小学生

が「桁数が長い方が大きい数である」という規則を先に

有していて，それに基づいて調査で 0.4 < 0.234 と答えた

のではなくて，調査で 0.4 < 0.234 と答えたという観察可

能な事実が先にあり，それに対して小学生が，インタビ

ューアとの社会的関係性の下で「桁数が長い方が大きい

数である」という規則を後から発見 (または再発見) し

た，と考えるのである。Ely (2010) が報告しているよう

に，0.999⋯⋯ < 1 とインタビューで答える大学生も，テ

ストでは 0.999⋯⋯ = 1 と答えることがあり，社会的関

係性の下でしか行為の規則・規範が定まらないのである。 

このように考えたとき，教師は，教室で教師と生徒達

との間でどのような社会的関係性を実現することが望ま

しいのかを考えると同時に，その社会的関係性の実現に

向けて「演じる」ことが必要である (上ヶ谷, 2021b)。Ely 

(2010) が報告した大学生は，0.999⋯⋯ < 1 を信じてい

るが，テストでは 0.999⋯⋯ = 1 と答えることを演じて

いた。同様に，教師は，教室での教師と生徒達との間の

望ましい社会的関係性を実現することを妨げ得る自身の

数学的信念については一旦脇に置き，「演じる」ことを

通じて教師と生徒達との間の望ましい社会的関係性の実
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現を目指さなければならない。 

これを教師の重要な役割の 1 つであると捉えるなら

ば，学校数学を一通り学び終えている教師にとっての「数

学としての当たり前」を生徒達に押し付けることは，教

室での教師と生徒達との間の望ましい社会的関係性を実

現することを妨げる可能性があり，注意しなければなら

ない。そしてこの点に注意を払うということは，教師は，

まずは学校数学を一通り学び終えている教師にとっての

「数学としての当たり前」を当たり前だとは思わないよ

う，つまり，それを一旦脇に置くことができるよう，そ

の存在を自覚するところから始めなければならない。 

(3) 「なぜ疑問」の作法 

哲学者ファン・フラーセン (1986) は，「なぜ」という

問いに対する答えは，その文脈において暗黙的に対比さ

れているクラス (種類) が何であるかに依存すると述べ

た。例えば，「アダムはりんごを食べている」という文

について「なぜ？」と問うことを考えよう。「なぜアダ

ムはりんごを食べているのか？」という問いは，暗黙的

に対比されているクラスが何であるのかが明示されてい

ないため，実は多義的な問いである。この問いを，「な

ぜアダムが？」という意味で理解するならば，暗黙的な

想定は，例えば，「なぜジェシーではなくて，アダムが

りんごを食べているのか？」という問いになる。「その

りんごはジェシーが食べると聞いていたのに，見に来て

みたら，なんとアダムが食べているではないか。なぜ

だ？」と，こういう文脈での問いになる。 

「なぜアダムはりんごを食べているのか？」という問

いには，「アダムは」，「りんごを」，「食べている」

と 3 文節で構成されているので，この問いは，「なぜア

ダムが？」だけでなく，「なぜりんごを？」，「なぜ食

べている？」という意味で理解することもできる。「な

ぜりんごを？」という意味で理解するならば，例えば，

「アダムはオレンジを食べると聞いていたのに，見に来

てみたら，なんとりんごを食べているではないか。なぜ

だ？」という文脈が想定される。「なぜ食べている？」

という意味で理解するならば，例えば，「アダムはその

りんごをジェシーにあげると聞いていたのに，見に来て

みたら，なんと自分で食べているではないか。なぜだ？」

という文脈が想定される。 

そこで本稿では，対比されているものが何かを明示し

ながら「なぜ疑問」を用いていくこととし，これを「『な

ぜ疑問』の作法」と呼ぶことにしよう。したがって，学

校数学を一通り学び終えている教師にとっての「数学と

しての当たり前」を相対化するにあたっては，「〇〇は

当たり前だと思われるが，なぜ△△なのではなく，〇〇

なのか？」という形式で問うていくこととなる。 

(4) 「なぜ疑問」への回答の観点 

「なぜ疑問」は，前述の作法に則って問うたとしても，

問いへの回答は状況により変動し得る。それは，推論主

義において実質推論の非単調性が指摘されていることと

も関連する。すなわち，対比されているものを明示した

つもりでも明示しきれていない暗黙の前提が無数に存在

し得，そうであるがゆえに，問いに対する答えは，そう

した暗黙の前提を追加で明示する度に異なるものとなり

得るのである。したがって，原理的には「なぜ疑問」に

対して唯一絶対の回答を与えることはできない。しかし，

客観性をできるだけ高めるため，回答の自由度が高くな

り過ぎないような努力をすることは可能である。 

そこで本稿では，「教材の系統性」を回答の観点とし

て立てる。学校数学を一通り学び終えている教師にとっ

ての「数学としての当たり前」に関心を持つ本稿にとっ

ては，この観点の選択が重要である。なぜなら，学校数

学を一通り学び終えている教師にとっての「数学として

の当たり前」は，ある教材を学んだその瞬間にとっては

「当たり前」でないかもしれないが，先の教材を学んだ

ことによって「当たり前」になっていくような「当たり

前」だからである。 

本節をまとめると，次のようになる。第一に，生徒達

は，教科書とは異なる暗黙の前提に基づいて推論し得る

ので，推論主義で議論されている実質推論の非単調性を

考慮する必要がある。第二に，学校数学を一通り学び終

えている教師にとっての「数学としての当たり前」を生

徒達に押し付けることは，教室での教師と生徒達との間

の望ましい社会的関係性を実現することを妨げる可能性

があるので，教師は，この「数学としての当たり前」を

自覚していく必要がある。第三に，この「数学としての

当たり前」を自覚化するために，教材に対して「なぜ疑

問」の作法に基づいた問いを立てていく。第四に，この

「なぜ疑問」に対しては，教材の系統性の観点から回答

を構成していく。以下では，この方針で具体的な教材分

析を行う。 

 

３．教材 

本節では教材の具体例として，多項式の展開，作図，

比例の 3 つを論じよう。これらはいずれも，中学校と高

等学校の両方で価値ある教材となり得る。 

(1) 多項式の展開 (中学 3 年，高校数学 I，II，B) 

① 数学的分析 

第一の教材は，多項式の展開である。中学 3 年で 

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 を学習し，高校数学 I でも改

めて学習し直す。この等式に潜む「当たり前」の 1 つを

相対化していこう。前節で述べた「なぜ疑問」の作法に

則って，次のように問うてみたい。 
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なぜ (𝑎 + 𝑏)2 の展開公式は，𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 の順

番ではなく 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 の順番で表記されるの

か？ 

前節で議論した「教材の系統性」の観点でこの問いに

1 つの答えを与えるとすれば，高校数学 II で学習する二

項定理・パスカルの三角形を意識した順序だということ

である。係数が 1, 2, 1 の順番であるのは，二項定理にお

いて係数が 𝐶02 , 𝐶12 , 𝐶22  の順番だからである。二項

定理では， 𝐶𝑟𝑛  の 𝑟 に代入される数が 0, 1,⋯⋯ , 𝑛 と

いう順番であることが自然である。しかし，この回答だ

けでは，「なぜ 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 の順番ではなく」の部分

には十分答えられていない。なぜなら，𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 の

順序の合理性が何ら説明されておらず，二項定理に基づ

く順序の合理性の比較優位性がまだ不明瞭だからであ

る。 

そこで 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 と同じような方式で並べる類

似公式を考えてみよう。すると，思い浮かぶのは， 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑏𝑐 + 2𝑐𝑎 

である。3𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3𝑐𝑎 の部分が輪環の順になってい

る点を除けば，形式が似ている。つまり，二項定理への

拡張を意識するならば，(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 の書き

方になるが，(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 の展開公式への拡張を意識す

るならば，(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 の書き方になる。 

では，後者の方向での拡張を押し進めてみよう。 

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑏𝑐 + 2𝑐𝑎 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑎𝑐 + 2𝑎𝑑

+ 2𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑 + 2𝑐𝑑 

⋮ 

であるから，一般化すると， 

𝑛 ≧ 2 のとき 

(∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2

=∑𝑎𝑘
2 + 2∑𝑎𝑘 ( ∑ 𝑎𝑙

𝑛

𝑙=𝑘+1

)

𝑛−1

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

 

が成り立つと予想される。このことは，数学的帰納法を

用いて証明してもよいし，二項定理を証明するときのよ

うに，𝑎1 ～ 𝑎𝑛 までの 𝑛 個の文字から重複を許して 2

個選ぶ場合を考えてもよいであろう。この拡張自体，数

学 B や数学 II の応用問題として捉えることもできる。 

以上の考察をまとめると，次のようになる。𝑎2 + 2𝑎𝑏 +

𝑏2 の順番は，(𝑎 + 𝑏)2, (𝑎 + 𝑏)3, (𝑎 + 𝑏)4, ⋯⋯ という指

数を増やす拡張を意識した順番であり，𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 

の順番は，(𝑎 + 𝑏)2, (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2, (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2, ⋯⋯ とい

う括弧内の文字を増やす拡張を意識した順番である。 

何らかの物を「整理する」ということは，多くの場合，

何らかの規則に基づいて「整理する」ということである。

規則が存在すれば，物が増えたとしても，同じ規則で再

整理することで扱いやすくなる。しかし同時に，そこに

規則が存在するということは，物の増え方によっては，

その規則に基づく整理が便利な場合と不便な場合とがあ

るということでもある。どんな物の増え方であっても常

に万能な整理方法はないのである。このことは，多項式

を整理するための規則にも当てはまる。ここで紹介した

多項式の 2 つの整理方法は，それぞれが威力を発揮する

物の増え方 (すなわち，拡張のされ方) に違いがある。つ

まり，多項式をどのように整理するかが，拡張の方向性

を一定程度規定することになる。その方向性に逆らって

異なる方向に拡張する場合は，整理の仕方を適宜改める

必要がある。 

② 数学的価値と数学教育的価値の導出 

上述の考察から，多項式の項の順番の違いによる数学

的価値と数学教育的価値を引き出そう。第一に，局所的

に見れば，𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 という順番に，強力な優位性が

認められないという点である。指数を拡張するか文字数

を拡張するかは，いずれもあり得る拡張の方向性の 1 つ

であり，𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 という順番も，𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 と

いう順番も，どちらもそれなりに価値のある順番である

ということがわかる。そして，もう 1 つ重要なことは，

(𝑎 + 𝑏)𝑛 の展開公式に「二項定理」という名前がわざわ

ざつけられているのに対して， の展開公式には

よく知られた名前がつけられていないことから，大局的

には，やはり 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 の順番に優位性があるとい

うことである。わざわざ定理の名をかざすからには，両

者には使用頻度や理論上の位置付けなどの点で，数学的
．．．

価値に差がある
．．．．．．．

ということである。 

そこで，このことから，両者の順番の数学教育的価値
．．．．．．．

を考えていこう。大局的には二項定理を意識した順番の

方が価値があるため，教師にとってはこちらの順番が「数

学としての当たり前」である。しかし，局所的には拡張

の方向性が違うだけで，どちらの順番にもそれなりに価

値が認められることから，中学 3 年生や高校 1 年生など，

数学Ⅱで二項定理を学ぶ前の生徒達にとっては，どちら

も価値のあるものに見える可能性がある。実際，例えば，

中学 1 年生の負の数の導入場面のような，数概念の拡張

に代表されるように，「拡張する」という考え方は，展

開公式を習うまでの授業に幾度となく登場する。そのた

め，「拡張の考え方がきちんと身についているが，二項

定理の大局的価値をまだ知らない生徒達」にとっては，

二項定理へと拡張する方向も の展開公式へと

(∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2

 

(∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2
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拡張する方向も，どちらにも等しく価値を感じることが

できると考えられる。これが，生徒達にとっての「生活

経験における当たり前」である可能性がある。そして，

この生徒達にとっての「生活経験における当たり前」は，

上で述べた教師にとっての「数学としての当たり前」と

ズレがある。 

そのため，(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 という展開公式を

指導するにあたっては，次のような留意が必要になる。

まず，𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 と書く生徒達がいた場合は，きちん

とその生徒達の書き方を肯定してやることである。先の

考察により，(𝑎 + 𝑏)2 の展開公式を習う段階の生徒達の

目から見て，𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 と 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 の順番の

どちらがよいかは決定ができない可能性がある。もちろ

ん，拡張することを意識して並べている生徒ばかりでは

ないであろうけれど，𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 と書いた生徒に対

して，教科書に合わせて無理矢理に 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 と書

くように指導するのではなくて，𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 の順番

によって開かれる数学の発展が確かに存在し，その順番

にも数学的価値があるということを伝えてやることは，

教師の重要な役割である。𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 という順番の

方が大局的には数学的価値があるという教師の信念を一

旦脇に置き，教科書と違う順番であっても価値があるこ

とをきちんと伝えるのである。このような「正解か不正

解かという価値基準ではない，価値のある学び」を生徒

達にもたらすことができるのは，まさにその生徒達を指

導している教師だけである。 

次に，もう 1 つ重要な指導上の留意点は，そうはいっ

ても，𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 の方が大局的に価値があるという

ことを生徒達にきちんと伝えることである。生徒達目線

では今の段階では理由はわからないかもしれないけれ

ど，先々，とりあえずこの形で整理しておいた方が都合

がよいことも多いと，きちんと伝える必要があるのであ

る。大局的な数学的価値は，先の学習内容を知っていな

ければならないという意味で，その段階の生徒達には感

じ取ることができない。長い歴史の中で揉まれることで，

公式の表現はこの順番で書くことに落ち着いているので

あって，公式の表現は，授業中に少し検討した程度で簡

単に覆してよいものではない。その意味で，教科書の順

番を尊重するということもまた重要である。授業中，も

し 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 の順番で書いた生徒達が現れたなら

ば，その生徒達を褒めてやることは重要だが，同時に，

教科書の順番できちんと押さえ直すよう指導することも

また重要な教師の役割である。 

(2) 作図 (高校数学 A，II) 

① 数学的分析 

第二の教材は，作図の展開である。作図自体は，中学

1 年から学習するが，使用可能な幾何学的知識が増える

に連れ，作図可能な対象が増えていくため，様々な学年

で取り組むことができる。また，数学 A では，抽象的

な作図の問題や作図可能性の論証も取り扱うことにな

り，定規とコンパスを用いて物理的に作図する以上の数

学的活動と発展する。本節では，特に数学 A の作図問

題の「当たり前」の 1 つを相対化していこう。前節で述

べた「なぜ疑問」の作法に則って，次のように問うてみ

たい。 

なぜ √𝑎 の長さの線分の作図には，長さ 𝑎 の線分

だけでなく，長さ 1 の線分も与えられているのか？ 

√𝑎 の長さの線分の作図は，教科書でも取り扱われる

問題である。与えられた長さ 𝑎 の線分と長さ 1 の線分

から直径 𝑎 + 1 の円を描き，直径を 1: 𝑎 に内分すると

ころで直径と直交する弦を引けば，方べきの定理より，

この弦の半分の長さが √𝑎 となる (図 1)。したがって，

ここでの問いは，なぜ長さ 1 の線分が必要なのか？ 長さ

1 の線分が与えられなかったら，どうなるのか？である。

問題の前提条件が，結論の導出にどのように寄与してい

るかは，数学の理論に関する重要な数学的理解の 1 つで

はあるが，問題を解くことばかりに注力してしまうと，

しばしば忘れられがちな数学的理解でもある。 

前節で議論した「教材の系統性」の観点でこの問いに

1 つの答えを与えるとすれば，乗法の定義により，1 が必

要である，ということになる。この問題は，作図可能数

と体の 2 次拡大の問題に通じており，1 の必要性は，こ

の基礎をなす問題である。 

与えられた線分だけから，指定された長さの線分を作

図するということは，幾何学的性質を利用して，実数の

数体系の一部分を作図によってシミュレーションすると

いうことになる。今回の場合は，√𝑎 という平方根の計算

をシミュレーションしなければならない。つまり，√𝑎 

は，𝑥2 = 𝑎 を満たす実数 𝑥 であるから，2 乗という計

算の意味を定めるために必要な情報が，問題に埋め込ま

れていないといけないということである。では，𝑥2 とは

いかなる意味か？ 比の考え方を用いると，積 𝑎𝑏 は，𝑎 

を 1 としたときに 𝑏 に相当する実数であるから，𝑥2 は，

 

図 1: √𝑎 の長さの線分の作図 
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𝑥 を 1 としたとき，𝑥 に相当する実数である (図 2)。

「𝑥2 = 𝑎 を満たす実数 𝑥」という言い回しの中に「1」

が出てこないため意識しづらいが，√𝑎 の定義に 1 が必

要であり，1 が何であるかの情報が必要不可欠なのであ

る。 

実際，1 の定め方によって作図すべき線分が変化して

しまう。例えば，長さ 𝑎 の線分が 9m の線分である場合

を考えよう。このとき，1m の線分を 1 としたならば，

𝑎 = 9 であるから，作図すべき線分の長さは 3m であ

る。一方，1cm の線分を 1 としたならば，𝑎 = 300 であ

るから，作図すべき線分の長さは √900cm = 30cm = 0.3m 

である。3m ≠ 0.3m だから，何を 1 にするかによって，

長さ 𝑎 の線分から作られる長さ √𝑎 の線分が変化する

ことになる。 

このような現象が生じるのは，文字式の特性が関係し

ている。「長さ 5 の線分」のような定数を用いた表現と，

「長さ 𝑎 の線分」のような変数を用いた表現とでは，そ

の表現の持つ情報量が異なる。「長さ 5 の線分」の場合，

長さ 1 の線分の 5 倍の長さであるという意味であるか

ら，何を単位として測定して 5 であったのかが明示され

ているが，「長さ 𝑎 の線分」の場合，何を単位として測

定して 𝑎 であったのかが明示されていない。つまり，

「長さ 𝑎 の線分」という表現は，実質的に乗法を行うた

めに必要な数学的な情報 (乗法の単位元) を与えていな

いのである。 

同じ乗法でも，片方が定数の場合は，実質的に 1 が与

えられることになり，作図することができる場合がある。

例えば，長さ 𝑎 の線分から長さ 2𝑎 の線分を作ること

は容易である (図 3)。図 2 の場合を一般化すると，図 4

のようになる。長さ 𝑎 の線分と長さ 𝑏 の線分が与えら

れたとしても，1 が追加で与えられない限りにおいては，

長さ 𝑎𝑏 の線分を作図することができない。 

なお，このとき「教材の系統性」の観点で思い浮かぶ

のは，相加・相乗平均の関係の図的証明かもしれない (図

5)。直径 𝑎 + 𝑏 の円をかき，直径を 𝑎 ∶ 𝑏 に内分すると

ころに直径と直交する弦を引く。すると，方べきの定理

より，その弦の半分の長さが √𝑎𝑏 となり，図 5 より，

半径 
𝑎+𝑏

2
 以下であることがわかる。この作図において，

1 は登場しない。これは，1 の影響がキャンセルされる特

殊な例である。つまり，𝑎, 𝑏 が何を単位として測定した

値であったとしても，√𝑎𝑏 は同じ長さになる。 

例えば，長さ 𝑎 の線分が 4m，長さ 𝑏 の線分が 9m だ

とすると，長さ 𝑎𝑏 の線分は 36m となるが，長さ √𝑎𝑏 

の線分は 6m となる。そして物理的には同じ長さの場合

を，測定単位を cm にして考えてみよう。つまり，長さ 

𝑎 の線分が 400cm，長さ 𝑏 の線分が 900cm だとすると，

長さ 𝑎𝑏 の線分は 360000cm = 3600m となるが，長さ 

√𝑎𝑏 の線分は結局 600cm = 6m となる。今，m と cm の

場合で計算したが，長さ √𝑎𝑏 の線分の物理的長さが変

わらないことは，測定単位によらない。仕組みとしては，

𝑎𝑏 は単位が 2 乗されてしまうが，√𝑎𝑏 は √  をつけた

ことによって，その 2 乗がキャンセルされているという

ことになる。相加・相乗平均の関係の図的証明の場合の

ように，単位によらず同じ結果が得られる場合は，単位

となる 1 が与えられていなくても作図できる場合があ

る。 

② 数学的価値と数学教育的価値の導出 

上述の考察から，√𝑎 の長さの線分の作図における 1の

役割に関する数学的価値と数学教育的価値を引き出そ

 

図 2: 𝑥2 の意味 

 

 

図 3: 2𝑎 の意味 

 

 

図 4: 𝑎𝑏 の意味 

 

図 5: 相加・相乗平均の図的証明 
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う。ここでの長さ 1 の線分は，平面上で作図によってシ

ミュレーションする乗法を定めるために必要であるとい

う意味で，理論の根幹をなす仮定である。この 1 なくし

ては，所定の長さの線分を作図するという問題が成立し

ないかもしれず，理論を支えているという数学的価値
．．．．．．．．．．．．．．．．

を

有する。 

そこで，このことから，この 1 の数学教育的価値
．．．．．．．

を考

えていこう。大局的には数学の理論を構築する観点から

も作図問題を成立させる観点からも 1 が必要であるた

め，教師にとっては 1 の存在が「数学としての当たり前」

である。しかし，この段階の生徒達にとって，1 は，たま

たまその問題で与えられていた情報の 1 つに過ぎず，局

所的には取り立てて重要な存在に見えない可能性があ

る。これが，生徒達にとっての「生活経験における当た

り前」である可能性がある。この生徒達にとっての「生

活経験における当たり前」は，上で述べた教師にとって

の「数学としての当たり前」とズレがある。 

そのため，√𝑎 の長さの線分の作図を指導するにあた

っては，次のような指導上の留意点を考えることができ

る。まず，進んでできる生徒達には，この 1 の役割を考

えさせるとよいであろう。単に数学の問題が解けるだけ

でなく，どんな仮定が結論にどのような影響を与えてい

るかを理解することは，数学の学びとして重要な学びで

ある。例えば，[1] 長さ 3 の線分から長さ √3 の線分を

作図する問題，[2] 長さ 𝑎 の線分から長さ √𝑎 の線分を

作図する問題，[3] 長さ 1 の線分と長さ 𝑎 の線分から長

さ √𝑎 の線分を作図する問題の 3題を対比させる活動が

考えられる。[1] と [3] は解けるのに，[2] が解けないと

いう事実から，1 の役割の大きさを実感することができ

る。 

また，進んでできる生徒達が対象でなくとも，教科書

例題を一歩深める学習として，単位の存在を意識させる

数学的活動を組織することは可能である。例えば，[1] 長

さ 1cm の線分と長さ 𝑎cm の線分から長さ √𝑎cm の線分

を作図する問題と，[2] 長さ 10mm の線分と長さ 𝑏mm の

線分から長さ √𝑏mmの線分を作図する問題(ただし，𝑎cm 

= 𝑏mm とする) を対比させる活動が考えられる。物理的

には同じ状況が与えられているが，測定単位による結論

の違いを実感しやすい。結果的に，教科書例題における

1 の役割の大きさを実感することに繋がるであろう。 

(3) 比例 (中学 1 年，中学 3 年，高校数学 I) 

① 数学的分析 

第三の教材は，比例である。比例は，小学 5 年で初め

て学んだ後，中学 1 年でも改めて学習し直す。この等式

に潜む「当たり前」の 1 つを相対化していこう。「なぜ

疑問」の作法に則って，次のように問うてみたい。 

なぜ中学校での比例の定義は，「𝑥 が 2 倍，3 倍，

……，になると，それにともなって 𝑦 も 2 倍，3

倍，……，になるとき，𝑦 は 𝑥 に比例するという」

ではなく，「𝑦 が 𝑥 の関数で，𝑦 = 𝑎𝑥 (ただし，𝑎 

は定数) で表されるとき，𝑦 は 𝑥 に比例するとい

う」なのか？ 

前者が小学校での定義で，後者が中学校での定義であ

る。素朴には，小学校での定義の方がわかりやすいよう

に思われるが，わざわざ中学校で定義を改める理由は何

か？ 

前節で議論した「教材の系統性」の観点でこの問いに

1 つの答えを与えるとすれば，変域の問題である。この

点について，半田 (2005) は次のように述べている。 

負でない有理数の上での関数ならば，𝑛 は自然数で

𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥) という仮定から 𝑦 = 𝑎𝑥 となること

が導ける。逆に，𝑦 = 𝑎𝑥 を仮定して 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥) 

が導ける。ところが有理数全体の上では，後者は成

立するが前者は成立しない。したがって，小学校流

の定義では，中学校の数の範囲では通用しなくなる。 

(p. 10) 

ここで，𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥) は，𝑥 が 𝑛 倍されると，𝑦 もま

た 𝑛 倍されることを意味しており，小学校流の定義の

ことを指している。つまり，小学校流の定義と中学校流

の定義は，負の数を変域に加えると同値ではなくなるの

である。 

半田 (2005) は証明を与えていないので，本稿ではこ

れを補っておこう。まずは 𝑥 の変域を負でない有理数と

し，「任意の自然数  𝑛  について  𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥)」と

「𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥」の同値性を示そう。 

[証明] 

「任意の自然数 𝑛 について 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥)」を仮

定する。𝑥 = 0,
1

𝑝
,
𝑞

𝑝
 (ただし，𝑝, 𝑞 は自然数) の場合

に分けて考える。 

この仮定において 𝑥 = 0 のときを考えると， 

𝑓(0) = 𝑛𝑓(0) 

より， 

𝑓(0) = 0 = 𝑎𝑥 

である。 

ここで 𝑎 = 𝑓(1) と置き，仮定において 𝑥 =
1

𝑝
 (た

だし，𝑝 は自然数)，𝑛 = 𝑝 のときを考えると， 

𝑝𝑓(𝑥) = 𝑝𝑓 (
1

𝑝
) = 𝑓 (

𝑝

𝑝
) = 𝑓(1) = 𝑎 

であり， 
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𝑓(𝑥) = 𝑓 (
1

𝑝
) =

𝑎

𝑝
= 𝑎𝑥 

である。 

また，仮定において 𝑥 =
𝑞

𝑝
，𝑛 = 𝑝𝑞 (ただし，𝑝, 𝑞 

は自然数，𝑞 ≠ 1) のときを考えると， 

𝑓(𝑥) = 𝑓 (
𝑞

𝑝
) = 𝑞𝑓 (

1

𝑝
) = 𝑞 ∙

𝑎

𝑝
= 𝑎𝑥 

である。 

以上より，𝑥 の値に関わらず 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 である。 

逆に，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 のときは，𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥) が成り

立つことは明らかである。 

次に，まずは 𝑥 の変域を有理数としよう。このときは，

「任意の自然数  𝑛  について  𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥)」ならば

「𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥」に反例 𝑓(𝑥) = |𝑥| が存在する。 

[証明] 

𝑓(𝑛𝑥) = |𝑛𝑥| = 𝑛|𝑥| 

𝑛𝑓(𝑥) = 𝑛|𝑥| 

よって，𝑓(𝑥) = |𝑥| は，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 でないにも関わ

らず，前件を満たす。 

要するに，「𝑥 が 2 倍，3 倍，……，になると，それに

ともなって 𝑦 も 2 倍，3 倍，……，になるとき，𝑦 は 𝑥 

に比例するという」という横向きに見る定義の仕方は，

原点をまたいでも変化の割合が一定であることを保証す

る規定になっていないのである。例えば，図 6 のような

グラフも，𝑓(𝑥) = |𝑥| と同様の反例である。小学校では 

𝑥  と 𝑦  が伴って変化するということを重視しながら

も，中学校ではきちんと変化の割合が一定であるという

ことを押さえたいならば，このように再定義するしかな

いのである。 

変域という観点では，上記のような純粋数学的な理由

のみならず，現実と数学の関係性を考える場合でも，小

学校流の定義では問題が生じる。例えば，次のような場

面を考えよう。 

[1] 1 個 200 円のりんごを 𝑥 個買うと，代金は合

計 𝑦 円になります。 

[2] 容積 300L の空の浴槽に，毎分 15L の割合で

お湯を注ぐと，𝑥  分後に溜まっているお湯は 

𝑦L になります。 

[1] をグラフにすると，図 7 のようになる。変域が非負

整数であり，グラフは視覚的には直線にならない。その

ため，「𝑥 が 2 倍，3 倍，……，になると，それにともな

って 𝑦 も 2 倍，3 倍，……，になる」は満たすかもしれ

ないが，ここから自然と期待される「𝑥 が 
1

2
 倍，

1

3
倍，…

…，になると，それにともなって 𝑦 も 
1

2
 倍，

1

3
倍，……，

になる」は議論ができない。しかし，だからといって，

[1] のような関係を比例と呼ばないのは不自然である。

この場合も，あくまでもその定義域において変化の割合

は一定であり，𝑦 = 𝑎𝑥 で表すことのできる関数なのであ

る。 

[2] をグラフにするにあたっては，変域をどのように

考えるかによって話が変わってしまう。𝑥 の変域を 0 以

 

図 6: 変化の割合が一定でないにも関わらず， 

小学校流の定義が当てはまる関数のグラフ 

 

図 7: グラフが直線にはならないが比例 
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上で浴槽が満タンになるまでと捉えるならば，その間に

おいては 𝑦 は 𝑥 に比例していると言いたくなる。しか

し，𝑥 の変域に限りがある場合においては，「𝑥 が 2 倍，

3 倍，……，になると，それにともなって 𝑦 も 2 倍，3

倍，……，になる」という横向きの見方ができなくなる。

なぜなら，「𝑥 が 2 倍，3 倍，……，になる」とき，𝑥 の

変域を超えてしまうかもしれないからである。このよう

な場合においても確かに比例関係であると言えるように

するためには，定義おきにおけるすべての 𝑥, 𝑦 が関係 

𝑦 = 𝑎𝑥 を満たすかどうかで判断する中学校の定義が有

用なのである。 

なお，[2] をグラフにするにあたっては，図 8 のよう

に，𝑥 が 0 未満の場合や，浴槽が溢れた後も考えること

もできる。この場合は，もちろん比例関係ではなくなる。

これは，現実的な問題場面を数学的に解釈するにあたっ

て，関数の定義域をどのように設定するかという問題で

ある。 

一般に，集合 𝑋 の各元 𝑥 に集合 𝑌 の 1 つの元 𝑦 を

対応させる規則を 𝑋 から 𝑌 への写像という。そしてこ

のとき，𝑋 を始集合， 𝑌 を終集合という。中学校の関数

の定義では意識しにくいことではあるが，本来，始集合

と終集合の存在が，関数 (写像) の定義に先立って要請

される。その意味で，小学校流の定義にせよ中学校流の

定義にせよ，微妙な例が比例かどうかを判定するために

は，より高次の数学を参照して考える必要がある。 

② 数学的価値と数学教育的価値の導出 

上述の考察から，比例の定義を中学校で更新すること

の数学的価値と数学教育的価値を引き出そう。ここでの
．．．．

数学的価値は，より微妙な例を扱えるようになること
．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．

で

ある。厳密に数学的に定義することの価値は，ここにあ

る。そして，そうであるからこそ，ユークリッドの『原

論』以来，数学は理性的な思考法の模範となってきたの

である (中村, 1971)。 

そこで，このことから，この比例の定義に関する数学
．．

教育的価値
．．．．．

を考えていこう。大局的には，最も厳密な定

義に最も価値があるのであって，教師にとっては 𝑦 =

𝑎𝑥 という関係によって比例を定義することが，「数学

としての当たり前」である。しかし，それは，比例に限

定されない様々な関数について学んだ後だからこそ見え

る当たり前である。特に，𝑥 と 𝑦 の関係が，変化の割

合が一定で原点を通る直線で表現できることの価値は，

微積分まで学習するからこそ，より一層深く感じられる

ものなのであって，初めて比例を学ぶときに感じられる

ものではない。したがって，適切な理由 (Harel (2013) 

の用語に従えば「知的必要性」) を欠いたままでは，生

徒達はわざわざ比例の定義を改める価値を感じることが

できないと思われる。これが，生徒達にとっての「生活

経験における当たり前」である可能性がある。 

そのため，指導上の留意点として，中学校段階で定義

を更新するにあたっては，定義を更新する価値を実感し

やすくするために，適宜授業でより微妙な例を取り扱う

べきであるということが提言できるであろう。小学校段

階では，明らかに比例である関係と，明らかに比例でな

い関係を弁別できればそれでよいかもしれないが，中学

校段階で微妙な例を取り扱わなかったとしたら，生徒達

は定義を更新する価値を見いだせないどころか，本来で

あれば中学校段階で指導したい新しい定義を身につける

ことができないかもしれない。先に挙げた浴槽の例 (図

8) のような日常的な題材でも，小学校流の定義では弁

別が難しい例を構築することは可能なので，積極的に授

業での取り扱いを検討したいところである。ただし，中

学 1 年の比例の定義が登場する瞬間にこれを扱うか，中

学 3 年でいろいろな事象と関数を学ぶ際に扱うかは，生

徒達の実態に応じた判断が必要である。 

本稿ではもう 1 つ，高校段階における留意点も取り上

げておきたい。ある概念の学習は，定義の理解とともに

完了するわけではない。新しい場面でその概念に出くわ

す度に，その概念の新しい側面が学習されると考えれば，

その概念の学習は決して完結することはない (Uegatani 

& Otani, 2021)。この観点に立てば，上で述べた微積分ま

で学習したからこそ比例の価値がより一層深く理解でき

るという点も，比例についての重要な学習である。この

視点に立つとき，数学 III の微積分とまで言わずとも，例

えば数学 I においても比例の学びを深める機会がある。
 

図 8: 定義域によって比例かどうかが変わる例 
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それがまさに，絶対値関数のように，原点をまたいで変

化の割合が変化する関数である。絶対値関数は，部分的

に比例の性質を持つからこそ，変域によって場合分けし

た対応がしばしば有効である。絶対値関数に場合分けで

アプローチしていくということは，常識的に見れば絶対

値関数の学習であると思われるかもしれないが，それだ

けではない。これは，比例に帰着できるように場合分け

をするという，比例についての新しい学習場面でもある

のである。我々は，絶対値関数という新しい概念の学習

ばかりに目を奪われずに，比例という既知の概念の深化

という視点も大切にしながら，指導にあたるべきである。

我々が有する教師にとっての「数学としての当たり前」

は，こうした経験の積み重ねの上にある。 

 

４．おわりに 

本稿では，中学校・高等学校の数学の教科書上の「当

たり前」に目を向け，その点を相対化していく教材論を

展開した。推論主義の哲学を理論的視座とし，「なぜ疑

問」の作法に則って，多項式の展開公式・√𝑎 の長さの

線分の作図・比例の定義の 3 教材に対してそれぞれ問い

を立て，教材の系統性の観点からあり得る 1 つの回答を

提案した。 

結果，3 教材のいずれについても，大局的な視点 (教師

にとっての「数学としての当たり前」) と局所的な視点 

(生徒達にとっての「生活経験としての当たり前」) のズ

レを論じることができた。具体的に，多項式の展開につ

いては，(𝑎 + 𝑏)2 の展開公式に着目し，生徒達の目から

見て，𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 と 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 のどちらの順番

で書いても拡張の方向性として遜色なく見え得ることを

指摘した。√𝑎 の長さの線分の作図については，長さ 𝑎 

の線分のみならず長さ 1 の線分が与えられる数学的価値

が，生徒達の目からは見えない可能性を指摘した。比例

の定義については，小学校流の定義から中学校流の定義

に更新する必要性が生徒達には感じづらい可能性を指摘

した。我々数学教師も，高次の数学を学ぶ過程で徐々に

「数学としての当たり前」を獲得したのであって，一朝

一夕でその段階へとたどり着いたわけではない。そのた

め，短期的には，生徒達にとっての「生活経験としての

当たり前」に配慮した授業設計が重要である。しかし，

そうはいっても，中長期的には教材の系統性を大切にし

た指導をしなければ，生徒達が我々と同じ「数学として

の当たり前」にたどり着くことができなくなってしまう。

数学の教師は，日々目の前の生徒達の様子を注意深く観

察しながら，教師にとっての「数学としての当たり前」

と生徒達にとっての「生活経験としての当たり前」のズ

レの調整をしなければならないのである。 

今後の課題は 2 つある。1 つは，他の教材でも同様の

「当たり前」の相対化を実施することである。もう 1 つ

は，本稿のそもそもの執筆動機に立ち返り，教材を核に

した論文の価値を再考することである。本稿が読者の期

待に添う紀要論文になることを願うばかりである。 

 

注 

1) 例外は，2023 年 10 月の通知の際であり，僅差では

あったが，この 1 回だけ，筆者の学位論文のダウン

ロード数が 1 位となった。正確な理由はわからない

が，2023 年 6 月に筆者は科学基礎論学会という初

参加する学会でシンポジストをさせていただく機

会に恵まれ，一時的に筆者の人となりに関心が集ま

ったからではないかと推察している。2023 年 1 月

の通知は，上ヶ谷・石橋・迫田 (2020) がやはりま

た 1 位に返り咲いた。 
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