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論理的な図形認識を促す数学科授業の実践的研究（2）

一図形の性質問の関係の対象化に焦点をあてて一

妹　尾　進

1　はじめに

　わが国では，小学校算数科における図形の学習

は図形の性質を直観的・操作的な活動をとおして

発見することが主題となるのに対して，中学校数

学科における図形の学習は論証をとおして性質問

の関係としての命題の真偽性，すなわち正当化す

ることが主題となる。これらの両者の学習指導上

の文脈の違いが，中学校数学科における論証理解

の困難性に現れている王）。

　中学校数学科における論証理解の困難性に関す

る調査研究，学習指導の改善に関する実証的・実

践的研究は従来からも精力的になされている2）が，

今日においても生徒の学習状況の改善を必要とし

ているのが現状である。

　図形指導の体系を研究した前田（1979）は，「性

質の理解は，関係の把握と不離一体である。」と

述べ，性質理解に対する関係把握の重要性を指摘

している。前田が言うところの「関係」には，図

形の構成要素間の関係と性質問の関係との両者が

含まれていることを付言しておきたい3）。

　松尾（2008）は，新教育課程における中学校数

学科の図形領域の指導のあり方について提言する

なかで，小学校での図形指導と中学校での図形指

導の橋渡しをすることの必要性を指摘している4）。

　また，小学校算数科の図形認識から中学校数学

科における図形認識への移行過程に関する理論的，

実践的研究を行った岡崎・岩崎（2003）は，算数

科の中で算数の押し上げを促す「移行前期」と数

学科の中で積極的に数学への移行を促す「移行後

期」の2期に分け，中学校数学科における移行後

期教材として，作図がもつ性格，すなわち命題を

構成する手段，経験的認識から論理的認識への媒

介者としての性格に着目している5）。高本・岡崎

（2008）も同様である6）。

　筆者ら（2012）は，小学校における移行前期と

中学校における移行後期との間のスムーズな接続

を図るための小中一貫の図形指導の構想を作成し

た7）。まず，移行前期の「図形の性質問の関係性

の意識化」とは，活動のレベルで，図形の性質を

顕在化し，それらの性質問には順序関係がありそ

うだということをその活動の中で捉えることであ

る。また，移行後期の「図形の性質問の関係の意

識化・対象化」とは，活動のレベルで，図形の性

質を顕在化させ，現れた図形の性質に順序関係を

見いだし，その関係を考察の対象として捉えるこ

とである。そして，論証期の「図形の性質問の関

係の対象化」とは，言語や記号のレベルで，図形

の性質問に順序関係が埋め込まれた命題そのもの

を考察の対象として捉えることである。

　筆者らはこれまで小中一貫の図形指導の構想を

具体化した授業実践を行ってきている8）。本稿で

は，論証期にあたる中学校第9学年での実験授業

をもとに，生徒の論理的な図形認識の様相につい

て考察することが目的である。

2　中学校数学科における論証指導の在り方

　岡崎・岩崎（2003）が提起している図形の学習

指導における移行段階の枠組みはvan　Hieleの図

形に関する思考水準の理論を主な論拠として構築

されている。本稿における思考水準は主に性質が

順序づけられ，ある性質は他の性質から演繹され

る第3水準である。van　Hieleによると，この水
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表1　小中一貫の図形指導の構想

段階 学年 必要な視点 期待される子どもの姿

幼稚園 ○形遊びや造形 ・身のまわりにあるものを形として捉える。

～小2 ○性質 ・ 図形の性質を理解する。

○図形の性質の意識化 ・ 図形の性質を具体的な活動のもとで発見する。
移行前期へ

（図形からその図形の性質を列挙するこ ・ 図形の性質を並列的に捉える。
の接続期

小3，4 とができるとともに，特殊な図形の性質

からその性質を持っている図形の他の

性質を考えたりすることができる）

○図形の性質問の関係性の意識化 ・作図において，図形の性質の一部を定めることに

（図形の性質を顕在化する中で，現れた性 よってできた図形が他の性質を持っていることに
移行前期 小5，6

質と性質の間には関係がありそうだと 気づくことができ，自分のことばで説明しようと

いうことに気づく） する。

○図形の性質問の関係の意識化 ・作図において，図形の性質の一部を定めることに

（図形の性質と性質の問の関係を捉える） よってできた図形の他の性質が成り立っことを，

移行後期 中1 ○図形の性質問の関係の対象化 理由をっけて説明することができる。

（図形の性質と性質の間の関係を考察の

対象とする）

○図形の性質問の関係の対象化 ・ 条件の一部を変更させて結論を予測し，それが正

（仮定，結論が明確になった命題を考察の しいかどうかを証明したり，結論が成り立つ他の
論証期 中2，3

対象とする） 条件を考えて証明したりして，新たな性質を見出

すことができる。

準では，　「演繹のみが行われるのではなく，経

験的に確かめたことを演繹的に示したり，演繹

的な証明によって経験的事象をよりよく理解す

ることや，第3水準は生徒が幾何学的関係を上

手く用いることができるとき達成されている」

と述べ，そのことが水準達成の目印であり，か

つ次の水準へ上昇するための前提であることが

示唆されている。岡崎・岩崎（2003）は，vanHiele

の思考水準をもとに，　「移行期は子どもが既知

の図形の性質を何らかの活動に投入し，その過

程で性質を顕在化させるとともに，潜在的な原

理として現れる図形の関係を見いだし，意識化

する活動のレベルであり，この関係が言語・記

号のレベルで形式的に利用されるようになれば

論証への接続がなされたと考えることができる」

と主張している9）。

　また，山本（1995）は，証明指導において1

つの定理を証明したら学習が終わりではなく，

それについて発展的に考察を進めたり，別の観

点から考察したりする活動の必要性を指摘し，

「このような学習活動を実施することによって，

生徒自らが予想を立て，果たしてそれが正しい

のか，正しいとすればどんな条件が必要かとい

う基本的な動機を持ちながら証明を進めていく

ことができる」と述べている10）。

　本稿では，論証期における図形の性質問の関

係の対象化という観点から以下の2つの機能を

含んだ思考ができることが論証理解が深まった

状態であると捉えることにした。

（ア）発展的に考察したり，別の観点から考察

　　する活動

（イ）見出した性質の関係が成り立っことを，
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言語，記号を用いて形式的に表現する

3　授業設計の基本方針と教材研究

　本節では，中学校第9学年の図形指導におけ

る図形の性質問の関係の対象化を促す学習指導

のあり方について検討する。

（1）対象生徒

　授業対象生徒は広島大学附属三原中学校9年

生1クラス40名である。実施時期は平成24年

11月，単元は「円」で，接弦定理を考える学習

課題を設定した。

（2）学習前の事前調査の実態

　生徒達は，小学校5年生から中学校8年生ま

での間，作図教材を用いて，作図してそれが正

しいことを考える活動を通して，筋道立てて考

察する数学的な推論の考え方の素地となる活動

を行ってきている。平成24年度全国学力状況調

査1i）（平成24年4月実施対象生徒9年生80名）

によると，2つの直線が垂直に交わることを三

角形の合同条件を利用して証明する問題（B問

題，記述式）の正答率は93．6％（全国46．8％）

であり，論理的図形認識を促す論証指導の成果

が現れていると考える。

　しかし，この問題はあくまで既習事項の定着

状況の確認であり，本研究の目的である論証理

解を一層深めていくためには，ある図形の性質

の関係を証明し，そこから発展的に考察したり，

別の観点から考察するような単元授業を設計し

ていく必要がある。

（3）単元授業設計の視点

　清水（1995）は，発展的に考察していくポイン

トとして，　「子どもに論証の必要性や必然性を

明確にするために，事実の推測・発見を伴う創

造的・生産的な活動の過程に論証を位置づける

ことが大切である。」12）と述べている。また，

「発展的」という言葉から初めから難しそうだ

と抵抗感を与えないことも大切である。そこで

教科書にある問題を積極的に活用し，これまで

学習した図形の性質をもとに円に関する様々な

性質を考察したり，それを活用することで新た

な円の性質が発見できるように単元を設計した。

　第1次　円周角の定理（4時間）

　第2次　円周角の定理の逆（1時間）

　第3次　円周角の定理の活用（5時間）

　　　　　　　　　　　　　実験授業4／5

（4）評価材

　本単元の学習目標（望まれている結果）を生

徒がどの程度達成したのか，つまり，　「図形の

性質問の関係の対象化」がどの程度なされたか

の変容を具体的に示すための評価材（承認され

る証拠）として実験授業前，実験授業後のパ

フォーマンス課題及びルーブリックを次のよう

に設定した。

○　パフォーマンス課題

（実験授業前）

　図1で，円0の円周上に点Qをとり，QA，　QB

をひく。図の中から∠AQBに等しい角を見つけ

なさい。また，見っけた角が等しいことを証明

しなさい。

図1　事前のパフt一マンス課題

（実験授業後）

　図2で，点Qを円周上で弧ABまで動かす。∠

APBに等しい角を見つけなさい。また，見つけ

た角が等しいことを証明しなさい。
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図2　事後のパフォーマンス課題

○　評価規準

　図の中の等しい角を見つけ，見つけた角が等

しいことを既習事項を活用して証明することが

できる。

○　ルーブリック

　表2は，パフォーマンス課題に対するルーブ

リックである。評価基準IV以上の段階で評価規

準を達成したものとみなす。

表2　ルーブリック

4　実験授業の実際13）

　本節では，第3次の授業の実際について述べ

る。

　第1時では，既習事項の確認として円周上の

1点で接する接線の作図から始めた。ほとんど

の生徒は，円の接線は接点を通る半径と垂直で

あることを利用して作図ができた。次に，　「円

周上の1点」を「円外の1点」と条件を変え，

円外の1点を通る円の接線の作図を考えさせた。

この作図は，　「円の接線は接点を通る半径に垂

直である」こと及び「半円の弧に対する円周角

はgo°である」ことの2つの性質を利用して作

図するものである。生徒は思考錯誤を繰り返し

ていたが，なかなか作図法が思いつかない様子

であった。そこで授業者がヒントとして完成イ

メージ図を板書すると，生徒達はこの2つの1生

質に気づき，その性質を利用して作図を完成さ

せることができた。ここで，この図に関して分

かることを考えさせた。生徒からは，次のよう

なものが出された。

　・∠APO＝∠BPO　　　　・PA＝PB

　・△PAO≡△PBO　　・△PABは二等辺三角形

　これらはすべて△PAO≡△PBOが証明できれば

容易に導かれる。これまでも作図してそれが正

しいことを証明するという過程を経てきている

ので自然な流れで証明につなげることができた。

また，この証明は三角形の合同条件を用いた基

本的な証明であるためほぼ全員が証明できてい

た。その後，　「円外の1点から，その円にひい

た2っの接線の長さは等しい」ことを確認した。

　第2時は，第1時で用いた図を利用して進め

ていった。

図3　第2時の図
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　図の中で，∠APO（∠BPO）＝a°とすると，a°

と等しい角を見つけ証明するという課題である。

ここでは，大きく分けて3つの考えが発表され

た。

生徒の考え方1　三角形の内角の和を利用

DPAOtて於ひて
，t　A　oP∫　90°－a°0

6A∂ぐに解∠ハこo二弼θ

⑦，㊥ざフL＞へOcガ’

∠0紀．卿ら勿σイ脅8一の

　　　　　ジ（x’
△o陥｛さ二貿辺三角吻勧・ラ∠o吾c・∠oβひ（7・

○　円周角の定理が一番簡単だと思った。でき

　るだけ簡潔に証明すれば自分もわかりやすい

　し，人にもわかってもらいやすいと思った。

○　図形の見方を少し変えるだけで，簡単にで

　きるんだと思った。いろいろな見方がないか

　一度探してから証明しようと思う。

　多様な見方・考え方の大切さや簡潔に表現す

ることの大切さが実感された授業であった。

　第3時も引き続き同じ図を利用して，次のよ

うな問いを投げかけた。これは，事前のパフォ

ーマンス課題を兼ねている。

生徒の考え方2　相似を利用

　△APo欄とムCA（）　じ窃・い2、

4口喫5＼㍉、

　　乙OAP｝∠OCA・9“①
　　藩一仁．∠AOP＝∠coA　　（≡）

d）（㊨，副・2細繭お“齢ぞΨ
　壊LN．・mz“、　△Ape・の△（二・A《’

　」＝7z・∠APo＝・∠OAc　；o一

問題　円0の円周上に点Qをとり，QA，　QBをひ

　　く。この図の中から∠AQBに等しい角をみ

　　っけなさい。また，見つけた角が等しいこ

　　とを証明しなさい。

生徒たちは，たちまち∠AOP，∠BOPを発見した。

生徒の考え方4

蕾／繊態義・

　考え方3に気づいている生徒はわずかであっ

た。考え方1，考え方2を利用している生徒は，

考え方3の発表を聞いて「円周角とは気づかな

かった。」「そんなに簡単に証明できるとは…」

と驚いている様子であった。授業後の生徒の感

想には次のような記述が見られた。

○　証明をするのにも3つのやり方があってお

　もしろかった。

○　一番やりやすい方法でするのがよいと思っ

　た。

他にもないか問うと，しばらく考えていたが

∠ABP，∠BAPを発見し証明した。

生徒の考え方5

弘ハ0眉磁る醐賊遡τ

　　　∠APO＝LA昼O＝6し゜

Ao℃　SO｛‡半｛径楠で△AOβIS・二穿辺三斜研ケずあろ。

許7て　　乙ハPO　s乙演ハO　＝0°　・1・の

レハ、i’Pli円の撫な｛ハτ　PハtOハ，PBtoSI工範に疫わ£しら。…＠

a），④」コ，　∠PハH＝　乙PSH　昌　（ヲo°一αo　　…θ

∠ハoB：180°一（tuβ÷　（，OBA）

　　　言1罫γ一2グ

　　　・2（qσ一αり

∠ハG蹴乙AObの士搾なPt，i

乙Adib・　1（q。’－a°）xk

　　　iCIQ’－a°　　　・・㊥

③，④ヨFリ　∠＿ハθB二　∠：PハH　：：　乙PβH　　　　　　∠＿Pハt→t乙171＞t→

この発見は，すでに接弦定理の証明になって
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いるわけであるが，この時点で生徒はそのこと

にまだ気づいておらず，改めて接弦定理に必要

な部分だけ取り出して証明を考えさせていく。

これまでの発見を手がかりに，補助線をひいて

証明に取り組んでいた。全体で証明を確認後，

接弦定理としてまとめた。授業の最後には，円

周角の定理と接弦定理との関連性を捉えること

ができるよう，パワーポイントを使って点を動

かしていった。点Qが点Bと一致した瞬間，「お

おっ！」と言った声があちこちからあがり，接

弦定理は円周角の定理の特別な場合と見ること

ができることに生徒は驚きや感動を覚えている

ようであった。以下，授業後の生徒の感想であ

る。

○　接線から弦をひき，その線を結んでいくと

　同じ角ができることに驚きました。すごいで

　すね。数学って。おもしろいことがわかるん

　ですね。

○　最後の移動していくのはすごく感動しまし

　た。なるほど，少し考え方を変えるだけでそ

　うともとれるのか。

○　最後の図は本当におお！と思いました。

○　スライドを見てやっと理解することができ

　た。とても不思議だなと思う。∠ACBと∠ABD

　が等しいならば，∠CABと∠CBEも等しいと思

　う。

○　図の形が変わっても性質はそのまま残るの

　だなあと思いました。

表3　事前事後のパフォーマンスの変容

評価

基準

事　　　　　後

V IV 皿
r
【 1 計

V 3 1 0 1 0 5

IV 5 1 2 2 0 10事
　
　
　
　
前

皿 5 0 3 4 0 12

H 2 1 5 1 0 9

1 0 0 0 0 0 0

計 15 3 10 8 0 36

〔証明］

　　　　　　　　　　　　　　　　　P・　　　乙APβ’巳　ズ幽℃おく
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　また，円剛両ヒφ聖ぜ角の鵬かち　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q

　∠AGSi・〈3eo－2x）÷2・’so－2とsgthlvtti’S等8．

　し托もf7て∠AQC＝之
　4APB・t乙A《謎c・t；勲文㌻玄℃廉すごヒ献ゼき3Pttt∠APB　＝∠A｛巣c

　ホ　コ

円騨h¢晦1｝．∠gpa診∠B合a

　　　　　乙APQ＝∠へBQ
概乙鴫キ乙ARQ二乙ゆB
　　4　eA9＋fAiiQ　E　ggt4　eqth　9S　hxN’

　　菜融もるのび

　　　乙へ1）B二乙AQC

D

　円の不思議な性質に感動を覚え，性質問の関

係に触れることができた授業であった。

5　ルーブリックに基づく評価

　実験授業後にパフォーマンス課題とルーブ

リックによる評価を行った。評価規準を達成し

た生徒18名であった。基準IVの3名の生徒は，

証明の記述に多少の不備はあるものの，証明の

筋道は正しいと認められた生徒である。

図4　生徒の証明

　計が36名であるのは，事前または事後調査の

両方もしくはどちらかを受けていない生徒がい

るためである。基準Vになった生徒の考え方の
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内訳は，円周角の関係から三角形の内角と外角

の関係を用いた者が7人，円周角と中心角の関

係を用いた者が4人，接弦定理を用いた者が2

人，その他2人という結果であった。基準IVも

基準Vと同様の考え方によるものであるが，記

述に多少の不備が見られた。基準皿の10名は，

根拠の誤りや条件不足などがあり筋道は通って

いないが，どの生徒も形式化による記述はみら

れていた。なお，事前Vから事後IIになった1

名と事前IVから事後1になった2名は∠APBと

∠AQCの関係を正しく捉えられていないことに

よる誤答である。また，事前，事後とも基準1

の生徒はいなかった。

ことができる。

0　1つの証明問題でも，いろんな証明の仕方

　があって，それぞれの証明の仕方は違っても

　同じ結論にたどりっくのがスゴイと思いま

　した。習っていない定理でも今まで学習した

　ことを使って導くことができました。おもし

　ろいと思いました。

○　円の定理を知るためにいくつもの証明を

　しました。そのおかげで考え方の視野が広が

　り，色んなところに目を向けられるように

　なった。

○　円周角の定理の見方を変えれば接弦定理

　につながるように見方を変えれば新しいも

　のが見えること。

6　考察およびまとめ

　本実践研究の成果と課題を整理しておく。

　第一の成果は，教科書にある問題の条件を変

えたり発展的に考察したりすることで，生徒が

証明の必要性を感じ，意欲的に証明に取り組ん

だことである。接弦定理の導入では，角の大き

さを直接測って気づかせたり，点を動かして気

づかせたりする問題がよく取り上げられている

が，初めから結論ありきの感は否めない。そこ

で，円外の点から円への接線の引き方を基に，

図の中の等しい角に注目させていく授業展開に

することで，場面のつながりが生まれ，それぞ

れの場面が次の場面に生きるような授業展開が

構成される。そのことによって性質問の関係が

生じ生徒自らが性質を発見していく授業をする

ことができ，証明に取り組もうとする意欲が高

まっている。

　第二の成果は，別の観点から考察する活動を

取り入れたことにより，1つの命題に対して多

様な証明方法が見られたことである。事後評価

問題では4種類の証明方法が出されたが，自分

が気づかなかった他者の様々な証明方法に触れ

ることは，図形に対する見方・考え方が一層深

まり，豊かな図形認識につながるものである。

このことは単元後の生徒の感想記述からも伺う

　最後に，今後の課題について述べておく。

　第一に，事前事後のルーブリックの結果を見

ると，評価基準IV以上を達成した生徒は36名中

18名と半数に留まっている。上位層の生徒に対

しては論理的な図形認識を高めることができた

一方で，中間層や下位層の生徒の伸びがまだ十

分ではなかった。そういった生徒に対する支援

を考慮した授業作りを行う必要がある。

　第二に，証明を読んで新たな性質を見いだす

活動を取り入れていくことである。証明を読む

ことを通して，論理的な図形認識が一層高まっ

ていき，そのことが他の領域にも波及していけ

ば，相対的に生徒の論理的な認識の高まりが期

待できるであろう。多様な見方・考え方に触れ

ることができるような教材を開発し，生徒の論

理的な図形認識を高めていきたい。

　以上のことから，小中一貫のカリキュラムの

もとで，発達段階に即した教材開発を行ってき

たことは，中学校での論証理解の困難性を克服

し，論理的な図形認識を高めるために概ね有効

であったと考える。これからも生徒に学習する

内容のおもしろさやよさを感じ取らせることが

できるような教材を開発し，意欲を高めながら，

論証理解の困難性を克服していきたい。
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