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Force　Field　and　Elastic　Constant　of　Corundum＊

By

1〈azuaki　IIIsHI，Y1・ji　SHIRo　and　Yo81・iharu　IJMEGAKI

ωith　11　Tabl・es　and　S　Text－Sgures

（Received　October　30，1967）

　ABsTRAcT：Basing　on　ascription　of　the　infrared　spectra　of　corundum　at　637，583，571，436，400　and　387

cm－1　given　by　BARKER　and　of　Raman　spectra　of　ruby　at　751，642，578，450，432，417and　375　cm－10btained

by　KRIsHNAN　and　on　the　modified　f（）rmula　of　UREY－BRADLEy　force　field，　thc　values　for　the　normal　frequency

of　corundum　have　becn　estimated．　The　data　f（）r　the　elastic　constant　dcrived　from　those　f（）r　the　fbrce

constant　have　been　in　good　harmony　with　those　obtained　megascopically　from　the　practical　observation，

being　connected　more　sensitively　with　the　bending　and　repulsive　fbrces　than　with　the　stretching　f（）rce．　This

v量ew　has　also　been　comfirmed　by　evaluating　variation董n　the　internal　coordinate　in　relation　to　the　elastic

stress．　The　values　fbr　the　constants　related　to　the　stretching　fbrce　and　elasticity　in　the　cases　of　corundum，

rutile　and　quartz　have　been　bompared　with　one　another．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　INTRODUCTION

’

　　In　the　infrared　absorption　data　given　fbr　corundum　and　ruby　by　CoBLENTz（1908）・

STRoNG（1937），　PARoDI（1937），　KRIsHNAN（1948）and　MITsulsHI吻Z・（1962）etc・

have　there　been　a　sort　of　ambiguity　and　disagreement　with　one　another・The　reliable

data，　however，　have　been　proposcd　by　BARKER（1963）as　a　res戸lt　of　the　experiment

concerning　re－examination　of　the　previous　figures，　being　ascribed　to　Alu，　Alu　and　Eu

on　the　basis　of　factor　group　analysis　suggested　by　BHAGAvANTAM　et　al・（1939）・On　the

othcr　hand，　the　Raman　spectra　attained　f（）r　corundum　and　ruby　by　KRIsHNAN（1948）

arc　those　relatcd　to　A　i　g　and　Eg　with　ccrtain　dcviation　caused　by　the　effects　of　Fermi

resonance　and　presence　of　Cr203　spectra．

In　thi・p・p・・，　th・n・・m・1・…din・t・t・catm・nt　w・・m・d・in・・der　．t・d・termin・

assignm・nt・f　v・・i・u・vib・ati・n・and　th・f・・cc丘・ld　in…undum・F・・an・xa・t・v・1－

u。ti。n　6f　th・fr・qu・n・y　it　i・neccssa・y　t・・crutinizc　the　fo・cc・c・nt・・lling　all・f　th・’

＊Read　at　the　general　mceting　of　Geological　So‘ietl　ofノψαπ，　Oct．12，1967．
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atoms，　if　possible．　Even　in　thc　simple　case　of　cubic　symmetry　a　large　number　of　the

fbrcc　constants　are　to　bc　su切ected　to　inspcction．　Bccause　of　complication　of　the　con－

stants　ascribed　to　low　symmetry　in　thc　prcsent　specimens　some　modi丘cations　proposed

by　SHIMANoucHI　havc　bcen　added　to　the　constants　of　UREY－BRADLEY　fbrcc　field．

Thrce　correction　termsゐ1，ゐ2　andんothcr　than　six　kinds　of　the　f（）rce　constant　given

by　the　authors　alluded　to　abovc　have　been　taken　into　consideration　as　fbllows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oKt
K2

H2
Fl

h
lh
2
k

　　It　is　genera

due　to　thelr　strength　of　bonds　and　ionic　character．

present　work　to　refer　to　the　normal　coordinatc　treatmcnt　of　corundum　and　to　reach　the

reasonabl6　conclusion　for　the　f（）rce　field　in　comparison　of　the　clastic　constant　deduced

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　馳
from　SHiRo’s　method（1967）with　the　observcd　valucs．

f（）rthe　strctchlng　f（）rc見of　Al－O　bond　with　1．845A　ln　lcngth，

fbr　to　that　with　1．990A　in　lcngth，

fc）r　defbrmation　of　O－Al－O　angle，

f（）rthat　of　Al－0－Al　angle，

f（）rthc　repulsive｛brcc　between　non日bondcd　O＿O　distance，

f（）rthat　bctwecn　non－bonded　Al．．‘Al　distancc，

for　the　interaction　constant　between　two　a（ljacent　angles　around　Al　atom，

f（）rthat　around　O　atom，　and

fbr　that　between　two　a（ljacent　bonds．

　　　　lly　di伍cult　to　estimate　thc　complicatcd　f（）rces　of　the　inorganic　crystals

　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　However，　it　is　tlle　purposc　of　the

II．　STRucTuRE　AND　FAcToR　GRouP　ANALYsls

　　Corundum，α一A1203，　bclongs　to，he　rhombohedral　holohcdral　class　1）薯，　and　bears

the　unit　ccll　withα＝5．120±0．010A　andα＝55°17’，　containing　fbur　Al　atoms　and　six

Oatoms　in　such　disposition　as：

　　Al　atoms：（1／2一ω，1／2一ω，1／2一ω），（ω十1／2，ω十1／2，ω十1／2），

　　　　　　　　　　（ω，ω，ω），（π》，IT，10）

　　Oat・ms：（1／2，1／2一ω，　u＋1／2），（1／2一ω，　u＋1／2，1／2），（u＋2／1，2／1，2／1－〃）

　　　　　　　　　　（u，0，！乙），（0，u，の，（1ら配，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　whcre　ω＝0．1050±0．0010A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　u＝0．303±0．003A（げ．　PAuLING　and　HENDRIcKs，1925　and　WYcKoFF，1964）

　　The　unit　ccll　of　corundum　is　illustratcd　in　thc　figure　l　revcaling　thc　contcnt　of

f（）ur　Al　atoms　and　six　O　atoms　with　the　clcmcnts　of　symmetry　such　as　identity，　two

sixfbld　axes　of　rotatory　renection，　threc　thrcef（）1d　axcs，　thrce　glidc　mirror　planes　and

ccnter，　and　the　groups　of　atoms　combincd　with　one　anOthcr　through　symmetry　opcra－

tions　arc　listcd　in　thc　table　1．

　　The　result　obtained　fbr　the　factor　group　analysis　of　corundum　by　thc　prescnt　au。

thors　with　reference　to　BHAGAvANTAM’s　mcthod　arc　indicated　in　thc　tablc　2，　whcrcin

tllirty　kinds　of　vibration　are　discriminatcd，　two　f（）r．418　and　fivc　f（）r瑞are　attributable

to　Raman　active　vibrations　and　two　fbr　A2u　and　f（）ur　f（）r」Eu　to　infrarcd　activc

vibrations．
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　　　　　　FIG．1．　Sch¢matic　illustmtion　of　atoms　in　corundum．

TA3乙冠　韮．　　　ATo琵三¢G衰oひ蓬・s韮魏RE二ATIeN　to　SY緩愁載TRY　O笈・£衰AT！◎㌶

Symmetry　　　　　　　●◎P¢どa総o織

Atomic　Groups

E 鱒顧●o●●■●o●■■●■●●●●鞭●●●9●

236
（霊，4）　　　　（2，3）

（1，4）　　　　（2，3）

（5，

（5，

8，　　6，　　9，

10，　　7，　　9，

7
，
6
，

10）

8，）

2σ8
（1）　　（2）

（1）　　（2）

（3）　　（4）

（3）　　（4）

（5，　6，

（5，　　7，

7
）
6
）

（10，

（！o，

8
，
9
，

9
）
8
）

∫ （1，4）　　　　（2，3） （5，9） （6，10）　（7， 8
）

3σ”

（1，3）　　　　（2，4）

（1，3）　　　　（2，4）

（1，3）　　　　（2，4）

（5，9）

（5，8）

（5，10）

（6，8）　　　　（7，10）

（6，蒙0）　　　　（7｝9）

　（6，9）　　　　（7，8）

3C2

（5）　　（9）

（6）　　（10）

（7）　　（8）

（1，2》

（1，2）

（1，2）

（3，4）　　　（6，7）

（3，4）　　　　（5，7）

（3，4）　　　　（5，6）

（10，　8）

（8，9）

（10，9）

335



Kazuaki　Illsm，　Yuji　S夏nRo　and　Yoshiharu　UMEGAKI

TABLE　2． FAcToR　GRouP　ANALysls　oF　CoRuNDUM

D3己 E 2S6 2C3 i 3σ” 3C2 N T T’ R’ n Activity．

」1σ 1 1 1 1 1 1 2 0 0 0 0 Raman
4己 1

一
1 1

一
1
一
1 1 2 0 0 0 2

！f2σ 1 1 1 1
一
1
一
1 3 ．0 1 且 1

442％ 1
一
1 1

一
1 1

一
1 3 1 0 1 1 infbarcd

E
o

2
一
1
一
1 2 0 0 5 0 1 1 3 Raman

Eu 2 1
一
1
一
2 0 0 5 1 0 1 3 infrarcd

III．　MoDEs　oF　SYMMETRY

　　The　rcsults　of　group　analysis　clcarly　suggest　that　thirty　kinds　of　vibrations　arc

classified　into　those　belonging　to　six　point　groups，　and　the　coordinate　of　K’th　vibration

Qk，　an　equilibrated　position，　is　defined　as　displaccment　of　atoms　from　the　origin　as　fbl・

10ws：

class　are　also　revealed　ln　relation　to　orthogonality

丘gure　3．　In　the　illustrations　of　the　s

perpendicular　to　the　fbrmer　through　O　atom　and

system　in　thc　right・handed　arrangement，

　　Be　it　so，　corundum　includcs　f（）ur

expressed　linearly　as：

　　　　　　　　　　　10　　　　　10　　　　　10
　　　　　　　　ρ＝Σα両＋Σゐゆ＋Σc∫窒，

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　ρ々＝Ea’駒＋Σゐ研＋ZCikZi
　　　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　where　xi，　Yi　and之，　arc　the　coordinate　of　the∫th　atom　andαik，6薙and　c晒

　　　　　　　　are　its　rcspccitvc　amplitude　along　thc　directions　x，ンand之．

　　The　symmetry　coordinates　f（）r　the　non－degcncratc　modes　arc　easily　exhibited　thr－

・ugh　th・fa・t・・g・・up　an・ly・i・・as　sh・wn　in　th・figu・e　2．　Th・・e　f・・th・d・g・n・・at・

ymmctry　modcs，　Z卜axis　taken　trigonally

along　x，　〉’and　z，　as　given　in　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，X－axis

Y－axis　were　placcd　to　dispose　thc

Al　atoms　and　six　O　atoms　in　a　unit　ccll　and　Q　is

　　　　　　　　wh・・e（＋）x・　P・int・t・tl・c　int…ecti・n・f　three　tw・f・ld　ax…nthe矧

　　　　　　　　Plane，（十）zi　represents　thc　u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pward　one　normal　to　tllc耽γplanc，　and（十）

　　　　　　　　ri　connects　with　the　right－handed　motion　in　the　dircction　pcrpcndicular　to

　　　　　　　X　and｝「axes．

’In　vi・w・f　th・・e　re1・ti・n・hip・，　th・・ymm・t・y　c…dinat…f・c・pcctive　classc、　a，c

summariscd　as　f（）110ws：

Aig

Q，＝・－z1＋z2－z3＋z4

ρ2＝－2（x5－x・）＋（x6＋x7－x、＋x、。）

Alu
Q3＝　z1－一一　x2－Z3＋Z4

ρ・＝－2（x・＋x・）＋＠・＋x・＋x・＋x・。）＋3（x、－x，＋x、－x、。）
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Force　Field　and　Elastic　Constant　of　Corundum

A29

　　ρ5＝一之rZ2＋X3＋Z4

　　ρ6＝一・X5－Z6－Z7＋X8＋Zg＋XIO

ρ，＝－2（Y5－Yg）＋（Y6＋ッ・一γ・－Or・・）－3（x・－x・＋κ8一κ・・）

A2u

　　ρ8＝X1＋Z2＋Z3＋Z4

Qg＝Z5＋　Z6＋　Z7＋　Z8＋Zg＋Z・。

ρ、・＝－2（Pt5十γ9）＋（Y6＋γ7＋Or8＋y・・）－3（x・一κ・一κ・＋x・・）

　　ρ・・。＝－Xl一κ2＋X3＋κ4

　　ρ・2。＝一ツ・＋Y2一ツ3＋Y4

　　Qi3a＝：－3（κ6十κ7－x8－xlo）一　（or6　’一γ7十Pt8－Ylo）

　　Q14a：＝2（x5－xg）　十　（x6十κ7－x8　一一　xlo）　一一3（♪も一Y7　一一帥3一ごγ10）

　　ρ15。＝Z6－Z7＋ZS－ZIO

　　ρ・・δ＝y・＋ツ2－Y3－or4　　　　　　　　　　じ

　　ρ・2δ＝X1－X2＋X3－X4

ρ・3・＝3（or6＋〉’：・一γ・－or・・）＋（x・－x・＋x・－x・・）

ρ、4、＝－2（y，－Yg）一（Or6＋y・－y・一〉’・・）’＋3（x・－x・＋x・－x・・）

　　ρ、5δ＝－2（z5・・一・Zg）＋（z6＋z7一之8－z・・）

　　ρ16。＝κ1＋X2＋κ3＋X4

Q・7。＝γ・一一・Y2－．γ3＋y4

　　ρ・8。＝一（Y6－♪＾7－Pt8十ツ10）－3（x6＋x7＋x8＋x・・）

　　ρ、9。＝2（x5＋xg）＋（x6＋x7＋x8＋x・・）－3（鈎づ7－YT8＋y・・）

Q2・。＝　pt　z6＋Z7＋Z8－ZIO

Q・6b＝－y・一γ2－y3一γ4

Q17b＝　－x1＋κ2＋κ3－x4

　　ρ18δ＝＝一　（x6　一一　x7一κ8十xlo）－3（♪t6十二r7十Y8十Ylo）

　　ρ19δ＝－2（γ・＋Yg）＋（Or6＋Or7＋Pt8＋γ・・）－3（x・－x・一κ・＋x・・）

　　ρ2。δ＝2（z5十Zg）一（z6＋z・＋z8＋之・・）

IV．　CALcuLATION　OF　FREgUENcY

　　Assuming　that　tlle　vibrational，　rotational　and　translational　motions　may　be　treated

separately　and　the　first　may　be　harmonic　motion，　the　values　f（）r　the　normal　vibrational

frequency　of　crystal　are　given　according　to　LAGRANGE，s　equation　of　motion．　General

coordinates　of　atoms　are　here　determined　in　relation　to　the　crystal　structure　of　corun－

dum．　So　if　thc　kinetic　and　potential　energies　are　cxpressed　in　the　term　of　the　coordina・

tes　it　is　also　possible　to　evaluate　the　value　of　the　normal　frequency，　although　in　general

thc　potential　ficld　of　crystal　is　still　remained　unknown．　As　for　the　f（）rce　constants　of

corundum，　it　is　thus　schemcd　to　find　an　idcntity　of　the　ca　lculated　values　with　the　ob－

served　frequencies．　Since　the　fact　is　howcver　that　in　the　case　of　complicated　structure

it　is　not　easy　to　attain　the　data　of　frequcncy　only　on　the　basis　of　LAGRANGE，s　equation，
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the　method　of　WILsoN，s　GF－matrix　and　the　secular　equation　l　CF－Eλ1＝Ohave　been

applied　to　calculatioll　by　mcans　of　computor．　In　the　secular　equation　mentioned

above，　Fx，　the　potential　cncrgy　matrix　expressed　in　the　term　of　the　Cartesian　sym．

metry　coordinates，　is　soluble　through　substitution　of　the　fbrce　constants　in

F，＝utBFRBt　

u
where　FR　rcprcsents　thc　intcrmolecular　potential　energy　matrix，　B　derived　from　the

atom　coordinate　of　the　crystal　is　the　matrix　translatablc肋m　the　intcrmolecular　coor－

dinate　to　the　cartesian　coordinate　and　U　inferred　from　the　symmetry　coordinate　is

the　matrix　translatable　to　the　symmetry　coodinate．

　　The　UREY－BRADLEY　potential　energy　uscd　here　is　expressed　as　fbllows：

　　　　　　　v＝Σ［K’iri＋ΣF’iiSivgifコ（∠r’）＋Σ［H’iirii＋

　　　　　　　　　　　8　　　　　　ノ（・ki）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＞ノ
　　　　　　　　　　F’　・」q・」　（ti／ti・）’12コ（・ヴ∠αの＋1／2Z［κi＋Σ（‘睾凸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9　　　　ノ（キぎ）

　　　　　　　　　　＋s？ノFii）（∠r’）2＋1／2Σ［HiノーSiノεルF’ヴ＋勾‘ノf馬］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＞ノ

　　　　　　　　　　×（rの2（∠α〃）2＋Σ［－ti」t」i　F’ii＋Si」ti」．Fiノコ（dri）（drl）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＞ノ

　　　　　　　　　　＋Σ［勾5ガF’ヴ＋t」iSii　Fiiコ（η／ri）1’2（dri）（rijACt」i）

　　　　　　　　　　　　i（キノ）

where
　　　　　　　　　　・ヴ＝（・・－r」C・Sαの／9’ノ・ノ’＝（ri－・iC・Sα’ノ）／9ii

t　i」　・＝　r　」s’mcti　i／9ij　　tji　＝risinαii！9ii

　　　　　　　　　　9多ノ＝r多十r多一2cosαiiriny／and　rヴ＝（riri）1’2

　　Since　in　this　fbrmula　the　tcrms　of　the　first　order　arc　taken　zero　under　a　condition

at　the　equilibrium　position・it　becomes　necessary　f（）r　attaining　17R－matrix　only　to　find

the｛bllowing　factors：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（‘？ノF’ii＋5多ノFi　i）　　　　　　　　　　！riri＝Ki十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2A，i）
　　　　　　　　　　！偽αザ＝（Hiノー5’ノ5／iF’ii＋t・iit／iFiノ）rの＋3h／V百

∫r毫r，＝－tljtjiF’　liキSijS“F｛j

　　　　　　　　　　frieViJ＝（tiis／iF”ノ＋6，’5’凸）rノ

　　　　　　　　　　！偽αfFV至一ん／2

　　where　K　is　the　constant　fbr　the　strctching　fbrcc，　II　that　f（）r　thc　bcnding　f（）rcc，∬

that　fbr　the　repulsive　fbrce　andんthe　intcraction　constant　betwccn　a（ljacent　angles，

　　Bond　lcngth　and　bond　anglc　of　corundum　rcquisitc　fbr　calculating　its　potential

cncrgy　arc　listed　in　the　tablc　3．　Conccrning　thc　valucs　for　its　normal　vibrational　frc－

qu・n・y，　th・・c・f　Al－O　di・t・n・e　w・解・・timat・d　1・S43A　gnd・．982A　by　th・p・e・cnt

authors　in　placc　of　1・845±0・015A　and　1・990±0・020A　givcn　by　PAuLING　and

HENDRIcKs（1925），　f（）r　which　the　stretching　f（）rccs　KI　and　K2　werc　rcspcctively　defincd．

The　bending　forces　Hi　f（）r　O－AレO　and　H2　fbr　Al－0－Al　as　well　as　the　repulsivc　f（）rccs

Fl　fbr　O…O　and　F2　f（）r　Al…Al　werc　considered　as　UREY－BRADLEY　potentia1．　Further

the　interaction　constantsんl　and乃2　betwecn　two　a（ljaccnt　angles　around　Al　and　O　and　k

bctween　two　a（lj　acent　bonds　were　taken　as　the　corrcction　tcrms．

　　Thc　kinctic　cnergy　matrix　O　is　derivablc　from　G＝σM－1び，　whcrc　M　is　thc　dia．
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gonal　matrix　constituted　of　the　masses　of　AI　atoms　and　O　atoms．

TA肌E　3． BoND　LENGTII　AND　BoND　ANGLE　oF　CoRuNDuM

θ・8・ Number

R1 Al－0　　（1β45A） 1　－　8 12
Bond　length
　　　　　　　　　　　R2 A1－o　　（1．ggoA） 1　－　5 12

α1 0－Aレ0　（77°58’） 5－1－6 12
α2 0－A1－0・（85°56’） 5－1－9 12
α3 0－Aレ0　（90°50’） 5－1－8 12

Bond　angle　　　　　　　α4 0－Al－0　（102°34’） 8－1－9 12
φ
1 Al－0－A1（86°50’） 1－5－2 6
φ
2 A1－0－Al（94°03’） 1－5－4 12
φ
3 A！－0－A1（118°58’） 3－5－4 6
φ
4 A1－0－A1（131°51’） 1－5－3 12

，Through　solving　the　secular　equation　from　a　set　of　the　asshmed　fbrce　constants　the

numbers　of　frequency　wcre　evaluated，　while　the　combination　of　unknown　values　fbr

the　fbrce　constant　such　as　1ζ1，1（壱，璃，　H2，　F1，　F2，ん1，ん2　andんwere　determined

according　to　the　Jacobian　matrix（ヴ・Table　4）giving　the　change　of　the　characteristic

　　　　　　　　　　　　　　　TABLE　4・　JAcoBIAN　MATRlx＊oF　CoRuNDuM（4R，1aKん）

Kl κ2 臥 H2 F
l

F2 ゐ
1

ん
2

ゐ

・41σ
0，067

0，052

0，033

0，021

0，228

0，289

0，343

0，180

0，508

0，030

0，024

0，279

0，064

0，193

0，097

0，025

一
〇．075

－ 0，044

・41払
0，061

0，058

0，035

0，019

0，323

0，281

0，350

0，318

0，602

0，030

0，024

0，457

0，002

0，185

　0．101

－ 0，022

0，286

0，229

・42σ

0，054

0，017

0・041

0，057

0，042

0，015

0，492

0，466

0，328

0，247

0，352

0，080

0，727

0，387

0，042

0，008

0，028

0，168

一
〇．045

－ 0，043

　0．196

0，072

0，102

0，023

　0．332

－ 0，047

－ 0，044

・42“
0，112

0，000

0，046

0，067

0，605

0，084

0，423

0，417

0，063

0，302

0，025

0，025

0，405

0，004

0，123

0，121

一
〇．130

　0．073

E
o

0，035

0，003

0，016

0，083

0，046

0，076

0，081

0，049

0，001

0，009

0，391

0，321

0，311

0，350

0，134

0，332

0，309

0，275

0，270

0，351

0，633

0，082

0，048

0，220

0，123

0，012

0，261

0，268

0，087

0，064

　0，070

　0，159

　0．198

－ 0，007

－ 0，005

0，092

0，005

0，018

0，072

0，101

一
〇．123

－ 0，048

－ 0，032

－ 0，107

－ 0，110

Eu

0，033

0，069

0，043

0，038

0，087

0，037

0，029

0，062

0，697

0，577

0，316

0，120

0，693

0，370

0，122

0，220

0，138

0，435

0，039

0，167

0，046

0，026

0，198

0，012

　0，419

－ 0，030

　0．204

－ 0，006

0，200

0，106

0，017

0，063

一
〇．128

－
0，147

－ 0，014

－ 0，276

Unit A！mdsec・ 〃 〃 〃 〃 〃 11mdA・ec・ 〃 A！mdsec・

＊Jacobian　matrix　represents　the　change　of　the　ith　characteristic　value　due　to　that　of　the　hth｛brce　constant．
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valueλf　due　to　the　changc　of　the　fbrce　constant（dλi／AKハ）．

　　Repetitions　of　trial－and　error－method　f（）r　manipulations　based　on　the　normal　coor－

dinate　were　carried　out　to　aim　coincidence　of　the　calculated　values　f（）r　frcquency　with

tllose　observed　witll　use　of　Jacobian　matrix．　From　the　values　obtaincd　f（）r　thc　f（）rcc

constant，　those　fbr　the　elastic　constant　were　derivcd　in　comparison　with　thosc　observcd

mcgascopically．　When　751　cm－1　is　inferred　to　pertain　to　Aig，　it　results　in　that　the

values　fbr　the　constant　concerned　with　the　stretching　or　bending　fbrce　bccomc　negativc

whcreas　this　scems　physically　unreasonable　and　the　data　f（）r　thc　elastic　constant　cal・

culated　from　those　f（）r　the　f（）rce　constant　are　different　from　the　observed　data．　So　it　may

1）cthat　751　cm－1　is　rcsultcd　from　impurity　or　combination　band．　Thc　observed　and

calculated　values　fbr　frequency　in　the　casc　of　Sct　I　are　listed　in　the　table　5，　wherein

　　　　TABLE　5。　　THE　OBSERVED＊AND　CALcuLATED　VALUES　FoR　FRB（≧uENcY　ol・　CoRvNDuM（cm一り

Set 1 Set II

Obsd． Calcd． Obsd． Calcd．

578 555 578 567
」1σ

264 432 405

583 555 583 602
・42“

400 389 400 416

642 643 642 644

450 520 450 465

E
g

432 453 417 435

417 382 375 413

375 317 277

637 635 637 614

Eu
571

436

568

405

571

436

547

430

385 366 385 373

＊BARKER，　A．S．（1963）・・…・……infrarcd　spcctra

　KR！sHNAN，　R．S．（1948）・……・・Raman　spcctra

TABLE　6． FoRcE　CoNs’rANT　oE　CoRuNDuM

Sct　I Sct　II Dimcnsion

κ二（Al－0） 1．0 0．5 md1A
κ2（AI－O） 0．7 0．4 〃

瓦（0－Al－O） 0．2 0．08 〃

璃（Al－0－A1） 0．12 0．05 〃

F1（0……0） 0．05 0．25 〃

F2（Al…A！） 0
一
〇．05 〃

苑1（0－Al－O，0－Al－0）
一
〇，25 0．25 md．A

み2（AレO－A1，　A1－O－A1）
一
〇．3

一
〇．3 〃

ん　（A1－0，　Al－0） 0．05 0．02 md1A
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the　data　other　than　578　cm－1　fbr．418　are　not　observable　because　ofthe　lower　values　and

the　others　are　ascribed　to　those　given　by　KRIsHNAN　and　BARK鷺R．　The　data　fbr　the

長）rcc　c◎難sta批de亡em｝i捻ed　i総each　case鍵e　sh◎w捻ぬthe　tab！e　6．　The　data◎b重ai獄ed

fb鷲he　Set　II　are　also　c◎ntaiRed短the　table　5，　wheτein　578　c搬旧1　and　432　cml口1　aτe

assignable　to　A　1g，　although　the　latter　is　combined　with　l恥by　KRIsHN姻probably

ρwing　to　confUsion　derived　fピom　the　Fermi　resonance．　The　lowest　value　of　Eg　in

frequency　is　considered　to　have　not　been　fbund　because　of　its　weakness　but　the　others

assigned　by　KK【s登NAN　and　BAR．総R　are　of　c◎縫rse　me燃三◎無ed　i鼠he重abl¢．

　　1難§peαion◎f　the　da繊obtai無ed　cleaτ1y　s穫99ests　that　the　ca韮c嚢1ated　va1繊cs　◎f　f｝e－

qu¢駕y　i捻the　Set　I　were　less　agreeable　with　the◎bserved　data　th縦n　those　arranged

in　the　Set　II，　and　discordance　is　most　remarkable　in　the　case　of　Eg，　resulting　in　that

the　values　of　the　fbrce　constant　in　the　Set　II　would　b¢reasonable　fbr　corundum．

These　results　will　be　checked　through　scrutiny　of　the　values　fbr　the　elastic　constant

in・the・foll◎wi籍g　sec£1◎n・

V．M◎DES◎F　VIBRATI◎N

　　The　modes　of　fhndamental　vibration　determined　already　by　the　preced三ng　calc鷺至a－

ti◎論are　a！s◎◎btai登able　i籍the　ca§e　of　sdvi難g　the　secular　eq鞍ati◎総thz℃競gh工一憩atでix

reveali難g　theどelati◎n　of　cer捻in　wave熱u搬bers　t◎the　modes　of　symmetry　（（≠Figs．2

and　3），　as　given　in　the　table　7　and　drawn　quantitatively　in　the　figures　4　and　5．

VI．　ELAsTlc　CoNsTANT

　　As　described　previously　by　SHIRo　（1967），　the　matrix　fer　the　elastic　constant　is

symmetric　and　the　related　elements　are　counted　twenty　one．　But　only　six　elements

independent　of　the　symmetry　1）3　in　corundum　are　alined　as　follows．

　
　
　
0
0
◎

　
　
　
ユ
　
3
　
4

　
　
　

ユ
　
　
ユ
　
　
　

　
C
V
C
O
◎

　
　
　

　
　
　
　
　
　
　
　

騨

ユ
　
　
　
ヨ
　
る

ユ
　
　
ユ
　
　
　
ム
　
　
ユ

C
C
C
C
O
O

C33

c44

0　C44
0　◎　2（Cn　一　Cl　2）

　　　　　　　のsymmetrlC

　　According　to　thc　method　rcported　by　SHIRo，　thc　values　f（）r　the　elastiじconstant　have

be¢n　caIculated　concerning　of　the　sets　of　the　fbrce　constant　describ¢d　above．　The　result

derived　qs　well　as　the　observcd　valucs　at　the　room　temperature　reported　by　8冠RNsT冠1翼

arc　at　the　samc　timc　sh◎w捻in　the　table　8．　It　is　cvidc熱t　tha宅the　va1疑es（）f　the　Set　II　are

morc　agre¢able　with　those　ob之ai鍛cd之ha箆i捻th¢casc　of　th◎se｛br　the　Set　I　and　are　same

as　thosc　obtained　by　treatment食）r　thc　normal　coordinatc．　It　is　here　to　be　noted　that　the

valucs　of　the　elastic　constant　arc　sensitively　dcpendent　on　thc　change　of　some　bands

of　thc　fbrcc　constant．　Inspcction　of　the　tab1¢9　manifests　that　increase　in　the　values　fbr
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TABLE　7． L・MATRIx　oF　CoRuNDuM

Spec．
Calcd．

Frcq・（cm－1） Symmctry　coordinatc
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　髄

ql　　　Q2

∠41σ

567

405

0．001　　　　　0．250

　　　　　　　　　　　　　　FO．193　　　－0．002

Qβ　　q4

4払
597

438

0．009　　　　0．250

0．192　－0．011

Q轟　　　q6　　　q7

♂42σ

660

479

407

一
〇．007　　　　0．230　　　－0．098　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

－
0．030　　　　0，095　　　　0．228

　0．190　　　　　0．024　　　　　0．032

q8　　qg　　　q10

・42鎚

602

416

一
〇．132　　　　　0．182　　　　　0．004

　0．002　　　－0．003　　　　　0．250

qll　　q12　　q13　　q“　　q15

E
g

644

465

435

413

277

一
〇。0星1　　　　0．004　　　　0．161　　　　0．092　　　　0．167

0。169　0。㎜　0．038－0．106　0．040

　0．012　　　　　0．187　　　　　0，028　　　　　0．023　　　－0，045

－
0．070　　　　0．043　　　－0．069　　　－0．160　　　　0．144

　0．057　　　　0．017　　　－0．173　　　　0．130　　　　0．100

q1・　　　　q17　　　　q18　　　　q！，　　　　q，。

Eu

614

547

470

373

　0．123　　　　0．008　　　　0．176　　　－－0．063　　　－0．047

－
0．048　　　’0．012　　　　0．111　　　　0．204　　　－0．066

－
0．004　　　　0．118　　　－0．027　　－0．019　　　－0．041

0．曲　0．038　0．062　0．041　0．233

The　numbers　underlined　represent　the　fractions　of　symmctry　coordinate　related　mainly　to　thc

vibration　systcm・

thc　elast．i　c　constant　is　roughly　proportional　to　that　in　thc　fbrcc　constant　with　order　of

O・1md／A　or　difference　of　0・1md・Afrom　its　values・｛br　the　Sct　II　is　recognizablc　and

that　the　values　f（）r　the　bending　force　constant　are　more　sensitive　in　the　case　of　thosc

f（）rthe’ stretching　force　constant　and　those　fbr　thc　bending　fbrcc　constant　o　f　O－Al－0，

f（）rthe　repulsive　fbrce　constant　of　O…O　and　fbr　the　interaction　constant　of　anglcs　be一
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o

TABLE　8．

Cn
C33

c44

C12

C13

c14

ELAsTlc　CoNsTANT　oF　CoRuNDuM
　　　　　　　　　　　　　　　（1011md！A2）

Obsd．＊

49．4

49．6

14．5

15．8

11．4

－ 2．3

Set　I

19

17

13

－
5

－
2

　0

Calcd．

Set　

39

41

12

12

6

0

＊BERNSTE！N，　B．T．（1963）

TABLE　9． VARrATIoN　IN　ELAsTlc　CoNsTANT　DuE　To

TIIAT　IN　FoRcE　CoNsTANT（Ccrβ／K，）

Cll　　　C33　　　C、、　　C12　　　C13　　　C14 DimensiOI1

κ1 63　　　　　　　51　　　　　　　26　　　　　　　　9　　　　　　　12　　　　　　　　4 10－2A－1

K2 60　　　　　　　53　　　　　　　50　　　　　　　10　　　　　　　10　　　　　　－6 〃

Ht 761　　　　　　782　　　　　　342　　　　　－64　　　　－122　　　　　－46 〃

島 486　　　　　　503　　　　　　159　　　　－238　　　　－252　　　　　　　51 〃

Fs 613　　　　　　613　　　　　　175　　　　　　196　　　　　　149　　　　　　－8 〃

F2 317　　　　　　304　　　　　　133　　　　　　　54　　　　　　　　4　　　　　　　49 〃

ゐ
1

554　　　　　　495　　　　　　　61　　　　　　220　　　　　　　16　　　　　　　　0 10－2A－3

ゐ
2

70　　　　　　118　　　　　　　21　　　　　　一三3　　　　　－65　　　　　　－7 〃

tween　O－Al－O　and　O－Al－O　are　also　so　than　those　for　the　bending　fbrce　constant　of

Al－0－Al，　fbr　thc　repulsive　fbrce　constant　of　Al＿Al　and　fbr　the　interaction　constant

of　angles　between　A1－O－－Al　and　Al－0－Al　respectively．

　　Variation　of　the　internal　coordinates　concerned　with　the　elastic　stress　is　presented

in　the　table　10，　suggcsting　many　ipteresting　informations　as　fbllows：

（1）

（2）

　
　

り

0

4v
v（5）
（6）

Short　bond（Al－0＝1．845A）is　more　se？sitlvc　to　stresses　8勘SsY　and　5。2　than

in　the　case　of　long　bond（Al－0＝1・990A）・

The　changes　of　the　internal　coordinates　due　to　the　elastic　strcss　are　generally

small　fbr　the　larger　bond　angles．

The　internal　rotational　angles　arc　not　changeable　with　the　stress．

The．intcrnal　symmetry　coordinatcs　including　Alg　are　not　variable　with　the

stresses　Syz，　Sxz　and　Sxy・

Strcss　Sy、　yields　more　effects　on　thc　internal　symmetry　coordinates　than　in　the

cases　of　the　other　directions　of　stress．

The　internal　symmctry　coordinate　Of　Eg　is　alterablc　with　the　stresscs　5絢5ンヅ

and　Sy：
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TABLE　10． VARIATIoN　IN　INTERNAL　SYMMETRY　COORDINATE　DuE　To　THAT　rN

ELASTIc　STREss（Rt！εαβ）

Ate

Ea

Sエx　　Svv　　S8竃　　S智g　　S＝星　　S呂” Dimcnsion

deg。Al・O

dcg。A1・O

deg．Al・O

deg．Al・O

deg．0・A1・O

deg．0・Al・O

deg．0・Al・O

deg．0・Alく）

deg．0・Al・O

deg。O・Al・O

deg．0・Al・O

deg．0・A1・O

deg。AIK）・AI

deg．A1・0・Al

deg．A1・0・Al

deg．Al・0・Al

deg．A1・0・Al

deg。Aト0・A監

deg．　　torsion

Rl

Rl

R2

R2

α1

α1

α2

α2

α3

α3

α4

α4

sst

（7）2

φ
3

s5，

φ
4

φ
4

　str．

　st』．

　str．

　str．

bend．

bcnd．

bcnd．

bedd．

bend．

bcnd．

bcnd．

bcnd．

bcnd．

bcnd．

bcnd．

bcnd．

bcnd．

bend．

　4．7－4．7

－ 0．8　0．8

　0．7－0．7

　1．8－1．8

－ 0．3　0．3

－
2．3　　2．3’

－ 5．2　5．2

－ 2．8　2．8

　1．1－1．1

－ 1．8　1．8

　2．5－2．5

　1．1－1．1

－ 1．2　1．2

　5．3－5．3

　2．8－2．8

－
！．3　1．3

－ 1．2　1．2

　0．6－0．6

　0．　　0．

O
o
O
O
O
o
O
o
O
o
O
O
o
O
O
O
O
o
o

一
12．0

－
19．2

　　8．7

　　3．9

－
3．5

　　3．0

－
0．3

－
16．8

－
10．9

－
8．2

　　9．6

－－ 14．1

－
2．7

　　0．3

　16．8

－
3．6

　16．5

－
3．7

　　0．

コ
　
　
　
　
　
　
　
コ
　
　
　
コ
　
ロ
　
　
　
コ
　
　
　
　
　
ロ
　
コ
　
コ
　
ロ
　
　
　
　
　
　

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
o
O
O
o
O
O
o
O
o

　
　
　
コ
　
　
ロ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ロ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
コ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ロ

0
0
0
0
0
0
0
o
O
O
O
O
O
o
o
O
O
o
O

A3！mdyn

　　　　〃

rad．A2！mdyn

　　　　〃

〃

〃

〃

〃

〃

〃

〃

VII．　CoNcLuslvE　REMARKs

　　Thc　present　work　mainly　deals　with　a　part　of　investigation　conccrning　the　mathc－

matical　proccdurc　f（）r　analysing　the　crystal　f（）rcc丘cld　by　means　of　infrared　spectro・

scopy　in　relation　to　the　previous　data　f（）r　microcline（UMEGAKI　and　IIIsHI，1966）and

to　those　f（）r　elastic　constant（BERNsTEIN，1963）．　It　has　thus　become　obvious　that　as　a

rcsult　of　the　factor　group　analysis　the　obscrved　data　of　absorption　are　considerably

incongruent　with　those　expected　numerically　from　assumption　of　the　UREY－BRADLEY

fbrce　field．　For　solving　the　problem　it　appcars　of　course　indispcnsable　to　find　all

kinds　of　the　reliable　data　f（）r　the　fbrccs　acting　mutually　on　each　atom　such　as　K，　A1，
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Si，　O　and　so　fbrth．　In　the　light　of　this，　the　values　of　the　force　constant　fbr　Al203　have

been　estimated　as　a　step　to　reaching　a　conclusion　applicable　to　more　complicated

structure　with　respect　to　the　infrared　absorption　data　given　by　BARKER　and　to　the

Raman　spectra　ihdicated　by　KR【sHNAN．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　The　UREY－BRADLEY　fbrce　field　including　certain　modifications　fbr　the　terms　of　the

angle－interaction　potentialsん1　and　h2　together　with　the　bond－interaction　potential　k　is

considered　su伍cicnt　f（〕r　analysis　of　corundum　structure，　giving　a　clue　to　interpretation

of　the　values　fbr　the　vibrational　frequency　and　f（）r　the　elastic　constant．　It　seems

sure　that　the　result　attained　is　of　due　significance　because　the　quantities　obtained

microscopically　are　in　good　coincidence　with　those　fbund　megascopically．　The　other

fact　of　importance　is　that　the　values　fbr　the　elastic　constant　are　very　sensitive　to

those　fbr　the　costants　of　the　bending　fbrce，　repulsivc　fbrce　and　interaction　fbrce・It　is

in　general　di伍cult　to　determine　the　fbrce　constant　only　in　the　normal　coordinate　but

relatively　easy　to　confirm　the　same　fact6r　by　means　of　comparison　of　the　data　given

fbr　the　elastic　constant　and　fピequency　with　those　observed．　This　signifies　that

consideration　of　the　elastic　constant　is　very　useful　fbr　investigation　of　the　fbrce丘eld

of　crystals　in　the　normal　coordinate　treatment．

　　The　data　obtained　f（）r　the　stretching　f（）rce　constant　and　elastic　constant　of　corundum

have　been　arranged　fbr　comparison　with　those　of　rutile　and　of　quartz（SHIRo，1967）

in　the　table　11，　inspection　of　which　suggests　that　the　values　fbr　the　elastic　constant　of

cortndum　and　rutile　are　about且ve　times　that　of　quartz，　While　those　f（）r　the　stretching

f（）rce　constant　of　the　latter　is　about　five　times　larger　than　those　fbr．the　f（）rmer　two．

It　thus　seems　reasonable　that　the　internal　rotation　in　the　case，of　quartz　is　very

sensitively　related　to　elasticity　whereas　its　angles　are　hardly　variable　in　corundum

and　rutile　because　of　their　special　properties　of　symmetry．

TABLE　11．　ELAsT夏c　CoNsTANTs　AND　THE　FoRcE　CoNssTANTs　oF　soME　CRYsTALs

幽

TiO2a）　　　　　　A1203b）　　　　　　SiO20） Dimension

c11 27．3　　　　　　　　　　　　49．4　　　　　　　　　　　8．7 md！A2

C33 48．4　　　　　　　　　　　　49。6　　　　　　　　　　　10．6 〃

C44 12．5　　　　　　　　　　　　　14．5　　　　　　　　　　　　5．8 〃

C12 17．6　　　　　　　　　　　　15．8　　　　　　　　　　　0．7 〃

013 14．9　　　　　　　　　　　　　11．4　　　　　　　　　　　　1。2 〃

c14 0．0　　　　　　　　　　　　『－　　2．3　　　　　　　　　　　　　1．8

1　　　　”

Force　constant 1．4　　　　　　　　　　　　　0．5　　　　　　　　　　　　4．5 md！A

K（X－0） X＝Ti　　　　　　x＝AI　　　　　X＝Si

a）　VERMA，　R．　K．（1960）

b）BERNSTEIN，　B．　T．（1963）

c）　ATAsAsoFF，　J．　v．　and　HART，　P．J．（1941）
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