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第1章 序論

1.1 背景

今日，あらゆる技術分野で情報科学が駆使されている．情報科学は，1940年代に最初の

コンピュータが登場して以来，今日に至るまで劇的に進化を遂げ，今後も進展しつづけると

思われる．しかし，情報科学がいかに進展しようとも，情報が物理的な媒体によって保持さ

れることを要し，その媒体への働きかけによって情報処理が遂行されるという事実は不変で

ある [1]．そして，その媒体のふるまいは必ず物理法則に支配される．従って，情報科学の

根幹は，物理学によって支えられていると言える．

近年では，情報を保持する媒体に光子，電子等の量子系を用い，かつ量子力学特有の物理

法則である重ね合わせの原理（superposition principle）を積極的に活用する情報処理，即

ち量子情報処理の実用化が進められている．量子情報処理では，重ね合わせの原理に基づい

て，個々の量子系に状態の重ね合わせを形成し，個々の量子系の複数の状態で並列に計算す

るといったことを行う．これにより，古典物理学の範疇では実現できない情報処理が達成さ

れる．なお，こういった量子効果を活用する量子情報処理を扱う情報科学を特に量子情報科

学と呼んでいる．

一方，現状の量子情報処理では，相対論的な効果については積極的に取り入れていると

は言い難い．しかし，上述のように，情報を保持する媒体は物理法則に支配される．このた

め，媒体の運動に起因する相対論的な影響が無視できない場合がある．具体的には，媒体が

加速運動する場合，その媒体は相対論的な影響としてウンルー効果（Unruh effect）を受け

る．ウンルー効果とは，加速運動を行う舞台としての場が，黒体放射と同じ統計分布に従っ

て，エネルギー量子としての粒子を放射するというものである [2] ．この放射をウンルー放

射（Unruh Radiation）という．

ウンルー放射は，情報を保持する媒体における，上述した状態の重ね合わせを破壊するデ

コヒーレンス（decoherence）の原因となる [3] [4] [5] [6] [7]．従って，量子系を用いる意義

が損なわれるため，常識的な処方によれば，ウンルー効果は，量子情報処理を遂行するうえ

では回避すべきものとして扱われる．

ところが，ウンルー放射の発生プロセスは，量子情報処理を実現するために不可欠な操作

の 1つであるパラメトリック増幅（parametric amplifier）と物理的に等価である [8]．パラ

メトリック増幅とは，具体的には，量子エンタングルメント（quantum entanglement）を

形成するための操作であり，量子エンタングルメントは，古典的な情報処理に対する優位性

を量子情報処理にもたらす根源である．

1



第 1章 序論

そうすると，そのように重要な操作であるパラメトリック増幅とウンルー効果とが物理的

に等価であるならば，ウンルー効果は，量子情報処理に有効活用できる可能性を秘めている

と考えられる．この推察に端を発して，本研究では，ウンルー効果を量子情報科学に応用す

る手法を模索した．以下，上述した背景を具体的に説明する．

1.2 パラメトリック増幅について

上述のように，ウンルー効果がパラメトリック増幅と物理的に等価であるということが，

ウンルー効果の活用法を見い出そうとする本研究の動機である．

そこで，ウンルー効果とパラメトリック増幅とがどのように共通するかを具体的に示すた

めに，パラメトリック増幅がどういうものかについてまず説明する．なお，パラメトリック

増幅による量子エンタングルメントの形成には，量子効果が寄与している．そこで，どのよ

うな点で量子効果が寄与しているかを明らかにするための比較例として，古典力学における

パラメトリック増幅を最初に説明する．

1.2.1 古典力学におけるパラメトリック増幅

パラメトリック増幅とは，振動系において振動を決定付けるパラメータを周期的に変化さ

せることにより，振動を増幅させる操作のことである．以下，パラメトリック増幅の典型例

として，ぶらんこについて述べる．

図 1.1: ぶらんこをこぐ際の人の動きを示す概念図．青い丸は，重心 c.m.の位置を示す．青

い実線及び破線は，重心の軌跡を示す．

2



第 1章 序論

図 1.1に示すように，ぶらんこをこぐことで，ぶらんこの振幅が増大することがよく知ら

れている．ぶらんこをこぐとは，具体的には，ぶらんこに載った人が腰を上下に移動させる

ことである．これにより，図 1.1中，青い丸で示すように，人の重心 c.m.が上下に移動する．

このことは，ぶらんこという振動系のパラメータである，鎖の長さを周期的に変化させるこ

とと等価である．つまり，ぶらんこをこぐことは，パラメータとしての鎖の長さを周期的に

変化させることにより振幅を増大させるパラメトリック増幅である．

ぶらんこをこぐ動作と，いわゆる強制振動との違いの 1つは，振幅を増幅させるために与

える力の方向にある．即ち，強制振動の外力は，振動の方向に作用するのに対し，ぶらんこ

に載った人が腰を移動させるのに要する力の方向は，常に，ぶらんこの振動の方向に対して

直角である．また，人は，ぶらんこという振動系の一部を構成しているのであり，人が腰を

移動させるのに要する力は，外力というよりも，むしろ内力というべきである．これらの点

で，パラメトリック増幅は，いわゆる強制振動とは一応区別される [9]．

ぶらんこをこぐことで振幅が増大する理由は，人が腰を移動させるのに要するエネルギー

が，ぶらんこの振動エネルギーに変換されているためである．以下，ぶらんこをこぐことで

振幅が増大することを数学的に確認する．

図 1.2: ぶらんこの物理モデルとしての単振り子．

図 1.2は，ぶらんこの物理モデルとしての単振り子を示す．単振り子は，長さ ℓの糸と，

その糸の下端につながれた質量mの質点とで構成される．質点の位置が，図 1.1に示した重

心 c.m.の位置に相当する．この単振り子の運動方程式は次のように書ける．

mℓθ̈ +mg sin θ = 0 (1.2.1)

3



第 1章 序論

ここで θは，鉛直に延びる仮想直線に対する質点の振れ角であり，gは，重力加速度であ

る．式 (1.2.1)において，左辺第 1項は，ダランベール（D’ Alembert）の原理でいう慣性力

を表し，左辺第 2項は，重力による復元力を表す．

振れ角 θが微小で，sin θ ≃ θとみなせる場合，上式は次のように書ける：

θ̈ +
g

ℓ
θ = 0 (1.2.2)

次に，ぶらんこをこぐ動作を取り入れる．ぶらんこをこぐ動作は，糸の長さ ℓを周期的に

変化させることで表す．その変化の角周波数をΩとすると，糸の長さ ℓは次のように書ける．

ℓ = ℓ0 − ∆ℓ sin(Ωt) (1.2.3)

式 (1.2.3)は，糸の基準長さが ℓ0で，長さの変化幅が∆ℓであることを示す．図 1.1には，ぶ

らんこの鎖の基準長さに相当する部分に符号 ℓ0を付した．

式 (1.2.3)を式 (1.2.2)に代入することで，ぶらんこの運動方程式が得られる．そのために，

まず式 (1.2.3)を用いて，式 (1.2.2)に含まれる g/ℓを計算する．簡単のため，∆ℓが ℓ0に対

して微小であると仮定し，(∆ℓ/ℓ0)
2 ≃ 0とすると，次式を得る：

g

ℓ
=

g

ℓ0 − ∆ℓ sin(Ωt)

=
g [ℓ0 + ∆ℓ sin(Ωt)]

[ℓ0 − ∆ℓ sin(Ωt)] [ℓ0 + ∆ℓ sin(Ωt)]

=
gℓ0

[
1 + ∆ℓ

ℓ0
sin(Ωt)

]
ℓ0

2

[
1 −

(
∆ℓ
ℓ0

)2

sin2(Ωt)

]
≃ g

ℓ0

[
1 +

∆ℓ

ℓ0
sin(Ωt)

]
(1.2.4)

上式 (1.2.4)において g/ℓ0という物理量は，糸の長さの変化幅∆ℓがゼロで，糸が基準長

さ ℓ0に固定されている場合の単振り子の固有角振動数（以下，これを変数 ωnで表すことに

する．）の 2乗に相当する．ぶらんこは，こぎ始めた当初，近似的に ωnに等しい角振動数で

揺れているものとする．また，図 1.1に示したように，ぶらんこをこぐ際，人は，ぶらんこ

の揺れの周期の半分の周期で腰を上下に動かす．つまり，腰を上下に動かす角振動数に相当

するΩは，ぶらんこの角振動数 ωnの 2倍である．そこで，次の関係，

ωn :=

√
g

ℓ0
(1.2.5)

Ω = 2ωn (1.2.6)
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と，式 (1.2.4)とを，式 (1.2.2)に代入する．すると，次式を得る：

θ̈ + ωn
2 θ = F (1.2.7)

但し，F は次式で定義される：

F = −ωn
2∆ℓ

ℓ0
sin(2ωnt) θ

式 (1.2.7)は，右辺F をゼロとおけば自由振動の運動方程式となるので，右辺F は，ぶら

んこに対し，鎖と直角な向きに働くみかけの外力であると形式的にみることができる．この

みかけの外力 F がぶらんこに対して成す仕事が，振動のエネルギーを増大させる．

このことを具体的に確認するために，まず，ぶらんこの振れ角 θ(t)が満たす方程式を定め

る必要がある．上述のように，簡単のため，ぶらんこは ωnに等しい角振動数で揺れている

と近似する．具体的には，こぎ始めた当初のぶらんこの振れ角 θ(t)は，次のように書けると

仮定する：

θ(t) = θ0 cos(ωnt) (1.2.8)

但し，θ0は次式で定義される：

θ0 = θ(t = 0) (1.2.9)

つまり，θ0は，ぶらんこの振れ角 θ(t)の初期条件である．θ0 ̸= 0である点に注意する．

上式 (1.2.8)のように振れ角 θ(t)が表されるとき，式 (1.2.7)に示したみかけの外力F が微

小時間 dtの間にぶらんこ（質点）に対して成す仕事 dW は，次のように計算される [10]：

dW = F · ℓdθ
= F · ℓdθ

dt
dt

= ℓ

[
−ωn

2∆ℓ

ℓ0
sin(2ωnt)

] [
θ0 cos(ωnt)

][
− ωnθ0 sin(ωnt)

]
dt

=
ℓ

2

∆ℓ

ℓ0
ωn

3θ0
2 sin2(2ωnt) dt (1.2.10)

上式 (1.2.10)で，ℓ，∆ℓ，ℓ0，ωn，及び θ0は，いずれも正の値をとるから，常に，

dW ≥ 0 (1.2.11)

である．従って，振動のエネルギーはたえず増大する．このことは，ぶらんこの振れが次第

に大きくなることを意味する．これがパラメトリック増幅の効果である．以上，古典力学に

おいて質点の揺れをパラメトリック増幅する具体例を述べた．
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1.2.2 古典力学でパラメトリック増幅を生じさせるための条件

前節で，式 (1.2.7)の右辺 F を外力と形式的にみることができる旨述べた．しかし，パラ

メトリック増幅は，強制振動とは異なり，増幅の対象となる振動のエネルギーが元々ゼロで

ある場合には，生じさせることができない．具体的には，式 (1.2.10)で，初期条件が θ0 = 0

であるならば，dW = 0となる．このことは，ぶらんこが当初 θ0 = 0に静止していた場合に

は，如何に人が激しくぶらんこをこぐ動作を行っても，ぶらんこは θ0 = 0に静止したまま

であることを意味する．つまり，パラメトリック増幅が不可能である．

より一般的に言えば，ぶらんこの振れ角 θを一般化座標 qと捉え，ぶらんこの角運動量を

一般化運動量 pと捉えると，ぶらんこの力学的エネルギーが最も低い最低エネルギー状態で

ある p = 0かつ q = 0の状態においては，パラメトリック増幅が不可能である．

また，マクロな古典力学系であるぶらんこにおいては，実際に，q = 0かつ p = 0の状態

が存在し得る．以上のように，パラメトリック増幅を生じさせるためには，初期条件として

系が何らかのエネルギーを有していなければならない．

1.2.3 光学におけるパラメトリック増幅

次に，以上述べたパラメトリック増幅の条件に対して量子効果がどのように寄与するかを

述べるために，量子効果が発現しうるパラメトリック増幅の具体例として，光パラメトリッ

ク増幅（OPA: optical parametric amplification）について説明する．

図 1.3: 光パラメトリック増幅の概念図．

図 1.3に，光パラメトリック増幅の概念図を示す．角周波数 ω1のシグナル光，角周波数

ω2のアイドラー光，及び角周波数 ω3のポンプ光が，それぞれ非線形光学媒質（nonlinear

medium）に入射する．そして，非線形光学媒質の内部において，ポンプ光によりシグナル

光及びアイドラー光が増幅される．

但し，ω3 = ω1 +ω2の関係が満たされる．ω1 = ω2である場合を特に縮退-光パラメトリッ

ク増幅といい，ω1 ̸= ω2である場合を特に非縮退-光パラメトリック増幅という．以下，非縮

退-光パラメトリック増幅のメカニズムを述べる．

非線形光学媒質に光が入射すると，その光の電場が，非線形光学媒質中の電子を変位させ

る．これにより，非線形光学媒質における光が入射した部分に分極が生じる．分極とは，電

気双極子モーメントの単位体積あたりの密度を表す．
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光の電場は振動しているため分極も振動し，振動する分極が新しい光を発生させる．そし

て，その新しい光が再び非線形光学媒質に分極を生じさせる．このような近接作用の連鎖に

より，光が非線形光学媒質を伝播する．

分極の振幅が大きい程，その分極によって生成される上記新しい光の振幅が大きい．非線

形光学媒質中でシグナル光及びアイドラー光が増幅される理由は，シグナル光及びアイド

ラー光が形成する分極の振幅を，ポンプ光が増大させるためである．

具体的には，非線形光学媒質に形成される分極P (z, t)は，シグナル光の電場をA1(z)，ア

イドラー光の電場をA2(z)，ポンプ光の電場をA3(z)としたとき，次のように書ける [11][12]：

P (z, t) =

[
1

2

√
ω3ω2

n3n2

ε0χ
(2)A3(z)A∗

2(z)e−i{ω1t−(k3−k2)z)} + c.c.

]
+

[
1

2

√
ω3ω1

n3n1

ε0χ
(2)A3(z)A∗

1(z)e−i{ω2t−(k3−k1)z)} + c.c.

]
+

[
1

2

√
ω1ω2

n1n2

ε0χ
(2)A1(z)A2(z)e−i{ω3t−(k1+k2)z)} + c.c.

]
(1.2.12)

但し，zは光が伝播する方向つまり非線形光学媒質の長さ方向の位置を表し，k1，k2，k3
はそれぞれシグナル光の波数，アイドラー光の波数，ポンプ光の波数を表し，ni(i = 1, 2, 3)

は角周波数 ωiにおける非線形光学媒質の屈折率を表し，ε0は真空の誘電率を表し，χ
(2)は

非線形光学媒質の 2次の非線形感受率（nonlinear susceptibility）を表す．

分極 P (z, t)を構成する第 1項から第 3項の各々の角周波数成分は，その角周波数成分が

もつ角周波数と同じ角周波数の光に寄与する．つまり，上式 (1.2.12)の第 1項は新たなシグ

ナル光A1(z)の生成に寄与し，第 2項は新たなアイドラー光A2(z)の生成に寄与する．

また，既述のように，分極 P (z, t)の角周波数成分の振幅が大きい程，その角周波数成分

によって生成される光の振幅が大きい．従って，上式 (1.2.12)の第 1項と第 2項にポンプ光

の振幅A3(z)が掛け算されていることは，ポンプ光によって，シグナル光及びアイドラ光が

増幅されることを意味する．即ち，ポンプ光は，分極を強めることにより “ぶらんこをこぐ”

役割を果たす．

以上のように，ポンプ光によって分極が強められる結果，非線形光学媒質から出射するシ

グナル光及びアイドラー光の振幅はそれぞれ次のように書ける [11][12]．

A1(z) = A1(0) cosh gz + A∗
2(0) sinh gz

A∗
2(z) = A1(0) sinh gz + A∗

2(0) cosh gz (1.2.13)

但し，z = 0は非線形光学媒質の入光側の端面の位置を表す．即ち，A1(0)，A2(0)は，そ

れぞれシグナル光，アイドラー光の，非線形光学媒質への入力の強さを表す．また，gは，

ポンプ光の振幅 |A3(z)|に比例する実数であり，利得パラメータと呼ばれる．
なお，上式 (1.2.13)の左辺に示す A1(z)及び A2(z)は，いずれも gzに関して単調増加関

数である. 従って，gzは増幅の程度を表すパラメータである．このことは，ポンプ光の強度

が強いほど，また非線形光学媒質が長尺であるほど，非線形光学媒質から出射するシグナル

光及びアイドラー光の強度が大きいことを意味する．
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1.2.4 真空揺らぎのパラメトリック増幅

光パラメトリック増幅を生じさせる条件について検討する．古典力学系においては，一般

化座標が q = 0であり，かつ一般化運動量が p = 0の最低エネルギー状態は，パラメトリッ

ク増幅することが不可能であった．

光パラメトリック増幅においては，初期条件としてのシグナル光及びアイドラー光のエ

ネルギーが最も低い最低エネルギー状態とは，シグナル光及びアイドラー光を非線形光学

媒質に積極的に入射させないケースに相当する．シグナル光とアイドラー光との各々の cos

成分の振幅を一般化座標 qとみなし，sin成分の振幅を一般化運動量 pとみなすと，最低エ

ネルギー状態とは，q = 0かつ p = 0の状態を指すようにみえる．そして，仮に，q = 0か

つ p = 0より，式 (1.2.13)においてA1(0) = 0かつA2(0) = 0が成立するならば，非線形光

学媒質からはポンプ光のみが出射し，シグナル光及びアイドラー光の出射は無いと言える．

この点の真偽について，以下に述べる．

マクロな質点の振る舞いは古典力学で記述されるが，光の振る舞いは，厳密には量子論で

記述される．そこで，光パラメトリック増幅のケースを量子論で扱うために，古典力学には

ない，量子論の根本的な要請について説明する．

即ち，量子論は，一般化座標 qと一般化運動量 pを，

[q̂, p̂] = iℏ (1.2.14)

なる正準交換関係（canonical commutayion relation）を満たすエルミート演算子に置き換

えることを要請する．そして，この正準交換関係 (1.2.14)より，一般化座標の不確定さ δq

と，一般化運動量の不確定さ δpとの間に，

δq δp ≥ ℏ
2

(1.2.15)

なる不確定性関係（uncertainty relation）が成立することが導出される（付録 A参照）．

ここで，一般化座標の不確定さ δqとは，具体的には，一般化座標 qの測定値の標準偏差，

δq :=
√

⟨q2 ⟩ − ⟨q⟩2を指す．一般化運動量の不確定さ δpについても同様である．

不確定性関係 (1.2.15)によれば，一般化座標 qと一般化運動量 pの両方の値が定まってい

る状態というのは原理的にあり得ない．光について言えば，たとえ光がエネルギーの最も低

い最低エネルギー状態にあっても，その光の cos成分の振幅である一般化座標 qと sin成分

の振幅である一般化運動量 pとが共にゼロに確定するということが，原理的にあり得ない．

最低エネルギー状態でも一般化座標 qと一般化運動量 pとが定まった値をもたないので，

光の場は，直観的にはあたかもゆらゆらと微小に振動しているようなものである1．このこ

とを指してゼロ点振動（zero point oscillation）又は真空揺らぎ（vacuum fluctuations）と

いう．また，光の場は，基底状態においても，ゼロ点エネルギー（zero point ）と呼ばれる

エネルギーを有することが示される．

1但し，式 (1.2.15)は，あくまでも測定した場合に測定結果がばらつくと述べているにすぎない．測定前に，
質点に対応するものの実在を想定し，それが振動したり揺らいだりしていると理解することは，コペンハーゲ

ン解釈とは相容れないと考える．
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なお，実際に真空揺らぎの存在を裏付ける自然現象の最たる例として，原子の自然放出

（spontaneous emission）が知られている．自然放出とは，励起状態にある原子が，自己への

入射光の有無とは無関係に，光子を放出する現象である．この現象は，原子が場の真空揺ら

ぎと相互作用したことにより誘導放出を起こしたと解釈することで初めて説明される．

以上のように，光の場は，最低エネルギー状態でもゼロ点振動及びゼロ点エネルギを有す

る．このため，光の場は，基底状態からでもパラメトリック増幅が可能である．

具体的には，上の議論に戻ると，量子論によれば，式 (1.2.13)でA1(0) = 0かつA2(0) = 0

ということがそもそもあり得ない．非線形光学媒質に対してシグナル光及びアイドラー光を

積極的に入力しなくても，非線形光学媒質には，真空状態のシグナル光及びアイドラー光が

入力されていると考えなければならない．そして，その場合でも，真空状態のゼロ点振動が

増幅された結果として，シグナル光とアイドラー光が出力される．なお，このようにして，

積極的な入力なしで，シグナル光及びアイドラー光の出力を得る非縮退-光パラメトリック

過程を，特に，パラメトリック下方変換（parametric down conversion）という．

パラメトリック下方変換によって得られるシグナル光Aとアイドラー光Bとの量子状態

は，下式で表される．なお，下式では，ぶらんこをこぐ役割を果たすポンプ光の存在は度外

視している．

|EPR⟩AB =
1

cosh(r)

∞∑
n=0

tanhn(r) |n⟩A ⊗ |n⟩B (1.2.16)

但し，式 (1.2.13)に示した gzを rと置いた．この増幅の程度を表すパラメータ rは，ス

クイージングパラメータ（squeezing parameter）と呼ばれている．

上式 (1.2.16)は，シグナル光Aとアイドラー光Bとが量子力学的にもつれ合っているこ

とを表し，そのもつれ合いのことを量子エンタングルメントと呼ぶ．また，上式 (1.2.16)の

ように表される量子状態をエンタングル状態（entangled state）という．

既述のように，この量子エンタングルメントこそが，古典的な情報処理に対する優位性を

量子情報処理にもたらす根源である．これは量子エンタングルメントが，量子相関と呼ばれ

る性質をもつことによる．そこで，以下，量子相関について具体的に説明する．

1.3 量子エンタングルメントの量子相関

上式 (1.2.16)は，無限準位系のエンタングル状態を表す．以下では，簡単のために，有限

の d準位系のエンタングル状態について述べる．また，スクイージングパラメータ rが無限

大である理想的な極限について述べる．そのような極限におけるエンタングル状態は，特に

最大エンタングル状態と呼ばれる．それぞれ d準位系よりなる 2つの量子系AとBとの最

大エンタングル状態 |Ψ⟩ABは，次のように書ける：

|Ψ⟩AB =
1√
d

d−1∑
n=0

|n⟩A ⊗ |n⟩B (1.3.1)
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式 (1.3.1)によれば，次のことが分かる．一方の量子系Aに対し，基底の集合{|0⟩, |1⟩, |2⟩, · · · }
のうちのどれであるかを決める量子測定を行い，測定結果 |m⟩Aを得たとする．すると，|Ψ⟩AB

が |m⟩A ⊗ |m⟩B に収縮する．この “収縮”とは，式 (1.3.1)の右辺が示す d項の線形和 —こ

の線形和を重ね合わせという— が，n = mの特定の 1つの項に確定することを指す．

従って，その場合，他方の量子系Bの状態も，量子測定で確認するまでもなく，|m⟩Bに
確定する．以上のように特定の 1つの基底に関する相関を古典相関という．

さらに，上述した特定の測定基底を所望の別の基底へと変換する任意の実直交行列を R̂

としたとき，式 (1.3.1)は次のように変形できる：

|Ψ⟩AB =
1√
d

(
R̂R̂T ⊗ Î

) d−1∑
n=0

|n⟩A ⊗ |n⟩B

=
1√
d

d−1∑
i,j,n=0

R̂
(
|i⟩A⟨j|R̂|i⟩A⟨j|

)
|n⟩A ⊗ |n⟩B

=
1√
d

d−1∑
i,n=0

R̂
(
|i⟩A⟨n|R̂|i⟩

)
⊗ |n⟩B

=
1√
d

d−1∑
i,n=0

R̂|i⟩A ⊗ |n⟩B⟨n|R̂|i⟩

=
1√
d

d−1∑
i=0

R̂|i⟩A ⊗ R̂|i⟩B (1.3.2)

式 (1.3.2)は，任意の R̂に対して成立する．即ち，量子系Aに対する測定基底としてどの

ような集合 {R̂|0⟩, R̂|1⟩, R̂|2⟩, · · · } を選ぼうとも，一方の量子系Aの状態が R̂|m⟩Aに収縮す
れば，他方の量子系Bの状態も，量子測定で確認するまでもなく，R̂|m⟩Bに収縮する．こ
のように任意の測定基底に関する相関を量子相関という [13]．

この量子相関こそが，古典力学にはない，量子エンタングルメントの特質である．量子相

関は，量子系AとBとがたとえどれだけ離れていても失われない．このような量子相関を

もつため，量子エンタングルメントは，量子情報処理における最も重要な資源として用いら

れる．具体的には，量子相関を巧みに利用することで，任意の量子状態を遠隔地へ転送する

量子テレポーテーション [14] [15] をはじめとした種々の量子情報処理が実現される．

1.4 ウンルー効果のパラメトリック下方変換との共通点

現状の量子情報処理では，情報を保持する媒体に光子を用いる場合には，上述した量子相

関をもつ量子エンタングルメントを得るためにパラメトリック下方変換が行われる．パラ

メトリック下方変換とは，既述のとおり，真空 |0⟩A ⊗ |0⟩Bの揺らぎを増幅することにより，
エンタングル状態 |Ψ⟩ABのシグナル光Aとアイドラー光Bとを得る操作である．

一般に，エンタングル状態にある 2つの量子系の各々は熱状態にあることが数学的に示さ
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れる．従って，シグナル光Aとアイドラー光Bとの各々は，パラメトリック下方変換によっ

て真空から熱状態（thermal state）2 に増幅されたと言える．なお，パラメトリック下方変

換では，真空から熱状態への増幅に必要なエネルギーの源は，ポンプ光にある．

本研究の対象とするウンルー効果は，以上説明したパラメトリック下方変換と物理的に等

価である．以下，両者の共通点を整理する．

ウンルー効果とは，慣性系に静座している観測者（以下，アリスという．）にとって真空

にみえる場が，アリスに対して一様加速運動している観測者（以下，ロブという．）にとっ

ては，熱状態の場として観測されるというものである3．即ち，アリスにとっての真空がロ

ブにとっての熱状態に増幅されるという意味で，ウンルー効果は，パラメトリック下方変換

と等価である．なお，ウンルー効果では，真空から熱状態への増幅に必要なエネルギーの源

は，ロブの一様加速運動にある．

また，パラメトリック下方変換でシグナル光Aとアイドラー光Bとの間に量子エンタン

グルメントが形成されたのと同様，ウンルー効果は，着目している場が別の場との間に量子

エンタングルメントを形成したことの帰結であるとみることができる [16]．

図1.4に示す時空図を参照し，具体的に説明する．ロブは，事象の地平面（event horizon）で

画定でされた場 “RIGHT”において一様加速運動をする．その結果，ロブは，場 “RIGHT”で

熱状態を観測する．そして，ロブにとって場“RIGHT”が熱状態となった理由は，場“RIGHT”

が，別の場 “LEFT”との間に量子エンタングルメントを形成したからであると説明される．

つまり，場 “RIGHT”は，パラメトリック下方変換におけるシグナル光Aとアイドラー光B

との一方に対応し，場 “LEFT”は他方に対応する．

以上のように，ウンルー効果は，量子エンタングルメントを生成する機構（以下，量子エ

ンタングルメント生成機構という．）である点でも，パラメトリック下方変換と等価である．

1.5 ウンルー効果と他の量子エンタングルメント生成機構と

の関係

本節では，ウンルー効果と他の量子エンタングルメント生成機構との関係を整理する．

図 1.5に，代表的な量子エンタングルメント生成機構を挙げた [8]．既述のように，ウン

ルー効果は，真空揺らぎを増幅するパラメトリック増幅というメカニズムにおいて，パラメ

トリック下方変換と共通している．つまり，ウンルー放射をみるために一様加速運動を行う

ことは，真空揺らぎをパラメトリック増幅することに相当する．

また，量子エンタングルメント生成機構には，ホーキング放射（Hawking radiation）も

ある [17]．ホーキング放射とは，ブラックホールの事象の地平面の近傍で対生成した粒子対

の一方が地平面の内側に落ち込み，他方が地平面の外部で熱放射を構成する現象である．

2 熱状態とは，ボース‐アインシュタイン分布に従って粒子が検出される，黒体放射と等価な状態を指す．
3 時間的長さ及び空間的長さが観測者の立場に依存して変化するのと同様，場の量子状態も，観測者の立

場に依存する．
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図 1.4: 事象の地平面（Event Horizon）に跨った場の量子エンタングルメント．ウンルー効果によれば，場
“RIGHT”と場 “LEFT”とがエンタングルする．着色した領域には，原理的にアクセス不可能である．

図 1.5: 代表的な量子エンタングルメント生成機構．

ホーキング放射は，本質的には，事象の地平面の内側と外側とがエンタングルしているこ

とから説明される [18]．つまり，重力による時空のゆがみによって，量子エンタングルメン

トが生成されたと解される．ウンルー効果とホーキング放射は，ロブの運動の加速度と重力

加速度とが区別できないという等価原理（equivalence principle）により，本質的には同じ

ものである．

ウンルー効果及びホーキング放射で生成される量子エンタングルメントの特質を述べる．

ウンルー効果及びホーキング放射は，事象の地平面に跨った量子エンタングルメントを形成

する．従って，量子エンタングルメントの対のうち，事象の地平面の向こう側の場には，原

理的にアクセスできない．この点でウンルー効果は，ホーキング放射と共通する．

具体的には，ホーキング放射で生じる量子エンタングルメントの片割れは，ブラックホー

ルの内側である．そして，ブラックホールの外側から内側にはアクセスできない．同様のこ

とがウンルー効果の場合にも言える．即ち，図 1.4に示したように，ウンルー効果で生じる

量子エンタングルメントの片割れは，左リンドラーくさび状領域と呼ばれる場 “LEFT”で

ある．そして，場 “LEFT”と場 “RIGHT”との間には事象の地平面が介在する．このため，

ロブの運動の舞台である場 “RIGHT”からみて，場 “LEFT”にはアクセスできない．

12
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1.6 本論文の目的

これまでも，相対論的な効果が無視できない一様加速運動下で行われる量子情報処理を解

析した事例が種々みられる [3] [4] [5] [6] [7]．しかし，それらのいずれもが予め準備した量子

エンタングルメントを用いたものであり，ウンルー効果については，単にデコヒーレンスを

もらす要因としてのみ位置づけられてきた．ウンルー効果そのものを有効活用した事例は

これまでみられない．既述のように，ウンルー効果で生成される量子エンタングルメントの

片割れは，原理的にアクセス不可能な場 “LEFT”に存在する．つまり，ウンルー効果で直

接的に形成される量子エンタングルメントは利用可能な形態を有していない．このことが，

これまでウンルー効果が活用に供されていない理由であると思われる．

しかし，その一方で，ウンルー効果と物理的に等価なパラメトリック下方変換は，必須と

言えるほど重要な操作として活用されている．それゆえ，ウンルー効果もパラメトリック下

方変換と同様，量子情報処理に有効活用できる可能性を秘めていると考えられる．また，ウ

ンルー効果は，ホーキング放射をもたらすブラックホールのように強い時空のゆがみを必要

としないので，将来的に実現される可能性は否定できないと思われる．本研究では，以上説

明した動機に基づいてウンルー効果の活用方法を模索した．

本論文の目的は，ウンルー効果の量子情報科学への活用方法を提案することである．

1.7 本論文の構成

本章の最後に，本論文の次章以降の構成を述べる．

第 2章から第 4章にわたり，まず，ウンルー効果のメカニズムを数学的に調べる．具体的

には，第 2章で，アリスにとっての真空を数学的に定義し，第 3章では，ロブにとっての真

空を数学的に定義する．第 4章では，それら 2つの真空の関係を調べることにより，アリス

にとっての場の状態と，ロブにとっての場の状態との関係を表すボゴリューボフ変換と呼ば

れる写像を導く．その結果，ウンルー効果が，アリスにとっての真空をロブにとっての熱状

態へと時間発展させるユニタリー演算子 Ĝで表されることが分かる．

第 5章では，ユニタリー演算子 Ĝがアリスにとっての真空とロブにとっての熱状態とを

数学的につなぐ役割を果たしていることに着目し，ロブが観測する熱状態をアリスにも観測

させる量子チャンネルの形成が原理的に可能であることを述べる．

第 6章では，その量子チャンネルの存在下，ロブが，ウンルー放射を構成するボース粒子

を量子測定すると，その測定に伴う波束の収縮を表す世界線が，時空図上で閉ループを描く

ことを示す．その閉ループは，閉じた時間的曲線と呼ばれる．さらに，その閉じた時間的曲

線を，量子エンタングルメントの形成に活用する手法を述べる．これにより形成される量子

エンタングルメントは，ウンルー効果で直接的に形成されるものとは異なり，利用可能な形

態を有するため，量子情報処理の資源となりうる．このように利用可能な形態の量子エンタ

ングルメントの形成にウンルー効果を活用することが，本論文の主要な提案事項である．

第 7章では，ウンルー効果を量子テレポーテーションに活用する事例を示す．

第 8章では，本論文を総括し，結論を述べる．
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既述のように，ウンルー効果とは，慣性運動をしているアリスにとっての真空が，アリス

に対して一様加速運動をしているロブにとっては黒体放射にみえる，という現象である．本

章以降では，ウンルー効果のメカニズムを具体的に調べる．

そのために “場”という概念を導入する．場は，数学的には，時間と空間との関数 ϕ(t,x)

として定義され，時空の各点に物理量が分布している状況を表す．物理量としては，スカ

ラー量，ベクトル量，及びテンソル量が挙げられるが，ここでは簡単のため，実数のスカ

ラー量で表されるものとする．このような場は，特に実スカラー場と呼ばれている．場は，

端的に言って，波動が伝播する舞台である．“波動”とは，上記物理量の時間的及び空間的

な変動を指す．種々の物理現象は，波動の伝播に基づく近接作用によって説明される．つま

り，場は，種々の物理現象を説明するための，時空のモデルである．その時空のモデルを用

いて，ウンルー効果のメカニズムを調べようという訳である．

ミクロな視点に立つ場合，場を伝播する波動は，量子化により粒子としての側面を有す

る．波動がもつエネルギーの大きさは，粒子の数で表される．また，不確定性原理によれば，

波動のエネルギーは揺らぐ．この揺らぎは，粒子数の増減として解釈できる．このため，場

は，粒子が生成したり消滅したりする舞台であるとも言える．それゆえ，場の状態は，粒子

の数を表すフォック状態で指定される．フォック状態は，数学的には，ヒルベルト空間とし

てのフォック空間を張るベクトルである．アリスがみる真空とは，フォック状態における粒

子数がゼロの特別な場合（以下，真空状態という．）であり，ロブがみる黒体放射とは，ラ

ンダムな粒子数の統計分布を有する，フォック状態の確率的混合である．

ウンルー効果の意味するところは，アリスにとっての真空状態が，ロブにとっては真空状

態でないということである．つまり，真空は，観測者の視点に異存する概念であり，どのよ

うな状態を真空と定めるかによって，その上に作られるフォック空間も異なってくる．即ち，

アリスにとってのフォック空間と，ロブとってのフォック空間とは異なる．本章では，アリ

スにとってのフォック空間を定義する．

2.1 クライン・ゴルドン方程式

場を表す関数 ϕ(t,x)は，上述した波動の振幅を表す．従って，例えば電場E(t,x)が電波

をも表すのと同じ理由で，場 ϕ(t,x)を波動そのものとみることができる．フォック空間の

定義には，この波動としての場 ϕ(t,x)が従う波動方程式 —クライン・ゴルドン方程式と呼

ばれる— が用いられる．そこで，以下，同じく波動方程式として知られるシュレーディン

ガー方程式の創出過程に倣い，クライン・ゴルドン方程式を定式化する．
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シュレーディンガー方程式，iℏ ∂ϕ/∂t = −ℏ2∇2ϕ/(2m) は，エネルギーと運動量との間の

分散関係1 ，E = p2/(2m)を出発点とし，エネルギーEを演算子 iℏ∂/∂tに，また，運動量
pを演算子−iℏ∇にそれぞれ置き換えることにより得られる．
しかし，シュレーディンガー方程式は，空間座標 xについては 2階微分∇2を含む一方，

時間座標 tについては 1階微分 ∂/∂t しか含まない点で，時間と空間とを同等に扱っていな

い．このため，シュレーディンガー方程式は，時間と空間とを同等に扱うことを大前提する

相対論とは両立しない．

一方，粒子を記述するミクロな世界においても，マクロな世界と同様に，相対論が有効で

あると考えるのが自然である [22]．このため，相対論の根幹をなす不変性の原理（invariance

principle）[21]に基づいて，相対論的不変性（relativistic invariance），即ち共変性（covari-

ance）を，波動方程式に要請したい．ここで共変性とは，座標変換によって方程式が形を変

えないことをいう．そこで，共変性を有する次の分散関係を出発点とする：

E2

c2
− p2 = m2c2 (2.1.1)

上式 (2.1.1)の左辺は，4元運動量 pµ = (E/c,p)の内積 pµp
µ = ηµνp

µpµに相当するため2，

スカラーである．上式 (2.1.1)の右辺も明らかにスカラーである．従って，分散関係 (2.1.1)

は共変性を有する．なお，先に述べたシュレーディンガー方程式の出発点とした分散関係

E = p2/(2m)は，Eと pの次数が異なる点で 4元運動量 pµの関係を記述したものでなく，

しかもEと pの各々はスカラーでないため，明らかに共変性を有しない．

次に，シュレーディンガー方程式を得る過程の自然な拡張として，上式 (2.1.1)の左辺に

相当する内積 pµpµを構成している 4元運動量を，次の 4元運動量演算子に置き換える：

pµ =⇒ iℏ
∂

∂xµ
:= ∂µ =

(
iℏ

∂

∂(ct)
,−iℏ∇

)
(2.1.2)

pµ =⇒ iℏ
∂

∂xµ
:= ∂µ =

(
iℏ

∂

∂(ct)
, iℏ∇

)
(2.1.3)

そして，上記の置き換え (2.1.2)及び (2.1.3)が施された分散関係 (2.1.1)の両辺を，場ϕ(t,x)

に作用させる．これにより，次のクライン ·ゴルドン方程式を得る：(
□ +

m2c2

ℏ2

)
ϕ(t,x) = 0 (2.1.4)

上式 (2.1.4)において，ダランベルシアン□ = (∂/c∂t)2 − ∆は，微分演算子ベクトルの内

積 ∂µ∂µに等しいから，スカラーである．また，物理量m，c，ℏはいずれもスカラーである．
また，場 ϕ(t,x)は，本章の冒頭で述べたように，時空の各点にスカラー量を対応させたも

の，即ちスカラー場であるとする．従って，上式 (2.1.4)は，相対論的に共変である．

1 一般に角振動数と波数との関係式を分散関係という．量子論では，角振動数 ωはエネルギー E/ℏと関係
し，波数 kは運動量 p/ℏと関係するので，エネルギーと運動量との間の関係式は分散関係に他ならない．

2本論文では，ミンコフスキー計量テンソル ηµν を ηµν = diag(1,−1,−1,−1)とする．
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2.2 場のモード展開

以下では，光速 cと換算プランク定数 ℏとを，それぞれ c = 1，ℏ = 1にとる自然単位系

を採用する．このことは，粒子の速さや運動量を cと ℏを単位として測ることを意味する．
また，簡単のため以下では，空間については 1次元のみを考える．このため，x = (x, y, z)

の表記を xに置き換える．ミンコフスキー計量テンソルは，ηµν = diag(1,−1)となる．

まず，場 ϕ(t, x)の数学的な構成を調べるために，場 ϕ(t, x)を，異なる波数 kに関して正

規直交完全系を張る平面波 {eikx}で展開する：

ϕ(t, x) =
1√
2π

∫
ϕk(t)eikxdk (2.2.1)

既述のとおり，いま空間については 1次元 xのみを考えているので，波数 kは，波数ベクト

ルの x成分の大きさを表す．上式 (2.2.1)は，場 ϕ(t, x)の空間成分である x成分を，波数 k

の関数 ϕk(t)に写すフーリエ変換に相当する．

場 ϕ(t, x)の展開式 (2.2.1)の右辺をクライン ·ゴルドン方程式 (2.1.4)に代入すると，展開

係数 ϕk(t)が，各々の波数 kについて，次式を満たさなければならないことが分かる．

d2

dt2
ϕk(t) + ω2

k ϕk(t) = 0 (2.2.2)

但し，角周波数 ωkは，次式で定義される．

ωk =
√
k2 +m2 (2.2.3)

上式 (2.2.2)は調和振動子の運動方程式と同じ形をしている．この意味で，場 ϕ(t, x)は，

無限個の調和振動子の集まりであるということができる．

但し，調和振動子の運動への，質量mの寄与の仕方は，マクロ世界の場合とは異なる点

には注意を要する．即ち，上式 (2.2.3)でmは，分散関係 (2.1.1)に起源を有することから分

かるように，波動を量子化した粒子の質量である．マクロな調和振動子では，角振動数が

1/
√
mに比例することから分かるように，振子の質量mは振動のしにくさを表す．これに

対し，上式 (2.2.3)の定義によれば，粒子の質量mが大きい程，角振動数も大きくなる．こ

れは，相対論が教示する質量とエネルギーとの等価性により，質量mが大きい程，振動の

エネルギーが大きいことに起因する．

式 (2.2.2)の一般解は，

ϕk(t) =
1√
2ωk

(
ak,M e−iωkt + a∗−k,M eiωkt

)
(2.2.4)

である．ここで，ak,M と a∗−k,M は，振動の振幅を表す複素数の定数である．この式 (2.2.4)

を，元の式 (2.2.1)に代入することにより，次式を得る：

ϕ(t, x) =
1√

4πωk

∫
ak,M e−i(ωkt−kx) + a∗−k,M ei(ωkt+kx)dk (2.2.5)
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さらに，この式の表記を整えるために，上式 (2.2.5)の第 2項の kを−kに置き換えることに
より，次式を得る：

ϕ(t, x) =

∫
ak,M · fk,M + a∗k,M · f ∗

k,M dk (2.2.6)

但し，モード関数 fk,M を次式で定義した．

fk,M =
1√

4πωk

e−i(ωkt−kx) (2.2.7)

以上のように，場 ϕ(t, x)をモード関数 fk,M 及びその複素共役で展開した式 (2.2.6)を，場

ϕ(t, x)のモード展開という [20]．また，歴史的経緯から，モード関数 fk,M は正振動数モー

ド関数と呼ばれており，その複素共役 f ∗
k,M は負振動数モード関数と呼ばれている．この理

由は，後の 2.4節で述べる．

2.3 クライン ·ゴルドン内積の定義
後に第 4章の計算で使用するため，ここで，任意の関数 f(t, x)，g(t, x)に対して次のクラ

イン ·ゴルドン内積（Klein-Gordon inner product）を定義しておく [19][18][21]：

⟨f, g⟩ := i

∫
dx f ∗(t, x)

↔
∂0 g(t, x) (2.3.1)

= i

∫
dx

[
f ∗(t, x)

∂g(t, x)

∂t
− ∂f ∗(t, x)

∂t
g(t, x)

]
この定義を用いると，上述した正振動数モード fk,M，負振動数モード f ∗

k,M は，次の正規

直交関係を満たすことが確かめられる：

⟨fk,M , fk′,M⟩ = δ(k − k′), ⟨fk,M , f ∗
k′,M⟩ = 0 (2.3.2)

このことから，モード展開 (2.2.6)は，場 ϕ(t, x)を，正規直交完全系を張る正振動数モード

関数 fk,M 及び負振動数モード関数 f ∗
k,M によって展開したものとみることができる．

2.4 場の量子化とフォック空間の定義

式 (2.2.6)の左辺を，量子力学でいうところの波動関数とみなすと，負のエネルギーをも

つ粒子の存在を認めねばならないといった問題が生じる．具体的には，式 (2.2.6)の右辺第

2項を構成する負振動数モード関数 f ∗
k,M は，固有方程式，

iℏ
∂

∂t
f ∗
k,M =

−ℏωk√
4πωk

f ∗
k,M
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第 2章 慣性系からみたフォック状態の定義

が表すように，エネルギー演算子に対して負のエネルギー固有値を示す．従って，負振動数

モード関数 f ∗
k,M を波動関数とみなす場合，負振動数モード関数 f ∗

k,M は，負のエネルギーを

もつ粒子の確率振幅を与えることとなる．これが，モード関数 f ∗
k,M を “負振動数”モード関

数と呼ぶ理由である．

仮に，負のエネルギーをもつ粒子が存在するならば，正のエネルギーをいくらでも放出

し，いくらでも低いエネルギー状態へ落ち込むことができる．この結果，すべての状態は不

安定となる．これは物理的に受け入れ難い状況である．

こういった難点は，以下に述べる解釈を採ることにより解決をみる [19][18][21]．以下に述

べる解釈は，1927年にディラック，ヨルダン，クライン，ウィグナーらによって示されたも

のであり，現状，種々の実験結果と整合しており，自然界の真理を表すと考えられている．

まず，場 ϕ(t, x)そのものを演算子 ϕ̂(t, x)とみなし，これに伴って式 (2.2.6)の右辺の展開

係数 ak,M，a
∗
k,M をそれぞれ演算子 âk,M，â

†
k,M とみなす．以下に，演算子化した式 (2.2.6)を

改めて掲げる：

ϕ̂ =

∫
âk,M · fk,M + â†k,M · f ∗

k,M dk (2.4.1)

このモード展開 (2.4.1)は，場をハイゼンベルグ表示したものである．従って，本来なら

ば，場を ϕ̂(t, x)と表記すべきであるが，簡潔化のために ϕ̂と表記した．

そして，このモード展開 (2.4.1)における展開係数としての演算子 â†k,M 及び âk,M に対し，

次の交換関係を要請する：

[âk,M , â
†
k′,M ] = δ(k − k′), [âk,M , âk′,M ] = [â†k,M , â

†
k′,M ] = 0 (2.4.2)

また，これら演算子 â†k,M 及び âk,M の作用を受ける状態ベクトルとして，粒子数を表す

フォック状態を定義する．波数が k，即ち運動量がℏkの粒子がn個存在することを表すフォッ

ク状態を，|nk⟩M と表記する．ここで添え字のM は，ミンコフスキー時空を表す．

一方の演算子 â†k,M は，フォック状態 |nk⟩M を次のように変化させるものと解釈する：

â†k,M |nk⟩M =
√
n+ 1 |(n+ 1)k⟩M (2.4.3)

つまり，演算子 â†k,M は，運動量が ℏkの粒子を 1つだけ増やす作用をもつ．それゆえ，演算

子 â†k,M は，生成演算子と呼ばれる．

他方の演算子 âk,M は，フォック状態 |nk⟩M を次のように変化させるものと解釈する：

âk,M |nk⟩M =
√
n |(n− 1)k⟩M (2.4.4)

つまり，演算子 â†k,M は，運動量が ℏkの粒子を 1つだけ減らす作用をもつ．それゆえ，演算

子 âk,M は，消滅演算子と呼ばれる．

どの運動量の粒子も存在しない状態が場の基底状態である．その状態を |0⟩M と表記し，
真空状態と呼ぶ．具体的には，アリスにとっての真空状態 |0⟩M は，次式で定義される：

âk,M |0⟩M = 0, ∀k (2.4.5)
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この真空状態 |0⟩M に対して生成演算子 â†k,M を任意回作用させたものの線形結合で，すべ

ての物理的に実現可能な状態ベクトルが得られる．そのような状態ベクトルによって張られ

るヒルベルト空間をフォック空間という．以上のように，消滅演算子 âk,M と â†k,M とを導入

したことにより，慣性系のアリスからみたフォック空間が定義された．以下では，このフォッ

ク空間をミンコフスキーフォック空間FI と呼ぶことにする．

例えば，運動量が ℏksの粒子が nks個存在する状態（但し，s = 1, 2, 3 · · ·）は，次のよう
に表される：

|nk1, nk2, nk3 · · · ⟩ =

∏
s

(
â†ks,M

)nks

√
nks!

 |0⟩M (2.4.6)

なお，交換関係 (2.4.2)より，フォック状態は任意の 2粒子の入れ換えに対して対称である：

| · · · 1kx, · · · , 1ky · · · ⟩ = | · · · 1ky, · · · , 1kx · · · ⟩ (2.4.7)

このような性質をもつ粒子をボース粒子という．即ち，場 ϕ̂(t, x)が表す粒子はボース粒子

である．

2.5 クライン・ゴルドン方程式を導く作用積分

第 2.1及び 2.2節では，波動 ϕ(t, x)の粒子像としての粒子の質量をパラメータmで表し

た．以下では，簡単のため，マスレス（massless）の状況を考察の対象とする．即ちm = 0

とする．この場合，式 (2.1.4)は次のようになる．なお，既述のとおり c = 1とした．(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
ϕ(t, x) = 0 (2.5.1)

第 2.1節で述べたとおり，このクライン・ゴルドン方程式 (2.5.1)及びその元となった式

(2.1.4)は，エネルギーと運動量との分散関係 (2.1.1)に基づいて導出することができる．

一方，クライン・ゴルドン方程式 (2.5.1)は，ラグランジュ形式で定式化することもでき

る．ラグランジュ形式では，ラグランジアン密度Lと呼ばれるスカラー量を出発点とする．
ラグランジアン密度Lの空間及び時間での積分を作用積分3 S[ϕ]といい，作用積分S[ϕ]の変

分をゼロとおくことにより，ラグランジュ方程式として，クライン・ゴルドン方程式を得る．

具体的には，クライン・ゴルドン方程式 (2.5.1)を導く作用積分は，次式で表される [19][20]：

S[ϕ] =

∫
L
√
−g d4x =

∫ [
1

2
gµνϕ,µ ϕ,ν

]√
−g d4x (2.5.2)

ここで gは，計量テンソルの行列式である：g = det{gµν}．また，添え字 “, µ”は，xµに関

する微分 ∂µを意味する
4．

3ラグランジアン密度の空間積分をラグランジアンといい，ラグランジアンの時間積分を作用積分という．
4 本来は共変微分 “ ;µ ”であるが，いま考察の対象としている場はスカラー場なので，共変微分を通常の

19



第 2章 慣性系からみたフォック状態の定義

残念ながら，上式 (2.5.2)のラグランジアン密度Lを定める基本原理は存在しない．実際
には，ラグランジアン密度Lは，既知のクライン・ゴルドン方程式 (2.5.1)が導出されるよう

に定められたものである [23]．では，式 (2.5.2)の作用積分 S[ϕ]を導入するメリットは何か?

第 1のメリットは，作用積分S[ϕ]はその共変性，特に，ローレンツ変換に対する共変性の

みならず，一般座標変換に対する共変性までもが，一目瞭然である点にある．具体的には，

式 (2.5.2)で，体積要素
√
−g d4xは，一般座標変換に対して共変なスカラーとして定義され

たものである [24][25] 5．また，ラグランジアン密度Lは，共変ベクトル ϕ,µの内積で構成さ

れるので，スカラーである．従って，式 (2.5.2)に示す作用積分 S[ϕ]は共変性を有する．

また，クライン・ゴルドン方程式は作用積分 S[ϕ]から導かれるので，クライン・ゴルド

ン方程式の共変性は，作用積分 S[ϕ]の共変性によって保証される [21]．従って，作用積分

S[ϕ]の共変性が明白であるということは，その作用積分 S[ϕ]から，相対論と整合する方程

式が導かれることが，予め分かり易いということである．

第 2のメリットは，慣性系に限らず，加速系を含む任意の座標系からの視点を，1つの作

用積分S[ϕ]で統一的に扱えるということである．或る座標系からみたクライン・ゴルドン方

程式を得たければ，式 (2.5.2)の gµνとして，その座標系の計量テンソルを採用すればよい．

例えば，慣性系のアリスの視点に立つ場合，式 (2.5.2)の gµν としてミンコフスキー計量

テンソルを採用すればよい：gµν = ηµν．この場合，
√
−g = 1となる．また，いまは 2次元

を考えているので，d4x → dtdxと置き換える．これより，慣性系におけるクライン・ゴル

ドン方程式を導く作用積分が，次のとおりであることが分かる：

S[ϕ] =

∫
1

2

[
(∂tϕ)2 − (∂xϕ)2

]
dtdx (2.5.3)

上式 (2.5.3)に示す作用積分 S[ϕ]の変分をゼロとおくことで，クライン・ゴルドン方程式

(2.5.1)が導出される．なお，その導出の記載は省略する．既述のとおり，そもそもラグラン

ジアン密度Lそのものが，既知のクライン・ゴルドン方程式 (2.5.1)が得られるように定め

られたものだからである．

次章では，式 (2.5.2)から，一様加速系におけるクライン・ゴルドン方程式を定義する作

用積分を求め，その作用積分を，式 (2.5.3)に示す作用積分と対比する．

2.6 まとめ

以上説明したように，本章では，まず，アリスに固定された慣性系におけるクライン・ゴ

ルドン方程式 (2.1.4)を示し，それを用いて，演算子化した場 ϕ̂のモード展開 (2.4.1)を求め

た．次に，そのモード展開 (2.4.1)の展開係数としての生成演算子 â†k,M 及び消滅演算子 âk,M
を用いてフォック空間を定義した．

クライン・ゴルドン方程式 (2.1.4)を導く過程において，式 (2.1.1)の左辺を構成する内積

pµpµを具体的には ηµνp
µpµとして計算し，計量テンソルとしてミンコフスキー計量テンソ

微分に置き換えた．
5 一般座標変換に対するヤコビアンが

√
−g′/

√
−gであることによる．

20



第 2章 慣性系からみたフォック状態の定義

ル ηµν を採用したところに，アリスの視点が反映されている
6．あるいは，全く等価なこと

であるが，式 (2.5.2)に示す作用積分 S[ϕ]の計量テンソル gµνとしてミンコフスキー計量テ

ンソル ηµνを採用することにより，アリスの視点が反映される．

従って，クライン・ゴルドン方程式 (2.1.4)又は (2.5.1)に基づいて定義された生成演算子

â†k,M 及び消滅演算子 âk,M によって定義したフォック空間は，アリスからみた場の状態を表

すものである．次章では，ロブからみたフォック空間を定義する．

6 この場合，先に述べたように，ダランベルシアン □の定義は，(∂/c∂t)2 −∆となる．仮に，一般の計量
テンソル gµν を採用していたら，ダランベルシアンの作用は，

□ϕ =
1√
−g

∂µ
(
gµν

√
−g∂νϕ

)
(2.6.1)

となる [18][24]．この式における gµν = ηµν の特別な場合を選び取るところにアリスの視点が反映される．
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定義

前章では，慣性運動をするアリスにとってのフォック空間を定義した．その定義には，ア

リスの視点を表す慣性系を特徴付けるミンコフスキー計量テンソル ηµνを用いた．

本章では，一様加速運動をするロブにとってのフォック空間を定義する．そのために，ま

ず，第 3.1−3.4節で，ロブの視点を表す座標系—リンドラー座標系と呼ばれる— を定義し，

かつそのリンドラー座標系を特徴付ける計量テンソルを求める．なお，第 3.1−3.4節では，

議論を明確化するために，光速を表す記号 c = 1を明示することにする．

その後，第 3.5節で，前章と同様に，リンドラー座標系を特徴付ける計量テンソルを用い

て，ロブからみた場が従う運動方程式であるクライン・ゴルドン方程式を示し，それを用い

て場のモード展開を求める．そして，第 3.6節以降で，そのモード展開の展開係数である生

成演算子及び消滅演算子を用いて，ロブにとってのフォック空間を定義する．

3.1 一様加速運動をするロブの世界線

本節から第 3.2節までで，ロブの視点を表す座標系を求める．そのための第 1ステップと

して，本節では，加速度 aの一様加速運動をするロブの世界線を調べる．なお，本節から第

3.2節までの議論は，文献 [26]の教示に基づいている．

まず，ロブの世界線を定式化するために，補助的に 2つの座標系を導入する．

1つは，静止しているアリスに固定された慣性系であり，以下，静止慣性系 Sと呼ぶ．静

止慣性系 Sは，アリスの視点を表す．静止慣性系 Sの時間を t，空間座標を xと表記する：

S(ct, x)．簡単のため，空間については 1次元のみを考えるものとする．

もう 1つは，静止慣性系 Sからみて，或る瞬間のロブと同じ速度 vをもつ慣性系であり，

以下，局所慣性系 S ′と呼ぶ．局所慣性系 S ′は，静止慣性系 Sに対して一定速度 vで移動し

ており，上記の或る瞬間に，ロブと重なる．局所慣性系 S ′の時間を t′，空間座標を x′と表

記する: S ′(ct′, x′)．但し，上記の或る瞬間には，局所慣性系 S ′はロブに固定されているの

だから，t′は，その瞬間のロブの固有時間 τ に等しい：t′ = τ．

本節の目標は，アリスからみたロブの世界点を，ロブの固有時間 τ をパラメータとして表

したもの (ct(τ), x(τ))を求めることである．

まず，加速度 aの一様加速運動とは何か，その定義を確認する．相対論によれば，ロブの

速度は光速を超えることはできない．従って，アリスの視点を表す静止慣性系 Sからみて，

ロブの速度が時間に比例して増加するような加速運動は物理的にあり得ないことに注意を要
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する．一様加速運動とは，ロブの固有時間の経過に比例して，ロブ自身からみた速度が増加

するような運動を指す．その比例定数は，ロブ自身が感じる加速度であり，ロブの固有加速

度と呼ぶ．即ち，一様加速運動とは，ロブの固有加速度が一定値 aである運動を意味する．

具体的には，ロブの固有加速度は，次のように定義される．

a = 局所慣性系 S ′からみたロブの速度の増加率

=
d

dτ

(
dx′

dτ

)
:=

dv′

dτ
(3.1.1)

上式 (3.1.1)の右辺は，ロブにとっての微小固有時間 dτ の間に，局所慣性系 S ′からみて，

ロブの速度が 0から dv′に増加したことを表す．一方，静止慣性系 Sからみた場合には，ロ

ブの微小固有時間 dτ の間に，ロブの速度が vから v + dvに増加したとすると，特殊相対論

における速度の合成則より，次式が成立する：

v + dv =
v + dv′

1 + v
c2
dv′

(3.1.2)

上式 (3.1.2)より，静止慣性系 Sからみたロブの速度の増加量 dvが次のように表される：

dv =
dv′

(
1 − v2

c2

)
1 + v

c2
dv′

≒ dv′
(

1 − v2

c2

)
(3.1.3)

但し，上式 (3.1.3)の右辺の第 1式から第 2式への移行において，第 1式の分母中における

因子 (v/c2)dv′は 2次の微小量なのでゼロと近似した．

上式 (3.1.3)中の dv′は，式 (3.1.1)より，dv′ = adτ と書ける．また，その dτ は，特殊相

対論における，静止慣性系 Sからみた局所慣性系 S ′の時間の遅れを表す関係式より，dτ =

dt
√

1 − (v2/c2)と表される．従って，式 (3.1.3)より，次式が成立する：

dv ≒ adt

√
1 − v2

c2

(
1 − v2

c2

)
∴

∫
adt =

∫ (
1 − v2

c2

)− 3
2

dv (3.1.4)

上式 (3.1.4)の解は，at = v/
√

1 − (v2/c2)+積分定数である1．積分定数を定めるために，

t = 0で v = 0という初期条件を課す．これにより，積分定数がゼロに定まり，vが次のよう

に定まる：

v = at

√
1 − v2

c2
(3.1.5)

1 式 (3.1.4)の右辺の積分は，例えば，v/cを sin θと置く置換積分によって解くことができる．
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以下，上式 (3.1.5)を用い，アリスからみたロブの世界線の時間座標として，tを τ で表し

た関係式を求める．既述の関係式，dτ = dt
√

1 − (v2/c2)より，ロブの任意の固有時間 τ は，

次のように vと tとの関数として書ける：

τ =

∫ t

0

√
1 − v2

c2
dt (3.1.6)

この式 (3.1.6)に，上式 (3.1.5)を変形して得られる vと tとの関係式，

v2 =
a2t2

1 + a2t2

c2

(3.1.7)

を代入することにより，式 (3.1.6)から v2を消去し，τ と tとの次の関係式が求まる：

τ =

∫ t

0

√
1 − a2t2

c2 + a2t2
dt (3.1.8)

この積分を解くことにより2，次式が求まる．

τ =
c

a
arc sinh

(
at

c

)
(3.1.9)

これより，アリスからみたロブの時間座標 tをロブの固有時間 τ で表した次式が求まる：

t (τ) =
c

a
sinh

(aτ
c

)
(3.1.10)

次に，式 (3.1.7)を用い，アリスからみたロブの世界線の空間座標として，xを τ で表した

関係式を求める．式 (3.1.7)の両辺の平方根をとった次式，

v =
dx

dt
=

at√
1 + a2t2

c2

(3.1.11)

を積分することにより，xと tとの次の関係式が求まる：

x =

∫
at

(
1 +

a2t2

c2

)− 1
2

dt =
c2

a

√
1 +

a2t2

c2
(3.1.12)

但し，積分定数を定めるために，t = 0で x = c2/aという初期条件を課した．

そして，この式 (3.1.12)の右辺中の tを，式 (3.1.10)によって τに変換することにより，ア

リスからみたロブの空間座標 xをロブの固有時間 τ で表した次式が求まる3：

x (τ) =
c2

a
cosh

(aτ
c

)
(3.1.13)

2公式
∫
1/
√
a2 + x2dx = arc sinh(x/a)を用いる．

3公式 1 + sinh2 θ = cosh2 θを用いる．
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図 3.1: アリスからみたロブの世界線．

式 (3.1.10)及び (3.1.13)は，tと xとの間の次の関係式を満たす：

x2(τ) − {ct(τ)}2 =
c4

a2
(3.1.14)

この式 (3.1.14)は，アリスからみたロブの世界線を，ロブの固有時間 τ を媒介変数として表

したものである．式 (3.1.14)に示すように，世界線は双曲線の形をしている．

図 3.1に，この双曲線を示す．ミンコフスキー時空，即ち x− ct平面上において，ロブは

x = +∞から減速しながら原点に近づいてきて，x = c2/aの瞬間に静止し，その後，加速

しながら x = +∞に戻ってゆく．破線は光円錐を表す．ロブの世界線は |τ | → ∞で光円錐
に近づく．しかし，一様加速度運動といえども光速には到達できない．

上記双曲線の導出過程で課した各初期条件について再確認する．式 (3.1.12)の導出過程で

課した初期条件 x(t = 0) = c2/aは，双曲線が x軸と交わる点の座標が x = c2/aであること

に表れている．式 (3.1.5)の導出過程で課した初期条件 v(t = 0) = 0は，t = 0で双曲線の接

線の傾きがゼロ，即ちロブが x = c2/aの瞬間に静止することに表れている．

また，式 (3.1.10)より，t(τ = 0) = 0が得られ，これは，τ = 0のとき t = 0となることを

意味する．また，式 (3.1.10)より，dt/dτ = cosh(aτ/c) > 0が得られ，これは，図 3.1にお

いて τ の増大と共に tも増大することに表れている．
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3.2 一様加速運動をするロブの固有座標系

ロブからみた場がどのように記述されるかを調べるには，ロブの視点を表す座標系（以

下，固有座標系と呼ぶ．）を定義することが必要である．本節では，この固有座標系を導入

する．なお，固有座標系の時間座標は，既に導入したロブの固有時間 τ そのものである．以

下では，固有座標系の空間座標を ξと表記することにする．

本節の目標は，アリスからみた時間座標 ctと空間座標 xの各々を τ と ξとで表したもの，

ct(τ, ξ)，x(τ, ξ)を求めることである．

前の 3.1節では，ミンコフスキー時空内を一様加速度運動するロブの世界線を求めた．式

(3.1.10)及び (3.1.13)がそれを表す．しかし，式 (3.1.10)及び (3.1.13)は，ロブの固有時間

τ と静止慣性系 S(ct, x)との関係を記述するが，ロブによって測られる距離 ξと静止慣性系

S(ct, x)との関係は記述していない．そこでまず，ロブによって測られる距離 ξが静止慣性

系 S(ct, x)でどのように表されるかを調べる．

ロブの位置を ξ = 0にとる．即ち，ロブは ξ = 0に静止しており，ロブの世界線は，ロブ

自身から測った距離がゼロ（ξ = 0）の位置の世界線と考える．

ロブが，ロブ自身からみた長さ（以下，固有長さと記す．）が ℓのものさしの一端を持って

いるとする．固有座標系において，ものさしの一端の座標は (τ, ξ = 0)であり，他端の座標

は (τ, ξ = ℓ)とする．このものさしの他端（以下，先端という．）の，静止慣性系 S(ct, x)で

の座標を求め，ℓを任意変数としての ξに置き換えることで，ξと静止慣性系S(ct, x)との関

係が求まる．

ローレンツ変換を利用するために，瞬間的にロブと重なる慣性系，局所慣性系 S ′′を再び

導入する．局所慣性系 S ′′は，静止慣性系 Sに対して速度 vで移動しているものとし，局所

慣性系 S ′′の時間座標を t′′，空間座標を x′′と表記する．

なお，ここでいう速度 vは，固有座標系で τ = τ，ξ = 0の座標位置に存在するロブの，ア

リスに対する速度である：

v =
dx

dt

∣∣∣∣
τ=τ, ξ=0

(3.2.1)

計算の簡単化のために，局所慣性系 S ′′がロブと重なる瞬間の t′′をゼロにとる．すると，

局所慣性系S ′′において，ものさしの先端の座標は (t′′ = 0, x′′ = ℓ)と表される．従って，静

止慣性系 Sにおけるものさしの先端の座標 (c∆t, ∆x)は，局所慣性系 S ′′から静止慣性系 S

へのローレンツ逆変換により求まる：[
c∆t

∆x

]
=

1√
1 − (v

c
)2

[
1 v

c
v
c

1

][
0

ℓ

]
(3.2.2)

静止慣性系 Sの原点 (ct = 0, x = 0)は，局所慣性系 S ′′の原点 (τ = 0, x′′ = 0)と一致して

いる．従って，c∆tは，ミンコフスキー空間，即ち x− ct平面上における，ものさしの ct軸

方向の長さを表す．また，∆xは，ミンコフスキー空間上における，ものさしの x軸方向の

長さを表す．
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これより、

c∆t =
v/c√

1 − (v
c
)2

· ℓ =
ℓ · dx

cdt
√

1 − (v
c
)2

=
ℓ

c
· d
dτ
x(τ, 0) (3.2.3)

また，

∆x =
ℓ√

1 − (v
c
)2

=
ℓ · dt

dt
√

1 − (v
c
)2

= ℓ · d
dτ
t(τ, 0) (3.2.4)

ミンコフスキー空間，即ち x− ct平面上において，ものさしの先端の時間座標 ct(τ, ξ)は，

ロブの位置の時間座標 ct(τ, 0)に，ものさしの，ct軸方向の長さ c∆tを加えたものである．

また，ものさしの先端の空間座標 x(τ, ξ)は，ロブの位置の空間座標 x(τ, 0)に，ものさしの，

x軸方向の長さ∆xを加えたものである：

ct(τ, ξ) = ct(τ, 0) +
ℓ

c
· d
dτ
x(τ, 0) (3.2.5)

x(τ, ξ) = x(τ, 0) + ℓ · d
dτ
t(τ, 0) (3.2.6)

ここで，ロブからみたものさしの長さ ℓを任意の値 ξへと一般化する．そして，上式にお

ける ct(τ, 0)として式 (3.1.10)を代入し，x(τ, 0)として式 (3.1.13)を代入することにより，次

式を得る：

ct(τ, ξ) =
c2

a
sinh

(aτ
c

)
+
ξ

c
· d
dτ

[
c2

a
cosh

(aτ
c

)]
=

[
c2

a
+ ξ

]
sinh

(aτ
c

)
(3.2.7)

x(τ, ξ) =
c2

a
cosh

(aτ
c

)
+ ξ · d

dτ

[ c
a

sinh
(aτ
c

)]
=

[
c2

a
+ ξ

]
cosh

(aτ
c

)
(3.2.8)

以上で，ロブの視点を表す固有座標系 (τ, ξ)が定まった．

3.3 右リンドラー座標系の導入

本節では，上述したロブの視点を表す固有座標系 (τ, ξ)を，その計量の対角成分が等しく

なるようにスケール変換したものをリンドラー座標系として定義する．まず，固有座標系

(τ, ξ)での計量を調べるために，その線素 ds2を求める．線素 ds2はスカラーなので，慣性

系での定義 ds2 = c2dt2 − dx2と，上式 (3.2.7)及び (3.2.8)とを用いて，固有座標系 (τ, ξ)で

の線素 ds2を求めることができる．そのための準備として次の計算を行う．
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cdt =
∂(ct)

∂τ
dτ +

∂(ct)

∂ξ
dξ

=
[
c+

a

c
ξ
]

cosh
(aτ
c

)
dτ + sinh

(aτ
c

)
dξ (∵式 (3.2.7)) (3.3.1)

dx =
∂x

∂τ
dτ +

∂x

∂ξ
dξ

=
[
c+

a

c
ξ
]

sinh
(aτ
c

)
dτ + cosh

(aτ
c

)
dξ (∵式 (3.2.8)) (3.3.2)

これらより ds2 = c2dt2 − dx2 を計算する．その計算においては，{式 (3.3.1)}2 と {式
(3.3.2)}2との交差項 (sinh(aτ/c) cosh(aτ/c)の項)どうしがキャンセルするので，公式cosh2(θ)−
sinh2(θ) = 1を用いることにより，固有座標系 (τ, ξ)での線素 ds2が次のように得られる．

ds2 = c2dt2 − dx2 =
(
c+

a

c
ξ
)2

dτ 2 − dξ2 (3.3.3)

この式 (3.3.3)をみると，dτ 2の係数と dξ2の係数が等しくない．即ち，計量の対角成分が

等しくない．そこで，計量テンソルの対角成分が等しくなるようにするべく，次の式 (3.3.4)

を満たすような新しい空間座標χを導入する．なお，計量テンソルの対角成分を等しくする

メリットについては 3.5節で述べる．

dξ =
(
c+

a

c
ξ
)
dχ (3.3.4)

これにより，線素において dτ 2の係数と dχ2の係数が共に (1 + aξ/c)2となり，計量テン

ソルの対角成分を等しくすることができる．なお，式 (3.3.4)より，次のように χが求まる．

dχ =
1

c+ a
c
ξ
dξ

∴ χ =
c

a
ln
(
c+

a

c
ξ
)

(3.3.5)

つまり，新たな空間座標 χは固有座標系の ξ軸を対数スケールで表したものに相当する．

このようにして固有座標系 (τ, ξ)の空間座標 ξを式 (3.3.5)のようにスケール変換して得られ

る座標系 (τ, χ)を，リンドラー座標系と呼ぶ [20][18]．リンドラー座標系 (τ, χ)は，ロブに固

定されているという意味で，固有座標系 (τ, ξ)と同様に，ロブの視点を表す．

リンドラー座標系 (τ, χ)とミンコフスキー座標系 (t, x)との対応関係を求めるために，式

(3.3.5)を次のように変形する：

c+
a

c
ξ = e

a
c
χ (3.3.6)
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上式 (3.3.5)を用いることにより，ミンコフスキー座標系 (ct, x) の ctと xの各々を，リン

ドラー座標系 (τ, χ)の τ 及び χによって表すことができる：

ct(τ, χ) =

[
c2

a
+ ξ

]
sinh

(aτ
c

)
(式 (3.2.7)を再掲)

=
c

a
e

a
c
χ sinh

(aτ
c

)
(∵式 (3.3.6)) (3.3.7)

x(τ, χ) =

[
c2

a
+ ξ

]
cosh

(aτ
c

)
(式 (3.2.8)を再掲)

=
c

a
e

a
c
χ cosh

(aτ
c

)
(∵式 (3.3.6)) (3.3.8)

また，リンドラー座標系 (τ, χ)での線素 ds2は，式 (3.3.3)及び (3.3.4)と，式 (3.3.6)とに

より，次のように求まる:

ds2 = c2dt2 − dx2 =
(
c+

a

c
ξ
)2

(dτ 2 − dχ2)

= e
2a
c
χ(dτ 2 − dχ2) (3.3.9)

=
[
dτ dχ

][ e
2a
c
χ 0

0 −e 2a
c
χ

][
dτ

dχ

]

上記の最後の式より，リンドラー座標系 (τ, χ)での計量テンソル gµν は，次のように書け

ることが分かる：

gµν = e
2a
c
χ ηµν (3.3.10)

3.4 左リンドラー座標系の導入

上式 (3.3.7)及び (3.3.8)を通じて定義されたリンドラー座標系 (τ, χ)は，τ と χの各々を，

τ, χ ∈ [−∞,∞]の範囲で動かしても，次ページの図 3.2 のRで示した領域（以下，右リン

ドラーくさび状領域という．）しか覆えない．この意味で，座標系 (τ̃ , χ̃)は，右リンドラー

座標系とも呼ばれる．

特に，式 (3.3.8)で，cosh(aτ/c) ≥ 1，exp(a
c
χ) ≥ +0なので，慣性座標系 (ct, x)の空間座

標 xは+0から+∞の範囲しか変動し得ない．そこで，xの，−0から−∞の範囲の変動を
可能とするために，次式を通じて左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)を数学的に定義する [18]：

ct(τ̃ , χ̃) = − c

a
e

a
c
χ̃ sinh

(
aτ̃

c

)
(3.4.1)

x(τ̃ , χ̃) = − c

a
e

a
c
χ̃ cosh

(
aτ̃

c

)
(3.4.2)

左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)は，図 3.2 のLで示した領域（以下，左リンドラーくさび状領

域という．）を覆う．
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図 3.2: ミンコフスキー時空は，破線で示す事象の地平面を境界として，右リンドラーくさ

び状領域R，左リンドラーくさび状領域L，未来の領域F，及び過去の領域P に区分される．

なお，図 3.2 において，左リンドラーくさび状領域Lのどの位置から信号をたとえ光速で

発しても，その信号は右リンドラーくさび状領域Rには届かない．これは ct = xで表され

る事象の地平面の存在のためである．また，右リンドラーくさび状領域Rのどの位置から

信号をたとえ光速で発しても，その信号は左リンドラーくさび状領域Lには届かない．これ

は ct = −xで表される事象の地平面の存在のためである．このように，事象の地平面 ct = x

及び ct = −xの存在のため，右リンドラーくさび状領域Rと左リンドラーくさび状領域 L

の一方から他方への情報伝達は原理的に不可能である．

以下，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)の，右リンドラー座標系 (τ, χ)との関係を調べる．

式 (3.3.8)の右辺は xの正の範囲をカバーし，式 (3.4.2)の右辺は xの負の範囲をカバーす

る．式 (3.3.8)の x = |式 (3.4.2)の x|，という条件を課すと，coshが遇関数なので，次の関

係式が得られる：

χ̃ = χ (3.4.3)

また，この関係式 (3.4.3)と，式 (3.3.7)の ct = 式 (3.4.1)の ctという条件とにより，sinh

が奇関数なので，次の関係式が得られる：

τ̃ = −τ (3.4.4)

なお，式 (3.3.7)より dt/dτ ≥ 0であり，従って tが未来に向かって増加するとき，τ も未来

に向かって増加する．一方，上記関係式 (3.4.4)より，τ が未来に向かって増加するとき，τ̃
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は tにとっての過去に向かって増加する．このことを，図 3.4.2において矢印で表した．

以上のように，慣性系の空間座標 xは，その正の範囲が右リンドラー座標系の空間座標 χ

へと 1価に写像され，負の範囲は左リンドラー座標系の空間座標 χ̃へと 1価に写像される．

一方，慣性系の時間座標 tは，右リンドラー座標系の時間座標 τ と，左リンドラー座標系の

時間座標 τ̃ とに，1対 2に，即ち 2価に，写像される4．

3.5 リンドラー座標系における場のモード展開

まず，右リンドラー座標系 (τ, χ)でクライン・ゴルドン方程式がどのように表現されるか

を調べる．そのために，クライン・ゴルドン方程式を導く作用積分 (2.5.2)を以下に再掲する：

S[ϕ] =

∫ [
1

2
gµνϕ,µ ϕ,ν

]√
−g d4x

上式の
√
−gは，式 (3.3.10)より，g = det{gµν} = −e 4a

c
χであるから，

√
−g = e

2a
c
χである．

また，上式の gµν は，式 (3.3.10)と，相対論で要請される関係式，gµρgρν = δµν とにより，

gµν = e−
2a
c
χ ηµν である．従って，上式の

√
−gと gµν との積で因子 e

2a
c
χがキャンセルされ

る．このため，右リンドラー座標系 (τ, χ)では，作用積分S[ϕ]は次のように書ける [19][20]：

S[ϕ] =

∫ [
1

2
e−

2a
c
χ ηµν ϕ,µ ϕ,ν

]
e

2a
c
χ dτdχ

=

∫
1

2

[
(∂τϕ)2 − (∂χϕ)2

]
dτdχ (3.5.1)

この式 (3.5.1)に示す作用積分 S[ϕ]は，前章の式 (2.5.3)に示した慣性系の作用積分 S[ϕ]

と全く同じ形をしている．従って，右リンドラー座標系 (τ, χ)でも，前章の式 (2.5.1)と同

じ形の，以下に示すクライン・ゴルドン方程式が得られる [19][20][27]：(
∂2

∂τ 2
− ∂2

∂χ2

)
ϕ = 0 (3.5.2)

次に，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)でのクライン・ゴルドン方程式の表現を調べる．慣性

系の cτ, xを左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)で表した式 (3.4.1)及び (3.4.2)の右辺は，右リンド

ラー座標系 (τ, χ)で表した式 (3.3.7)及び (3.3.8)の右辺に負号を付けたものと形式的に同じ

である．従って，線素 ds2 = c2dt2 − dx2の計算結果は，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)でも，式

(3.3.9)と同じ形となる．このため，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)でも，式 (3.3.10)に示す右リ

ンドラー座標系 (τ, χ)の計量テンソルと同じ形の計量テンソル gµν = e
2a
c
χ̃ ηµνが得られる．

この結果，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)においても，上記と同様の手順により，右リンド

4このことが，後に述べる，右リンドラーくさび状領域 Rと左リンドラーくさび状領域 Lとの間の量子エ
ンタングルメントの起源であると考えられる．
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ラー座標系 (τ, χ)で表現した作用積分 (3.5.1)と同じ形の作用積分が得られる：

S[ϕ] =
1

2

∫ [
(∂τ̃ϕ)2 − (∂χ̃ϕ)2

]
dτ̃dχ̃ (3.5.3)

それゆえ，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)においても，右リンドラー座標系 (τ, χ)におけるク

ライン・ゴルドン方程式 (3.5.2)と同じ形のクライン・ゴルドン方程式が得られる：(
∂2

∂τ̃ 2
− ∂2

∂χ̃2

)
ϕ = 0 (3.5.4)

以上のように，慣性系における場合と，左右のリンドラー座標系における場合とで，作

用積分の形が同じになることをみた．このことは，相対論が要請する共変性の直接的な帰

結で̇は̇な̇い̇点に注意を要する．相対論が要請する共変性とは，どのような座標系でも作用積

分が式 (2.5.2)の形に書けるという意味である．

これに対し，慣性系における場合と，左右のリンドラー座標系における場合とで，作用積

分の “具体的な”形が同じになったのは，左右のリンドラー座標系における計量テンソルが，

e
2a
c
χ ηµν , e

2a
c
χ̃ ηµνという形をとるおかげである．先に 3.3節で，計量テンソルの対角成分を

等しくする方針を採ったのは，右リンドラー座標系における計量テンソルを上記の形にもっ

ていくことにより，慣性系の場合と同じ形の作用積分を得る数学的技巧上の理由による．

次に，前章で述べたやり方と同様にして，場 ϕ̂のモード展開を求める．前章では，クライ

ン・ゴルドン方程式を用いて，場 ϕ̂のモード展開 (2.4.1)を導いた．そのモード展開 (2.4.1)

を構成する式 (2.2.7)のモード関数 fk,M 及びその複素共役は，場 ϕ̂のフーリエ展開 (2.2.1)を

クライン・ゴルドン方程式に代入することにより定まった．

右リンドラー座標系 (τ, χ)においても，場 ϕ̂のフーリエ展開の形は慣性系の場合と同じで

ある．また，既述のとおり，右リンドラー座標系 (τ, χ)においても，クライン・ゴルドン方

程式の形が慣性系の場合と同じである．従って，式 (2.2.7)のモード関数 fk,M と同じ形の，

次のモード関数 gk,Rを定義することができる [19][27]：

gk,R =
1√

4πωk

e−i(ωkτ−kχ) (3.5.5)

但し，慣性系の空間軸 xの正の範囲を右リンドラー座標系 (τ, χ)に写像し，負の範囲を

左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)に写像したことから分かるように，右リンドラー座標系 (τ, χ)の

モード関数 gk,Rは，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)のモード関数及びその複素共役と合わさって

完全系を構成する．そこで，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)のモード関数も導入する必要がある．

左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)のモード関数 gk,L は，上式 (3.5.5)のモード関数 gk,R に，式

(3.4.3)及び (3.4.4)の関係を代入することにより次のように定まる [19][27]：

gk,L =
1√

4πωk

e−i(−ωk τ̃−kχ̃) (3.5.6)

そして，上述したモード関数 (3.5.5)，(3.5.6)，及びこれらの複素共役を用いると，次のよ
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うに場 ϕ̂がモード展開される [19][27]：

ϕ̂ =

∫
âk,R · gk,R + â†k,R · g∗k,R + âk,L · gk,L + â†k,L · g∗k,L dk (3.5.7)

このモード展開 (3.5.7)は，場をハイゼンベルグ表示したものである．本来ならば，場は，

ϕ̂(τ, χ; τ̃ , χ̃)と表記すべきであるが，簡潔化のために ϕ̂と表記した．

次に，後の第 5章の計算で使用するため，上述したモード関数の，式 (2.3.1)で定義した

クライン・ゴルドン内積の関係について述べておく．モード関数 gk,R, gk,L及びこれらの複

素共役は，次のクラインゴルドン内積の関係を満たす [8]．但し，下式 (3.5.9)において添え

字XはR,Lを表すものとする．

⟨gk,X , gk′,X⟩ = δ(k − k′) , ⟨g∗k,X , g∗k′,X⟩ = −δ(k − k′) (3.5.8)

⟨gk,R, gk′,L⟩ = 0 , ⟨gk,X , g∗k′,X⟩ = 0 (3.5.9)

3.6 右リンドラー座標系に対応するフォック空間の定義

本節では，前章の 2.2節で述べたやり方と同様にして，右リンドラー座標系 (τ, χ)に対応

するフォック空間を定義する．右リンドラーくさび状領域Rを一様加速運動するロブからみ

たフォック状態を，|nk⟩Rと定義する．
そして，上記モード展開 (3.5.7) における展開係数としての演算子 â†k,R及び âk,Rは，それ

ぞれフォック状態 |nk⟩Rに対する生成演算子，消滅演算子とみなす：

â†k,R|nk⟩R =
√
n+ 1 |(n+ 1)k⟩R (3.6.1)

âk,R|nk⟩R =
√
n |(n− 1)k⟩R (3.6.2)

また，ロブにとっての真空状態 |0⟩Rは，次式で定義される：

âk,R|0⟩R = 0, ∀k (3.6.3)

この真空状態 |0⟩Rに対して生成演算子 â†k,Rを任意回作用させたものの線形結合で，すべて

の物理的に実現可能な状態ベクトルが得られる．そのような状態ベクトルによって張られ

るヒルベルト空間が，右リンドラー座標系 (τ, χ)に対応するフォック空間（以下，右リンド

ラーフォック空間FRと記す．）である．

3.7 左リンドラー座標系に対応するフォック空間の定義

次に，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)に対応するフォック空間を定義する．左リンドラー座標

系 (τ̃ , χ̃)の時間座標は，式 (3.4.4)に示すように，右リンドラー座標系 (τ, χ)の時間座標の符

号を反転したものである．この結果，図 3.2に示すように，右リンドラーくさび状領域Rに

おけるロブの運動は，原点に対して点対称に左リンドラーくさび状領域 Lに写像される．
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以下では，そのように点対称に写像された運動をする架空の観測者を “反”ロブと名づけ

ることにする．図 3.2を参照して説明したように，左リンドラーくさび状領域Lの反ロブは，

事象の地平面によって，右リンドラーくさび状領域Rのロブとは断絶されている．このた

め，反ロブに対しては，ロブからみたフォック状態 |nk⟩Rとは別のフォック状態を定義する．
具体的には，反ロブからみたフォック状態を |nk⟩Lと定義する．そして，上記モード展開

(3.5.7) における展開係数としての演算子 â†k,L及び âk,Lは，それぞれフォック状態 |nk⟩Lに対
する生成演算子，消滅演算子とみなす：

â†k,L|nk⟩L =
√
n+ 1 |(n+ 1)k⟩L (3.7.1)

âk,L|nk⟩L =
√
n |(n− 1)k⟩L (3.7.2)

また，反ロブにとっての真空状態 |0⟩Lは，次式で定義される：

âk,L|0⟩L = 0, ∀k (3.7.3)

この真空状態 |0⟩Lに対して生成演算子 â†k,Lを任意回作用させたものの線形結合で，すべて

の物理的に実現可能な状態ベクトルが得られる．そのような状態ベクトルによって張られ

るヒルベルト空間が，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)に対応するフォック空間（以下，左リンド

ラーフォック空間FLと記す．）である．

3.8 まとめ

本章では，一様加速運動をするロブに固定された座標系として右リンドラー座標系 (τ, χ)

を定義した．そして，右リンドラー座標系 (τ, χ)におけるクライン・ゴルドン方程式 (3.5.2)

が，慣性系におけるクライン・ゴルドン方程式 (2.5.1)と同じ形であることを根拠として，慣

性系の場合と同じ形の，式 (3.5.5)に示すモード関数 gk,Rを導入した．

また，右リンドラー座標系 (τ, χ)では，慣性系の x軸の正の範囲しか覆えないため，慣性

系との対応関係をより完全なものにすべく，慣性系の x軸の負の範囲を覆う左リンドラー座

標系 (τ̃ , χ̃) を，数学的に導入した．そして，左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)におけるクライン・

ゴルドン方程式 (3.5.4) が，慣性系におけるクライン・ゴルドン方程式 (2.5.1) と同じ形であ

ること，並びに左リンドラー座標系 (τ̃ , χ̃)と右リンドラー座標系 (τ, χ)との対応関係 (3.4.3)

及び (3.4.4)を根拠として，式 (3.5.6)に示すモード関数 gk,Lを導入した．

次に，モード関数 gk,R及び gk,L並びにこれらの複素共役によって場 ϕ̂(t, x)を展開したモー

ド展開 (3.5.7)を示し，その展開係数のうちの生成演算子 â†k,R及び消滅演算子 âk,Rを用いて，

右リンドラー座標系 (τ, χ)に対応する右リンドラーフォック空間FRを定義した．

右リンドラー座標系 (τ, χ)におけるクライン・ゴルドン方程式 (3.5.2) を導く過程で，式

(2.5.2)に示す作用積分S[ϕ]の計量テンソルgµνとして式 (3.3.10)に示す計量テンソル e
2a
c
χ ηµν

を採用することで，ロブの視点が反映された．このため，右リンドラーフォック空間FRは，

ロブからみた場の状態を表すものである．
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また同様に，上記展開係数のうちの生成演算子 â†k,L及び消滅演算子 âk,Lを用いて，左リ

ンドラー座標系 (τ̃ , χ̃) に対応する左リンドラーフォック空間FLを定義した．左リンドラー

座標系 (τ̃ , χ̃)におけるクライン・ゴルドン方程式 (3.5.4) を導く過程で，式 (2.5.2)に示す作

用積分 S[ϕ]の計量テンソル gµν として e
2a
c
χ̃ ηµν を採用することで，反ロブの視点が反映さ

れた．このため，左リンドラーフォック空間FLは，反ロブからみた場の状態を表す．

以上のように，本章では，右リンドラーフォック空間FRと左リンドラーフォック空間FL

とを定義した．以下では，右リンドラーフォック空間FRと左リンドラーフォック空間FLと

を合成したヒルベルト空間FR ⊗FLを，リンドラーフォック空間FII と呼ぶことにする．

これまでに，前章でアリスにとってのミンコフスキーフォック空間FI を定義し，本章で

ロブ及び反ロブにとってのリンドラーフォック空間FII を定義した．次章では，ミンコフス

キーフォック空間 FI と，リンドラーフォック空間 FII との関係を調べることにより，ウン

ルー効果のメカニズムを明らかにする．
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第2章の式 (2.4.5)で，アリスにとっての真空 |0⟩Mを，消滅演算子 âk,Mの作用 âk,M |0⟩M = 0

を通じて定義した．また，第 3章の式 (3.7.3)及び式 (3.6.3)では，ロブにとっての真空 |0⟩R
を，消滅演算子 âk,Rの作用 âk,R|0⟩R = 0 を通じて定義し，反ロブにとっての真空 |0⟩Lを，
消滅演算子 âk,Lの作用 âk,L|0⟩L = 0 を通じて定義した．

以下では，アリスにとっての真空 |0⟩M をミンコフスキー真空と呼ぶことにする．また，
ロブにとっての真空 |0⟩Rと，反ロブにとっての真空 |0⟩Lとのテンソル積 |0, 0⟩R,Lをリンド

ラー真空と呼ぶことにする．

本章では，ウンルー効果のメカニズムを調べるために，まず，ミンコフスキー真空 |0⟩M
と，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lとの間の数学的な関係を求める．この結果，ミンコフスキー真

空 |0⟩M は，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lをユニタリー変換したものに相当するということが分

かる．そのユニタリー変換は，右リンドラーくさび状領域 Rのフォック状態と，左リンド

ラーくさび状領域Lのフォック状態とをエンタングルさせる作用をもつ．その作用が原因で

右リンドラーくさび状領域Rにウンルー効果が発現する，ということを最後に示す．

4.1 ウンルーモード関数の導入

第 2章でみたように，ミンコフスキー真空 |0⟩M を定義する消滅演算子 âk,M は，場 ϕ̂の，

慣性系でのモード関数（以下，ミンコフスキーモード関数と記す．）fk,M によるモード展開

(2.4.1)において，そのミンコフスキーモード関数 fk,M に掛かる展開係数として導入された．

このため，ミンコフスキー真空 |0⟩M は，ミンコフスキーモード関数 fk,M に基づいて定義さ

れたと言える．

一方，第 3章でみたように，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lを定義する消滅演算子 âk,L，âk,Rは，

場 ϕ̂の，左右のリンドラー座標系でのモード関数（以下，リンドラーモード関数と記す．）

gk,，gk,Lによるモード展開 (3.5.7)において，それらリンドラーモード関数 gk,R，gk,Lに掛か

る展開係数として導入された．このため，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lは，リンドラーモード関

数 gk,R，gk,Lに基づいて定義されたと言える．

そこで，ミンコフスキー真空 |0⟩M とリンドラー真空 |0, 0⟩R,Lとの関係を調べるための第

1ステップとして，まず，ミンコフスキーモード関数 fk,M と，リンドラーモード関数 gk,R，

gk,Lとの関係を調べる．

リンドラーモード関数 gk,R，gk,L，及びこれらの複素共役は，クライン・ゴルドン内積の

観点から完全直交系を構成する．従って，ミンコフスキーモード関数 fk,M は，リンドラー

モード関数 gk,R，gk,L及びこれらの複素共役によって展開することができる：
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fk,M =

∫
k′
⟨gk′,R, fk,M⟩ · gk′,R + ⟨g∗k′,R, fk,M⟩ · g∗k′,R

+ ⟨gk′,L, fk,M⟩ · gk′,L + ⟨g∗k′,L, fk,M⟩ · g∗k′,L dk′

:=

∫
k′
αR
k,k′ · gk′,R + βR

k,k′ · g∗k′,R + αL
k,k′ · gk′,L + βL

k,k′ · g∗k′,L dk′ (4.1.1)

上式 (4.1.1)で，行列 αR
k,k′ := ⟨gk′,R, fk,M⟩は，fk,M の gk′,R 成分の大きさを表す．行列

βR
k,k′ := ⟨g∗k′,R, fk,M⟩は，fk,M の g∗k′,R成分の大きさを表す．行列 αL

k,k′ := ⟨gk′,L, fk,M⟩は，
fk,M の gk′,L成分の大きさを表す．行列 βL

k,k′ := ⟨g∗k′,L, fk,M⟩は，fk,M の g∗k′,L成分の大きさ

を表す．これら行列 αR
k,k′，β

R
k,k′，α

L
k,k′，及び βL

k,k′をボゴリューボフ係数と呼ぶ．

次に，それらボゴリューボフ係数αR
k,k′，β

R
k,k′，α

L
k,k′，及び βL

k,k′ を用いて，ミンコフスキー

真空 |0⟩M を定義する消滅演算子 âk,M と，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lを定義する消滅演算子

âk,L，âk,R，及びこれらのエルミート共役との関係を調べる．

そのために，第 2章で示したモード展開 (2.4.1)と，第 3章で示したモード展開 (3.5.7)と

が等号で結ばれることを利用する．モード展開 (2.4.1)及び (3.5.7)は，同じ場 ϕ̂を異なる基

底で展開した関係にあるからである．具体的には，直交関係 (2.3.2)によれば，慣性系での

消滅演算子 âk,M は，モード展開 (2.4.1)と，ミンコフスキーモード関数 fk,M とのクライン・

ゴルドン内積 ⟨ϕ̂, fk,M⟩をとることで得られる．そこで，その内積 ⟨ϕ̂, fk,M⟩中の場 ϕ̂とし

て，モード展開 (3.5.7)の右辺を代入することにより，次の関係を得る：

âk,M = ⟨ϕ̂, fk,M⟩

=

∫
k′
αR
k,k′ · âk′,R + βR

k,k′ · â
†
k′,R + αL

k,k′ · âk′,L + βL
k,k′ · â

†
k′,L dk

′ (4.1.2)

上式 (4.1.2)で，左辺の âk,M は，アリスにとってのフォック空間上のラダー演算子
1 であ

り，右辺の âk,L，âk,R，及びこれらのエルミート共役は，ロブ及び反ロブにとってのフォッ

ク空間上のラダー演算子である．以下では，アリスにとってのラダー演算子をミンコフス

キーラダー演算子と呼び，ロブ及び反ロブにとってのラダー演算子をリンドラーラダー演算

子と呼ぶ．上式 (4.1.2)で，ミンコフスキーラダー演算子と，リンドラーラダー演算子との

間の変換であるボゴリューボフ変換（Bogoliubov transformation）が求まった．

しかし，上式 (4.1.2)の右辺は積分の形で表されているので，上式 (4.1.2)をそのまま考察

しても，ミンコフスキー真空 |0⟩M とリンドラー真空 |0, 0⟩R,Lとの関係は判然としない．仮

に，上式 (4.1.2)中の積分を取り除くことができれば，ミンコフスキー真空 |0⟩M とリンド
ラー真空 |0, 0⟩R,Lとの関係がもっと分かり易くなるであろう．そのためには，上式 (4.1.2)中

のボゴリューボフ係数 αR
k,k′，β

R
k,k′，α

L
k,k′，及び βL

k,k′ が対角化されればよい
2．

1本論文では，生成演算子と消滅演算子との総称の意味で，ラダー（ladder）演算子という言葉を用いる．
2 現象の背後にひそむ法則を明らかにするために，運動方程式に表れる係数行列が対角化されるような座

標変換を行うことは，物理学における常套手段である．例えば，2重振り子においては，各質点の揺れ角を表
す一般化座標に対し，上記係数行列が対角化されるような点変換を施すことで，2重振り子の運動を 2つの独
立なノーマルモードの組み合わせとして捉えることができる．

37



第 4章 ウンルー効果のメカニズム

そして，そのような要求を満たす関数として，ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2と呼ばれ

るものが知られている．ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2は，式 (4.1.1)の左辺のミンコフ

スキーモード関数 fk,M の代替として用いられる．ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2は，以

下の性質（ア）−（ウ）を有する [2] [8] [19] [27] [28] ：

（ア）ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2は，それをリンドラーモード関数で展開した場合

に，ボゴリューボフ係数 αR
k,k′ , β

R
k,k′ , α

L
k,k′ , β

L
k,k′ が対角化されるような関数である：

f̃k,M1 = αR
k · gk,R + βL

k · g∗−k,L (4.1.3)

f̃k,M2 = βR
k · g∗−k,R + αL

k · gk,L (4.1.4)

具体的には，ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2は，次のように定義されたものである．

f̃k,M1 :=
1√

2 sinh(πωk

a
)

[
exp

(πωk

2a

)
gk,R + exp

(
−πωk

2a

)
g∗−k,L

]
(4.1.5)

f̃k,M2 :=
1√

2 sinh(πωk

a
)

[
exp

(
−πωk

2a

)
g∗−k,R + exp

(πωk

2a

)
gk,L

]
(4.1.6)

（イ）ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2，及びこれらの複素共役は，クライン・ゴルドン

内積の観点から完全直交系を構成する．ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2，及びこれらの複

素共役は，次のクライン・ゴルドン内積の関係を満たす．但し，下式 (4.1.7)及び (4.1.8)に

おいて，添え字XはM1,M2を表すものとする．

⟨f̃k,X , f̃k′,X⟩ = δ(k − k′) , ⟨f̃ ∗
k,X , f̃

∗
k′,X⟩ = −δ(k − k′) (4.1.7)

⟨f̃k,M1, f̃k′,M2⟩ = 0 , ⟨f̃k,X , f̃ ∗
k′,X⟩ = 0 (4.1.8)

（ウ）ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2の各々は，ミンコフスキーモード関数 fk,M の線

形結合である：

f̃k,M1 =

∫
k′
λM1
k,k′ · fk′,M dk′ (4.1.9)

f̃k,M2 =

∫
k′
λM2
k,k′ · fk′,M dk′ (4.1.10)

4.2 ボゴリューボフ変換の簡潔化

以下，上記性質（ア）及び（イ）を利用して，ボゴリューボフ変換 (4.1.2)を簡潔化する．

なお，上記性質（ウ）は，次節で利用する．

上記性質（イ）より，ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2，及びこれらの複素共役によって，
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場 ϕ̂を展開することができる：

ϕ̂ =

∫
b̂k,M1 · f̃k,M1(gk,R, g

∗
−k,L) + b̂k,M2 · f̃k,M2(g

∗
−k,R, gk,L)

+ b̂†k,M1 · f̃
∗
k,M1(g

∗
k,R, g−k,L) + b̂†k,M2 · f̃

∗
k,M2(g−k,R, g

∗
k,L) dk (4.2.1)

上式 (4.2.1)も，既述の式 (2.4.1)及び (3.5.7)と同様，場 ϕ̂のモード展開である．なお，上

式 (4.2.1)では，上記性質（ア）より，f̃k,M1が gk,R及び g∗−k,Lの関数であることを明示した．

f̃k,M2，f̃
∗
k,M1，及び f̃ ∗

k,M2についても同様である．

上式 (4.2.1)によって，ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2，及びこれらの複素共役に掛か

る展開係数として，新たなラダー演算子 b̂†k,M1，b̂k,M1，b̂
†
k,M2，及び b̂k,M2が導入された．以

下では，これらをウンルーラダー演算子と呼ぶことにする．

これまで述べたように，ミンコフスキーラダー演算子 âk,M はミンコフスキーモード関数

fk,M に掛かる展開係数として導入された．また，一方のリンドラーラダー演算子 âk,Rは一

方のリンドラーモード関数 gk,Rに掛かる展開係数として導入され，他方のリンドラーラダー

演算子 âk,Lは他方のリンドラーモード関数 gk,Lに掛かる展開係数として導入された．これ

らのことから分かるように，ラダー演算子はモード関数と 1対 1に対応する．

従って，ミンコフスキーモード関数 fk,Mの代わりにウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2を用

いるということは，ミンコフスキーラダー演算子とリンドラーラダー演算子との関係 (4.1.2)

を調べる問題が，ウンルーラダー演算子とリンドラーラダー演算子との関係を調べる問題へ

と置き換えられることを意味する．

以下，具体的に，ウンルーラダー演算子 b̂k,M1，b̂
†
k,M2，b̂k,M2，及び b̂†k,M1と，リンドラー

ラダー演算子 âk,R，âk,Lとの関係を調べる．

リンドラーモード関数の直交関係 (3.5.8)及び (3.5.9) によれば，リンドラーラダー演算

子 âk,Rは，モード展開 (3.5.7)と，リンドラーモード関数 gk,Rとのクライン・ゴルドン内積

⟨ϕ̂, gk,R⟩をとることで得られる．そこで，その内積 ⟨ϕ̂, gk,R⟩中の場 ϕ̂として，モード展開

(4.2.1)の右辺を代入することにより，次式を得る：

âk,R =
1√

2 sinh(πωk

a
)

[
exp

(πωk

2a

)
b̂k,M1 + exp

(
−πωk

2a

)
b̂†−k,M2

]
(4.2.2)

同様に，リンドラーラダー演算子 âk,Lは，モード展開 (3.5.7)と，リンドラーモード関数

gk,Lとのクライン・ゴルドン内積 ⟨ϕ̂, gk,L⟩をとることで得られる．そこで，その内積 ⟨ϕ̂, gk,L⟩
中の場 ϕ̂として，モード展開 (4.2.1)の右辺を代入することにより，次式を得る：

âk,L =
1√

2 sinh(πωk

a
)

[
exp

(πωk

2a

)
b̂k,M2 + exp

(
−πωk

2a

)
b̂†−k,M1

]
(4.2.3)

上式 (4.2.3)の両辺の kを−kに置き換えて両辺の複素共役をとったものは，式 (4.2.2)と
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共に行列の形にまとめられる：[
âk,R
â†−k,L

]
=

1√
2 sinh(πωk

a
)

[
exp

(
πωk

2a

)
exp

(
−πωk

2a

)
exp

(
−πωk

2a

)
exp

(
πωk

2a

) ] [
b̂k,M1

b̂†−k,M2

]
(4.2.4)

さらに，次式によってスクイージングパラメータ θkを定義する：

tanh θk := exp
(
−πωk

a

)
(4.2.5)

すると，上式 (4.2.4)が次のように簡潔化される：[
âk,R
â†−k,L

]
=

[
cosh θk sinh θk
sinh θk cosh θk

][
b̂k,M1

b̂†−k,M2

]
(4.2.6)

上式 (4.2.6)の逆変換は，次のように書ける：[
b̂k,M1

b̂†−k,M2

]
=

[
cosh θk sinh θk
sinh θk cosh θk

]−1 [
âk,R
â†−k,L

]

=

[
cosh θk − sinh θk
− sinh θk cosh θk

][
âk,R
â†−k,L

]
(4.2.7)

さらに，次のように，ユニタリー演算子 Ĝk及びその直積よりなる演算子 V̂ を定義する：

V̂ :=
∏
k

Ĝk , (4.2.8)

Ĝk := exp
[
−θk

(
â†k,Râ

†
k,L − âk,Râk,L

)]
(4.2.9)

上記演算子 V̂ を用いると，式 (4.2.7)が次のように書ける（付録B参照）：[
b̂k,M1

b̂†−k,M2

]
= V̂ †

[
âk,R
â†−k,L

]
V̂ (4.2.10)

= Ĝ†
k

[
âk,R
â†−k,L

]
Ĝk (4.2.11)

但し，k′ ̸= kのとき，Ĝ†
k′ âk,R Ĝk′ = âk,Rであり，かつ Ĝ†

k′ â
†
−k,L Ĝk′ = â†−k,L である．こ

れらの関係を式 (4.2.10)から式 (4.2.11)への移行において用いた．

以上のようにして，ウンルーラダー演算子 b̂k,M1，̂b
†
−k,M2と，リンドラーラダー演算子 âk,R，

â†−k,Lとの関係を表す新たなボゴリューボフ変換 (4.2.11)が求まった3．

3式 (4.2.11)において，â†−k,Lの添え字が−kであることは，右リンドラーくさび状領域 Rの粒子が，それ

とは逆向きに運動する粒子として，左リンドラーくさび状領域 Lに写像されることを意味する．これは前章
で，左リンドラー座標系を右リンドラー座標系とは原点対称に定義したことによる．このことを了解したうえ
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4.3 ウンルー真空とミンコフスキー真空との関係

ところで，式 (4.2.1)で新たに導入されたウンルーラダー演算子 b̂k,M1及び b̂k,M2もラダー

演算子である以上，各々何らかの真空を定義するはずである：

b̂k,M1|0⟩M1 = 0 (4.3.1)

b̂k,M2|0⟩M2 = 0 (4.3.2)

そして，一方の真空 |0⟩M1に対して生成演算子 b̂†k,M1を任意回作用させた状態ベクトルの

集合が 1つのフォック空間を張る．そのフォック空間を，以下，第 1ウンルーフォック空間

FM1と呼ぶことにする．

また，他方の真空状態 |0⟩M2に対して生成演算子 b̂†k,M2を任意回作用させた状態ベクトル

の集合がもう 1つのフォック空間を張る．そのフォック空間を，以下，第 2ウンルーフォック

空間FM2と呼ぶことにする．

また，以下では，第 1ウンルーフォック空間FM1に属する真空 |0⟩M1を第 1ウンルー真空

と呼び，第 2ウンルーフォック空間FM2に属する真空 |0⟩M2を第 2ウンルー真空と呼ぶこと

にする．また，第 1ウンルー真空 |0⟩M1と第 2ウンルー真空 |0⟩M2とを総称して，ウンルー

真空と呼ぶことにする．

新たなボゴリューボフ変換 (4.2.11) によれば，左辺のウンルーラダー演算子が定義する

ウンルー真空 |0⟩M1，|0⟩M2と，右辺のリンドラーラダー演算子が定義するリンドラー真空

|0, 0⟩R,Lとの関係が分かるようにみえる．しかし，いま知りたいのは，ミンコフスキー真空

|0⟩M と，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lとの関係である．そこで，それを明らかにするために，ま

ず，ウンルー真空 |0⟩M1，|0⟩M2とミンコフスキー真空 |0⟩M との関係を調べる．
そのために，以下，ウンルーラダー演算子 b̂k,M1と，ミンコフスキーラダー演算子 âk,M と

の関係を求める．ウンルーモード関数の直交関係 (4.1.7)及び (4.1.8) によれば，ウンルーラ

ダー演算子 b̂k,M1は，モード展開 (4.2.1)と，ウンルーモード関数 f̃k,M1とのクライン・ゴル

ドン内積 ⟨ϕ̂, f̃k,M1⟩をとることで得られる．そこで，その内積 ⟨ϕ̂, f̃k,M1⟩中の場 ϕ̂として，

モード展開 (2.4.1)の右辺を代入することにより，次の関係を得る：

b̂k,M1 = ⟨ϕ̂, f̃k,M1⟩

=

∫
k′
âk′,M ⟨fk′,M , f̃k,M1⟩ + â†k′,M ⟨f ∗

k′,M , f̃k,M1⟩ dk′

=

∫
k′
âk′,M

⟨
fk′,M ,

∫
k′′
λM1
k,k′′ · fk′′,M dk′′

⟩
dk′

=

∫
k′
âk′,M

∫
k′′
λM1
k,k′′ δ(k

′ − k′′) dk′′ dk′

=

∫
k′
λM1
k,k′ · âk′,M dk′ (4.3.3)

で，â†−k,L を改めて â†k,L を書いても差し支えない．b̂
†
−k,M2 についても同様である．
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上記の式変形において，第 2式から第 3式への移行には，直交関係 ⟨f ∗
k′,M , f̃k,M1⟩ = 0と，

式 (4.1.9)とを用いた．なお，直交関係 ⟨f ∗
k′,M , f̃k,M1⟩ = 0は，上記性質（ウ）を示す式 (4.1.9)

より f̃k,M1が fk′′,M のみの関数であって f ∗
k′′,M を含まないことと，式 (2.3.2)に示す直交関係

⟨fk,M , f ∗
k′,M⟩ = 0とを根拠としている．

次に，式 (4.3.1)に示すウンルーラダー演算子 b̂k,M1の作用を通じて定義される第 1ウン

ルー真空 |0⟩M1と，ミンコフスキー真空 |0⟩M との関係をみる．そのために，上式 (4.3.3)を

用い，ウンルーラダー演算子 b̂k,M1がミンコフスキー真空 |0⟩M に対してどのように作用す
るかを調べる：

b̂k,M1 |0⟩M =

[∫
k′
λM1
k,k′ · âk′,M dk′

]
|0⟩M

=

∫
k′
λM1
k,k′ · âk′,M |0⟩M dk′

= 0 (4.3.4)

以上のように，ウンルーラダー演算子 b̂k,M1も，ミンコフスキーラダー演算子 âk,M が消す

ミンコフスキー真空 |0⟩M を消す．これは，式 (4.3.3)に示すように，ウンルーラダー演算子

b̂k,M1が âk,M のみの線形結合で表され，â
†
k,M を含まないからである．以上のようにして，上

式 (4.3.4)と，式 (4.3.1)との対比から，第 1ウンルー真空 |0⟩M1がミンコフスキー真空 |0⟩M
と一致することが分かった．

また，全く同様に，ウンルーモード関数の上記性質（ウ）を示す式 (4.1.10)より f̃k,M2が

fk′′,M のみの関数であって f ∗
k′′,M を含まないことに依拠して，ウンルーラダー演算子 b̂k,M2が

âk,M のみの関数であって â†k,M を含まないことが確かめられる．この結果，上式 (4.3.4)と同

様に，b̂k,M2 |0⟩M = 0が成立し，その式と式 (4.3.2)との対比から，第 2ウンルー真空 |0⟩M2

がミンコフスキー真空 |0⟩M と一致することも示される．
但し，第 1ウンルーフォック空間 FM1と第 2ウンルーフォック空間 FM2との各々は，ミ

ンコフスキーフォック空間FIと対等ではない．fk,M の代わりに，各々fk,M で表される互い

に独立な f̃k,M1及び f̃k,M2を導入したことは，モードMがモードM1とM2とに形式的に分

割されたこと，つまり，ミンコフスキーフォック空間 FI が第 1ウンルーフォック空間 FM1

と第 2ウンルーフォック空間FM2とに形式的に分割されたことを意味する．

従って，ミンコフスキーフォック空間 FI と対等なのは，第 1ウンルーフォック空間FM1

と第 2ウンルーフォック空間FM2とを合成したヒルベルト空間FM1 ⊗FM2である．

それゆえ，ミンコフスキーフォック空間FIに属する状態ベクトルは，第 1ウンルーフォッ

ク空間FM1に属する状態ベクトルと，第 2ウンルーフォック空間FM2に属する状態ベクト

ルとのテンソル積で表される．具体的には，ミンコフスキー真空 |0⟩M は，第 1ウンルー真

空 |0⟩M1と第 2ウンルー真空 |0⟩M2とのテンソル積で表される：

|0⟩M = |0, 0⟩M1,M2 (4.3.5)
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4.4 ウンルー効果をもたらす量子エンタングルメント

今後，議論を簡単化するため，場 ϕ̂における特定の波数 kの成分のみに着目し，添え字 k

の表記を止めることとする．具体的には，以下では，式 (4.2.9)に示した Ĝkを Ĝ，θkを θ，

âk,Rを âR，â
†
k,Rを â†R，âk,Lを âL，â

†
k,Lを â†L，とそれぞれ表記する．

つまり，特定の波数 kのみに着目するシングルモード近似（SMA; Single Mode Approx-

imation）が可能であるということが，本論文における以降の議論の基本的前提となってい

る．なお，シングルモード近似を採用しない場合の注意点を付録Dに記した．

第 4.2節で示したボゴリューボフ変換 (4.2.11)は，左辺のミンコフスキーフォック空間FI

に属するラダー演算子と，右辺のリンドラーフォック空間FII に属するラダー演算子とを等

号で結んでいる．右辺のリンドラーフォック空間FII に属するラダー演算子は，ハイゼンベ

ルグ描像により，ユニタリー演算子 Ĝの作用による時間発展の形で表されている.

この右辺のユニタリー演算子 Ĝの作用を，リンドラーフォック空間FII に属するフォック

状態，具体的には，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lの時間発展として，シュレーディンガー描像で

表すこともできる．その場合，左辺は，ミンコフスキーフォック空間FI に属するミンコフ

スキー真空 |0⟩M = |0, 0⟩M1,M2に置き換えられる（付録B参照）：

|0⟩M = Ĝ |0, 0⟩R,L (4.4.1)

=
1

cosh θ

∞∑
n=0

(− tanh θ)n |n, n⟩R,L (4.4.2)

:= |EPR⟩R,L (4.4.3)

なお，ロブが一様加速運動を開始する前4 は，ロブはアリスがみる真空と同じ真空をみる．

また，反ロブもロブと原点対称な運動をするのであるから，ロブが一様加速運動をする前

は，反ロブもアリスがみる真空と同じ真空をみる．このため，ロブが一様加速運動をする前

は，|0⟩M = |0, 0⟩R,Lが成立する．それゆえ，式 (4.4.1)に示すユニタリー演算子 Ĝは，ロブ

の一様加速運動の効果を表す．

そして，上式 (4.4.2)の右辺は，そのユニタリー演算子 Ĝの作用によって，左リンドラー

くさび状領域 Lの場のフォック状態 |n⟩Lと，右リンドラーくさび状領域Rの場のフォック

状態 |n⟩Rとがエンタングルしたことを表す．即ち，アリスにとってのミンコフスキー真空
|0⟩M は，ロブ及び反ロブにとってはエンタングル状態 |EPR⟩R,L に相当する．

但し，このエンタングル状態 |EPR⟩R,Lそのものを直接的に俯瞰することは，原理的に不

可能である．これは第 3章の第 3.4節で図 3.2を参照して述べたように，ロブが存在する右

リンドラーくさび状領域Rと，反ロブが存在する左リンドラーくさび状領域Lとの間には，

事象の地平面が介在しているからである．つまり，ロブは，反ロブが存在する左リンドラー

くさび状領域 Lにおける物理量その他の情報を一切感知し得ない．

4 ここで “ロブが一様加速運動を開始する前”とは，ロブがアリスに対して静止している場合のみならず，
ロブがアリスに対して等速直線運動をしている場合も含む．要するに，ロブの運動は加速運動でなければよ

い．真空はローレンツ不変であるため [18]，ロブがアリスに対して等速直線運動をしている場合であっても，
ロブはアリスがみる真空と同じ真空をみる．
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そこで，ロブが右リンドラーくさび状領域Rで如何なるフォック状態を観測するかを調べ

るために，式 (4.4.3)に示す合成場RLの状態 |EPR⟩R,Lから，左リンドラーくさび状領域L

のフォック状態をトレースアウトする．すると，次の混合状態 ρ̂thermal Rが得られる：

ρ̂thermal R := TrL

[
|EPR⟩R,L⟨EPR|

]
=

1

cosh2 θ

∞∑
n=0

tanh2n θ |n⟩R⟨n| (4.4.4)

式 (4.4.4)は，右リンドラーくさび状領域Rの場が，ボース・アインシュタイン分布（Bose-

Einstein distribution）に従って粒子を放射する熱状態（thermal stae）にあることを示す（付

録C参照）．即ち，これがウンルー効果である．

ここでいう “粒子”とは，右リンドラーくさび状領域Rの場を量子化して得られるエネル

ギー量子（以下，ウンルー粒子という．）を指す．“粒子”が光子である場合には，式 (4.4.4)

に示す ρ̂thermal Rは，黒体放射（black body radiation）の状態そのものである．その放射熱

の温度 T は，ロブの固有加速度 aに比例する：T = (aℏ)/(2πkB)．

なお，付録Cには，温度 T の具体値を例示した．50 ◦C程度の温度 T を得るにしても，ロ

ブの固有加速度 aは莫大な値であることが必要である．従って温度 T それ自体が問題となる

可能性は小さい．第 1章の第 1.1節で述べたデコヒーレンスは，上記温度 T というよりも，

熱状態 ρ̂thermal R におけるウンルー粒子の数の揺らぎのランダム性に起因する．

4.5 まとめ

以上説明したように，本章では，ミンコフスキー真空 |0⟩M と，リンドラー真空 |0, 0⟩R,L

との間の数学的な関係を求めるために，まず，ミンコフスキーラダー演算子と，リンドラー

ラダー演算子との間の関係を表すボゴリューボフ変換 (4.1.2)を導いた．

次に，そのボゴリューボフ変換 (4.1.2)を簡潔化する目的で，ウンルーモード関数 f̃k,M1，

f̃k,M2を導入した．ウンルーモード関数 f̃k,M1，f̃k,M2の導入により，簡潔化された新たなボ

ゴリューボフ変換 (4.2.11)が得られた．

次に，そのボゴリューボフ変換 (4.2.11)をシュレーディンガー表示することで，ミンコフ

スキー真空 |0⟩M とリンドラー真空 |0, 0⟩R,Lとの間の数学的な関係 (4.4.1)−(4.4.3)を導いた．

この結果，アリスにとってのミンコフスキー真空 |0⟩M は，ユニタリー演算子 Ĝに従ってリ

ンドラー真空 |0, 0⟩R,Lを時間発展させた状態と等しいことが分かった．その時間発展させた

状態とは，具体的には，エンタングル状態 |EPR⟩R,Lである．

即ち，ロブの一様加速運動の効果を表すユニタリー演算子 Ĝは，右リンドラーくさび状

領域Rの真空場 |0⟩Rを，左リンドラーくさび状領域Lの真空場 |0⟩Lとエンタングルさせる
作用をもつ．一方，右リンドラーくさび状領域Rは，事象の地平面によって，左リンドラー

くさび状領域 Lとは断絶されている．従って，右リンドラーくさび状領域Rに存在するロ

ブは，エンタングル状態 |EPR⟩R,Lを全体的に俯瞰することはできず，その片割れを構成す

る熱状態 ρ̂thermal Rのみを感知する．これがウンルー効果のメカニズムである．
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リー演算子Ĝの役割

第 3章までに，アリスとロブの各々にとっての場は，量子化を経てフォック状態とラダー

演算子とで表されることを示した．そして，第 4章の式 (4.4.1)−(4.4.3)では，リンドラー真

空 |0, 0⟩R,Lが，ウンルー効果を表すユニタリー演算子 Ĝの作用によって，エンタングル状

態 |EPR⟩R,Lへと時間発展することを示した．

本章では，このユニタリー演算子 Ĝの役割を，ミンコフスキーフォック空間FI とリンド

ラーフォック空間FII とを俯瞰する大局的な観点から解釈する．そのために，一旦，光の場

に視点を移す．光の場も，アリス及びロブにとっての場と同様に量子化を経て，フォック状

態 |n⟩とラダー演算子 â，â†とで表される（付録E参照）．また，光の場を操作する光学素

子によっても，ウンルー効果を表すエンタングル状態 |EPR⟩R,Lと数学的に等価な状態 — 2

モードスクイーズド状態と呼ばれる — を形成できる [32]．

そこで，本章では，2モードスクイーズド状態を形成する光学系を，ウンルー効果を表す

モデルとして用いる．実体の明確な光学系を考察すると，ユニタリー演算子 Ĝの役割をイ

メージしやすいからである．そして，その光学系のモデルの作用に基づいて，ユニタリー演

算子 Ĝの役割についての解釈を述べる．

5.1 光学系のモデル

光学系で 2モードスクイーズド状態を形成する方法として，(i) パラメトリック下方変換

による方法と，(ii)ビームスプリッタで 2つのモード1 の光を重ね合わせる方法とが挙げら

れる．第 1章では前者 (i)について述べたが，後者 (ii)の方が，各モードの光の時間発展が

分かりやすい．そこで，ここでは後者 (ii)の光学系をモデルとして示す．

図 5.1に，その後者 (ii)の光学系を示す．この光学系は，各々真空状態 |0⟩の 2つのモード

A,Bの入力光を，それら 2つのモードA,Bが互いにエンタングルした 2モードスクイーズ

ド状態 |EPR′⟩A,Bの出力光へと時間発展させる．その時間発展は演算子 Ĝ′で表される．

図 5.1に示すように，演算子 Ĝ′は，演算子 Ŝ(r)，Ŝ(−r)，及び B̂ によって構成される．

このうち演算子 Ŝ(r)及び Ŝ(−r)の各々は，スクイージングと呼ばれる作用を光に施す光学
素子である非線形光学媒質を表す．また，演算子 B̂は，光を重ね合わせる光学素子である

ビームスプリッタを表す．

1ここでいうモードとは，伝播方向，即ち光の経路（パス）を意味する．
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図 5.1: 真空状態 |0, 0⟩A,Bから 2モードスクイーズド状態 |EPR′⟩A,Bを形成する光学系 [40]．

この光学系による時間発展はユニタリー演算子 Ĝ′ := B̂AB

(
ŜA(−r) ⊗ ŜB(r)

)
で表される．

以下，図 5.1に示す演算子 Ĝ′の作用の説明に先立ち，スクイージングの作用 Ŝ(r)と，重

ね合わせの作用 B̂とについて個別に説明する．

5.1.1 スクイージングの作用

スクイージングと呼ばれる物理過程も，第 1章の図 1.3で示したパラメトリック下方変換

と同様，非線形光学媒質によって実現される．

図 5.2: 縮退–光パラメトリック増幅によるスクイージング過程 [40]．

図 5.2に，スクイージングを実現する非線形光学媒質を示す．角周波数 ωの入射光と，角

周波数 2ωのポンプ光とが非線形光学媒質に入射し，角周波数 ωの出射光が，非線形光学媒

質から出射する．出射光は，入射光とポンプ光との相互作用によって形成される．

このような時間発展の過程を，縮退–光パラメトリック増幅という．ここでいう “縮退”と

は，出射光の周波数がポンプ光の周波数のちょうど 1/2であることを意味する2．

2 より具体的には，第 1章の図 1.3で，シグナル光とアイドラー光との角周波数が等しく（ω1 = ω2），両

者が共通のモードに入ることを “縮退”と表現している．即ち，図 5.2に示す縮退–光パラメトリック増幅は，
図 1.3に示した光パラメトリック増幅の特別な場合である．
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縮退–光パラメトリック増幅は，次のユニタリー演算子 Ŝ(r)で表される [40]：

Ŝ(r) = exp
[r

2

(
â†2 − â2

)]
(5.1.1)

ここで，rは，ポンプ光の振幅の絶対値と，非線形光学媒質の 2次の非線形光学定数とに

比例する定数である．上式 (5.1.1)で記述されるユニタリー演算子 Ŝ(r)は，入射光の，一般

化運動量の成分3 の揺らぎを絞る作用をもつ．また，Ŝ(−r)は，入射光の，一般化座標の成
分の揺らぎを絞る作用をもつ．このように，揺らぎを絞るという作用をもつので，縮退–光

パラメトリック増幅は，スクイージングとも呼ばれる．

なお，上式 (5.1.1)では，ポンプ光の時間発展については度外視し，入射光から出射光に

至る時間発展のみに着目している．上式 (5.1.1)で，指数部分の â†2の存在は，たとえ入力光

が真空状態 |0⟩であっても，新たに光子対が生成されることを意味する．この場合，出射光
Ŝ(r)|0⟩に含まれるその光子対は，ポンプ光によって真空揺らぎを増幅することにより生成
されたものと解釈することができる．この意味で，スクイージングもパラメトリック増幅の

一種である．なお，真空をスクイージングした状態 Ŝ(r)|0⟩及び Ŝ(−r)|0⟩は，スクイーズド
真空 (squeezed vacuum)状態と呼ばれる [41]．

5.1.2 ビームスプリッタの作用

次に，上述したスクイーズド真空状態を重ね合わせるビームスプリッタについて説明する．

図 5.3に示すように，ビームスプリッタの作用は，ユニタリー演算子 B̂で表される．

図 5.3: ビームスプリッター

2つのモードの入射光についての消滅演算子 âA及び âB は，ユニタリー演算子 B̂により

次のように時間発展する [40]:

3 光の一般化運動量の成分とは，光の cos成分を意味し，慣習的にエルミート演算子 x̂で表される．光の
一般化座標の成分とは，光の sin成分を意味し，慣習的にエルミート演算子 p̂で表される．x̂と p̂との間には，
正準交換関係が成立する（付録 E参照）．
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B̂†

[
âA
âB

]
B̂ =

1√
2

[
1 1

1 −1

][
âA
âB

]
(5.1.2)

図 5.3に，消滅演算子 âA及び âBの時間発展の様子を示している．なお，消滅演算子 âA
及び âBは，エルミート演算子ではないためオブザーバブルにはなり得ないが，それぞれ入

射光の電場演算子の複素振幅を構成する．そのため，上式 (5.1.2)は，入射光の複素振幅の

時間発展をハイゼンベルグ描像で表したものとみることができる．

5.1.3 ビームスプリッタによるスクイーズド真空状態の重ね合わせ

次に，以上説明したユニタリー演算子 Ŝ(r)及び B̂の作用を踏まえて，図 5.1に示した光

学系全体の作用 Ĝ′を調べる．

図 5.1において，2モードスクイーズド状態 |EPR′⟩A,Bは，真空状態 |0⟩Aの一般化座標成
分の揺らぎをスクイーズしたモードAの光 ŜA(−r)|0⟩Aと，真空状態 |0⟩Bの一般化運動量成
分の揺らぎをスクイーズしたモードBの光 ŜB(r)|0⟩Bとを，ビームスプリッタ B̂ABで重ね

合わせることで生成される．この過程は，次式によって記述される：

|EPR′⟩A,B = B̂AB

[
ŜA(−r) ⊗ ŜB(r)

]
|0, 0⟩A,B (5.1.3)

= B̂AB exp
[r

2

(
â†2A − â2A

)]
exp

[r
2

(
â2B − â†2B

)]
B̂†

AB |0, 0⟩A,B (5.1.4)

= exp
[r

4

(
â†A + â†B

)2

− r

4

(
âA + âB

)2

+
r

4

(
âA − âB

)2

− r

4

(
â†A − â†B

)2 ]
|0, 0⟩A,B (5.1.5)

= exp
[
r
(
â†Aâ

†
B − âAâB

) ]
|0, 0⟩A,B (5.1.6)

なお，上記の式変形で，式 (5.1.3)から式 (5.1.4)への移行に式 (5.1.1)を用いた．また，式

(5.1.4)から式 (5.1.5)への移行には式 (5.1.2)を用いた．そして，式 (5.1.6)を具体的に計算す

ると，次式が得られる [41]：

|EPR′⟩A,B =
1

cosh(r)

∞∑
n=0

tanhn(r) |n, n⟩A,B (5.1.7)

上式 (5.1.7)は，モードAの光とモードBの光とがエンタングルしていることを表す．

5.1.4 2モードスクイーズド状態を形成するユニタリー変換の性質

既述のように，図 5.1に示す ŜA(−r)，ŜB(r)，及び B̂ABの各々は，ユニタリー演算子であ

る．このため，図 5.1において破線で囲んだ部分の作用を表す演算子 Ĝ′もまたユニタリー
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演算子である．

具体的には，演算子 Ĝ′は，式 (5.1.3)に示すように，Ĝ′ := B̂AB

(
ŜA(−r) ⊗ ŜB(r)

)
と書け，

Ĝ′†Ĝ′ =
(
Ŝ†
A(−r) ⊗ Ŝ†

B(r)
)
B̂†

ABB̂AB

(
ŜA(−r) ⊗ ŜB(r)

)
= Î (5.1.8)

が確かめられる4．即ち，図 5.1において，左側の真空状態 |0, 0⟩A,Bと，右側の 2モードスク

イーズド状態 |EPR′⟩A,Bとは，ユニタリー演算子 Ĝ′
ABが表すユニタリー変換の関係で結ば

れている．そして，ユニタリー変換の重要な性質の 1つは，入力と出力とを 1対 1に対応付

けるため，逆変換をもつということである．

この逆変換とは，光学系においては，光を逆向きに入射させることに対応する．実際，図

5.1に示す光学系は，左側から真空状態 |0, 0⟩A,Bを入射させた場合に，右側に 2モードスク

イーズド状態 |EPR′⟩A,Bの光を出現させるだけでなく，右側から 2モードスクイーズド状態

|EPR′⟩A,Bの光を入力させた場合には，そのモードAB間のエンタングルメントを解消させ，

左側にセパラブルな真空状態 |0, 0⟩A,Bを出現させる可逆性を有する．

なお，式 (5.1.6)に示すように，ユニタリー演算子 Ĝ′は，具体的には Ĝ′ = exp[r(â†Aâ
†
B −

âAâB)]と書ける．このユニタリー演算子 Ĝ′の指数部分は，ハミルトニアン Ĥ ∝ i(â†Aâ
†
B −

âAâB)を構成する．ユニタリー演算子 Ĝ′のユニタリー性は，ハミルトニアン Ĥのエルミー

ト性に依拠しているとも言える．即ち，ハミルトニアン Ĥのエルミート性によって，対生成

の過程 â†Aâ
†
Bがあると必ずその逆の対消滅の過程 âAâBが存在しなければならない．対生成の

過程 â†Aâ
†
Bは，真空状態 |0, 0⟩A,Bを 2モードスクイーズド状態 |EPR′⟩A,Bに発展させること

に寄与し，対消滅の過程 âAâBは，2モードスクイーズド状態 |EPR′⟩A,Bを真空状態 |0, 0⟩A,B

に発展させることに寄与する．

以上より，図 5.1に示す光学系においては，ユニタリー演算子 Ĝ′が，左右の場を可逆的

につなぐ役割を果たしているとみることもできる．

図 5.4: ユニタリー逆変換 Ĝ′†を行う光学系の付設による恒等チャンネル Îの形成．

4 一般に，演算子 Û は Û†Û = Û Û† = Î，即ち Û−1 = Û †を満たすならばユニタリー演算子である [13][42]
．
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また，既述のように，ユニタリー演算子 Ĝ′の逆変換が存在するため，その逆変換 Ĝ′†を

行う光学系を，図 5.1に示す光学系に付設することも可能である．

図 5.4に，逆変換 Ĝ′†を行う光学系を付設した構成を示す．ひとたび図 5.1に示す光学系

で右側の場に 2モードスクイーズド状態 |EPR′⟩A,B を生成したならば，その光学系に逆変

換 Ĝ′†を実現する光学系を付設することにより，左側の場にも 2モードスクイーズド状態

|EPR′⟩A,Bを出現させることができる．逆変換 Ĝ′†を行う光学系だけに着目すると，それは

単に真空状態 |0, 0⟩A,B から 2モードスクイーズド状態 |EPR′⟩A,B を生成するものに過ぎな

い．しかし，元の光学系との組み合わせにおいては，逆変換 Ĝ′†を実現する光学系は，元の

光学系の作用 Ĝ′をキャンセルさせ，左右の場を恒等演算子 Î = Ĝ′Ĝ′†でつなぐ役割を果た

す．このため，左側の場に出現した 2モードスクイーズド状態 |EPR′⟩A,Bは，恒等演算子 Î

を通じて右側の場から取り出されたものであるとも解釈することができる．

以上のように，図 5.1に示したユニタリー演算子 Ĝ′，及び図 5.4に示した恒等演算子 Îは，

左右の場を可逆的につなぐ役割を果たすものと解釈することができる．

以下，本論文では，このように左右の場，より具体的には，左右の場のフォック空間を可

逆的につなぐ機能を “量子チャンネル”と呼ぶことにする5．また，恒等演算子 Îで表される

量子チャンネルを特に “恒等チャンネル”と呼ぶことにする．

5.2 ウンルー効果をもたらすユニタリー演算子 Ĝの解釈

次に，以上説明した解釈を，ウンルー効果をもたらすユニタリー演算子 Ĝに当てはめる．

第 4章の式 (4.4.1)及び(4.4.3)から得られる式，Ĝ|0, 0⟩R,L = |EPR⟩R,Lは，一様加速運動

の効果を表すユニタリー演算子 Ĝの作用によって，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lがエンタング

ル状態 |EPR⟩R,Lに発展することを表す．

図 5.5: 量子チャンネル Ĝでつながれたミンコフスキーフォック空間 FI リンドラーフォック空間 FII．

5 一般的には，量子チャンネルとは，量子系の実現可能な任意の時間発展を表す TPCP（Trace Preserving
Completely Positive）写像を指すが，ユニタリー変換も恒等変換も TPCP写像の特別な場合に該当する．
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ここで，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lは，ロブが一様加速運動を開始する前の真空を表す．一

様加速運動の開始前はロブも慣性系に属し，特殊相対論によれば，真空はローレンツ不変で

ある [18]．従って，一様加速運動の開始前は，|0, 0⟩R,L = |0, 0⟩M1,M2 と書ける．

そうすると，第 4章の式 (4.4.1)及び (4.4.3)は，次の関係を表しているとも言える：

Ĝ|0, 0⟩M1,M2 = |EPR⟩R,L (5.2.1)

図 5.5に，上式 (5.2.1)に基づくユニタリー演算子 Ĝの解釈を示す．つまり，ユニタリー

演算子 Ĝは，ミンコフスキーフォック空間 FI と，リンドラーフォック空間 FII とを可逆的

につなぐ役割を果たしている [43][44] 6．従って，ユニタリー演算子 Ĝは，前節の図 5.1で

モデル化した Ĝ′と同様，量子チャンネルとみることができる．

なお，ミンコフスキーフォック空間FIと，リンドラーフォック空間FIIとがユニタリー同

値であることの厳密な根拠については，付録Dで述べたとおりである．

5.3 ウンルー効果を表すエンタングル状態 |EPR⟩の取り出し
次に，図 5.4に示した状況と同様に，ミンコフスキーフォック空間FIと，リンドラーフォッ

ク空間FII との間に，既述の恒等チャンネル Îを形成することを考える7．

図 5.6に，ミンコフスキーフォック空間FIにおいてアリスが逆変換 Ĝ†の操作を行うこと

により，恒等チャンネル Îが構成された状況を示す．

図 5.6: 恒等チャンネル Îの形成によるエンタングル状態 |EPR⟩M1,M2の取り出し．

6 文献 [43]は，ユニタリー演算子 Ĝを，S 行列 (S-Matrix)に相当するものと解釈している．
7 本論文の第 5.3節以降の着想については，いずれの文献にも開示がない．
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ウンルー効果をもたらす変換 Ĝは，入力と出力とを 1対 1に対応付けるので，数学的に

逆変換 Ĝ†が存在する．従って，逆変換 Ĝ†の操作を行うことは少なくとも理論的には可能

である．そこで，具体的に逆変換 Ĝ†をどのように実現するかは今後の課題として8，以下，

逆変換 Ĝ†の操作がもたらす効果を述べる．

アリスが行う逆変換 Ĝ†の操作だけに着目すると，その逆変換 Ĝ†の操作自体は，単にミ

ンコフスキーフォック空間FI 内で，ミンコフスキー真空 |0, 0⟩M1,M2からエンタングル状態

|EPR⟩M1,M2を生成するものに過ぎないようにみえる．しかし，この逆変換 Ĝ†の操作は，ウ

ンルー効果をもたらす変換 Ĝとの組み合わせにおいては，図 5.4に示した光学系 Ĝ′†と同

様，ミンコフスキーフォック空間FIとリンドラーフォック空間FIIとの間に，恒等チャンネ

ル Î = ĜĜ†を構成する役割を果たす．

従って，ひとたびロブの一様加速運動によってリンドラーフォック空間FII にエンタング

ル状態 |EPR⟩R,Lが形成された後は，アリスの逆変換 Ĝ†の操作によって恒等チャンネル Îを

構成することにより，その恒等チャンネル Îを通じて，エンタングル状態 |EPR⟩R,Lをミン

コフスキーフォック空間FIへと取り出すことができる．この場合にミンコフスキーフォック

空間FI に出現したエンタングル状態 |EPR⟩M1,M2は，アリスの逆変換 Ĝ†の操作を通じて，

リンドラーフォック空間FII から取り出されたものであると解釈することができる．

本節の最後に，図 5.1 に示す光学系のモデルと，図 5.5 に示す状況との相違点を述べる．

図 5.1 の横方向は，空間的な長さを表す．そして，図 5.1では，量子状態を担う光子が，

実体のある量子チャンネル Ĝ′を通過する．

これに対し，図 5.5 の横方向は，空間的な長さを表していない．アリスとロブとは同じ場

をみているのであり，その場が，アリスのミンコフスキーフォック空間FI では真空状態と

して記述され，ロブ及び反ロブのリンドラーフォック空間FII ではエンタングル状態として

記述されることを図 5.5は表している．量子チャンネル Ĝは，量子状態を担う粒子を通過さ

せる実体ではなく，フォック空間FI及びFIIの一方における量子状態の確定を他方にマッピ

ングさせる数学的機能に過ぎない．図 5.6についても同様である．

5.4 まとめ

以上説明したように，ウンルー効果をもたらすユニタリー演算子 Ĝは，ミンコフスキー

フォック空間FIと，リンドラーフォック空間FIIとを可逆的につなぐ量子チャンネルの役割

を果たしている．また，アリスがミンコフスキーフォック空間FIにおいて逆変換 Ĝ†の操作

を行うことにより，ミンコフスキーフォック空間FIと，リンドラーフォック空間FIIとを可

逆的につなぐ恒等チャンネル Îを構成することができる．

そして，恒等チャンネル Îの構成により，ウンルー効果を表す，左リンドラーくさび状領

域 Lと右リンドラーくさび状領域Rとの間の量子エンタングルメントを，エンタングル状

8 逆変換 Ĝ†は，理論的には，場のモードM1,M2の各々をスクイーズする手段と，スクイーズされたモー
ドM1,M2の空間周波数をそろえる手段と，空間周波数がそろえられたモードM1,M2を重ね合わせる手段
とで実現できると考えられる．なお，第 4章の式 (4.2.5)及び (4.2.9)に示したように，ウンルー効果をもたら
す変換 Ĝはロブの固有加速度 aに依存する．従って，逆変換 Ĝ† もまたロブの固有加速度 aに依存したもの
でなければならない．
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態 |EPR⟩M1,M2としてミンコフスキーフォック空間FI に取り出すことができる．

なお，取り出されたエンタングル状態 |EPR⟩M1,M2は，アリスが，量子情報処理の資源と

して活用できる．即ち，恒等チャンネル Îの構成によるエンタングル状態 |EPR⟩M1,M2の取

り出しは，ウンルー効果の量子情報科学への応用事例の 1つである．

以下，本応用事例のメリットについて述べる．既述のように，事象の地平面の存在によ

り，左リンドラーくさび状領域Lにはアクセスが原理的に不可能である．このため，左リン

ドラーくさび状領域Lと右リンドラーくさび状領域Rとの間のエンタングル状態 |EPR⟩R,L

は，直接的には利用できない．

これに対し，本応用事例では，そのエンタングル状態 |EPR⟩R,Lをミンコフスキーフォック空

間FIに取り出す．ミンコフスキーフォック空間FIにおいては，アリスがモードM1及びM2

の双方にアクセス可能であるため，モードM1及びM2間に取り出された状態 |EPR⟩M1,M2

はエンタングル状態としての利用が可能である．これが本応用事例のメリットである．
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エンタングルメントの形成

前章では，ウンルー効果の応用事例の 1つとして，恒等チャンネル Îを用いて，アリスが

無限準位系のエンタングル状態 |EPR⟩M1,M2を取得する構成を示した．

本章では，ウンルー効果のもう 1つの応用事例として，アリスが保有する 2準位系Aと，

ロブが保持する 2準位系Bとを，恒等チャンネル Î を用いてエンタングルさせる手法，つ

まり一対の 2準位系A,Bのエンタングル状態 |Φ(n)⟩A,Bを形成する手法を述べる．

このエンタングル状態 |Φ(n)⟩A,Bを形成するために，恒等チャンネル Îを用いて，アリス

及びロブにとっての場に，閉じた時間的曲線（CTC : Closed Timelike Curve）を形成する．

ここでCTCとは，それに沿えば過去の自身と出会うような世界線のことである．

以下，まず，CTCに関する背景を述べ，次いで，場の CTCのモデルとして，量子テレ

ポーテーションについて述べる．その後，場にCTCを形成する手法を述べ，最後に，その

場のCTCを用いてエンタングル状態 |Φ(n)⟩A,Bを形成する手法を述べる．

6.1 CTCに関する背景

近時，アインシュタイン方程式の真空解に現れる重力波の存在が実験的に確かめられ，こ

れまでの様々な一般相対論的現象の確認の積み上げと相まって，アインシュタイン方程式の

正しさは，ますます確固たるものとなった．興味深いことに，アインシュタイン方程式の解

の中には，CTCの存在を示すものがある [45]．また，CTCの存在に起因する，いわゆるタ

イムパラドックスを解決する解釈理論が提案されている [46][47]．但し，一般相対論の分野

では，非現実的に強い時空のゆがみによって形成されるCTCは，あくまでも数学的な可能

性の 1つに過ぎないという見解が通説となっている．

一方，量子情報科学の分野においては，量子テレポーテーションの過程で，転送したい量

子状態によって CTCが構成されているとの報告がある [48] [49] [50] [51] [52] [53]．量子テ

レポーテーションは，時空のゆがみを必要とせずに実現可能である．また，量子テレポー

テーションにおいては，CTCが構成された成功事象であることが，量子状態の転送の完了

時点ではじめて判明する．そして，その時点ではもうCTCは存在しない．このため，CTC

によって超光速の通信ができるといった因果律の破綻が生じ得ない．

しかし，CTCを有効活用する方法については，現状，未だ充分な検討がなされていると

は言い難い．また，量子情報科学の分野において，量子テレポーテーション以外の状況下で

CTCを構成した事例がこれまでみられない．
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以上の背景に鑑み，本章では，ウンルー効果が発現する状況下において，アリス及びロブ

にとっての場に CTCを形成する事例を提案する．また，本章では，その場の CTCを，一

対の 2準位系A,Bのエンタングル状態 |Φ(n)⟩A,Bの形成に活用する事例を提案する．

6.2 場のCTCのモデル

場のCTCについて述べる前に，理解を容易にするために，場のCTCのモデルとして，量

子テレポーテーションのCTCを紹介する．また，その量子テレポーテーションのCTCを，

一対の 2準位系A,Bのエンタングル状態の形成に活用する事例の提案を述べる．

6.2.1 事後選択された量子テレポーテーション

ベネット（C. H. Bennett）によれば，量子テレポーテーションの過程では確率的にCTCが

構成されている [48]．ここで “確率的に”とは，ベル測定の 4種類の測定結果 {Î , σ̂X , σ̂Y , σ̂Z}
のうちの Î，即ち，受け手側でのユニタリー変換が不要となる事象（以下，成功事象という．）

が生起した場合には，という意味である．その成功事象だけに着目することを，複数回の試

行の後に成功事象を選び取るという意味で，“事後選択する”と表現する．

図 6.1に，事後選択された量子テレポーテーションのスキームを示す．時刻 t0で，エンタ

ングル源が，ベル状態 |Bell⟩Y,Z := (|00⟩Y,Z + |11⟩Y,Z)/
√

2の量子ビット Y と Zを出射する．

時刻 t0より後の時刻 t1で，量子ビットX が状態 |ψ⟩X := a|0⟩X + b|1⟩X (a, b ∈ C)に準備

される．その後，時刻 t2で，量子ビットX と Y がベル測定 “⟨Bell|X,Y ”に供される．ベル

測定の結果は，既述のとおり “Î”である．この場合，量子ビット Zに何らのユニタリー変

換を施すことなく，量子ビット Zの状態が |ψ⟩Z に確定する．

CTCが構成されるメカニズム

以下，図 6.1に示す時空図にCTCが構成されていると言える理由を述べる．なお，図 6.1

では，CTCを明示するために，一般的な量子テレポーテーションの場合とは異なり，量子

ビットXの世界線を量子ビット Y, Zの世界線と交差させた1．

一般に，弱測定（weak measurement）の理論によれば，量子系の，始状態 |i⟩と終状態 ⟨f |
との間の状態 — 過渡状態（transient state）と呼ばれる — は，密度演算子の自然な拡張と

して，|i⟩⟨f |/⟨f |i⟩ と表される．そうすると，事後選択された量子テレポーテーションにお
いて，始状態 |ψ⟩X ⊗ |Bell⟩Y,Zの準備の完了時点と，終状態としてのベル状態 “⟨Bell|X,Y ”の

時点との間における量子ビットX,Y, Zの過渡状態 ρ̂X,Y,Z は，次のように書ける [54]：

ρ̂X,Y,Z =
∑

j,k=0,1

| ψ⟩X⟨k | ⊗ | j⟩Y ⟨k | ⊗ | j⟩Z⟨ψ | (6.2.1)

1 従って，送り手が遠隔の受け手に量子状態 |ψ⟩を転送するという，一般的な量子テレポーテーションの目
的は没却される点に注意．図 6.1は，あくまでも CTCが構成されるスキームを例示したものに過ぎない．
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図 6.1: 事後選択された量子テレポーテーションのスキーム．CTCを明示するために，量子

ビットX の世界線を量子ビット Y, Zの世界線と交差させた．この場合，量子ビット Zは，

世界点WPにおいて，“過去の自分自身”Xに出会ったと考えられる．

まず，量子ビット Y について検討する．上式 (6.2.1)を用いると量子ビット Y の過渡状態

ρ̂Y が次のように求まる：

ρ̂Y = TrX,Z

[
ρ̂X,Y,Z

]
=

(
a|0⟩ + b|1⟩

)∗

Y

(
⟨0|a∗ + ⟨1|b∗

)∗

:= | ψ∗⟩Y ⟨ψ∗ | (6.2.2)

このように，事後選択した場合には，量子ビット Y の過渡状態は，転送したい状態 |ψ⟩の
複素共役 |ψ∗⟩に相当する．そして，一般に，複素共役がとられた量子状態は，時間を反転
させた結果を表す（付録 F参照）．このため，図 6.1の時空図において，状態 |ψ∗⟩Y の量子
ビット Y が時刻 t0から時刻 t2まで移動することは，状態 |ψ⟩Y の量子ビット Y が時刻 t2か

ら時刻 t0まで時をさかのぼることと等価である，という解釈が可能となる2．

2 この解釈は，ちょうど，反粒子の波動関数が，対応する粒子の波動関数の複素共役で表され，かつ時間

を順行する反粒子と，時間を逆行する粒子とが等価であると解釈できることと整合する．
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次に，量子ビット Zについて検討する．量子ビット Zの状態が |ψ⟩であると判明するの
は時刻 t2であるが，時刻 t0から時刻 t2までの間，量子ビット Z に対しては何らの操作も

施されない．従って，事後選択した場合に限り，量子ビット Z は，エンタングル源から出

射された時刻 t0の時点で既に状態 |ψ⟩であったと考えられ得る．実際，上式 (6.2.1)を用い

ると，量子ビットZの過度状態が |ψ⟩であることが確かめられる：

ρ̂Z = TrX,Y

[
ρ̂X,Y,Z

]
=| ψ⟩Z⟨ψ | (6.2.3)

以上より，図 6.1の時空図においては，転送したい状態 |ψ⟩の移動の軌跡を次のようにた
どることができる．まず，転送したい状態 |ψ⟩は，量子ビットXを通じで，時刻 t1から時

刻 t2まで移動する．次に，時刻 t2において同状態 |ψ⟩が量子ビットXから量子ビット Y に

担持し直され，量子ビット Y を通じて，同状態 |ψ⟩が時刻 t0まで時間を逆行する．次に，時

刻 t0において同状態 |ψ⟩が量子ビット Y から量子ビットZに担持し直され，量子ビットZ

を通じて，同状態 |ψ⟩が時刻 t2に向かって進む．

興味深いことに，転送したい状態 |ψ⟩は，はじめに時刻 t1で生成されたはずであるが，そ

れよりも過去の時刻 t0に，量子ビット Y, Zにおいて既に存在していたことになる．そして，

量子ビットXと量子ビットZとが互いに区別のつかない同種粒子であるとすると，量子ビッ

トZは，図 6.1に示す世界点WPにおいて，“過去の自分自身”Xに出会ったと考えられる．

これが，図 6.1の時空図にCTCが構成されると言える理由である．

最終測定

ところで，ベル測定の結果 Îが得られた場合，量子ビットZの状態は |ψ⟩に確定するので
あるから，ベル測定の後に，仮に量子ビットZに対し，状態が |ψ⟩であるか，|ψ⟩に直交す
る状態 |ψ⊥⟩であるか，を判定する射影測定を行うと，必ず，|ψ⟩であるという測定結果を得
る．従って，図 6.1において，量子ビットZは，一般性を失うことなく，その世界線の終端

の位置において，測定で状態 |ψ⟩に射影されたとみなしてもよい [42]．

以下では，この量子ビットZに対する測定を，最終測定3 と呼ぶこととし，最終測定で量

子ビットZが |ψ⟩に射影されたことまで含めて事後選択するものとする．

6.2.2 CTCを用いたエンタングル状態 |Φ(|a|2)⟩A,Bの形成

次に，上述した事後選択された量子テレポーテーションのCTCを，一対の 2準位系A,B

をエンタングルさせることに活用する手法の提案を述べる．

図 6.1に示すように，一方の 2準位系Aは，量子ビットXと相互作用させる．他方の 2準位

系Bは，量子ビットZと相互作用させる．相互作用の過程は，制御NOT（CNOT: Controlled-

Not）演算，|0⟩⟨0| ⊗ Î + |1⟩⟨1| ⊗ σ̂X で記述されるものとする．

3文献 [42]では，このような測定を Implicit Measurement（暗黙測定）と呼んでいる（文献 [42]の第 187
ページ参照）．
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図 6.2: 事後選択される量子テレポーテーションに一対の 2準位系A,Bが相互作用する状況

を示す量子回路．2準位系A,Bは，ベル測定 “⟨Bell|X,Y ”とは別途に行われる最終測定 “⟨ψ|Z”

によって，エンタングル状態 |Φ(|a|2)⟩A,Bへと射影される．

図 6.2に，図 6.1のスキームに等価な量子回路を示す。系A, X, Y, Z, Bの各々の量子状

態は，図 6.2に示す段階 (a)から (c)の順に，以下のように発展及び収縮する．なお，以下

では，簡単のため，途中，規格化定数は省略する．

(a) |0⟩A ⊗
(
a|0⟩X + b|1⟩X

)
⊗
(
|00⟩Y,Z + |11⟩Y,Z

)
⊗ |0⟩B

⇓ CTCとの相互作用: CNOT

(b)
(
a|00⟩A,X + b|11⟩A,X

)
⊗
(
|000⟩Y,Z,B + |111⟩Y,Z,B

)
⇓ ベル測定 : ⟨00|X,Y + ⟨11|X,Y

a|000⟩A,Z,B + b|111⟩A,Z,B (6.2.4)

⇓ 最終測定 : a∗⟨0|Z + b∗⟨1|Z

(c)
|a|2√

|a|4 + |b|4
|00⟩A,B +

|b|2√
|a|4 + |b|4

|11⟩A,B := |Φ(|a|2)⟩A,B (6.2.5)

式 (6.2.5)に示すように，|a|, |b| ̸= 0の場合，最終測定で 2準位系A,Bがエンタングル状

態 |Φ(|a|2)⟩A,B に射影される
4．特に，|a| = |b|の場合，|Φ(|a|2)⟩A,B は最大エンタングル状

態を表す．以上のように，CTCをエンタングル状態 |Φ(|a|2)⟩A,Bの形成に活用できる．

4 なお，2準位系A,Bと CTCとの相互作用の結果，ベル測定結果が Î であっても，最終測定では量子ビッ
ト Z が |ψ⊥⟩にも射影されうる．しかし，ここでは CTCの存在を保証するため，最終測定で量子ビット Z が
|ψ⟩に射影されたことまで含めて事後選択するものとする．また，その場合，[2準位系 A,B に形成されるエ
ンタングル状態 |Φ(|a|2)⟩A,B のエンタングル量 ] ≦ [元の量子ビット Y, Z 間のエンタングル量 ]であることを
断っておく．図 6.2示す量子回路は実用的な有用性を企図したものではなく，あくまでも，CTCをエンタン
グル状態の形成に活用する物理モデルとなり得る事象を示したもの過ぎない．
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6.2.3 量子テレポーテーションのCTCについての考察

既述のように，量子ビットX,Y, ZによってCTCが構成されるので，以下では，量子ビッ

トX,Y, ZをいずれもCTCとも表現する．

1. 2準位系AとBがエンタングルする過程をみると，式 (6.2.4)に示すように，一旦，

相互作用によって 2準位系A,Bと CTCとの 3者に量子相関が形成される．2準位系

A,Bと，CTCとの間の量子相関を断ち切り，2準位系A,B間のみに量子相関を残す

ためには，最終測定 “⟨ψ|Z”が必要である．実際，最終測定を行わないならば，たとえ

式 (6.2.4)で a = b = 1/
√

2であっても，2準位系AとBはエンタングルしない:

TrZ

[
|GHZ⟩A,Z,B⟨GHZ|

]
=

1

2
ÎA,B (6.2.6)

また，最終測定は，CTCが，たとえ 2準位系 A,Bからの相互作用を受けても，状

態 |ψ⟩によって構成されている，という自己無矛盾性を保証するためにも必要な操作
である．以上より，最終測定を含めてはじめて，量子エンタングルメントの形成に活

用可能なCTCが構成されると言える．

2. 2準位系A,Bに形成された量子エンタングルメントは，量子テレポーテーションの資

源として準備した量子エンタングルメントに由来する．一方，量子ビット Y, Zのベル

状態への準備，量子ビットX,Y のベル測定，及び量子ビットZの最終測定は，CTC

を構成する手段である．そこで，これらの操作を度外視した場合，2準位系AとBの

各々における局所操作としてのCNOTだけで，CTCから量子エンタングルメントを

得たことになる．このことは，量子エンタングルメントは局所操作では生成され得な

い，という基本法則とどのように整合するのだろうか．

この点については，次のように考える．2準位系AとBが，たとえ相対論の意味で

空間的に離れていても各々の局所操作だけで両者がエンタングルしたのは，CTCが，

2準位系AとBを直接に相互作用させる役割を果たしたためである．即ち，CTC上

における空間的に離れた 2つの世界点の各々での局所操作は，それら 2つの世界点に

またがる大局操作と等価な結果をもたらし得る．

3. CTCを構成する状態 |ψ⟩は，|b| = 0のとき，古典ビット “0”に対応する状態 |0⟩と
なり，|a| = 0のときにも，古典ビット “1”に対応する状態 |1⟩となる．状態 |ψ⟩がこ
れら古典ビットに対応する，いわば古典的な状態となる b = 0又は a = 0のとき，式

(6.2.5) に示す状態 |Φ(|a|2)⟩A,Bはエンタングル状態にならない．つまり，CTCを量子

エンタングルメントの形成に活用できない．また，CTCを構成する状態 |ψ⟩⟨ψ|が任
意の混合状態のときにも，CTCをエンタングル状態の形成に活用できないことが分か

る．なお，そもそも，混合状態はCTCの概念になじまないと言える．

これに対し，CTCを構成する状態 |ψ⟩が重ね合わせ状態となる非古典的なとき，即
ち |a|, |b| ̸= 0のときに，式 (6.2.5)に示す状態 |Φ(|a|2)⟩A,Bがエンタングル状態となる．

つまり，CTCを量子エンタングルメントの形成に活用できる．
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図 6.3: CTCの非古典性の度合いを表すコヒーレンス強度Q(|a|2)と，CTCを用いて形成さ

れるエンタングルメントの量を表すフォンノイマンエントロピーE(|α|2)とのグラフ．

以上の事実より，CTCを用いて形成される量子エンタングルメントの量は，CTCを

構成する状態 |ψ⟩の非古典的性質の度合い（以下，非古典度という．）に依存するので
はないかと推定される．そこで，以下，CTCを構成する状態 |ψ⟩の非古典度と，その
CTCを用いて形成できる量子エンタングルメントの量とを定量的に調べる．

CTCを構成する状態 |ψ⟩ = a|0⟩ + b|1⟩の非古典度は，密度演算子の非対角要素，
ab∗, a∗bの大きさ |ab∗| = |a∗b| = |a||b|によって定量化するものとする．これは，非対
角要素の大きさはコヒーレンスの強さを表し，かつコヒーレンスこそが量子力学特有

の性質だからである．具体的には，非古典度を表すものとして，次のコヒーレンス強

度Q(|a|2)を定義する:

Q(|a|2) = 2
√
|a|2|b|2 (6.2.7)

一方，CTCを用いて形成できる量子エンタングルメントの量は，式 (6.2.5)に示す状

態 |Φ(|a|2)⟩A,Bのフォンノイマンエントロピー [13] として，以下のように定義される：

E(|a|2) =
|a|4

|a|4 + |b|4
log2

|a|4 + |b|4

|a|4
+

|b|4

|a|4 + |b|4
log2

|a|4 + |b|4

|b|4
(6.2.8)

図 6.3に，コヒーレンス強度Q(|a|2)及びフォンノイマンエントロピーE(|α|2)のグラ
フを示す．CTCの非古典度を表すコヒーレンス強度Q(|a|2)の増大に伴って，形成さ
れるエンタングルメントの量を表すフォンノイマンエントロピーE(|α|2)が増大する．
これより，CTCを構成する状態 |ψ⟩の非古典度が大きいほど，その CTCから取り

出せるエンタングルメント量が大きいことが分かった．
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6.3 場のCTCを用いたエンタングル状態の形成

次に，CTCを構成する媒体を量子ビットから場に変更した事例の提案を述べる．

なお，場を利用したエンタングル状態の形成については，既にレズニック（B. Reznik）の

報告がある [63]．しかし，その報告において場はCTCを構成するものではなく，ウンルー

効果が発現する舞台でもない5．CTCをエンタングル状態の形成に活用した事例は，これま

でみられない．

6.3.1 場のCTCの形成方法

まず，場のCTCがどのようにして構成されるかを説明する．

図 6.4に，アリスとロブの世界線を示す．簡単のため，アリスは静止しているものとする．

静止も慣性運動の一種である．ロブは無限遠方から減速しながらアリスに近づいてきて，ア

リスに最も近づいた時点で静止し，その後，加速しながら無限遠方に去ってゆく．

図 6.4: アリスとロブの世界線．図中のCCは，ロブからアリスに対して行う古典通信を表す．

5 文献 [63]と本研究との相違点については，後に改めて説明する．
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場のCTCは，アリスの世界線が右リンドラーくさび状領域Rに進入しており，アリスと

ロブとが右リンドラーくさび状領域Rにおける共通の場（以下，共通場と呼ぶ．）をみてい

る状況下で形成される．共通場は，当初，アリスからみて真空状態 |0, 0⟩M1,M2にあり，ロブ

からみると熱状態 ρ̂thermal Rにある．

まず，アリスは，ロブがみる量子状態と同じ量子状態を共通場にみるために，第 5章で

述べた逆ユニタリー変換 Ĝ†を，共通場のモードM1,M2に施す．これにより，第 5章の図

5.6に示したように，アリスにとっての共通場のモードM1,M2 を記述するミンコフスキー

フォック空間FI と，ロブにとっての共通場のモードRを記述するリンドラーフォック空間

FII とが，可逆的な恒等チャンネル Î = ĜĜ†でつながれる．

図 6.5: ミンコフスキーフォック空間FI とリンドラーフォック空間FII とを恒等チャンネル

Îでつないだ状態で，ロブがPOVM測定 “⟨ψn|R”を行った場合の波束の収縮を示す概念図．

次に，上述のようにアリスによって恒等チャンネル Îが形成されている状態で，ロブが一

様加速運動しながら，共通場のモードRに対して，POVM (Positive operator valued mea-

sure) { |ψm⟩⟨ψm| }で記述される量子測定（以下，POVM測定という．）を行う．ここでm

は測定結果を識別する自然数とする．

図 6.5 に示すように，この POVM 測定でモード R が状態 |ψn⟩R に射影されるとする．
すると，これに伴い，モード Rとエンタングルしているモード Lが状態 |ψ∗

n⟩L に収縮す
る: R⟨ψn|EPR⟩R,L ≈ |ψ∗

n⟩L ．但し，第 4章の式 (4.2.5)及び式 (4.4.2)に示したパラメータ θ

が充分に大きいために，状態 |EPR⟩R,Lは充分に最大エンタングル状態
6 に近いものとする．

6 離散無限準位系の最大エンタングル状態とは如何なる概念であるかという問題が理論の根底に残されて

はいるが，リンドラーフォック空間 FII は充分に密であり，任意の |ψ∗
n⟩に対し，これにいかほどでも近い状態

が無限に存在するものとする．ミンコフスキーフォック空間 FI についても同様である．
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図 6.6: 波束の収縮の連鎖を示す概念図．

そして，リンドラーフォック空間FIIでモードR,Lが状態 |ψn, ψ
∗
n⟩R,Lに収縮すると，その

波束の収縮が，恒等チャンネル Îを通じてミンコフスキーフォック空間FI に伝播する．こ

れにより，モードM1,M2も状態 |ψn, ψ
∗
n⟩M1,M2に収縮する

7．さらに，恒等チャンネル Îが

波束の収縮の双方向的な伝播を許容するので，波束の収縮は，リンドラーフォック空間FII

とミンコフスキーフォック空間FI とを往復する．

図 6.6に，波束の収縮が往復する様子を示す．上述のようにしてミンコフスキーフォック

空間FIでモードM1,M2が状態 |ψn, ψ
∗
n⟩M1,M2に収縮すると，ウンルー効果を表す演算子 Ĝ

の作用を通じて，リンドラーフォック空間FIIのモードR,Lが状態 Ĝ|ψn, ψ
∗
n⟩R,Lに収縮する．

すると，その波束の収縮が，恒等チャンネル Îを通じてミンコフスキーフォック空間FIに伝

播し，モードM1,M2も状態 Ĝ|ψn, ψ
∗
n⟩M1,M2に収縮する．すると，ウンルー効果を表す演

算子 Ĝの作用を通じて，リンドラーフォック空間FII のモードR,Lが状態 Ĝ · Ĝ|ψn, ψ
∗
n⟩R,L

に収縮する．このようにして波束の収縮がフォック空間FI とFII とを往復する．

7状態 |ψn⟩が例えばフォック状態 |n⟩である場合，アリスは，モードM1,M2の各々において n個のウン
ルー粒子分のエネルギーを得たことになる．このエネルギーの根源は，逆ユニタリー変換 Ĝ†の操作に要する

エネルギーと，ロブが行った POVM測定の反作用とにあると思われる．
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図 6.7: 波束の収縮の連鎖を示す概念図．アリスの世界線上に，アリスからみた共通場（モー

ドM1）の状態を付記している．ロブの世界線上には，ロブからみた共通場（モードR）の

状態を付記している．ひとたびロブが固有時刻 ξ1でPOVM測定を行うと，波束の収縮がリ

ンドラーフォック空間FIIとミンコフスキーフォック空間FIとの間を往復して次々に起こる．

この結果， CTC (ξ1 → ζ1 → ζy → ξx → ξ1)が構成される．

次に，上述したフォック空間 FI 及び FII における波束の収縮のタイミングについて説明

する．以下では，ミンコフスキーフォック空間FI についてはモードM1のみに着目し，リ

ンドラーフォック空間FII についてはモードRのみに着目する．

図 6.7に，ロブが POVM測定を行うタイミングを示す．図 6.7では，アリスの世界線上

に，アリスの固有時間での時刻（以下，固有時刻と略記する．）ζ1, ζ2, · · · ζyと，各々の固有
時刻におけるモードM1の状態とを付記している．ロブの世界線上には，ロブの固有時刻

ξ1, ξ2, · · · ξxと，各々の固有時刻におけるモードRの状態とを付記している．

ロブは，固有時刻 ξxでアリスに対して静止した後，アリスから遠ざかりつつある固有時

刻 ξ1に，POVM測定 “⟨ψn|”を行う．これにより，固有時刻 ξ1のモードRが状態 |ψn⟩に射
影されると，恒等チャンネル Îを通じて，モードM1も状態 |ψn⟩に収縮する．
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このモードM1の収縮は，どのようなタイミングで生じるのであろうか．これについては

次のように考えられる．波動関数それ自体は，情報を伝達するものではないため，光速より

も速い収縮が禁じられている訳ではない [55]．そこで，モードM1の状態 |ψn⟩への収縮は，
ロブにとっては，POVM測定を行った瞬間8，具体的には，POVM測定を行った固有時刻

ξ1と同時刻に，生じると考えられる．つまり，モードM1の収縮は，固有時刻 ξ1のロブに

とっての同時刻線L1で固有時刻 ξ1とつながれた，アリスの固有時刻 ζ1に生じる
9．先の図

6.5は，この同時刻線 L1に沿う波束の収縮の模様を示す．

また，既述のとおり，モードM1が状態 |ψn⟩に収縮すると，ウンルー効果を表す演算子
Ĝの作用を通じてモードRが状態 Ĝ|ψn⟩に収縮する．このモードRの状態 Ĝ|ψn⟩への収縮
は，アリスにとっては，モードM1が収縮した固有時刻 ζ1と同時刻に生じていなければな

らない10．即ち，モードRの状態 Ĝ|ψn⟩への収縮は，固有時刻 ζ1のアリスにとっての同時

刻線 L2で固有時刻 ζ1とつながれた，ロブの固有時刻 ξ2に生じる．

この固有時刻 ξ2は，ロブが最初に POVM測定 “⟨ψn|”を行った固有時刻 ξ1よりも過去で

ある．以下，この理由を説明する．

図 6.8に示すように，特殊相対論によれば，固有時刻 ξ1のロブにとっての同時刻線L1は，

ロブの世界線の，固有時刻 ξ1における接線と平行な時間軸（縦軸）をもつ斜交座標系の空

間軸（横軸）と平行である．なお，この斜交座標系とは，固有時刻 ξ1の瞬間にロブが静座

するような局所慣性系のことである．そして，既述のように，固有時刻 ξ1においては，ロ

ブは，アリスから離れる向きに運動している．この結果，固有時刻 ξ1の同時刻線L1は，ア

リスの世界線に近づくに従って過去に向かう方向に傾斜したものとなる11．

図 6.8: 固有時刻 ξ1のロブが瞬間的に静止する局所慣性系を示す概念図．

8 いわゆる観測問題を説明する解釈として，コペンハーゲン解釈，非局所隠れた変数の理論，多世界解釈

等が知られている．測定した瞬間に波束の収縮が生じるという解釈は，コペンハーゲン解釈に含まれる．
9アリスとロブのいずれにも共通の “絶対時間”なる概念は存在しないことに注意する．

10実際にアリスが時刻 ζ1でモードM1の収縮を認識したかどうかは問題でない．ロブは，時刻 ζ1にモード
M1が状態 |ψn⟩に収縮することを知りうる．従って，時刻 ζ1におけるモードM1の収縮の，ロブによる認識
を契機としても，同時刻線 L2, L3, L4, · · · に沿った波束の収縮の折り返しは生じると考えられる．

11文献 [56]の第 154ページの図 6.1にも傾斜した同時刻線が示されている．
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図 6.7に戻り，説明を続ける．一方でアリスは，図 6.7に示す x− ct座標系に静座してい

るので，アリスにとっての同時刻線は，常に，x軸と平行である．従って，固有時刻 ξ1から

同時刻線 L1に沿って過去に向かい，固有時刻 ζ1で同時刻線 L2に沿って水平に折り返され

てたどり付く固有時刻 ξ2は，固有時刻 ξ1よりも過去である．

さらに，固有時刻 ξ2においてもロブはアリスから離れる向きに運動中であるから，同様

のメカニズムで，波束の収縮は固有時刻 ξ2よりも過去の固有時刻 ξ3にも及ぶ．

但し，固有時刻 ξ2から固有時刻 ξ3への時間的な遡及量は，固有時刻 ξ1から固有時刻 ξ2へ

の時間的な遡及量よりも小さい．これは，固有時刻 ξ2におけるロブの速度が，固有時刻 ξ1
におけるロブの速度よりも小さいことに起因して，同時刻線L3の x軸に対する傾斜角度が，

同時刻線 L1の x軸に対する傾斜角度よりも小さくなるためである12．

以降同様に，過去に向かって波束の収縮が連鎖的に生起する．この波束の収縮の連鎖は，

ロブがアリスに対して静止した瞬間の固有時刻 ξxまで続く．固有時刻 ξxでは，アリスに対

するロブの速度がゼロであるため，固有時刻 ξxのロブにとっての同時刻線は，x軸と平行

な直線Lzとなる．また，直線Lzは，x軸と平行であるため，アリスにとっての同時刻線で

もある．従って，波束の収縮の連鎖は，直線 Lzの両端の時刻 ξx及び ζyで完了する．

以上のようにして，ロブの固有時刻 ξ1, ξ2, · · · ξxと，アリスの固有時刻 ζ1, ζ2, · · · ζyとの各々
を表す世界点において，共通場の収縮が起こる．それら収縮が起こる世界点をつなぐと，図

6.7に示すように，ξ1 → ζ1 → ζy → ξx → ξ1 を通るループが構成される．収縮が起こる世界

点間における共通場の状態は不定であり，かつループ内で共通場の状態がユニタリー変換を

受けるという意味で完全とは言えないが，ループは，世界点 ξ1の状態 |ψn⟩から発して，同
じ世界点 ξ1の状態 |ψn⟩ に戻る．従って，疑似的ではあるが，状態 |ψn⟩によってCTCが構

成されたとみることができる．

なお，図 6.7に示す CTCは，ロブが一様加速運動をしながら固有時刻 ξ1で POVM測定

“⟨ψn|”を行いさえすれば，その測定結果によらずに構成される．このことは，図 6.1に示し

た量子テレポーテーションでは，1/4の成功確率でしかCTCが構成され得ないこととは対

照的である．

6.3.2 CTCがフォック状態よりなる場合

次に，以上のようにして構成される共通場のCTCを利用して，2体系のエンタングル状

態を形成する方法の提案について述べる．

図 6.9に示すように，エンタングル状態の形成先は，2準位系AとBである．2準位系A

とBの各々は，基底状態 | ↓⟩と励起状態 | ↑⟩とを有する．2準位系AとBをそれぞれ共通場

のCTCと相互作用させることにより，2準位系AとBをエンタングル状態に移行させる．

本節では，既述のPOVMの要素 |ψm⟩⟨ψm| がフォック状態 |m⟩⟨m| である場合を述べる．
2準位系A,Bにエンタングル状態を形成する手順は，以下の Step 1–4よりなる：

12 固有時刻 ξi におけるロブの同時刻線の x軸に対する傾斜角度 ϑi は，固有時刻 ξi におけるロブのアリス
に対する速度を vi としたとき，tanϑi = vi/cで与えられる．
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図 6.9: 共通場のCTCにおいてスペースライクに離間した 2準位系AとB．固有時刻 ξ1に

おける POVM測定 “⟨n|F”で 2準位系AとBがエンタングル状態に射影される．

Step 1.

まず，ロブは，アリスに対し，恒等チャンネル Îを形成するための逆ユニタリー変換

Ĝ†の操作を行うべき旨のメッセージを，アリスの固有時刻 ζyに間に合うように，古典

通信 (CC: Classical Communication)により通知する．図 6.4及び図 6.9に示す “CC”

は，この古典通信の世界線を示す．

また，そのメッセージには，2準位系AをモードM1と相互作用させる期間が ζ2 か

ら ζ1まであることを示す情報も含まれている．

なお，ロブは，アリスの x軸上の位置を予め知っているものとする．このため，ロ

ブは，自己の固有加速度と，POVM測定を行う予定の固有時刻 ξ1 とに基づいて，波

束の収縮がアリスにとっての固有時刻 ζ1, ζ2, · · · ζyで生じることを特定できる．

Step 2.

次に，アリスは，ロブから受けた上記メッセージに従って，固有時刻 ζy以前に逆ユ

ニタリー変換 Ĝ†の操作を行う．この操作によって，恒等チャンネル Îが構成される．

アリスは，恒等チャンネル Îを固有時刻 ζ1まで維持する．
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Step 3.

次に，アリスは，2準位系Aを，始状態としての基底状態 | ↓⟩Aに準備する．そして，
アリスは，その 2準位系Aを，時刻 ζ2から時刻 ζ1までの期間長 τAにわたり，共通場

のモードM1と相互作用させる．

一方，ロブは，2準位系Bを，始状態としての励起状態 | ↑⟩Bに準備する．そして，
ロブは，その 2準位系Bを，時刻 ξ2から時刻 ξ1までの期間長 τBにわたり，共通場の

モードRと相互作用させる．

なお， 期間 τA と τB の各々は，2準位系 A と B とが因果的に断絶される程度に，

充分に短い期間であるとする．つまり，世界点 ξ1と ζ2はスペースライクに離間して

おり，かつ世界点 ξ2と ζ1もスペースライクに離間している．

Step 4.

次に，ロブは，上述したPOVM測定“⟨ψm|”として，POVM {|m⟩⟨m|}で記述される粒
子数測定を固有時刻 ξ1に行う．そして，ロブは，このPOVM測定で測定結果 “m = n”

を得たとする．すると，既述のメカニズムで，フォック状態 |n⟩によって共通場のCTC

が構成される．なお，共通場のモード RとM1とは恒等チャンネル Î でつながれて

いるので，以下では，両モード R,M1に対して共通の添え字 F を用いて，両モード

R,M1をCTC場 F と表記する．

また，ロブが行うPOVM測定により，時を遡って，Step 3.において 2準位系A,B

との相互作用前のCTC場F 及びモードLの始状態が Ĝ|n, n⟩FLに確定する．また，こ

の POVM測定により，2準位系A,Bとの相互作用後の CTC場 F 及びモード Lの終

状態も Ĝ|n, n⟩FLに確定する．

以下，2準位系A,Bの各々とCTC場F との相互作用による各系の時間発展を具体的に調

べる．時間発展はユニタリー演算子で定義され，そのユニタリー演算子の生成子となるのが

ハミルトニアンである．そこで，まずハミルトニアンについて述べる．

全系A,B, F のハミルトニアン ĤABF は，2準位系A,BとCTC場F との相互作用を表す

ハミルトニアン Ĥ int
ABF と，相互作用を含まない自由ハミルトニアン Ĥ free

ABF との和である:

ĤABF = Ĥ free
ABF + Ĥ int

ABF (6.3.1)

このうち，自由ハミルトニアン Ĥ free
ABF は，次のように書ける．

Ĥ free
ABF =

ℏΩ

2
ẐA +

ℏΩ

2
ẐB + ℏωĉ†F ĉF (6.3.2)

ここで，Ωは，2準位系AとBの各々の基底状態 | ↓⟩と励起状態 | ↑⟩との間の遷移周波数
を表す．即ち，基底状態 | ↓⟩と励起状態 | ↑⟩のエネルギーギャップは ℏΩである．また，ω

は，シングルモード近似 (SMA)したCTC場 F の周波数を表す．また，Ẑは， パウリ行列

のうちの z–要素である．

また，ĉは，CTC場 F におけるウンルー粒子の消滅演算子であり，ĉ†は，生成演算子で

ある．上述した Step 2.以降，モードRとM1は，恒等チャンネル Î でつながれているの

で，第 4章の式 (4.2.11)に示した âR(â†R) と b̂M(b̂†M) を共通の記号 ĉF (ĉ†F )に置き換えた．
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一方，相互作用ハミルトニアン Ĥ int
ABF は，2準位系AとCTC場F との相互作用を表すハ

ミルトニアン Ĥ int
AF と，2準位系BとCTC場 F との相互作用を表すハミルトニアン Ĥ int

BF と

の和として次のように書ける．

Ĥ int
ABF = Ĥ int

AF + Ĥ int
BF , (6.3.3)

Ĥ int
AF = ℏg

(
σ̂+
A ĉF + σ̂−

A ĉ
†
F + σ̂+

A ĉ
†
F + σ̂−

A ĉF

)
, (6.3.4)

Ĥ int
BF = ℏg

(
σ̂+
B ĉF + σ̂−

B ĉ
†
F + σ̂+

B ĉ
†
F + σ̂−

B ĉF

)
. (6.3.5)

ここで，gは，相互作用の強さを表すパラメータである．また，σ̂+ := | ↑⟩⟨↓ |は，基底状
態の 2準位系を励起状態へ遷移させる昇演算子であり，σ̂− := | ↓⟩⟨↑ |は，励起状態の 2準位

系を基底状態へ遷移させる降演算子である．なお，既述のように， τA と τB はそれぞれ充

分に短い期間であるため，ここでは回転波近似を採用しなかった．

以上，式 (6.3.1)–(6.3.5)において，シュレーディンガー描像によるハミルトニアンを示し

た．以下では，計算の簡便化のために，相互作用描像に移行する．相互作用描像による相互

作用ハミルトニアン Ĥ int
ABF (t)は，次のように書ける．

Ĥ int
ABF (t) = e

i
ℏ Ĥ

free
ABF ·t Ĥ int

ABF e−
i
ℏ Ĥ

free
ABF ·t

= e
i
ℏ Ĥ

free
ABF ·t Ĥ int

AF e−
i
ℏ Ĥ

free
ABF ·t + e

i
ℏ Ĥ

free
ABF ·t Ĥ int

BF e−
i
ℏ Ĥ

free
ABF ·t. (6.3.6)

上式 (6.3.6)の第 1項を Ĥ int
AF (t)と置き，第 2項を Ĥ int

BF (t)と置く．

Ĥ int
AF (t) と Ĥ int

BF (t) は，次のように書ける13．

Ĥ int
AF (t) = ℏg

[
ei(Ω−ω)t σ̂+

A ĉF + e−i(Ω−ω)t σ̂−
A ĉ

†
F

+ ei(Ω+ω)t σ̂+
A ĉ

†
F + e−i(Ω+ω)t σ̂−

A ĉF

]
, (6.3.7)

Ĥ int
BF (t) = ℏg

[
ei(Ω−ω)t σ̂+

B ĉF + e−i(Ω−ω)t σ̂−
B ĉ

†
F

+ ei(Ω+ω)t σ̂+
B ĉ

†
F + e−i(Ω+ω)t σ̂−

B ĉF

]
. (6.3.8)

既述のように，2準位系A,Bは，図 6.9に示す各々の相互作用期間 τA, τBにわたって，ス

ペースライクに離間しており，互いに因果的に断絶されている．そこで，任意の時刻におい

て，Ĥ int
AF (t)と Ĥ int

BF (t)とが交換することを仮定する:

[Ĥ int
AF (t), Ĥ int

BF (t)] = 0 (6.3.9)

この交換関係 (6.3.9)を用いると，相互作用描像による全系 ABF の時間発展を表すユニ

13 式 (6.3.7)と (6.3.8)の導出には，オペレータ関数の定義 (例えば文献 [42]の第 75ページを参照．)と，公

式 eζB̂Âe−ζB̂ = Â+ ζ[B̂, Â] + ζ2

2! [B̂, [B̂, Â]] + · · · にボース粒子の生成 ·消滅演算子の交換関係を適用して導
かれる，eiωn̂t ĉ e−iωn̂t = ĉe−iωt なる関係とを用いる．
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タリー演算子 Û int
ABF (τ)は，次のようにテンソル積で書ける:

Û int
ABF (τ) = T exp

[
− i

ℏ

∫ τ

0

Ĥ int
ABF (t)dt

]
(6.3.10)

= exp

[
− i

ℏ

∫ τ

0

Ĥ int
AF (t) + Ĥ int

BF (t)dt

]
(6.3.11)

= exp

[
− i

ℏ

∫ τA

0

Ĥ int
AF (t)dt

]
⊗ exp

[
− i

ℏ

∫ τB

0

Ĥ int
BF (t)dt

]
(6.3.12)

≈
[
Î − i

ℏ

∫ τA

0

Ĥ int
AF (t)dt

]
⊗

[
Î − i

ℏ

∫ τB

0

Ĥ int
BF (t)dt

]
(6.3.13)

ここで，式 (6.3.10)から式 (6.3.11)への移行において，式 (6.3.9)より Ĥ int
ABF (t)が異なる

時刻の自身と交換するため，式 (6.3.10)の時間順序演算子 T を無視した．また，式 (6.3.11)

から式 (6.3.12)への移行においては，Baker-Campbell-Hausdorffの定理に式 (6.3.9)を適用

した．

数式の簡潔化のために，次の u±j と v±j を定義する (j = A,B)：

u±j :=

∫ τj

0

e±i(Ω−ω)tdt, (6.3.14)

v±j :=

∫ τj

0

e±i(Ω+ω)tdt. (6.3.15)

すると，式 (6.3.13)のユニタリー演算子 Û int
ABF (τ) は次のように書ける．

Û int
ABF (τ) ≈

[
Î − ig

(
u−Aσ̂

−
A ĉ

†
F + v−A σ̂

−
A ĉF

)]
⊗
[
Î − ig

(
u+Bσ̂

+
B ĉF + v+B σ̂

+
B ĉ

†
F

)]
. (6.3.16)

この Û int
ABF (τ)が全系ABFLの始状態に作用する．既述のとおり，2準位系AとBの始状

態は，| ↑↓⟩ABである．また，CTC場F 及びモードLの始状態は，ĜFL|n, n⟩FLである．即

ち，全系ABFLの始状態は，ĜFL| ↑↓;n, n⟩AB;FLである．

そして，その合成系 FLのうちの CTC場 F と，2準位系 A,B とがユニタリー演算子

Û int
ABF (τ)に従って相互作用する．その後，ロブが固有時刻 ξ1にPOVM測定 “⟨n|F”を行う．

この POVM測定に伴ってモード Lの状態も |n⟩Lに確定する．
以上より，POVM測定の後の 2準位系A,Bの状態 |Φ(n)⟩A,Bは，次のように書ける：

|Φ(n)⟩A,B = FL⟨n, n | Û int
ABF (τ) ⊗ ĜFL |↑↓;n, n⟩AB;FL (6.3.17)

上式 (6.3.17)において，ウンルー効果を表す演算子 ĜFLは，CTC場F を熱状態へと近づ

けるため，CTC場 F と相互作用する 2準位系A,Bにデコヒーレンス [3]をもたらす要因と

なるようにみえる．即ち，仮に 2準位系A,Bに量子エンタングルメントが形成されるとし

ても，演算子 ĜFLは，その量子エンタングルメントのエンタングル量を低下させる要因と

なるようにみえる．以下，この点について調べる．
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デコヒーレンス回避のメカニズム

まず，式 (6.3.17)の右辺における，演算子 ĜFLによるフォック状態 |n, n⟩FLの時間発展を

調べる．演算子 ĜFLは，第 4章の式 (4.2.9)に示したとおり，ĜFL = exp[θ(ĉ†F ĉ
†
L − ĉF ĉL)]と

書ける．これは，Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) の公式を用いて示される disentangling

定理 [32][33][34] により，次のように展開される：

ĜFL = exp
[
θ
(
ĉ†F ĉ

†
L − ĉF ĉL

)]
= exp

[
Γĉ†F ĉ

†
L

]
exp

[
−Λ

(
ĉ†F ĉF + ĉ†LĉL + 1

)]
exp

[
ΓĉF ĉL

]
, (6.3.18)

where Γ = tanh θ ,

Λ = ln(cosh θ) .

上式 (6.3.18)を展開すると，ĜFLは，粒子数演算子 n̂F = ĉ†F ĉF と n̂L = ĉ†LĉLとの少なく

とも一方のみからなる項及び恒等演算子 Îのみからなる項をまとめた演算子関数 f と14，

ĜFL = f(n̂F , n̂L) + g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL) (6.3.19)

式 (6.3.17)の右辺において，演算子 ĜFLが作用するフォック状態 |n, n⟩FLは，上式 (6.3.19)

に示す演算子関数 f(n̂F , n̂L)の固有状態に相当する．従って，演算子関数 f(n̂F , n̂L)はフォッ

ク状態 |n, n⟩FLを変化させず，式 (6.3.17)の左辺の |Φ(n)⟩A,Bに対しては，物理的な意味を

持たないグローバル位相をもたらすのみである．このため，演算子関数 f(n̂F , n̂L)は，フォッ

ク状態 |n, n⟩FLへの作用においては，恒等演算子 ÎFLとみなしてよい．

一方，演算子関数 g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL)は，ĉ†F と ĉF との次数が異なり，かつ ĉ†Lと ĉLとの次数

が異なる項をまとめたものであり，フォック状態 |n, n⟩FLを，これとは直交するフォック状

態に変化させる．従って，演算子関数 g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL)は，フォック状態 |n, n⟩FLへの作用に

おいて恒等演算子 Îとはみなせない．

しかし，式 (6.3.17) 中の射影子 ⟨n|L の作用を考慮すると，演算子関数 g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL)

を無視できる．この理由は次のとおりである．左リンドラーくさび状領域のモード Lは，

右リンドラーくさび状領域のモード R とは事象の地平面を隔てて存在するため，フォッ

ク状態 |n⟩L は，Û int
ABF (τ) の作用を受けない．従って，式 (6.3.17) において，射影子 ⟨n|L

が g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL)|n, n⟩FL にダイレクトに作用する．しかも，演算子関数 g(ĉ†F , ĉF , ĉ

†
L, ĉL)

は，左リンドラー領域のモード Lの粒子数を変化させる．従って，射影子 ⟨n|L と，状態
g(ĉ†F , ĉF , ĉ

†
L, ĉL)|n, n⟩FLとの内積はゼロである：L⟨n|g(ĉ†F , ĉF , ĉ

†
L, ĉL)|n, n⟩FL = 0．

このため，式 (6.3.17)を計算するうえでは，演算子関数g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL)を無視してよく，上

式 (6.3.19)においてg(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL) = 0と置いて差し支えない．仮に，射影子 ⟨n|Lの作用がな

いとすると，F ⟨n|Û int
ABF (τ)⊗g(ĉ†F , ĉF , ĉ

†
L, ĉL)|n, n⟩FL ̸= 0なので，演算子関数 g(ĉ†F , ĉF , ĉ

†
L, ĉL)

を無視できない．

14 式 (6.3.18)を展開して得られる多項式において，ĉ†F と ĉF との次数が等しく，かつ ĉ†L と ĉL との次数が

等しい項は，生成演算子と消滅演算子との交換関係を用いると，n̂F 及び n̂L 又はこれらと恒等演算子 Î とか
らなる項として書き改めることができる．そのような項をまとめたもので演算子関数 f が構成される．
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なお，演算子関数 g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL)は，CTC場F の粒子数も変化させる．このため，演算

子関数 g(ĉ†F , ĉF , ĉ
†
L, ĉL)を無視することは，結果として，CTC場F の粒子数が nから変化す

る項，即ち，ウンルー粒子数の熱ゆらぎを表す項を無視することでもある．これがウンルー

放射に起因するデコヒーレンスを回避できる理由である．

結局，デコヒーレンスの原因となりうる ĜFLを ÎFLとみなしてよく，式 (6.3.17)は，改め

て次のように書ける：

|Φ(n)⟩A,B = FL⟨n, n | Û int
ABF (τ) |↑↓;n, n⟩AB;FL

= F ⟨n | Û int
ABF (τ) |↑↓;n⟩AB;F

∝ | ↑↓⟩AB − g2
(
u−Au

+
B + v−Av

+
B

)
n | ↓↑⟩AB. (6.3.20)

式 (6.3.20)において，2準位系 Aと Bとの間に量子エンタングルメントが存在する条件

は，|g2
(
u−Au

+
B + v−Av

+
B

)
n| ̸= 0 である．この条件の成立の可能性について検討する．相互作

用の強さを表す gは, ゼロでない．また， u−A, u+B, v−A , v+B の各々は，殊に回転波近似が使え

ない程に相互作用期間が短い場合には，ノンゼロの値をとり得る．従って，2準位系 A と

B の間に量子エンタングルメントが存在し得る．

以上のように，CTC場 F を，純粋状態であるエンタングル状態 |Φ(n)⟩A,Bの形成に活用

できた．純粋状態のエンタングル状態 |Φ(n)⟩A,Bを形成できた理由は，CTC場 F が，ユニ

タリー演算子 Û int
ABF (τ)に従って時間発展した後，POVM 測定によって，状態 |n⟩F に射影

されるからである．

つまり，仮に状態 |n⟩F への射影がないとすると，ユニタリー演算子 Û int
ABF (τ)に従って時

間発展した後の 2準位系AとBの状態は，全系ABF から場 F の自由度をトレースアウト

することにより特定される：ρ̂AB =
∑

m F ⟨m|Û int
ABF (τ)| ↑↓;n⟩AB;F ⟨↑↓;n|Û † int

ABF (τ)|m⟩F . こ

の状態 ρ̂AB は混合状態を表す．

同様の理由で，文献 [64]の手法では，混合状態の量子エンタングルメントしか得ることが

できない．つまり，文献 [64]で得られるエンタングル状態は，確率的にエンタングルしてい

るに過ぎない．これに対し，本プロトコルでは，ロブが行う POVM測定によって CTC場

F が状態 |n⟩F に射影される結果，純粋状態の量子エンタングルメントが得られる．この点
は，本プロトコルの特徴の 1つである．

最大エンタングル状態への移行

本プロトコルのもう 1つの特徴は，ロブがPOVM測定の結果 n を知っているので，形成

されたエンタングル状態 |Φ(n)⟩A,B のシュミット係数 f(n) := g2
(
u−Au

+
B + v−Av

+
B

)
nを特定し

得るということである．但し， τA と τB は予め定められているものとする．

従って，ロブは，彼の手元にある 2準位系 B に対して，エンタングル状態 |Φ(n)⟩A,B を

確率的に最大エンタングル状態 |Ψ⟩AB := (| ↑↓⟩AB + | ↓↑⟩AB)/
√

2へと移行させることが

可能な確率的局所操作をいつでも施すことができる．具体的には，ロブは， シュミット係

数 f(n)に依存する演算子 M̂B = | ↓⟩B⟨↓ | + 1/f(n)| ↑⟩B⟨↑ |によって定義される POVM

{M̂ †
BM̂B, ÎB − M̂ †

BM̂B} を構成することができる．
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この確率的局所操作は，局所フィルタリングとして知られている [57]．POVM要素 M̂ †
BM̂B

は，2準位系Bがフィルターを通過する事象を表し，残りの POVM要素 ÎB − M̂ †
BM̂B は，

2準位系Bがフィルターを通過しない事象を表す [13]．

ロブは，この確率的局所操作により，確率 2/(1 + f 2(n))で最大エンタングル状態 |Ψ⟩AB

を得ることに成功する：

(ÎA ⊗ M̂B)|Φ(n)⟩A,B⟨Φ(n)|(ÎA ⊗ M̂ †
B) =

2

1 + f 2(n)
|Ψ⟩AB⟨Ψ| (6.3.21)

なお，文献 [64]が開示するプロトコルでは，エンタングル状態を抽出することはできると

しても，抽出されたエンタングル状態を特徴付けるパラメータまでは知り得ない．また，一

般にそのパラメータを調べることで，量子エンタングルメントは破壊される．従って，エン

タングル量を高めるためのPOVMを構成し得ないので，確率的局所操作を行いようがない．

つまり，エンタングル状態を抽出することができるのみならず，抽出されるエンタングル

状態の Schmidt係数 f(n)をロブが把握しうることは，文献 [64]の手法に対する本プロトコ

ルの有利な点である．

6.3.3 アリスが逆変換の操作を行わない場合

図 6.6に示したように波束の収縮がフォック空間FIとFIIとの間を往復する原因は，ウン

ルー効果を表す演算子 Ĝがフォック空間FIとFIIとをつないでいることにある．このため，

アリスが逆変換の操作を行わなくても，波束の収縮の連鎖それ自体は生じる．

図 6.10に，アリスが逆変換の操作を行わない場合の波束の収縮の様子を示す．

図 6.10: アリスが逆変換の操作を行わない場合の波束の収縮を示す概念図．

73



第 6章 閉じた時間的曲線を利用した量子エンタングルメントの形成

図 6.11: アリスが逆変換の操作を行わない場合の波束の収縮の連鎖を示す概念図．

図 6.11には，アリスが逆変換の操作を行わない場合の，波束の収縮のタイミングを示し

ている．この場合でも，世界点 ξ1の状態 |ψn⟩から発して，同じ世界点 ξ1の状態 |ψn⟩に戻
る疑似的なCTC，ξ1 → ζ1 → ζy → ξx → ξ1が構成される．

既述のとおり，ロブは，2準位系 B を時刻 ξ2 から ξ1 までにわたり，共通場のモード R

と相互作用させる．ロブにとって，共通場のモードR及びモード Lの始状態及び終状態は

|ψn, ψ
∗
n⟩である．一方，アリスは，2準位系Aを時刻 ζ2から ζ1までにわたり共通場のモー

ドM1と相互作用させる．アリスにとっての共通場のモードM1及びモードM2の始状態

及び終状態は，|ψn, ψ
∗
n⟩ではなく，Ĝ†|ψn, ψ

∗
n⟩である．

但し，Ĝが Û int
ABF (τ)と交換するという近似の下では，POVM測定後の 2準位系A,Bの状

態 |Φ⟩A,B は，アリスにとってもロブにとっても，次のように書ける：

|Φ⟩A,B = F ⟨ψn | Û int
ABF (τ) |↑↓;ψn⟩AB;F . (6.3.22)

以下，POVM { |ψm⟩⟨ψm| }の要素が，コヒーレント状態，スクイーズド状態である場合
について，上式 (6.3.22)に示す状態 |Φ⟩A,Bを具体的に調べる．
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6.3.4 CTCがコヒーレント状態よりなる場合

前節 6.3.2では，CTC場F を形成するためのPOVM測定が粒子数測定である場合を述べ

た．その場合，CTC場 F がフォック状態 |n⟩F で構成された．フォック状態 |n⟩F は，その
ウィグナー関数が負になりうることから，非古典的性質の度合いである非古典度の高い状態

と言える [40]．

本節では，非古典度の低い状態で構成されたCTC場F であっても量子エンタングルメン

トの形成に活用できるか否かを調べる．そのために，CTC場 F を，コヒーレント状態 |α⟩
で構成する．コヒーレント状態 |α⟩は，古典的なレーザ光の状態に対応するものとみなされ
ており，コヒーレント状態 |α⟩のウィグナー関数は正であることから，コヒーレント状態 |α⟩
は，フォック状態 |n⟩よりも，非古典度が低いと言える．
コヒーレント状態 |α⟩よりなるCTC場 F を形成するためのPOVM測定について述べる．

離散的な POVMにおいて測定演算子に課される要件は，(i)ポジティブ演算子であること，

及び (ii)完全性を満たすことである [42] 15．この点，コヒーレント状態 |α⟩⟨α|は，明かにエ
ルミートであり，かつ任意の状態 |χ⟩に対して，⟨χ|α⟩⟨α|χ⟩ = |⟨χ|α⟩|2 ≥ 0より，上記要件

(i)を満たす．また，コヒーレント状態 |α⟩⟨α|は，下式 (6.3.23)に示すように，過剰ではあ

るが，完全性 (ii)を満たす．

∫
d2α

|α⟩⟨α|
π

= Î (6.3.23)

そこで，離散的な POVMの自然な拡張として，連続的な集合
{

|α⟩⟨α|
π

}
を POVMとみな

す16．このPOVMで記述される量子測定を，図 6.11の世界点 ξ1 でロブが行うことにより，

コヒーレント状態 |α⟩を含むCTC場F が形成される．そして，既述の式 (6.3.22)より，2準

位系A,Bは，POVM測定 “⟨α|F”によって次の状態 |Φ(α)⟩ABに射影される：

|Φ(α)⟩AB = F ⟨α | Û int
ABF (τ) |↑↓ α⟩ABF

∝ | ↑↓⟩AB − ig
(
u−Aα

∗ + v−Aα
)
| ↓↓⟩AB − ig

(
u+Bα + v+Bα

∗) | ↑↑⟩AB

− g2
[ (
u−Au

+
B + v−Av

+
B

)
|α|2 + v−Av

+
Bα

2 + u−Au
+
Bα

∗2
]
| ↓↑⟩AB (6.3.24)

そして，この状態 |Φ(α)⟩ABは次のように直積の形に因数分解できる：

|Φ(α)⟩AB =
[
| ↑⟩A − ig

(
u−Aα

∗ + v−Aα
)
| ↓⟩A

]
⊗
[
| ↓⟩B − ig

(
u+Bα + v+Bα

∗) | ↑⟩B] (6.3.25)

このように，2準位系AとBはセパラブルとなる．即ち，非古典度の低いコヒーレント

状態 |α⟩のCTC場F によっては，量子エンタングルメントが形成されないことが分かった．

15測定演算子がポジティブ演算子であることは，確率が正であることを保証し，測定演算子が完全性を満た

すことは，確率の和が 1であることを保証する．
16文献 [58]の第 103ページにも，コヒーレント状態の密度演算子を測定演算子と捉える旨の記載ある．この
ような量子測定は，量子光学ではヘテロダイン測定として実現される．
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なお，この結果は，古典ビットの量子テレポーテーションで構成されるCTCはエンタング

ル状態の形成に活用できないという，第 6.2.3節の考察 3.と整合する．

6.3.5 CTCがスクイーズド状態よりなる場合

前節 6.3.4では，CTC場 F を形成するための POVM測定として，コヒーレント状態 |α⟩
への射影を行った．これに代えて，スクイーズド状態への射影を行うことにより，スクイー

ズド状態によってCTC場 F を構成することもできる．

スクイーズド状態は，互いに共役な振幅成分のうちの一方の量子ゆらぎが，コヒーレント

状態が示す標準量子限界を下回りうる等の点で，フォック状態ほどではないが，コヒーレン

ト状態よりも高い非古典深度を達成しうる．また，スクイーズド状態は，その非古典度を，

量子ゆらぎの圧搾の度合いを表すスクイージングパラメータで調整できる [59]．

そこで，スクイーズド状態でCTC場 F が構成された状況を考察することで，CTC場 F

によって形成できるエンタングル状態のエンタングル量と，そのCTC場F の非古典度との

関係を可視化できることが期待される．以下，その具体例について述べる．

スクイージングパラメータ rによって特徴付けられるスクイーズド状態 |r⟩は，次のよう
に，量子ゆらぎの圧搾の過程を表すユニタリー演算子 Ŝ(r)によって，コヒーレント状態 |α⟩
を発展させたものとして定義される [60] [61]：

|r⟩ := Ŝ(r)|α⟩, (6.3.26)

Ŝ(r) = exp
[r

2

(
b̂b̂− b̂†b̂†

)]
但し，ここでは簡単のため rは実数とする．スクイーズド状態 |r⟩よりなるCTC場 F を

形成するためのPOVM測定の，正値値と完全性とに関して述べておく．スクイーズド状態

Ŝ(r)|α⟩⟨α|Ŝ†(r)は，明かにエルミートであり，かつ任意の状態 |χ⟩に対して，⟨χ|Ŝ(r)|α⟩⟨α|Ŝ†(r)|χ⟩ =

|⟨χ|Ŝ(r)|α⟩|2 ≥ 0より，ポジティブである．また，スクイーズド状態 Ŝ(r)|α⟩⟨α|Ŝ†(r)は，式

(6.3.23)を用いて示される下式のように，過剰ではあるが，完全性を満たす．∫
d2α

Ŝ(r)|α⟩⟨α|Ŝ†(r)

π
= Ŝ(r)

{∫
d2α

|α⟩⟨α|
π

}
Ŝ†(r) = Î (6.3.27)

そこで，離散的な POVMの自然な拡張として，連続的な集合
{

Ŝ(r)|α⟩⟨α|Ŝ†(r)
π

}
を POVM

とみなす17．この POVMで記述される量子測定を，図 6.11の世界点 ξ1 でロブが行うこと

により，スクイーズド状態 |r⟩ = Ŝ(r)|α⟩よりなるCTC場 F が形成される．

17文献 [58]の第 103ページにも，スクイーズド状態の密度演算子を測定演算子と捉える旨の記載ある．この
ような量子測定は，量子光学ではホモダイン測定として実現される
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そして，既述の式 (6.3.22)より，2準位系A,Bは，POVM測定 “⟨r|F”によって次の状態

|Φ(α)⟩ABに射影される：

|Φ(r, α)⟩AB = F ⟨r | Û int
ABF (τ) |↑↓ r⟩ABF

∝ | ↑↓⟩AB − ig
(
⟨r|ĉ†|r⟩u−A + ⟨r|ĉ|r⟩v−A

)
| ↓↓⟩AB

− ig
(
⟨r|ĉ|r⟩u+B + ⟨r|ĉ†|r⟩v+B

)
| ↑↑⟩AB

− g2
[
⟨r|ĉ†ĉ|r⟩

(
u−Au

+
B + v−Av

+
B

)
+ ⟨r|ĉĉ|r⟩v−Au

+
B + ⟨r|ĉ†ĉ†|r⟩u−Av

+
B

]
| ↓↑⟩AB (6.3.28)

ここで，

⟨r|ĉ|r⟩ = α cosh(r) − α∗ sinh(r) (6.3.29)

⟨r|ĉ†|r⟩ = ⟨r|ĉ|r⟩∗ (6.3.30)

⟨r|ĉĉ|r⟩ = α2 cosh2(r) + α∗2 sinh2(r) − 2|α|2 + 1

2
sinh(2r) (6.3.31)

⟨r|ĉ†ĉ†|r⟩ = ⟨r|ĉĉ|r⟩∗ (6.3.32)

⟨r|ĉ†ĉ|r⟩ = |α|2 cosh(2r) + sinh2(r) − (α2 + (α∗)2)

2
sinh(2r) (6.3.33)

である．以上の式 (6.3.29)–(6.3.33)を式 (6.3.28)に代入し，式 (6.3.28)の右辺の，スクイー

ジングパラメータ rに対する依存性を調べる．ここで知りたいことは，スクイージングパラ

メータ rに対する依存性だけである．そこで，理解を容易にするため，スクイージングパラ

メータ rに依存しない定数 g, f−
A , f

+
B , αをすべて実数 1と置く．

すると，あらためて規格化された式 (6.3.28)の右辺が表す 2準位系AとBの状態 |Ψ(r, α =

1)⟩ABは，次のように書ける．

|Φ(r, α = 1)⟩AB =
| ↑↓⟩AB − i2e−r (| ↑↑⟩AB + | ↓↓⟩AB) − (5e−2r − 1) | ↓↑⟩AB√

1 + 8e−2r + (5e−2r − 1)2
(6.3.34)

この式 (6.3.34)より，rの増大と共に，|Φ(r, α = 1)⟩ABが，最大エンタングル状態である

ベル状態 |Bell⟩ = (| ↑↓⟩ + | ↓↑⟩)/
√

2に近づくとみられる．そこで，|Φ(r, α = 1)⟩ABのエン

タングル量は，|Φ(r, α = 1)⟩ABと，ベル状態 |Bell⟩との内積 ⟨Bell | Φ(r, α = 1)⟩ を用いて評
価できると考えられる．

但し，スクイージングパラメータ rがゼロの場合は，式 (6.3.26)に示す Ŝ(r)が恒等演算子

Îとなり，CTC場F はコヒーレント状態 |α⟩で構成されることとなる．そして，その場合は，
前節 6.3.4で述べたように，CTC場 F から取り出されるエンタングル量はゼロであった．

そこで，内積 ⟨Bell | Φ(r, α = 1)⟩を，r = 0でゼロとなるように ⟨Bell | Φ(r = 0, α = 1)⟩
だけオフセットし，かつ r → ∞の場合の最大値が 1になるように規格化した次の関数E(r)
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図 6.12: CTC場 F の非古典性の度合いを表す非古典度Q(r)と，そのCTC場 F を用いて

形成されるエンタングル状態のエンタングル量E(r)とのグラフ．

を，CTC場 F から取り出せるエンタングル量を定義する:

E(r) :=

⟨
Bell

∣∣ Φ(r, α = 1)
⟩
−
⟨
Bell

∣∣ Φ(r = 0, α = 1)
⟩⟨

Bell
∣∣ Φ(r = ∞, α = 1)

⟩
−
⟨
Bell

∣∣ Φ(r = 0, α = 1)
⟩ (6.3.35)

一方，スクイージングパラメータが rのスクイーズド状態 |r⟩ = Ŝ(r)|α⟩の非古典度Q(r)

は，次式で定義される [59]．

Q(r) =
tanh(r)

1 + tanh(r)
∝

(
1 − e−2r

)
(6.3.36)

図 6.12に，E(r)と非古典度Q(r)のグラフを示す．図示のように，非古典度Q(r)の増大

に伴って，E(r)も増大する．つまり，CTC場 F を構成する量子状態が非古典的である程，

CTC場 F を用いて形成されるエンタングル状態のエンタングル量が増大することが確認さ

れた．なお，この結果は，図 6.3で，量子テレポーテーションのCTCの非古典度を表すコ

ヒーレンス強度Q(|a|2)が大きい程，形成されるエンタングル状態のフォンノイマンエント
ロピーE(|α|2)が増大する結果と整合する．

6.4 まとめ

1. 以上説明したように，量子テレポーテーションの状況下のみならず，慣性系のアリ

スと一様加速運動系のロブとが共通の量子場内に存する状況下においても，CTCが構

成されうる．前者の状況下では，量子ビットを媒体とした CTCが構成され，後者の

状況下では，量子場を媒体としたCTCが構成される．
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2. 量子テレポーテーションのCTCと，CTC場F とのいずれも，エンタングル状態の形

成に活用することができる．但し，量子テレポーテーションのCTCと，CTC場F と

のいずれも，非古典的であることを要する．古典的なCTC，具体的には，古典ビット

の量子テレポーテーションで構成されるCTC，及びコヒーレント状態よりなるCTC

場 F は，エンタングル状態の形成に活用することができない．

3. 図 6.3に示したように，量子テレポーテーションのCTCの非古典度を表すコヒーレ

ンス強度Q(|a|2)が大きい程，形成されるエンタングル状態のエンタングル量を表す
フォンノイマンエントロピーE(|α|2)が増大する．量子テレポーテーションのCTCの

非古典度は，テレポートする状態のコヒーレンスの強さに依存する．同様に，図 6.12

に示したように，CTC場 F の非古典度Q(r)が高い程，形成されるエンタングル状態

のエンタングル量E(r)が増大する．CTC場 F の非古典度は，ロブが行う POVM測

定の POVM要素 Ŝ(r)|α⟩⟨α|Ŝ†(r)
π

のスクイージングパラメータ rによって調整できる．

4. スペースライクに離間した 2準位系A,Bの各々に対する局所操作で，エンタングル

状態を形成することができる．一般にエンタングル状態は局所操作では生成され得な

いから，量子テレポーテーションのCTC及びCTC場F は，それが非古典的である場

合には，スペースライクに離間した 2準位系A,Bを直接に相互作用させる大局操作の

役割を果たすと考えられる．

5. CTC場F の形成には，第 1に，アリスにとっての場とロブにとっての場との一方を

他方と同じ状態に収縮させる恒等チャンネル Îが必要である．また，第 2に，アリス

にとっての場とロブにとっての場との各々の収縮を過去に遡及させるための，アリス

に対するロブの相対運動が必要である．つまり，CTC場 F の形成においては，収縮

を過去に遡及させるために，ロブにとっての同時刻線がアリスにとって過去に向かう

方向に傾斜するという相対論的な効果を利用した．

量子テレポーテーションにおいても同様にCTCが構成されるのであるから，量子テ

レポーテーションにおいては，資源としての量子エンタングルメントが，上述した恒

等チャンネル Îの役割と，波束の収縮を過去に遡及させる役割とを果たしたのではな

いかと思われる．

6. 2準位系Bは，一様加速運動しながら右リンドラーくさび状領域のモードRと相互

作用する．それにも関わらず，CTC場F をフォック状態で構成する場合には，左リン

ドラー領域のモードLの存在により，デコヒーレンスが回避される．その結果，純粋

状態のエンタングル状態が得られる．

7. また，CTC場 F をフォック状態で構成する場合には，ロブが，エンタングル状態の

シュミット係数S(n)を知りうるため，最大エンタングル状態を確率的に得る局所操作

の遂行が可能である．
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ポーテーション

本章では，ウンルー効果の他の活用事例として，右リンドラーくさび状領域のモード R

と左リンドラーくさび状領域のモードLとのエンタングル状態 |EPR⟩L,Rを，量子テレポー
テーションの資源として用いる手法を述べる．

7.1 量子テレポーテーションの手順

図 7.1に，量子テレポーテーションのスキームを示す．前章で述べた手順で，ミンコフス

キーフォック空間FI とリンドラーフォック空間FII とをつなぐ恒等チャンネル Î = ĜĜ† が

アリスによって構成されていることを前提とする．

以下，図 7.1を参照しつつ，一様加速運動しているロブから，慣性系に静座しているアリ

スに対して，場の任意の量子状態 |ψ⟩を量子テレポーテーションで転送する手順を述べる．

図 7.1: リンドラー時空の量子エンタングルメントを用いた量子テレポーテーション．
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量子テレポーテーションは，第 6章の図 6.5に示したPOVM測定 “⟨ψn|R”をベル測定（Bell

measurement）に置き換えることにより達成される．

具体的には，まず，一様加速運動中のロブが，右リンドラーくさび状領域の熱状態 ρ̂thermal

にあるモードRと，モードRとは別のモードXの任意の量子状態 |ψ⟩X とを，ベル測定に
供する．なお，2つの場のベル測定については，文献 [65]の教示に基づいて行われるものと

する1．ベル測定により，モード RとX とは，次のベル状態 |β⟩R,X に射影される [40]．下

式 (7.1.1)で，D̂X(β)は，ベル測定結果 β に依存する変位演算子 (displacement operator)で

ある．

|β⟩R,X =
1

π

∞∑
n=0

D̂X(β)|n, n⟩R,X (7.1.1)

式 (7.1.1)に示すように，ベル測定によってモードRがモードX とエンタングルされる．

但し，式 (7.1.1)からモードX をトレースアウトすると，熱状態 ρ̂thermalが得られる．つま

り，モードRは，ベル測定の前後を通じて熱状態 ρ̂thermalのままである．

一方，左リンドラーくさび状領域の場における熱状態にあったモード Lは，上記ベル測

定により，次の状態に射影される：

XR⟨β|ψ; EPR⟩X;RL ∝ D̂L(β)|ψ⟩L (7.1.2)

つまり，モードLは，ベル測定結果 β に依存する変位演算子 D̂L(β)によって，転送した

い状態 |ψ⟩をユニタリー発展させた状態 D̂L(β)|ψ⟩Lに射影される．
ミンコフスキーフォック空間FIは，恒等チャンネル Îでリンドラーフォック空間FIIとつな

がれているので，アリスは，モードLとつながれたモードM2において，状態 D̂L(β)|ψ⟩M2

を得る．なお，モードRとつながれたモードM1は，ウンルー放射を表す熱状態 ρ̂thermalと

なり，この状態は使用しない．

次に，ロブからアリスに対してベル測定結果 β を古典通信で通知する．ベル測定結果 β

は，モードM2の状態 D̂L(β)|ψ⟩M2を，転送したい状態 |ψ⟩M2に変換するのに必要な情報で

ある．アリスは，アリスからベル測定の結果 βを古典通信によって取得することで，逆変換

D̂†(β)を特定できる．アリスは，恒等チャンネル Îを保ったままで，逆変換 D̂†(β)をモード

M2の状態 D̂L(β)|ψ⟩M2に施すことにより，状態 |ψ⟩M2を得る．以上で，量子テレポーテー

ションの完了である．

なお，上記の説明では，予め恒等チャンネル Îが形成されていることを前提としたが，恒

等チャンネル Îの形成とベル測定との順番は任意である．例えば，アリスは，ロブからのベ

ル測定結果 β の通知の際に，恒等チャンネル Îを形成してもよい．

また，上式 (7.1.2)は，モードRと Lとの状態 |EPR⟩L,Rが充分に最大エンタングル状態
に近いことを仮定しているが，本手法では，ロブの固有加速度 aが大きいほど，モードRと

Lとの間のエンタングル量が高まり，量子テレポーテーションのフィデリティが向上する．

1 具体的なベル測定の実現方法は今後の課題とする．
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7.2 量子複製不可能定理に関する考察

以上説明した量子テレポーテーションの過程において，アリスが行うべき逆変換 D̂†(β)

は，いつでもベル測定結果 β によって特定できるから，状態 D̂(β)|ψ⟩は，実質的には転送
したい状態 |ψ⟩と同じものとみてもよい．そこで，以下，D̂(β) = Îとおく．

そうすると，図 7.1にも示したように，転送したい状態である未知の状態 |ψ⟩は，ベル測
定で消滅したのち，モードM2のみならず，モード Lにも再現されたことになる．このこ

とは，量子複製不可能定理（no-cloning theorem）に抵触しないだろうか? この点について

は，次のように考えられる．

恒等チャンネル Î を形成することができるのは，アリスがロブと共通の場をみていると

き，即ち，アリスが右リンドラーくさび状領域Rに居るときである．つまり，量子テレポー

テーションによる状態 |ψ⟩の転送は，アリスとロブとの両者が右リンドラーくさび状領域R

内に居るときに完結する．

そして，アリスとロブとが存する右リンドラーくさび状領域Rは，状態 |ψ⟩が再現される
左リンドラーくさび状領域 Lとは，事象の地平面によって因果的に断絶されている．しか

も，左リンドラーくさび状領域LのモードLとは，第 3の第 3.7節で定義した反ロブにとっ

てのモードであり，反ロブとは，第 3の図 3.2に示したように時間をさかのぼって運動する

ような仮想的な量子系である．従って，誰もモードLの状態 |ψ⟩にはアクセスすることがで
きない2．つまり，モード Lの状態 |ψ⟩は利用することができない．
それゆえ，モードM2のみならずモードLにも未知の状態 |ψ⟩が再現されることは，量子
複製不可能定理には抵触しないと考えられる．

7.3 まとめ

以上説明したように，ウンルー効果によって生じる，右リンドラーくさび状領域のモー

ドRと左リンドラーくさび状領域のモードLとのエンタングル状態 |EPR⟩L,Rを，量子テレ
ポーテーションの資源として用いることができる．

未知の状態 |ψ⟩がモードX からモードM2に転送される過程でモード Lにも状態 |ψ⟩が
再現されることは，量子複製不可能定理には抵触しない．

2 敢えて言えば，これまで述べた “反ロブ”はモード Lの状態 |ψ⟩にアクセスすることができるが，勿論，
“反ロブ”は仮想上の人物である．

82



第8章 結論

8.1 提案事項のまとめ

ウンルー放射の熱揺らぎは，量子論に特有の重ね合わせ状態を古典的な状態へと劣化させ

るデコヒーレンスの原因となる．このため，ウンルー効果は，常識的には，量子情報処理を

遂行するうえで回避すべきものとされる．しかし，その一方で，ウンルー効果は，量子情報

処理において必須と言えるほど重要な操作であるパラメトリック増幅と物理的に等価であ

る．本研究では，この事実に着目し，ウンルー効果には量子情報処理に有効活用できる可能

性が秘められていると推察した．本論文は，その推察に基づいて，ウンルー効果の活用方法

を模索した結果を述べたものである．

本論文では，まず，第 2章から第 4章にわたってウンルー効果のメカニズムを数学的に調

べた．そして，その数学的メカニズムに基づいて，残りの第 5章から第 7章でウンルー効果

を有効活用する事例を提示した．具体的には，本論文では，ウンルー効果の活用方法とし

て，以下の 3つの事項を示した．

(1) 第 5章の第 5.3節では，ウンルー効果そのものを表す，左リンドラーくさび

状領域と右リンドラーくさび状領域との間の量子エンタングルメントを，ア

リスが利用可能な形態のエンタングル状態 |EPR⟩M1,M2として，ミンコフ

スキーフォック空間FI に取り出すことを示した．

(2) 第 6章では，ウンルー効果をCTCの形成に活用し，かつその CTCを，ア

リスが保有する 2準位系Aとロブが保有する 2準位系Bとの間の量子エン

タングルメントの形成に活用する手法を述べた．この手法で得られるエン

タングル状態 |Φ(n)⟩A,B は，アリスとロブとに共有される．

(3) 第 7章では，ウンルー効果そのものを表す，左リンドラーくさび状領域と右

リンドラーくさび状領域との間の量子エンタングルメントを，ロブからア

リスへの量子テレポーテーションの資源として用いることを示した．

上述した提案事項 (1)及び (2)で得られる量子エンタングルメントは，あらゆる量子情報

処理の資源として用いることができる．また，上述した提案事項 (3)で実現される量子テレ

ポーテーションは，ロブからアリスへの量子通信の手段としてのみならず，量子情報処理の

一部を構成する基本的な操作の 1つとしても用いられ得る. 即ち，上述した提案事項 (1)–(3)

によれば，量子情報処理の資源又は基本的な量子操作が提供される．

以上のとおり，上述した提案事項 (1)–(3)を示したことをもって，ウンルー効果の量子情

報処理への活用手法を示すという，所期の目的が達成された．
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8.2 本研究の着眼点及び貢献的意義

第 1章で述べたとおり，これまでウンルー効果が活用に供されなかった理由は，それがデ

コヒーレンスの原因となることだけでなく，ウンルー効果をもたらす量子エンタングルメン

トの一方の片割れが，原理的にアクセス不可能なモードLに存在することにもあると思われ

る．即ち，量子エンタングルメントは，他方の片割れにしかアクセスできないのであれば，

それは単なる熱浴を表すものに過ぎず，利用価値はない．

本研究では，この難点を，第 5章で述べたとおり，ウンルー効果を表すユニタリー演算子

Ĝがミンコフスキーフォック空間FIとリンドラーフォック空間FIIとをつなぐ量子チャンネ

ルの役割を果たしていることに着眼して解決した．つまり，本論文で “ウンルー効果を活用

する”とは，具体的には，ミンコフスキーフォック空間FIとリンドラーフォック空間FIIと

の数学的なつながり Ĝを活用することを指す．具体的には，逆変換 Ĝ†の操作によって，量

子チャンネル Ĝを恒等チャンネル Î に変換することが原理的には可能である．そして，恒

等チャンネル Î によれば，アクセス不可能なモード Lが，アクセス可能なモードM2とつ

ながれる．このため，モードLの量子状態をモードM2に取り出せる．つまり，モードM2

を通じて，間接的にモード Lにアクセスすることが可能となる．

このようにして，本研究では，ウンルー効果をもたらすモードR,L間の量子エンタング

ルメントの利用を可能とした．モードR,L間の量子エンタングルメントが利用可能となっ

た以上，ウンルー効果を，パラメトリック下方変換と同様の使い方で活用できる．上述した

提案事項 (1)及び (3)は，まさにこのことを示す．

さらに，モードLへの間接的なアクセスを可能とする恒等チャンネル Îは，波束の収縮の

双方向的な伝播を許す可逆性をもつ．この可逆性をも利用することで，パラメトリック下方

変換では実現し得ない，ウンルー効果に特有の活用形態が実現された．そのことを示すのが

提案事項 (2)である．つまり，ウンルー効果では，ロブが一様加速運動していることが原因

で，波束の収縮が恒等チャンネル Îを往復しつつ過去へと遡及し，その結果として，疑似的

にCTCが形成される．そして，そのCTCが，アリス－ロブ間の量子エンタングルメント

の形成に利用される．このように，提案事項 (2)は，恒等チャンネル Îの可逆性と，ロブの

一様加速運動とが相まって実現されたものである．

以上のとおり，本研究は，これまで活用されることのなかったウンルー効果が活用可能で

あることを理論的にではあるが示したという点で，貢献的意義を有する．さらに，提案事項

(2)に関しては，CTCの利用方法を示したという点でも貢献的意義を有すると考える．第 6

章の第 6.1節で述べたとおり，これまでCTCの存在そのものは指摘されていたが，その利

用方法までは提案されていないからである．

8.3 発見事項のまとめ

上述した提案事項 (2)及び (3)の創出過程で見い出されたことについてまとめる．

• 提案事項 (2)では，第 6章の第 6.3.5節で述べたとおり，CTCを構成する量子状態の非

古典度が大きいほど，得られる量子エンタングルメントの量が大きい．従って，CTC
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を形成するためのPOVM測定の基底には，フォック基底又はスクイージングパラメー

タ rが充分に大きいスクィーズド基底を用いることが有利である．

• 提案事項 (2)では，第 6章の第 6.3.2節で述べたとおり，POVM測定にフォック基底を

用いる場合，モード Lの存在により，2準位系A,Bのデコヒーレンスが回避される．

具体的には，2準位系A,Bと因果的に断絶されているモード Lが POVM測定で特定

のフォック状態 |n⟩に射影されることにより，モード LとエンタングルしたモードR

の熱揺らぎが抑え込まれる．これにより，2準位系A,Bが熱揺らぎの影響を受けるこ

とが回避されるので，2準位系A,Bのデコヒーレンスが回避される．

• 提案事項 (3)では，第 7章の第 7.2節で述べたとおり，モード Lへの直接的なアクセ

スが原理的に不可能であるということが，量子複製不可能定理を保証する．

8.4 今後の課題

現状，量子状態を担持する媒体としては光子，電子等の粒子を用いることが一般的であ

る．これに対し，本研究では，場を，量子状態を担持する媒体として用いた．場に対する各

種量子操作の具体的な方法は，まだ充分に確立されているとは言えない．

本研究では，場に対してユニタリー変換 Ĝ†を具体的にどのようにして実現するかという

こと，及び 2つの場に対するベル測定を具体的にどのようにして実現するかということが今

後の課題である．
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付 録A 正準交換関係からの不確定性関

係の導出

本付録 Aでは，正準交換関係 [q̂, p̂] = iℏから不確定性関係 δq δp ≥ ℏ/2が導出されるこ
とを確認する．ここで δqは，一般化座標 qの測定値の標準偏差 δq :=

√
⟨q2 ⟩ − ⟨q⟩2である．

また，δpは，一般化運動量 pの測定値の標準偏差 δp :=
√

⟨p2 ⟩ − ⟨p⟩2である．
まず，任意の状態 |ψ⟩に対して，次のように演算子∆q̂及び∆p̂を定義する：

∆q̂ := q̂ − ⟨ψ|q̂|ψ⟩ = q̂ − ⟨q̂⟩ (A.0.1)

∆p̂ := p̂− ⟨ψ|p̂|ψ⟩ = p̂− ⟨p̂⟩ (A.0.2)

正準交換関係 [q̂, p̂] = iℏを用いると，演算子∆q̂と∆p̂との交換関係が次のように求まる：

[∆q̂,∆p̂] = iℏ (A.0.3)

一方，任意の実数 λに対して，(∆q̂ + iλ∆p̂) |ψ⟩は状態ベクトルである．そのノルムの 2

乗は，次のように計算される：

∥(∆q̂ + iλ∆p̂) |ψ⟩∥2 = ⟨ψ|(∆q̂ − iλ∆p̂)(∆q̂ + iλ∆p̂)|ψ⟩
= ⟨ψ|(∆q̂)2 + iλ[∆q̂,∆p̂] + λ2(∆p̂)2|ψ⟩ (A.0.4)

= ⟨ψ|(∆p̂)2|ψ⟩λ2 − ℏλ+ ⟨ψ|(∆q̂)2|ψ⟩ (A.0.5)

但し，式 (A.0.4)から式 (A.0.5)への移行において，式 (A.0.3)を用いた．

状態ベクトルのノルムは非負なので，式 (A.0.5)の左辺の値もまた非負である．従って，い

かなる実数 λに対しても式 (A.0.5)の右辺の値は非負でなければならない．即ち，式 (A.0.5)

を未知数 λの 2次方程式とみたとき，その判別式はゼロ又は負でなければならない：

ℏ2 − 4⟨ψ|(∆q̂)2|ψ⟩⟨ψ|(∆p̂)2|ψ⟩ ≤ 0

∴ ⟨ψ|(∆q̂)2|ψ⟩⟨ψ|(∆p̂)2|ψ⟩ ≥ ℏ2

4
(A.0.6)

上式 (A.0.6)の左辺の ⟨ψ|(∆q̂)2|ψ⟩は，式 (A.0.1)を用いると，次のとおり，既述の標準偏
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差 δqの 2乗，即ち分散に他ならない：

⟨ψ|(∆q̂)2|ψ⟩ = ⟨ψ|q̂2 − 2q̂⟨q̂⟩ + ⟨q̂⟩2|ψ⟩
= ⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2

= δq2 (A.0.7)

同様に，上式 (A.0.6)の左辺の ⟨ψ|(∆p̂)2|ψ⟩は，式 (A.0.2)を用いると，標準偏差 δpの 2

乗，即ち分散に他ならない：

⟨ψ|(∆p̂)2|ψ⟩ = ⟨ψ|p̂2 − 2p̂⟨p̂⟩ + ⟨p̂⟩2|ψ⟩
= ⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2

= δp2 (A.0.8)

そこで，式 (A.0.7)と式 (A.0.8)とを式 (A.0.6)に代入すると，次式を得る：

δq2 δp2 ≥ ℏ2

4

∴ δq δp ≥ ℏ
2

(A.0.9)

上式 (A.0.9)は，不確定性関係に他ならない．

以上のとおり，正準交換関係 [q̂, p̂] = iℏから不確定性関係 δq δp ≥ ℏ/2が導出されること
が確認された．
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付 録B ウンルー効果をもたらすユニタ

リー演算子Ĝの作用の確認

第 4章で示した式 (4.2.9)を以下に再掲する．但し，第 4章で述べたとおり，特定のモー

ド kに着目するため，添え字 kの表記は取り除く．

Ĝ = exp
[
−θ

(
â†Râ

†
L − âRâL

)]
(B.0.1)

この演算子 Ĝは，次のとおりユニタリー条件を充足するため，ユニタリー演算子である：

Ĝ†Ĝ = exp
[
−θ

(
âRâL − â†Râ

†
L + â†Râ

†
L − âRâL

)]
= Î (B.0.2)

以下，このユニタリー演算子 Ĝの作用を確認する．

B.1 リンドラーラダー演算子の時間発展の確認

まず，ユニタリー演算子 Ĝによるリンドラーラダー演算子 âR，â
†
L の時間発展を確認す

る．具体的には，第 4章の式 (4.2.11)が同章の式 (4.2.7)等しいことを確認する．そのため

に，以下に示すアダマールの公式 [31]を用いる：

eθB̂ Â e−θB̂ = Â+ θ
[
B̂, Â

]
+
θ2

2!

[
B̂,

[
B̂, Â

]]
+
θ3

3!

[
B̂,

[
B̂,

[
B̂, Â

]]]
+ · · · (B.1.1)

このアダマールの公式 (B.1.1)において，Â = âR，B̂ = â†Râ
†
L − âRâLと置くと，次式を

得る：

Ĝ† âR Ĝ = âR + θ
(
−â†L

)
+
θ2

2!
âR +

θ3

3!

(
−â†L

)
+ · · ·

= âR

(
1 +

θ2

2!
+ · · ·

)
− â†L

(
θ +

θ3

3!
+ · · ·

)
= âR cosh θ − â†L sinh θ (B.1.2)

但し，ボース粒子の交換関係 [âR, â
†
R] = 1，及び [âL, â

†
L] = 1を用いた．

同様にして，アダマールの公式 (B.1.1)において，Â = â†L，B̂ = â†Râ
†
L − âRâLと置くと，

次式を得る：
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Ĝ† â†L Ĝ = â†L + θ (−âR) +
θ2

2!
â†L +

θ3

3!
(−âR) + · · ·

= â†L

(
1 +

θ2

2!
+ · · ·

)
− âR

(
θ +

θ3

3!
+ · · ·

)
= â†L cosh θ − âR sinh θ (B.1.3)

上式 (B.1.2)及び (B.1.3)を行列の形にまとめると，次式を得る：

Ĝ†

[
âR
â†L

]
Ĝ =

[
cosh θ − sinh θ

− sinh θ cosh θ

][
âR
â†L

]
(B.1.4)

これより，第 4章の式 (4.2.11)が同章の式 (4.2.7)等しいことが確認された．

B.2 リンドラー真空の時間発展の確認

次に，上式 (B.0.1)に示すユニタリー演算子 Ĝによるリンドラー真空 |0, 0⟩R,Lの時間発展

を確認する．具体的には，第 4章の式 (4.4.2)を確認する．

上式 (B.0.1)に示すユニタリー演算子 Ĝは，Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) の公式を

用いて示される disentangling 定理 [32][33][34]により，次のように展開される：

Ĝ = exp
[
−θ

(
â†Râ

†
L − âRâL

)]
= Ĝa · Ĝb · Ĝc ,

Ĝa = exp
[
− tanh θ â†Râ

†
L

]
, (B.2.1)

Ĝb = exp
[
−ln (cosh θ)

(
â†RâR + â†LâL + 1

)]
, (B.2.2)

Ĝc = exp [tanh θ âRâL] . (B.2.3)

消滅演算子 âRと âLの各々は，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lを消す作用をもつ．

このため，式 (B.2.2)に示す演算子 Ĝbは，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lへの作用においては，

Ĝb = exp [−ln (cosh θ)] Î = Î/ cosh θとみなせる．

同様に，式 (B.2.3)に示す演算子 Ĝcのマクローリン展開の第 2項以降は，リンドラー真

空 |0, 0⟩R,Lを消す. このため，リンドラー真空 |0, 0⟩R,Lへの作用においては，演算子 Ĝcは，

そのマクローリン展開の第 1項のみに着目すればよい．即ち，Ĝc = Îとみなせる．
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従って，ユニタリー演算子 Ĝをリンドラー真空 |0, 0⟩R,Lに作用させると，次式を得る：

|0⟩M = Ĝ |0, 0⟩R,L

= Ĝa · Ĝb · Ĝc |0, 0⟩R,L

= Ĝa · Î

cosh θ
· Î |0, 0⟩R,L

=
1

cosh θ
exp

[
− tanh θ â†Râ

†
L

]
|0, 0⟩R,L

=
1

cosh θ

∞∑
n=0

1

n!

(
− tanh θ â†Râ

†
L

)n

|0, 0⟩R,L

=
1

cosh θ

∞∑
n=0

(− tanh θ)n
(â†R)n√
n!

(â†L)n√
n!

|0, 0⟩R,L

=
1

cosh θ

∞∑
n=0

(− tanh θ)n |n, n⟩R,L (B.2.4)

以上より，第 4章の式 (4.4.2)が確認された1．

1 第 4章の式 (4.2.9)及び上式 (B.0.1)において，ユニタリー演算子 Ĝの指数部分 [−θ(â†Râ
†
L − âRâL)]は，

より一般的には，Θ = θeiφとして，[−Θâ†Râ
†
L +Θ∗âRâL]と書ける．ハイパボリックタンジェントは奇関数で

あるため，その位相 φの選び方によっては，第 4章の式 (4.4.2)及び上式 (B.2.4)中の (− tanh θ)nの括弧内の
負号が取れて (tanh θ)nとなる定義もあり得る．本論文では，位相 φ = 0を選んでいる結果，エンタングル状
態 |EPR⟩R,L の定義において (− tanh θ)n のように負号が付く．本論文のこの定義と整合する定義を示した文
献として，文献 [18]の第 4章，文献 [32]の第 5章の第 5.2.2節，文献 [35]の第 2章の第 2.5節が挙げられる．
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付 録C 熱状態からのプランクの放射式

の導出

本付録Cでは，第 4章の式 (4.4.4)に示した熱状態が，黒体放射の状態と等価であること

を確認する．そのために，熱状態 (4.4.4)から，黒体放射の特徴を表現するプランクの放射

式（Planck’s formula of radiation）が導出されることを示す．

プランクの放射式は，黒体から放射される電磁波のエネルギー分布を表す．ここでいうエ

ネルギー分布とは，黒体から放射される電磁波のエネルギー密度の，その電磁波に含まれる

角振動数 ωに対する依存性を意味する．具体的には，電磁場を量子化して光子の集まりと

して捉えたうえで，プランクの放射式は，［角振動数 ωのエネルギー固有状態の数密度］×
［1つのエネルギー固有状態を占める平均光子数］× ［1光子あたりのエネルギー (= ℏω)］，

で表される，角振動数 ωの関数である．

以下，上記電磁場を右リンドラーくさび状領域の量子場Rに置き換え，かつ上記光子を

ウンルー粒子に置き換えても1 ，プランクの放射式が導出されることを示す．そのために，

まず，第 C.1節で，熱状態 (4.4.4)を用いて，［1つのエネルギー固有状態を占める平均粒子

数］を求める．次に，第C.2節で，［角振動数 ωのエネルギー固有状態の数密度］を求める．

次に，第C.3節で，第C.1節及び第C.2節の結果を用いて，プランクの放射式を得る．

C.1 ボース・アインシュタイン分布関数の導出

黒体から放射される電磁波のエネルギー分布は，その黒体の温度 T に依存する．一方，第

4章で示した熱状態 (4.4.4)には，温度の情報が含まれていない．そこで，熱状態 (4.4.4)を

プランクの放射式と関係付けるために，次式によって温度 T を仮定する：

e
− ℏω

kBT := tanh2 θ (C.1.1)

但し，kBはボルツマン定数である．

なお，上式 (C.1.1)と，第 4章の式 (4.2.5)とによれば，温度 T は，具体的には，

T =
aℏ

2πkB
(C.1.2)

と表される．ここで aは，ロブの固有加速度である．

1 なお，光子もウンルー粒子も共にボース粒子である．
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まず，上式 (C.1.1)と，1/ cosh2 θ = 1 − tanh2 θなる関係式とを用いて，第 4章で示した

熱状態 (4.4.4)を次のように書き改める：

ρ̂thermal R =
1

cosh2 θ

∞∑
n=0

tanh2n θ |n⟩R⟨n|

=
(
1 − tanh2 θ

) ∞∑
n=0

tanh2n θ |n⟩R⟨n|

=
(

1 − e
− ℏω

kBT

) ∞∑
n=0

e
−n ℏω

kBT |n⟩R⟨n| (C.1.3)

そして，上式 (C.1.3)で表される熱状態の量子場Rに対し，ウンルー粒子の粒子数を観測

する粒子数測定を行った場合，測定結果がm個である確率 pmは，次式で与えられる．

pm = Tr
[
|m⟩R⟨m| · ρ̂thermal R

]
=

(
1 − e

− ℏω
kBT

)
e
−m ℏω

kBT (C.1.4)

従って，式 (C.1.3)で表される熱状態における平均粒子数 ⟨n⟩は，

⟨n⟩ =
∞∑

m=0

m · pm

=
(

1 − e
− ℏω

kBT

) ∞∑
m=0

me
−m ℏω

kBT

=
(

1 − e
− ℏω

kBT

) e
− ℏω

kBT(
1 − e

− ℏω
kBT

)2 =
1

e
ℏω

kBT − 1
(C.1.5)

である2 ．なお，式 (C.1.1)を用いると，平均粒子数 ⟨n⟩は，⟨n⟩ = sinh2 θとも書ける．

以下，上式 (C.1.5)が表す平均粒子数 ⟨n⟩ の物理的意味について考察する．一般に，粒子
のエネルギー固有状態は，その粒子の波動的側面を表す波動3 の属性毎に存在する．属性は，

波動の伝播方向，角振動数 ω，及び偏波方向の組み合わせで指定される．

このことを踏まえたうえで，式 (C.1.5)の根拠とした，第 4章の式 (4.4.4)に示す熱状態の

導出過程を再確認する．第 4章の第 4.4節の冒頭では，特定の波数 kに着目し，波数 kの表

記を止めると述べた．このことは，ウンルー粒子の波動的側面の属性のうち，伝播方向及び

角振動数 ωについて，それぞれ或る特定のものに着目したことを意味する．角振動数 ωの

値は，分散関係 ω = ckにより波数 kの値と 1対 1に対応し，かつ 1次元空間では，波数 k

の符号が伝播方向を表すからである．

2 無限級数の公式，
∑∞

m=0mr
m = r/(1− r)2 を使った．

3ここでいう波動とは，粒子が光子である場合は，電磁波そのものを指し，粒子がウンルー粒子である場合

には，第 3章の式 (3.5.5)で定義したリンドラーモード関数を指す．
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第 C章 熱状態からのプランクの放射式の導出

また，第 3章の式 (3.5.5)に示すリンドラーモード関数の定義においては，偏波の自由度

が捨象されている．このことは，ウンルー粒子の波動的側面の属性のうち，偏波方向につい

ても或る特定のものに着目したことを意味する．

従って，熱状態 (C.1.3)は，右リンドラーくさび状領域の場に存在する様々なウンルー粒

子の集まりのうち，或る特定の 1のエネルギー固有状態に属するウンルー粒子群が織り成す

量子状態を表したものである．それゆえ，式 (C.1.5)に示す平均粒子数 ⟨n⟩は，或る特定の
1つのエネルギー固有状態を占める平均粒子数を表す．

実際，上式 (C.1.5)は，化学ポテンシャルがゼロ4 のボース粒子に対するボース・アイン

シュタイン分布関数（Bose-Einstein distribution function）と同じ形をしている．ボース・

アインシュタイン分布関数とは，相互作用のないボース粒子群よりなる系において，或る特

定の 1つのエネルギー固有状態を占める平均粒子数を与える理論式である [36]．

C.2 エネルギー固有状態の数密度の導出

以上説明したように，第 4章では，ウンルー粒子の，特定の 1つのエネルギー固有状態だ

けに着目した．次に，ウンルー粒子がとり得るエネルギー固有状態の数を調べるために，熱

状態の量子場Rが 3次元に広がっている状況を考察する．その場合，ウンルー粒子を表す

波動は 3次元的にあらゆる方向に伝播しうる．以下，その場合における，角振動数がωから

ω + dωまでの区間に存在するエネルギー固有状態の数を求める．

まず，3次元の k空間に視点を移し，1つのエネルギー固有状態が k空間で占める体積を

求める．熱状態の量子場Rが，一辺の長さLの立方体状の空洞に画定されているとする．そ

の空洞の x方向に波動の定在波が立つために，k空間は，波数の x方向成分を表す kx軸方向

に間隔 π/Lで量子化される．同様に，k空間は，ky軸方向及び kz軸方向にも間隔 π/Lで量

子化される．従って，1つのエネルギー固有状態が k空間で占める体積は π3/L3である．こ

れより，波数 k = |k| =
√
k2x + k2y + k2z が，kから k + dkまでの区間に存在するエネルギー

固有状態の数 g(k)dkが次のように計算される：

g(k)dk = 2 · k空間における内径 k厚さ dkの球殻の体積の 1/8

1つのエネルギー固有状態が k空間において占める体積
(C.2.1)

= 2 · (1/8) · 4πk2dk

π3/L3
=
L3k2

π2
dk (C.2.2)

上式 (C.2.1)で分子の体積を 1/8倍した理由は，kx ≥ 0，ky ≥ 0，かつ kz ≥ 0であるため，

3次元の k空間の第 1象限のみに着目したためである．また，式 (C.2.1)で全体を 2倍した

理由は，偏波方向の自由度 2を加味したことによる．

4 力学では，ポテンシャルの勾配が力を表す．このこととのアナロジーで言えば，熱力学では，自由エネル

ギーがポテンシャルに相当する役割を果たし，化学ポテンシャルが自由エネルギーの勾配（物質量に関する偏

微分）に相当する役割を果たす．熱力学第 2法則より，自由エネルギーが減少する方向の “力”が系に作用す
ると解すれば，化学ポテンシャルがゼロであるということは，系（量子場R；電磁場）の物質量（ウンルー粒
子数；光子数）に制限がないため，そのような “力”がゼロである，ということを意味する．なお，ウンルー
粒子の粒子数に制限がないことは，ロブにとってのフォック空間が無限次元であることと対応する．
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第 C章 熱状態からのプランクの放射式の導出

次に，式 (C.2.2)に示す g(k)dkの kを，分散関係 ω = ckを用いて角振動数 ωに換算する

と，次式を得る：

g(ω)dω =
L3ω2

π2c3
dω (C.2.3)

この g(ω)dωは，角振動数が ωから ω + dωまでの区間に存在するエネルギー固有状態の数

を表す．

C.3 プランクの放射式の導出

熱状態の量子場Rにおいては，角振動数がωからω+dωの区間に上式 (C.2.3)で示す数の

エネルギー固有状態が存在しており，それらエネルギー固有状態の各々を，平均で式 (C.1.5)

に示す個数のウンルー粒子が占めており，かつ個々のウンルー粒子のエネルギーが ℏωとい
う訳である．従って，角振動数が ωから ω + dωまでの区間における，単位体積あたりのエ

ネルギーE(ω)dωは，次式で与えられる：

E(ω)dω =
g(ω)dω · ⟨n⟩ · ℏω

L3

=
ℏω3dω

π2c3
1

e
ℏω

kBT − 1
(C.3.1)

この式 (C.3.1)は，まさにプランクの放射式（Planck’s formula of radiation）[36] と同じ形

をしている．即ち，式 (4.4.4)に示した熱状態からプランクの放射式が導出された．

C.4 まとめ

以上説明したように，式 (C.1.2)によって量子場Rの温度 T を仮定すると，第 4章で示し

た熱状態 (4.4.4)から，温度 T の黒体放射を表すプランクの放射式と同じ式が得られる．

このため，第 4章で示した熱状態 (4.4.4)は，式 (C.1.2)で定義される温度 T をもつ黒体放

射の状態と等価であると言える．ロブは，一様加速運動をしつつ，そのような温度 T の黒

体放射をみる. ロブが感知する温度 T は，式 (C.1.2)より，ロブの固有加速度 aに比例する．

C.5 付言：ロブの固有加速度aの具体値の見積もり

式 (C.1.2)で光速 cを明示すると，ウンルー放射の温度T は，T = (aℏ)/(2πckB)と書ける．

これに，プランク定数 ℏ ≒ 1.054571 × 10−34 [J·s]，ボルツマン定数 kB = 1.380649 × 10−23

[J/K]，光速 c = 299792458 [m/s] を代入する．すると，T = 100[◦C] (= 373.15[K])であるた

めには，ロブの固有加速度aは，約 9.2×1022[m/s2]であることが必要であると見積もられる．

また，T = 50[◦C] (= 323.15[K])であるためには，ロブの固有加速度 aは，約 7.9×1022[m/s2]

であることが必要であると見積もられる．
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付 録D フォック空間FIとFIIとのユニタ
リー非同値性について

第 4章で述べたように，本研究では，場における特定の波数 kの成分だけに着目できると

いうシングルモード近似を採用する．本論文の第 5章以降では，ミンコフスキーフォック空

間FI とリンドラーフォック空間FII とがユニタリー演算子 Ĝでつながれていることを前提

として議論を展開しており，この前提は，シングルモード近似が根拠となっている．

本付録Dでは，本研究におけるシングルモード近似の重要性を示すために，シングルモー

ド近似を採用しない場合はどうなるのかを論ずる．結論から言うと，シングルモード近似を

採用しない場合には，場の自由度が無限大であることに起因して，ミンコフスキーフォック

空間FI とリンドラーフォック空間FII とがユニタリー同値でなくなる．本付録Dでは，文

献 [37]の教示に沿って，このことを述べる．

なお，第 4章の第 4.4節の冒頭では，添え字 kの表記を止めると述べたが，以下，本付録

Dでは，議論を明確化するために添え字 kを明示することとする．

D.1 ミンコフスキー真空の展開

まず，自由度とは何かを確認しておく．物理系の自由度とは，その物理系の状態を指定す

るのに必要な基本変数の組の数をいう．具体的には，ハミルトン形式で物理系を記述する場

合は，正準交換関係を満たす一般化座標演算子 q̂kと一般化運動量演算子 p̂kとの組 {q̂k, p̂k}
の数をいう．例えば，k = 1, 2, · · ·N であれば，自由度はN である．

物理系が場である場合には，ミンコフスキーフォック空間FI上で正準変数の組{q̂k,M , p̂k,M}
はラダー演算子の組 {âk,M , â†k,M} と 1対 1に対応する．従って，ミンコフスキーフォック空

間FI が表す場の自由度とは，ラダー演算子の組 {âk,M , â†k,M}の数である．シングルモード
近似を採用する場合は，特定の kだけに着目するので，自由度は 1とみなされる．

一方，本来は，ラダー演算子の組 {âk,M , â†k,M}の数，即ち波数 kの数は無限大である．具

体的には，第 2章の式 (2.2.1)に示す，kに関する積分の範囲には制限がない．このため，ミ

ンコフスキーフォック空間FIが表す場の自由度は，本来，無限大である．当然ではあるが，

リンドラーフォック空間FII が表す場の自由度も無限大である．

以上のように，場の自由度は無限大である．但し，場の量子化の過程で定在波が立つ条件

を課すので，波数 kの集合は，無限集合ではあるが可付番集合である．そこで，以下，波数

kの全体に順番をつけ，波数 kの集合を {k1, k2, k3, · · · kN}と表記する．このように，場の
自由度をN とおいて，最後にN → ∞とした場合の問題点を調べる．
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第 D章 フォック空間FI とFII とのユニタリー非同値性について

ミンコフスキーフォック空間FI において，真空は波数 kj毎に |0kj⟩M として定義される．
従って，ミンコフスキー真空は，本来，それらの直積として定義される：

|0⟩M := |0k1⟩M |0k2⟩M |0k3⟩M · · · |0kN⟩M (D.1.1)

リンドラーフォック空間FII においても同様に，真空は波数 kj毎に |0kj⟩R := |0kj, 0kj⟩R,L

として定義される．従って，リンドラー真空は，本来，それらの直積として定義される：

|0⟩R := |0k1⟩R|0k2⟩R|0k3⟩R · · · |0kN⟩R (D.1.2)

次に，第 4章の式 (4.2.10)に示すハイゼンベルグ表示を，シングルモード近似を用いるこ

となしに，リンドラー真空 |0⟩Rを時間発展させるものとしてシュレーディンガー表示する．
その結果は次のとおりである：

|0⟩M = V̂ |0⟩R (D.1.3)

=
N∏
j=1

Ĝkj|0⟩R

= Ĝk1|0k1⟩R Ĝk2|0k2⟩R Ĝk3|0k3⟩R · · · ĜkN |0kN⟩R

=
N∏
j=1

[
1

cosh θkj

∞∑
n=0

(− tanh θkj)
n |nkj⟩R

]
(D.1.4)

但し，上式 (D.1.4)において，|nkj⟩Rは，|nkj⟩R := |nkj, nkj⟩R,L で定義される．

一方，リンドラーフォック空間FIIにおいては，リンドラー真空 |0⟩Rに対して生成演算子
â†kj,R, â

†
kj,L を任意回作用させたものの 1次結合の集合によって完全系が構成される．そこ

で，その完全系によって，ミンコフスキーフォック空間FI の状態ベクトル，例えば，ミン

コフスキー真空 |0⟩Mを展開できる：

|0⟩M = C|0⟩R +
N∑
j=1

Dj · â†kj,R|0⟩R +
N∑
j=1

Ej · â†kj,L|0⟩R + · · · (D.1.5)

ここで，C，Dj，Ej，· · · は，展開係数である．例えば，Cの値は，上式 (D.1.4)及び (D.1.5)

を用いて，次のように計算される：

C = R⟨0| · |0⟩M
= R⟨0|V̂ |0⟩R

=
N∏
j=1

1

cosh θkj

= exp

[
−

N∑
j=1

log cosh θkj

]
(D.1.6)
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D.2 演算子 V̂ の性質

上式 (D.1.6)に示すCの値を評価する．第 4章の式 (4.2.5)より，tanh θkj > 0であり，従っ

て θkj > 0である．このため，cosh θkj > 0であるから，上式 (D.1.6)に示すCは，N → ∞
でC → 0となってしまう．他の展開係数Dj，Ej等についても全く同様のことが成り立ち，

式 (D.1.5)のすべての展開係数は，N = ∞で消えてしまう．
つまり，自由度N が無限大のとき，ミンコフスキー真空 |0⟩Mは，リンドラーフォック空
間 FII の基底では展開が不可能である．言い換えれば，自由度N が無限大のとき，ミンコ

フスキー真空 |0⟩Mは，リンドラーフォック空間FII に属さない．

このことは，第 4章の式 (4.2.8)及び上式 (D.1.3)に示す演算子 V̂ は形式的にはユニタリー

であっても，実はそうではないことを意味する．具体的には，ミンコフスキーフォック空間

FIの基底と，リンドラーフォック空間FIIの基底とをつなぐべき演算子 V̂ は，N = ∞では，
ユニタリーどころか，その行列要素がすべてゼロになる．

以上のような，N = ∞　におけるミンコフスキーフォック空間FIとリンドラーフォック

空間FII との関係をユニタリー非同値（unitarily inequivalent）という [37][38].

D.3 まとめ

以上説明したように，場の自由度Nは無限大であるため，本来，ミンコフスキーフォック

空間FI とリンドラーフォック空間FII とはユニタリー非同値である．

これに対し，本研究では，特定の波数 kの成分だけに着目するシングルモード近似を採用

することにより，自由度N を 1とみなしている．あるいは，必ずしもシングルモード近似

を採用しなくとも，ウンルー効果としての熱放射を記述できる範囲で波数 kに適当な端点を

設定することにより，自由度N を有限に抑え込む近似が可能であろう．

いずれにしても，自由度N が有限の場合には，式 (D.1.6)に示すCはゼロにはならない．

他の展開係数Dj，Ej 等についても同様である．従って，ミンコフスキー真空 |0⟩Mの，リ
ンドラーフォック空間FII の基底での展開が可能となる．

つまり，自由度Nが有限の場合には，ミンコフスキーフォック空間FIとリンドラーフォッ

ク空間FIIは，互いに基底の取り方が異なるだけの関係となる．言い換えれば，自由度Nが

有限の場合には，2つのフォック空間FI とFII は，基底の変換を行う演算子 V̂ でつながれ，

かつ演算子 V̂ は，ユニタリー演算子となる．このような，自由度N が有限の場合における

フォック空間FI とFII の関係をユニタリー同値（unitarily equivalent）という [37][38].

なお，自由度N が有限の場合に，ミンコフスキーフォック空間FI とリンドラーフォック

空間FII とがユニタリー同値となり，互いにユニタリー演算子で結ばれることは，フォン・

ノイマン（von Neumann）の一意性定理によって保証される [39]．
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付 録E 電磁場の量子化

第 5章では，アリス及びロブにとっての場のアナロジーとして，光の場について言及した．

本付録Eでは，この光の場が，アリス及びロブにとっての場と同様に，フォック状態 |n⟩と
ラダー演算子 â，â†とで表されることを確認する．

E.1 一般化座標・一般化運動量演算子を用いた光の表現

光は，電場と磁場とから成る．電場の，特定の偏光かつ特定の波数の成分1E(r, t)の大き

さは，次のように三角関数によって実フーリエ級数展開できる：

|E(r, t)| = E(r, t) = x · f1 cos(kr − ωt) + p · f2 sin(kr − ωt) (E.1.1)

ここで，f1と f2は，時間及び空間に依存しない実数係数である．また，電場E(r, t)の cos

成分の大きさを表す物理量 xは，一般化座標に相当する．電場E(r, t)の sin成分の大きさを

表す物理量 pは，一般化運動量に相当する．

電場の量子化は，式 (E.1.1)中の一般化座標 xと一般化運動量 pとを，

[x̂, p̂] = iℏ (E.1.2)

なる正準交換関係を満たすエルミート演算子に置き換えることで達成される：

Ê(r, t) = x̂ · f1 cos(kr − ωt) + p̂ · f2 sin(kr − ωt) (E.1.3)

次に，磁束密度の大きさを表す演算子 B̂(r, t)を求める．磁束密度の，特定の偏光かつ特定

の波数の成分B(r, t)は，ファラデーの法則 rotE = −∂B/∂tを用いて，E(r, t)から求まる：

B(r, t) = −
∫

rotE(r, t)dt．これより，B(r, t)の大きさに対応するエルミート演算子 B̂(r, t)

が次のように求まる：

B̂(r, t) = −
∫ ∣∣∣rotÊ(r, t)

∣∣∣ dt
= −

∫
d

dr
Ê(r, t) dt

=
1

c
Ê(r, t) (E.1.4)

1 簡単のため，ここでは，理想的なレーザ光，即ちシングルモードの光を考察の対象とする．
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次に，電磁場のエネルギーを表すハミルトニアンを求める．まず，上式 (E.1.4)を用いて，

電磁場の，特定の偏光かつ特定の波数の成分のエネルギー密度を表す演算子 Ĥ (r, t)を求め

る．電磁気学によれば，Ĥ (r, t)が次のように求まる：

Ĥ (r, t) =
1

2

[
ϵ0Ê

2(r, t) +
1

µ0

B̂2(r, t)

]
=

1

2

(
ϵ0 +

1

µ0c2

)
Ê2(r, t)

= ϵ0Ê
2(r, t) (E.1.5)

ここで，c = 1/
√
ϵ0µ0の関係を用いた．

電磁場のハミルトニアンを表す演算子は，上式 (E.1.5)のように表されるエネルギー密度演

算子 Ĥ (r, t)を体積V の空間にわたって積分することにより求まる．但し，その体積V = L3

は，1辺の長さ Lが E(r, t)の波長の整数倍の立方体によって画定されるものとする．演算

子化されたハミルトニアンは，次のように書ける：

Ĥ =

∫
V

Ĥ (r, t)dV =

∫
V

ϵ0Ê
2(r, t)dV

= ϵ0L
2

∫ L

0

[
x̂ · f1 sin(kr − ωt) + p̂ · f2 cos(kr − ωt)

]2
dr (E.1.6)

= ϵ0

[
x̂2 · (f1)

2V

2
+ p̂2 · (f2)

2V

2

]
(E.1.7)

ここで，式 (E.1.6)から式 (E.1.7)への移行には，sin関数と cos関数との正規性及び直交性

を用いた．

これまで，式 (E.1.1)で導入した f1と f2の具体的な表式を示さなかった．実は，f1と f2
は，式 (E.1.7)に示すハミルトニアン Ĥが，下記のように単位質量の調和振動子のハミルト

ニアンと一致するように定められたものである．

Ĥ =
1

2

(
ω2 x̂2 + p̂2

)
(E.1.8)

具体的には，f1と f2の定義は，次のとおりである．

f1 =
ω√
ϵ0V

(E.1.9)

f2 =
−1√
ϵ0V

(E.1.10)

つまり，式 (E.1.8)に示すハミルトニアン Ĥの形より，光の一般化座標演算子 x̂と一般化

運動量演算子 p̂は，調和振動子におけるおもりの位置と運動量の関係を満たすように振る舞

う．従って，光の特定の偏光かつ特定の波数の成分は，1つの調和振動子と数学的に等価で

ある．
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以上，一般化座標演算子 x̂と一般化運動量演算子 p̂とを基本変数に選んだハミルトン形式

で，電場演算子 Ê(r, t)，磁束密度演算子 B̂(r, t)，及びハミルトニアン Ĥを記述した．

E.2 生成・消滅演算子を用いた光の表現

次に，上述した調和振動子におけるエネルギー準位の増減を記述できるようにするため

に，基本変数を選び直して，電磁場を記述する．

そのために，式 (E.1.1)に示した電場の大きさE(r, t)を，今度は，指数関数で複素フーリ

エ級数展開する：

Ê(r, t) =

√
ℏω

2ϵ0V

(
â · ei(kr−ωt) + â† · e−i(kr−ωt)

)
(E.2.1)

演算子 â及び â
†
は，上式 (E.2.1)を，式 (E.1.3)，式 (E.1.9)，及び式 (E.1.10)と比較する

ことにより，演算子 x̂, p̂を用いて次のように表される：

â =

√
1

2ℏω

(
ωx̂+ ip̂

)
　 (E.2.2)

â† =

√
1

2ℏω

(
ωx̂− ip̂

)
(E.2.3)

なお，式 (E.2.1)において，演算子 âは，E(r, t)の ei(kr−ωt)成分の大きさを表すようにみえ，

演算子 â†は，e−i(kr−ωt)成分の大きさを表すようにみえる．しかし，式 (E.2.2)及び (E.2.3)

から分かるように，âk及び â†はエルミート演算子ではないことに注意を要する．â及び â†

は，直接的な実測にかからない複素振幅を表す．

また，式 (E.2.2)及び (E.2.3)の定義を一般化座標演算子 x̂及び一般化運動量演算子 p̂につ

いて解き直すことにより，次の関係を得る：

x̂ =

√
ℏ

2ω

(
â+ â†

)
　 (E.2.4)

p̂ = −i
√

ℏω
2

(
â− â†

)
(E.2.5)

また，式 (E.2.2)及び (E.2.3)の定義と，正準交換関係 (E.1.2)とを用いることにより，演

算子 âと â†の交換関係が次のように求まる:

[â, â
†
] = ââ† − â†â

=
1

2ℏω

(
− iω[x̂, p̂] − iω[x̂, p̂]

)
=

1

iℏ
[x̂, p̂]

= 1Î (E.2.6)
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また，式 (E.2.4)及び式 (E.2.5)を用いることにより，式 (E.1.8)に示したハミルトニアン

Ĥを，âと â†を用いて表すことができる：

Ĥ =
1

2

(
ω2 x̂2 + p̂2

)
=

1

2

[
ω2 ℏ

2ω

(
â+ â†

)2

+
(
− ℏω

2

)(
â− â†

)2]
=

ℏω
4

[(
â+ â†

)2

−
(
â− â†

)2]
=

ℏω
2

(
ââ† + â†â

)
(E.2.7)

= ℏω
(
â†â+

1

2

)
(E.2.8)

ここで，式 (E.2.7)から式 (E.2.8)への移行において，交換関係 (E.2.6)より，ââ† = â†â+ 1

と書けることを利用した．

E.3 演算子 â†âの物理的意味

上式 (E.2.8)中の â†âの物理的意味を解釈するために n̂ := â†âとおくと，演算子 n̂は明ら

かにエルミートな可観測量を表す．そこで，演算子 n̂の固有状態を |n⟩，固有値を nとおく．

まず，固有方程式 n̂|n⟩ = n|n⟩の左側から ⟨n|を掛けることにより，n = ∥â|n⟩∥2という関
係式が得られ，これより固有値 nが非負であることが分かる．

次に，交換関係 (E.2.6)を用いると，次の関係式が得られる：

â|n⟩ =
√
n |n− 1⟩ (E.3.1)

â†|n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ (E.3.2)

そして，上式 (E.3.1)及び (E.3.1)における演算子 â及び â†の作用と，固有値 nが非負であ

る条件とを考慮すると，nは整数であることが結論付けられる．そうすると，ハミルトニア

ン Ĥがエネルギーを表すことと，アインシュタインの光量子仮説とにより，式 (E.2.8)中の

演算子 â†âは，エネルギー量子としての光子の個数を表すと解される．

E.4 まとめ

つまり，|n⟩は光子がn個存在する状態を表すと解釈され，これをフォック状態という．ま

た，演算子 âは，光子を 1つ消滅させる消滅演算子であり，演算子 â†は，光子を 1つ生成す

る生成演算子である．演算子 âと â†をラダー演算子と総称する．

なお，フォック状態はエルミート演算子 n̂ := â†âの固有状態であるため正規直交基底をな

す．このフォック状態とそれらの線形結合とから成るヒルベルト空間をフォック空間という．

以上のように，光の場が，フォック空間において，フォック状態 |n⟩とラダー演算子 â，â†

とで表されることが確認された．
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付 録F 量子力学における時間反転

物理法則を表す方程式が或る変換で形を変えないとき，その物理法則は，その変換の下

で対称性をもつという．対称性を要請しつつ理論を定式化することは，物理法則のあるべき

姿を探求するうえで重要である．なぜならば，多くの対称性を示す物理法則ほど普遍性が

高いと言え，かつそのような普遍性の高い物理法則を見い出すことこそが，物理学の使命

だからである．アインシュタインが，対称性としての一般相対性原理（general principle of

relativity）— 慣性系と非慣性系とを問わずいかなる座標変換に対しても物理法則は形を変

えないという原理 —を要請して相対論の完成に至ったことは有名である．

本付録Fでは，対称性のうち，時間反転に対して方程式が形を変えないという，時間反転

対称性（T-symmetry）について述べる．エントロピー増大則が表す時間の不可逆性は，散

逸による 2次的効果だと考え，散逸が無い場合の自然法則は，時間反転に対して対象である

と考える．以下では，エネルギーの散逸が無い状況に着目する．

F.1 古典力学の場合

古典力学では，時間に依存しないポテンシャル V (x)中におかれた質量mの質点の，散逸

が無い場合の運動を記述するニュートンの運動方程式，

m
d2

dt2
x(t) = − d

dx
V (x) (F.1.1)

が，時間に関して 2階微分を含む．従って，式中の変数 tを−tに置き換えても，d2/d(−t)2 =

d2/dt2より，運動方程式 (F.1.1)が形を変えない：

m
d2

dt2
x(−t) = − d

dx
V (x)

つまり，運動方程式 (F.1.1)は，時間反転対称性の要請を満たす．このことは，時間反転

した運動 x(−t)も同じ物理法則に従うことを意味する．即ち，質点の散逸のない運動 x(t)を

撮影した動画を，コマを逆送りにすることで時間反転した運動 x(−t)を表すものとして再生
しても，コマが順送りではないことに原理的に気付けない．
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F.2 量子力学の場合

F.2.1 時間反転状態

それでは，量子力学ではどうだろうか．これを調べるために，量子系の波動関数 ψ(x, t)

の時間変化を記述するシュレーディンガー方程式に，時間反転対称性を要請してみる．シュ

レーディンガー方程式が時間反転に対して形を変えないためには，式中の tを−tに置き換
えることのみならず，両辺の複素共役をとることも必要である：

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t) (F.2.1)

⇓ t→ −t

iℏ
∂

∂(−t)
ψ(x,−t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x,−t) (F.2.2)

⇓ ψ → ψ∗

iℏ
∂

∂t
ψ∗(x,−t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ∗(x,−t) (F.2.3)

つまり，式 (F.2.1)中の tを−tに置き換えるだけでは，式 (F.2.2)に示すように，左辺に

負号が付くので，式の形が式 (F.2.1)から変わってしまう．これは，ニュートンの運動方程

式 (F.1.1)に含まれる時間微分の階数が 2階であるのに対し，シュレーディンガー方程式に

含まれる時間微分の階数が 1階であることの帰結である. そこで，式 (F.2.2)からさらに両

辺の複素共役をとると，式 (F.2.3)に示すように，式 (F.2.1)と同じ形が得られる．

以上のように，シュレーディンガー方程式に対して時間反転不変性を要請した結果，波動

関数 ψ(x, t)を時間反転したもののあるべき姿が ψ∗(x,−t)であることが分かった．つまり，
量子系の時間反転した状態は ψ∗(x,−t)と表される．
波動関数 ψ(x, t)は，状態ベクトル |ψ(t)⟩を基底ベクトル |x⟩で展開したときの展開係数

⟨x|ψ(t)⟩である．従って，状態ベクトル |ψ(t)⟩に対して時間反転をもたらす演算子 T̂ を定義

したとき，演算子 T̂ の作用は次のとおりと考えられる．

T̂ |ψ(t)⟩ = T̂

[∫
⟨x|ψ(t)⟩|x⟩dx

]
=

∫
⟨x|ψ(−t)⟩∗|x⟩dx =

∫
ψ∗(x,−t)|x⟩dx (F.2.4)

このように，演算子 T̂ は，状態ベクトルを基底ベクトルで展開したときの展開係数に対

して，複素共役をとり，かつ tを−tに置き換える働きをする．また，その展開係数が時間
に依存しない場合は，演算子 T̂ は，その展開係数を複素共役におきかえる働きのみをする

と解される．

なお，ψ(x, t)からψ∗(x,−t)への移行において，変数xは不変のままであるから，演算子 T̂

は，基底ベクトル |x⟩に対しては恒等演算子として作用するものとした．但し，状態ベクト
ル |ψ(t)⟩にはグローバル位相 eiθが付いてもよいから，演算子 T̂ が基底ベクトル |x⟩を eiθ|x⟩
に変換することも数学的には許容される．
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F.2.2 遷移確率の不変性

次に，演算子 T̂ が状態ベクトルの内積をどのように変換するかを調べる．内積として，任

意の量子系の始状態 |i⟩から終状態 |f⟩への遷移の確率振幅 ⟨f |i⟩を考える．演算子 T̂ は，確

率振幅 ⟨f |i⟩を次のように変換する：

⟨T̂ f |T̂ i⟩ =

[∫ (
⟨x′|f⟩∗

)∗⟨x′|dx′] [∫ ⟨x|i⟩∗|x⟩dx
]

=

∫∫
⟨x′|f⟩⟨x′|x⟩⟨i|x⟩dx′dx

=

∫
⟨i|x⟩⟨x|f⟩dx

= ⟨i|f⟩
(

= ⟨f |i⟩∗
)

(F.2.5)

このように，時間反転の演算子 T̂ は，内積をその複素共役に変換する．これは，遷移 |i⟩ →
|f⟩が時間反転によって遷移 |f⟩ → |i⟩に置き換えられるため当然である．しかし，時間反転
を行った場合でも，観測可能な物理量である遷移確率は不変である：

|⟨T̂ f |T̂ i⟩|2 = |⟨f |i⟩|2 (F.2.6)

従って，遷移の時間反転は観測にかからない．この意味で，観測可能な物理的内容は変わ

らないままである．なお，式 (F.2.6)は，或る遷移過程の時間を逆向きに進めた過程も，そ

の或る遷移過程と同じ確率で生起することを表している．

F.2.3 複素共役の意義

既述のように，時間反転対称性の要請を満たすためには，時間反転した状態は，その波動関

数の複素共役で表すことが必要である．では，この複素共役をとることの物理的意味は何であ

ろうか．これについて検討するために，空間依存を担う関数F (x) = exp[ipx/ℏ]と，時間依存

を担う関数G(t) = exp[−iEt/ℏ]との積に比例する形で表される波動関数ψ(x, t) ∝ F (x)G(t)

を考える．この波動関数の時間反転は，次のとおりである：

ψ(x, t) ∝ F (x)G(t) 7−→ ψ∗(x,−t) ∝ F ∗(x)G∗(−t) (F.2.7)

空間依存を担う関数 F (x) = exp[ipx/ℏ]に着目すると，この関数 F (x)は時間反転によっ

て，F ∗(x) = exp[−ipx/ℏ] = exp[i(−p)x/ℏ]へと変換される．これより，波動関数の複素共

役をとることは，粒子の運動量 pの符号を変えるという物理的意味を有する．

このことは，運動の向きを反転させること，つまり，古典力学とのアナロジーで言えば1

，コマを逆送りにすることに対応する．

1 量子力学では，粒子の運動量 pが定まっている場合，その粒子の位置 xは不定であるから，コマの逆送
りはあくまでもイメージである．
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なお，時間依存を担う関数G(t) = exp[−iEt/ℏ]に着目すると，この関数G(x)は時間反

転によって，G∗(−t) = exp[iE(−t)/ℏ] = exp[−iE(t)/ℏ] = G(t)のままである．即ち，時間

反転によってエネルギーE(t)は変化しない．ψ(x, t)が粒子の状態であるならば，ψ∗(x,−t)
は，同じエネルギーE(t)で時間を遡る反粒子の状態を表す．

F.2.4 量子テレポーテーションの転送状態 |ψ⟩の時間反転

最後に，第 6章の第 6.2.1節で述べた量子テレポーテーションで転送する状態 |ψ⟩ = a|0⟩+

b|1⟩の時間反転について述べる．
本付録Fの第F.2.1節で述べたように，状態ベクトルを基底ベクトルで展開したときの展

開係数 a, bが時間に依存しない場合は，演算子 T̂ は，その展開係数を複素共役におきかえる

働きのみをすると解される．従って，量子テレポーテーションで転送する状態 |ψ⟩を時間反
転した状態は，

T̂ |ψ⟩ = T̂
(
a|0⟩ + b|1⟩

)
= a∗|0⟩ + b∗|1⟩ := |ψ∗⟩ (F.2.8)

となる．

そして，第 6章の第 6.2.1節で述べたように，量子テレポーテーションのスキームを示す

図 6.1において，量子ビット Y によって担持された状態は |ψ∗⟩Y であると同定される．
つまり，量子ビット Y のふるまいは，時間反転の結果を表す．それゆえ，同図 6.1におい

て，状態 |ψ∗⟩Y の量子ビット Y が時刻 t0から時刻 t2まで移動することは，状態 |ψ⟩Y の量
子ビット Y が時刻 t2から時刻 t0まで時をさかのぼることと等価である，という解釈が可能

となる．
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