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Optimal leading term of solutions to wave equations
with strong damping terms

(強摩擦項をもつ波動方程式の解の最適主要項)
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強摩擦項をもつ波動方程式の初期値問題{
utt −∆u−∆ut = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn
(1)

を扱う. ここで, n ≥ 1 とし, u0, u1 ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) とする. Fourier 空間での形式
的な解表示
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をもとに解の漸近解析を行う. 特に, 解の主要部と最適漸近評価について論じる.

すでに, L2 ノルムに関する解の最適な時刻無限大爆発/減衰評価については [1], [2]

によって議論されている. 以降, L1,1(Rn) は 1 次の重み付き L1 と空間する. また, 簡
便のため

Pi :=

∫
Rn

ui(x) dx, i = 0, 1

とおくことにする.

定理 1. ([1],[2]) n ≥ 1 とし, u を u0 ∈ H1(Rn) ∩ L1,1(Rn), u1 ∈ L2(Rn) ∩ L1,1(Rn) に
対する (1) の解とする. このとき,
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が十分大きな t > 0 に対して成立する. ここで, Cn
1 > 0 (n ≥ 1) は t と初期値に依存し

ない定数であり, Cn
2 > 0 (n ≥ 1) は t に依存しない定数である.

しかし, 下からの評価に現れる P1 がゼロの場合には, 再び上のレートが最適かとい
う問題に直面する. それに関するひとつの解答が, 発展作用素の高次展開と第 2 漸近形
に関する精密な積分評価により, 以下のように与えられる.



定理 2. ([3]) n ≥ 1 とし, u0 ∈ L2(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ L2(Rn) ∩ L1,1(Rn) のもと, (2)

で定義される û を考える. このとき,∥∥∥∥û(t, ·)− (∫
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が十分大きな t > 0 に対して成立する. ここで, C > 0 は t に依存しない定数である.

さらに, P0 = 0 または P1 = 0 のとき, C > 0 は初期値に依存しないが, そうでない場
合には体積比 P0/P1 に依存する.

定理 1 の 3 つの不等式の最左辺に比べて, 定理 2 の不等式の右辺は真に正になる可
能性が高い. 実際に不等式 (3) は, P1 = 0 の場合でも P0 もしくは u1 の 1 次モーメン
トのいずれかがゼロでない限り意味をもつ. また, (3) に加えて∥∥∥∥û(t, ·)− (∫
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も得られる. ここで, I(u0, u1) := ∥u0∥1 + ∥u1∥1,1 + ∥u0∥2 + ∥u1∥2 である. したがって,

u0 の体積と u1 の 1 次までのモーメントの (n+2) 個の諸量のうち, いずれか 1 つでも
消失していない限り, 評価式 (3)-(4) は, 解と主要部との最適な漸近評価を与えている.
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