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第 1 章 緒論 
 

1.1 研究の背景と目的 

橋梁，高層建物などの建築構造物，ロボットのアームやマニピュレータをはじめ

とする産業機械，航空機，船舶などの構成部材は，はりとして扱うことができるた

め，その基本要素である単一のはりに生じる振動現象に関する研究は盛んに行われ

てきた．固定端，支持端および自由端をもつ単一のはりについては，一般的にモー

ド解析により自由振動解や強制振動解が求められる［13］．はりの本体に集中質量

が取付られた場合やはりが並進ばねや回転ばねで支持された場合についても，モー

ド解析を用いて自由振動や強制振動に関する研究が多くなされてきた［49］．ただ

し，はりに取付られる集中質量やはりを支持するばねなどの付加要素が複数になる

と境界条件が増し，固有角振動数を求める行列式やモード関数を求める行列のサイ

ズが大きくなるため，その計算が困難になってしまうことがある．そのため，伝達

マトリクス法を使用して解析されている研究もある［1012］．単一のはりに衝撃荷

重が作用する場合の過渡応答解析も，モード解析が利用され，インパルス応答やパ

ルス状の荷重を受けた場合の応答が調べられている［1315］．また，はりの支持ス

パンが固定された両端単純支持はりや両端固定はりは，はりのたわみが大きくなる

と，はりに張力が発生する．この張力はたわみの大きさにより変化するため非線形

振動となり，通常のモード解析が適用できず，ガラーキン法による解析が行われ，

固有角振動数の振幅依存性などが調べられている［1618］． 

一方，複数のはりでモデル化することができる最も単純な構造として，二重はり

構造が挙げられる．二重はり構造は，本論文での研究対象である 2 本のはりがばね

で連結された系を示す．二重はり構造の例として，上部が道路で下部が鉄道である

二重構造の橋，新交通システムやモノレールに用いられるコンクリート床と鋼板ウ

ェブ複合の高架橋，宇宙ステーションの太陽電池パネルとその保持部材から成る太

陽電池パドルやハニカムパネルと太陽電池素子の接着構造，船の上部構造（上甲板）

と下部構造（内底）が隔壁で連結されている構造，飛行艇のフロートと翼の連結構

造などが挙げられる．これらの構造は振動自体や振動から発生する騒音が問題とな

るために，その挙動を把握することは重要である．筆者が研究・開発に取り組んで

いる具体的な二重はり構造として，図 1.1 に示す床－天井吊り構造がある．特に集

合住宅では，上階の居住者の飛び跳ねや歩行などにより発生する固体伝播音が下階

での騒音問題となっている［19］．この固体伝播音は，床と天井を結ぶ吊り具を介

して，上階の床振動が下階の天井を振動させることによって発生する．従って，上
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階から下階に伝わる振動を抑制するため，連結する吊り具の特性や設置位置などを

適切に設計することが必要である．そのため，2 本のはりがばねで連結された系に

等しい二重はり構造に生じる振動現象を把握することは肝要である． 

連結された 2 本の弾性はりを対象とした振動に関する研究は，ゴムのような粘弾

性材料で連続的に接合されたサンドイッチ構造をもつ二重はりを対象としたもの

が多く，その自由振動や強制振動について，モード解析などを利用して多くの研究

［2033］がなされている．一方，2 本のはりが離散的に配置されたばねで連結さ

れた系の自由振動については，伝達マトリクス法を利用した解析［3435］やグリ

ーン関数を用いた解析［36, 37］が見受けられるものの，モード解析を利用したも

の［38, 39］は少ないようである．離散的に配置されたばねで連結された 2 本のは

りについて，モード解析を用いて強制振動を解析している研究例はさらに少なく，

伝達マトリクス法とその手法を拡張した手法［40］，グリーン関数を用いた手法

［44, 45］およびウェーブレット法［46］による研究に留まっている．その理由と

して，両端が単純支持された 2 本のはりが連続的に配置されたばねで結ばれた系の

強制振動解は，比較的容易に求められるのに対し，離散的にばねで連結された系で

は，モード関数の直交性を利用して各モードを非連成化することは一般的に困難で

    

        

                             

図 1.1 二重はり構造（住宅の床-天井構造） 
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あるためである．しかし，離散的にばねで連結された系は実用的な構造であり，そ

れを対象とした振動解析は広い分野での応用が期待される． 

振動の解析手法として広く用いられているモード解析は，集中質量系，分布定数

系（連続体）のいずれにも適用でき，連続体については，固有モード関数の直交性

を用いると，運動方程式を非連成化した 1 自由度のモード方程式に分離することが

できる．さらに，各モード方程式を解き，線形振動問題ではそれらを重ね合わせる

ことで，系の解を求めることができるため，非常に計算効率が高い．この理由によ

り，モード解析は振動問題に適用され，大規模なモデルについて有効な手法として

発展してきた． 

そこで，本論文では，2 本のはりが離散的に配置された複数のばね・ダッシュポ

ットで連結された系を対象に，モード解析により，自由振動，強制振動および衝撃

振動を調べる． 

第 2 章では， 2 本の両端単純支持はりが N 本のばねで離散的に連結された系を

対象として，音の発生メカニズムに関わる固有角振動数と振動モード形状を明らか

にするため，モード解析により固有角振動数とそれに対応する正確なモード関数を

求める．数値計算では，1 本，または 2 本の連結ばねで連結された場合において，

連結ばねのばね定数，設置位置および 2 本のはりが異なる場合の固有角振動数と振

動モード形状に及ぼす影響を調べる． 

第 3 章では，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置された N組のばねとダッシ

ュポットから成る連結要素により繋がれた系を対象とし，一方のはりに正弦外力が

作用する場合，他方のはりの振動を低減するための，連結ばねのばね定数，設置位

置などを調べる．また 2 本のはりが連結要素により繋がれた系について，モード関

数の直交性を用いてモード方程式を導く．この解析手法は，本研究で初めて開発す

ることになる．強制振動解を解析的に求める．数値計算では，連結要素が１組の場

合と 2 組の場合について，強制振動の応答を調べる． 

第 4 章では，第 3 章と同じ系について，実際の住宅の評価に使用される半波正弦

励振の衝撃荷重が二重はりに作用する場合のはりの挙動を明らかにする．上部のは

りに半波正弦励振力が作用する場合，モード関数の直交性を用いて求めたモード方

程式により，過渡応答解を求める．数値計算では，連結要素が 1 組の場合と 2 組

の場合について，各モードと各はりのたわみに対する過渡応答を求めた．半波正弦

励振力の振動数が過渡応答の残留振動の最大値に及ぼす影響について調べる． 
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1.2 従来の研究概要 

 図 1.2 (a), (b)に，ゴムのような粘弾性材料で 2 本のはりが連続的に接合されたサ

ンドイッチ構造をもつ二重はりモデルと，離散的にばねで連結された二重はりモデ

ルを示す．本節では，それぞれの二重はりモデルについての曲げ振動に関する研究

とその内容を示す． 

 

1.2.1 連続的に接合された二重はりの振動 

連続的に接合された二重はりを対象とした．研究の一つに，Seeling と Hoppmann

［20, 21］によるものがある．この研究では，同材質，同形状の等しい長さの両端

単純支持された 2 本のはり（オイラー・ベルヌーイはり）がばねで密に連結されて

いる構造を対象として，モード解析により，固有振動数とモード形状を求めた．ま

た，二重はりの一方に半波正弦衝撃荷重が作用した場合の曲げ振動から，はりに発

生するひずみを理論解析と実験により求め，その比較を行った．斎藤と長南［22］

は Seeling，Hoppmann の解析と同じ対象について，それぞれのはりを結合するばね

自体の質量を考慮して，自由振動と強制振動を解析し，ばね自体の質量が振動特性

に与える影響を検討した．また，長南［23, 24］は，同じ系について，運動方程式

と境界条件をラプラス変換して衝撃応答も求めた．浜田ら［25］は，上下のはりの

曲げ剛性や質量が異なる二重はりの運動方程式と境界条件に有限積分変換とラプ

 

 
(a) 連続的に接合された二重はりモデル 

 

 
 

(b) 離散的にばねで連結された二重はりモデル 
 

図 1.2 二重はり構造 



5 
 

ラス変換を用いて，自由振動と強制振動を調べた．曽我部ら［26］は，はりの断面

形状が比較的大きな場合について，回転慣性とせん断変形を考慮したチモシェンコ

はり理論により，二重はりの非定常振動を有限積分変換により解析し，インパルス

応答やステップ応答などの過渡応答を調べた．Vu ら［27］は，同材質，同形状で

長さの等しい両端単純支持された 2 本のはりがばねとダッシュポットで連結され

た系について，モード解析と簡単な変数変換により非連成化が図れることを示し，

強制振動の解析を実施した．Oniszczuk［28, 29］は，上下のはりの曲げ剛性や質量

が異なる二重はりの一方のはりと連結ばねを動吸振器として利用するため，モード

解析により自由振動解を求めた．自由振動解は，モード関数と時間関数の積の級数

和とし，モード関数は両端単純支持はり単体のモード関数（sin 関数）を用い解析

を簡便にした．この手法を用いて，はりの一方に任意の集中荷重や分布荷重が作用

した場合の強制振動を求め，2 本のはりが同材質，同形状の等しい長さの場合，そ

れぞれのはりが逆位相で振動する固有角振動数では，一方のはりと連結ばねが動吸

振器として作用して，他方のはりの振動を低減できることを示した．Gbadeyan と

Agboola［30］や Abu-Hilal［31］は橋梁を同材質，同形状の 2 本のはりが粘弾性体

で接合された系と仮定して，橋梁を通過する自動車を動的荷重として，その系に作

用する場合の解析を行った．一方のはりに作用する外力を時間関数として，その外

力がはり上を移動する場合，応答がその移動速度により影響を受けることを調べた．

Zhang ら［32］は連続的に接合された二重はりをオイラー・ベルヌ―イはりとして，

圧縮軸力がはりに作用した場合の挙動を調べた．また，Stojanović と Kozić［33］は

2 本のはりをチモシェンコはりとして圧縮軸力が作用した場合の強制振動を調べ

た． 

 このように，2 本のはりの曲げ剛性や質量が同一の場合や異なる場合，異なるは

り理論（オイラー・ベルヌーイとチモシェンコ理論）適用した場合およびはりに作

用させる荷重が異なる場合の自由振動解析，および強制振動解析が多く行われてい

る．また，連続的に接合された二重はり対象とした研究は，主としてモード解析に

より行われている．ただし，最近の研究では，はりを連結するばねがモード関数に

与える影響が小さいものと仮定し，はり単体のモード関数を用いて解析された研究

例が多い． 

 

1.2.2 離散的にばねで連結された二重はりの振動 

離散的にばねで連結された二重はりについての研究は，Dublin と Friedrich［40］

によるものがある．この研究では 2 本のはりが異なる支持条件で，それぞれのはり
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の曲げ剛性や質量が異なる場合の強制振動について，伝達マトリクス法

（Myklestad’s method）を用いて調べられている．山口［41, 42］は 2 本の粘弾性は

りが，ばね・ダッシュポットで連結された系について，Dublin と Friedrich と同様に

伝達マトリクス法により解析した．その解析対象は，1 本のはりと 1 組のばね・ダ

ッシュポットで構成される動吸振器を片持ちはりに設置したものであり，その制振

効果が調べられた．その他の伝達マトリクス法を用いた研究は Lin と Yang［34］の

研究や Inceoğlu,と Gürgöze［35］の研究などがあり，Zhang ら［43］は，伝達マト

リクス法を拡張した手法により，複数のばね・ダッシュポットで連結された二重は

りを解析した．Kukla［36, 37］は曲げ剛性，質量および長さの異なる 2 本のはりが

複数のばねで連結された系について，グリーン関数を用いて，ばねの取付位置が系

の固有角振動数に及ぼす影響について調べた．また，Shankar と Keane［44, 45］は

Kukla と同様に曲げ剛性，質量および長さの異なる 2 本の両端単純支持はりについ

て，グリーン関数と FEM 解析を組み合わせて強制振動について調べた．伝達マト

リクス法やグリーン関数以外の手法で，レイリー法による Gürgöze と Erol［48］の

研究やウェーブレット法を用いた Ibrahim［46］らの研究がある． 

 Joshi と Upadhya［38］はモード解析により，片持ちはりと両端自由はりが 2 本の

ばねで連結された系の自由振動を調べた．また，Gürgöze ら［39］は，片持ちはり

の自由端に集中質量をもつ 2 本のはりがばねおよび付加質量で繋がれた系の自由

振動を調べた．Erol と Gürgöze［50］は，2 本の片持ちはりが複数のばねで連結さ

れた系について，モード関数として簡易的に sin 関数と cos 関数の和を採用して強

制振動を調べている．Zhang［51］は両端単純支持された 2 本のはりが 1 本のばね

で連結され，2 本のはりの間が液体で満たされた系について，モード関数にはり単

体のモード関数（sin 関数）を用いて，構造と液体の連成問題を調べた．Kawazoe ら

［49］は，両端自由はりとばね・ダッシュポットで構成される動吸振器を両端単純

支持はりに設置した系について，それぞれのはり単体のモード関数を用い強制振動

を調べた． 

2 本のはりが離散的に配置されたばねで連結された系の自由振動や強制振動に

ついてグリーン関数や伝達マトリクス法などモード解析とは異なる手法を用いた

研究例は多くみられる．一方で，はり単体のモード関数を用いた簡易的なモード解

析を除いて，モード解析を利用して自由振動を調べた研究は少ない［38, 39］．強制

振動の理論解析について，はり単体のモード関数を簡易的なモード解析を除いた研

究は，自由振動の解析に比べ非常に少なく，著者の調査では研究例を見つけること

ができなかった． 
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1.3 本論文の構成 

本論文では，2 本のはりが離散的に配置された複数のばね・ダッシュポットで連

結された系を対象として，以下の検討を行う． 

第 2 章では， 2 本の両端単純支持はりが N 本のばね（以下，連結ばねと呼ぶ）

で離散的に連結された系を対象として，モード解析により厳密な固有角振動数や振

動モード形状を求めることを目的とする．数値計算では，2 本のはりが 1 本のばね

で連結された場合（ケース A），2 本のばねで連結された場合（ケース B）におい

て，連結ばねのばね定数，および設置位置が系の固有角振動数と振動モード形状に

及ぼす影響を調べる．また，有限要素法解析により，本解析結果の妥当性を確認す

る． 

第 3 章では，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置された N組のばねとダッ

シュポットから成る連結要素により繋がれた系を対象とし，上部のはりに正弦外

力が作用する場合，モード関数の直交性を用いてモード方程式を導き，強制振動

解を解析的に求める．数値計算では，連結要素が１組の場合（ケース A）と 2 組

の場合（ケース B）について，強制振動の応答曲線を示す．また，応答曲線の数

値計算結果を有限要素法による計算結果と比較することにより，本理論解析の妥

当性を検証する． 

 第4章では，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置されたN組のばねとダッシ

ュポットから成る連結要素により繋がれた系を対象とし，上部のはりに半波正弦

励振の衝撃荷重が作用する場合，モード関数の直交性を用いて求めたモード方程

式より，過渡応答解を求める．数値計算では，連結要素が1組の場合（ケースA）

と2 組の場合（ケースB）について，各モードと各はりのたわみに対する過渡応

答を求める．半波正弦励振力の振動数が過渡応答の残留振動の最大振幅に及ぼす

影響について調べる．また，過渡応答の数値計算結果を有限要素法による計算結

果と比較することにより，本理論解析の妥当性を検証する． 

 第 5 章では，第 2 章から第 4 章までで用いた解析手法が適用可能な具体的な例

を挙げて，今後の課題を述べる．  

 第 6 章では，2 本のはりが離散的に配置された複数のばね・ダッシュポットで

連結された系を対象として，自由振動，強制振動および衝撃振動をモード解析に

より解析した結果を総括する． 
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第 2 章 複数のばねで離散的に連結された二重は

りの自由振動 
 

2.1 緒言 

橋梁，高層建物などの建築構造物，ロボットのアームやマニピュレータをはじ

めとする産業機械，航空機，船舶などの構成部材は，はりとして扱うことができ

るため，その基本要素である単一のはりに生じる振動現象に関する研究は盛んに

行われてきた．一方，複数のはりでモデル化することができる最も単純な構造と

して，二重はり構造が挙げられる．この二重はり構造の例として，上部が道路で

下部が鉄道である二重構造の橋，上階床から天井が吊り下げられた床－天井吊り

構造がある．床－天井吊り構造をもつ集合住宅については，上階の居住者の飛び

跳ねや歩行などにより発生する固体伝播音が下階での騒音問題となっている

［19］．この固体伝播音は，床と天井を結ぶ吊り具を介して，上階の床振動が下階

の天井を振動させることによって発生する．天井からの放射音の観点では，天井

の振動モードが対称モードの場合には天井から室内への放射効率は高く，非対称

モードの場合は小さくなることが分かっている［52］．一方，天井下の室内が閉空

間と想定される場合には天井の振動と室内音の連成問題となり，放射音とは逆に

天井が対称モードのときに室内音が小さく，非対称モードで音が大きくなること

が報告されている［53］．このように住宅構造物では天井の振動と室内音は密接な

関係にあり，天井の振動モードを正確に把握することは工学的に重要な問題であ

る． 

 連結された 2 本の弾性はりを対象とした振動に関する研究は，ゴムのような粘

弾性材料で連続的に接合されたサンドイッチ構造をもつ二重はりを対象としたも

のが多く，一般的な振動解析に用いられるモード解析を用いて行われているもの

が多い［2033］．一方，2 本のはりが離散的に配置されたばねで連結された系の

自由振動については，伝達マトリクス法を利用した解析［34, 35］やグリーン関数

を用いた解析［36, 37］が見受けられるものの，モード解析を利用したものは少な

いようである［38, 39］． 

本章では，2 本の両端単純支持はりが複数のばね（以下，連結ばねと呼ぶ）で

離散的に連結された系を対象として，モード解析により厳密な固有角振動数や振

動モード形状を求めることを目的とする．数値計算では，1 本，または 2 本の連

結ばねで連結された場合において，連結ばねのばね定数，および設置位置が固有
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角振動数と振動モード形状に及ぼす影響を調べた．また，有限要素法解析によ

り，本解析結果の妥当性を確認した． 

 

2.2 理論解析 

2.2.1 運動方程式 

図 2.1 のように，両端が単純支持され，一様で長さの等しい 2 本のはりが，ばね

定数 Kj の N 本のばね（j=1, 2, …, N）でつながれている系を考える．はりの左端か

ら j 番目のばねは，左端から距離 aj の位置に取り付けられている．各はりを“はり

1”および“はり 2”と呼び，パラメータの添字は，各はりを表すものとする．はり i

（i=1, 2）のたわみを wi(xi, t)，長さを l，幅を bi，厚さを hi，密度を ρi，ヤング率を

Ei，断面積を Si（=bihi），断面 2 次モーメントを Ii とする．このとき各はりの運動

方程式は，次式となる． 
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ここに， )( はデルタ関数である．ここで，次の無次元量を導入する． 
 

 

図 2.1 理論解析モデル 



10 
 







































)...,,2,1;2,1(,,,

,,

,,,

1
11

3

11

2
1

4

11

22
2

2
1

4

11

11
1

Njitptl
IE

lK
K

IE

IE
k

pl
IE

S
pl

IE

S

l

a
a

l

w
w

l

x
x

j
j

ii
i

j
j

i
i

i
i







 （2.2） 

 

ここに，p1 は系の 1 次の固有角振動数を表す．式（2.2）を用いて式（2.1）を無次

元化すると，次式を得る（無次元化の詳細は付録 A 参照）．ただし，式（2.3）以降

では，無次元量を表す記号「´」はすべて省略されている． 
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ただし，式（2.2）より k1=1 は常に成り立つ． 

 

2.2.2 固有角振動数とモード関数 

式（2.3）の自由振動解を求めるため，式（2.3）のデルタ関数を含んだ形式の運

動方程式を用いずに，左側から j-1，j，j+1 番目のばねで連結された区間のはりを対

象とし，j 番目のばねの位置の左側と右側の区間に分けて考える．このとき，はり

のたわみを次のように定義する． 

 











































1221,2

212,2

22

1111,1

111,1

11

for),(

for),(
),(

for),(

for),(
),(

jjj

jjj

jjj

jjj

axatxw

axatxw
txw

axatxw

axatxw
txw

（2.4） 

 

ここに，a0=0，aN+1=1 である．このとき式（2.4）で定義された各区間におけるはり

の運動方程式は次式となる． 
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式（2.5）の境界条件，すなわち xi=0, 1 における単純支持，および xi=aj における

連結ばねによる支持の境界条件は，次式で与えられる． 
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式（2.6a）-（2.6d）は，はりの両端におけるたわみと曲げモーメントが零の条件，

式（2.6e），（2.6f）は，たわみとたわみ角が連続である条件を表す．図 2.2 に，はり

1 のばね Kj が取り付けられた部分の拡大図を示す．各図の中央部の□部は，ばねが

取り付けられたはりの微小要素を表し，図 2.2（a），（b）は，それぞれ微小要素に

作用する曲げモーメントとせん断力を示す．式（2.6g），（2.6h）は，図 2.2（a），（b）

に示すように曲げモーメントとせん断力の釣り合い条件を表す．系の固有角振動数

を p とおき，式（2.5a），（2.5b）の自由振動解を次のように仮定する． 
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

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jj
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jj

（2.7） 

 

式（2.7）を式（2.5a），（2.5b）に代入すると，次式を得る． 
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j
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k




（2.8） 
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





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
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
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1,2
2

24
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1,2
4

2
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2

24
2

,2
4

2

j
j

j
j

Wp
dx

Wd
k

Wp
dx

Wd
k




（2.9） 

 

 

図 2.2 連結部における曲げモーメントとせん断力のつり合い 
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式（2.8a），（2.8b）は各項の係数が同じであることを考慮して，自由振動の特性指

数1 を同じとする．式（2.9a），（2.9b）についても同様に特性指数を2 とする．し

たがって，式（2.8），（2.9）の解を次のように仮定する． 

 















2222

1111

1,221,2,22,2

1,111,1,11,1

)(,)(

)(,)(
x

jj
x

jj

x
jj

x
jj

eBxWeBxW

eBxWeBxW




（2.10） 

 

ここに，Bi,j は任意定数である．式（2.10）を式（2.8），（2.9）に代入すると，次の

特性方程式を得る． 

 

0,0 2
2

4
22

2
1

4
11  pkpk                    （2.11） 

 

ここで，ei を次のように定義する． 

 

2

2
2

1

1
1 ,


k

e
k

e                        （2.12） 

 

式（2.11）の解は，次式で与えられる． 

 

222111 ,;,  ii       











2
2

1
1 ,

e

p

e

p ただし，    （2.13） 

 

ここに，“i”は虚数単位である．したがって，式（2.8），（2.9）の解は，次式で与え

られる． 
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（2.14） 
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（2.15） 

 

ここに，Gi_1, j，Gi_2, j，Gi_3, j，Gi_4, j は任意定数である．式（2.6a）-（2.6d）より，次

式を得る． 
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（2.16） 

 

式（2.6e）-（2.6h）より，次式を得る． 
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dx
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（2.17） 

 

式（2.14），（2.15）を式（2.16），（2.17）に代入すると，Gi_1,j，Gi_2,j，Gi_3,j，Gi_4,j に

関する連立方程式を得る．これを行列表記すると，次式となる． 

 

   0GA                                        （2.18） 

 

ここに，  A は 8(N+1)次の係数の正方行列であり，

   TNNNNjijijiji GGGGGGGGGGGGG ,4_2,3_2,2_2,1_2,4_,3_,2_,1_1,4_11,3_11,2_11,1_1 ,,,,,,,,,,,,, 
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は 8(N+1)次の未定係数ベクトルである．式（2.18）の{G}が非自明な解をもつため

の条件より，次の振動数方程式を得る． 

 

  0det A                                                      （2.19） 

 

式（2.19）より系の r 次の固有角振動数 pr を求めることができ，対応する固有振動

モードは，式（2.18）より求めることができる． 

例えば，2 つのはりが 1 本のばね（ばね定数 K1）で連結され，そのばねがはりの

左端から距離 a1 だけ離れた位置に取り付けられた場合，式（2.19）は次式となる． 
 

 
 
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sinh)1(sinsin)1(sinhsinhsinsinhsin
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
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
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aaaaKk

aaaaKk

  

       （2.20） 

 
単位ステップ関数 U(x)を用いると，系の r 次の振動モードは次の関数で与えられ

る． 
 

)()()}()(){()( 1,2_1,1_1, axUxaxUxUxx iiriiiiriri         （2.21） 

 
ここに，i_j,r(xi)は次式で与えられる． 
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ここに，i，ir は，以下の通りである． 
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 （2.23） 

 

以上の理論解析により，2 本のはりが複数（N 本）のばねで離散的に連結され

た系の固有角振動数と固有振動モードを求めるための一般式を誘導することがで

きた． 

 

2.3 数値計算結果 

本節では，連結ばねが 1 本の場合をケースＡ，2 本の場合をケース B と呼び，各

場合について計算結果を示す． 

 

2.3.1 連結ばねが 1 本の場合（ケースＡ） 

 図 2.3 に，2 本のはりが 1 本のばねによって連結された場合の固有角振動数に及

ぼす連結ばねのばね定数 K1 の影響を示す．ただし，2 本のはりの断面形状と材質

は同じであるとする．式（2.20）より得られた系の固有角振動数の小さい順に振動

モードを対応させ，1 次から 8 次までの振動モードの固有角振動数 p1～p8 を示す．

K1 以外のパラメータの値は，i=100，k2=1，a1=0.4 である．固有角振動数 p1，p3，

p5，p7 は K1 の値に依存せず一定であるが，固有角振動数 p2，p4，p6，p8 は，ばね定

数 K1 が大きくなるにつれて増加する． 
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 図 2.4 は，図 2.3 の K1=300 の場合の振動モードを示す．この場合の固有角振動数

は，p1=0.987，p2=2.76，p3=3.95，p4=4.71，p5=8.88，p6=9.14 である．固有角振動数

はモード形状は，はり 1，2 の最大振幅で正規化されている．図 2.3 において，1 次，

3 次，および 5 次に対応する振動モードでは，はり 1，2 は同振幅，かつ同位相で

振動する．すなわち，はりの振動中に連結ばねは伸縮しないため，これらの固有角

振動数は連結ばねのばね定数 K1 に依存しないことがわかる．したがって，これら

の固有角振動数は両端が単純支持されたはり単体の固有角振動数に一致する．一方，

2 次，4 次，および 6 次の振動モードでは，はり 1，2 は逆位相で振動するため，は

りの振動中に連結ばねは伸縮し，その結果，これらの固有角振動数は K1 の値が大

きくなるにつれ，増加することがわかる． 

図 2.5 は，ばねの取付位置を図 2.3 の場合（a1=0.4）からはりの中央 a1=0.5 に変

えた場合，固有角振動数に及ぼす連結ばねのばね定数 K1 の影響を示す．図 2.5 よ

り，K1 の値が比較的小さい場合，はり単体のモードの節の位置にばねが取り付けら

れているため，系の 4n1 次モードと 4n 次モード（n=1, 2, …）の固有角振動数が等

しくなる（p4n-1=p4n）．さらに，ばね定数 K1が特定の値 K1,n（n=1, 2, …）になると，

4n2 次，4n1 次，4n 次モードの固有角振動数が等しくなり（p4n-2=p4n-1=p4n），その

値を境として，各振動モードに対応する固有角振動数の大小関係が入れ替わる．こ

 

図 2.3 連結ばねのばね定数 K1 が固有角振動数 pr に及ぼす影響 

（i=100, k2=1 , a1=0.4） 
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こで，p4n-2=p4n-1=p4n となる場合の固有角振動数が等しくなるばね定数の値 K1,n の値

は次のように求められる．2 本のはりの断面形状と材質は同じであるので，式（）
において1=2（=とおく）であること，および a1=0.5 であることより，式（2.20）

は次式となる． 

 

(a) 1 次モード(p1) (b) 2 次モード(p2)      (c) 3 次モード(p3) 

 

         (d) 4 次モード(p4)       (e) 5 次モード(p5)     (f) 6 次モード(p6) 

 

図 2.4 K1=300 の場合の振動モード(i=100, k2=1, a1=0.4
 

 
図 2.5 連結ばねのばね定数 K1 が固有角振動 pr に及ぼす影響 

（i=100, k2=1, a1=0.5） 
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式（2.24）を解くと次式となる． 
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 （2.25） 

 

ここで，はり単体の偶数次の固有角振動数=2nは，式（2.25a）を満たす．一方，

=2nを式（2.25b）に代入すると， )2/sinh()2/cosh(2 1
3  K となる．したがっ

て，K1,n は次式で与えられる． 

 

),3,2,1()coth()2(2 3
,1  nnnK n              （2.26） 

 

n=1 の p2=p3=p4 となる場合，式（2.26）より K1,1=498 が得られる．この値は，はり

1 単体の有次元の曲げ剛性が 3
1148 lIE で与えられることを考慮すると，はり 1 単

体の曲げ剛性の約倍に相当する．また，n=2 の p6=p7=p8 となる場合，K1,2=3969 が

得られる． 

図 2.6 は，それぞれ K1=300，900 の場合，固有角振動数に及ぼす連結ばねの取付

位置 a1 の影響を示す．その他のパラメータの値は，図 2.3 の場合と同じである．は

り単体の振動モードの節の位置に連結ばねが取り付けられた場合には，２つの固有

角振動数が等しくなる．例えば，図 2.6(a)では，a1=0.5 の場合に p3=p4 となる．ま

た，a1=1/3 の場合には p5=p6 となる．一方，図 2.6(b)では，図 2.6(a)とは異なり，

a1=0.5 の場合に p2=p3 となる．また，固有角振動数が最も大きくなる連結ばねの取

付位置は，2 次，4 次，および 6 次モードに対して，それぞれはり単体の 1 次，2

次，3 次モードの腹の位置に相当していることがわかる． 
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図 2.7 は，K1 の値が K1,1=498 より小さい場合と大きい場合の振動モードを比較す

るために，それぞれ K1=300，900 を選定した場合，式（2.22）より計算した振動モ

  
(a)K1=300 

  

(b)K1=900 

 

図 2.6 固有角振動数 pr に及ぼす連結ばねの取付位置 a1 の影響 

（i=100, k2=1）
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ードを示す．K1=300 の場合，2 本のはりが同材質，同形状で連結ばねの取付位置が

はりの中央であるので，1 次モードでは，図 2.7 に示すように各はりが 1 つの腹を

もち，はり 1，2 が同振幅，同位相で振動するため，連結ばねは伸縮しない．その

ため，1 次モードの固有角振動数 p1 ははり単体の 1 次モードの固有角振動数と同じ

であり，図 2.5 に示したように，K1 の値によらず一定である．図 2.8 に示す 2 次モ

ードでは，各はりは逆位相で振動するため連結ばねが伸縮し，その影響により 2 次

モードの固有角振動数 p2 は p1 より大きく，図 2.5 に示したように，K1 の値の増加

とともに p2 は大きくなることがわかる． 

ばねがはりの中央に取り付けられた場合（a1=0.5）の 3 次，4 次モードは，固有

角振動数が同一となる．このとき，ばねははり単体の振動モードの節の位置に取り

付けられているため，ばねが伸縮せず，はり 1 とはり 2 の振動は独立となる．この

ため，はり 1 のみが振動し，はり 2 が振動しない図 2.7（c）の振動モードと，はり

1 が振動せず，はり 2 のみが振動する図 2.7（d）の振動モードを基底の振動モード

として選んだ．ただし，3 次，4 次モードの選び方は図 2.7（c）と（d）のモードの

線形結合によって表される．2 つの独立な振動モードの組み合わせは無数に存在す

ることに注意する．このため，固有角振動数 p4 は p3 に等しい．図 2.7（e），（f）に

示す 5 次モードと 6 次モードの性質は，このような 1 次モードと 2 次モードの性

質と類似している．一方，K1=900 の場合，図 2.8 では，連結ばね定数が図 2.7 の場

合よりも大きいため，図 2.5 で示したように，2 次，3 次，4 次モードが図 2.7 の場

合と入れ替わることに注意する．これらのモードが入れ替わる現象は，a1=0.5 の場

合に限り生じ，1 本の両端支持はりがその中央をばねで弾性支持された系の計算結

果[54]でも見られる． 



22 
 

  

    

 (a) 1 次モード(p1) (b)2 次モード(p2)       (c) 3 次モード(p3)        

    

        (d) 4 次モード(p4)         (e) 5 次モード(p5)       (f) 6 次モード(p6) 

 

図 2.7 K1 =300 の場合の振動モード（i=100, k2=1, a1=0.5）

     

(a) 1 次モード(p1) (b) 2 次モード(p2)       (c) 3 次モード(p3) 

   

 (d) 4 次モード(p4)       (e) 5 次モード(p5)            (f) 6 次モード (p6)  

 

図 2.8 K1 =900 の場合の振動モード（i=100, k2=1, a1=0.5）
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図 2.9 は，はり 1，2 の厚み比 h2/h1 が固有角振動数に及ぼす影響を示す．パラメ

ータの値は，1=100，K1=300，a1=0.4 である．また，はり 2 の厚みが変化すると，

はりの断面積も変化するため，2=1(h2/h1)の関係がある．さらに，はりの剛性に相

当する k2 については，はり 1，2 のヤング率を同じ値としたとき，k2=(h2/h1)3 の関係

があることに注意する．図 2.9 より，連結ばねがはり 1，2 の両方に影響を及ぼし，

系の固有角振動数は一定とならず，はり 2 の厚みが減少するにつれて pr は減少す

る．特に，この傾向は高次モードの固有角振動数ほど顕著であり，ある振動数以下

の振動モードの数が多くなることがわかる． 

  

   

図 2.9 はり 1，2 の厚み比 h2/h1 が固有角振動数 pr に及ぼす影響 

（ 1=100, a1=0.4, K1=300）      
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図 2.10 は，K1=300，1=100，2=20，k2=0.008，h2/h1=0.2，a1=0.4 の場合の振動モ

ードを示す．はり 2 の剛性が小さく，はり 2 単体の固有角振動数が小さくなるた

め，はり 1 単体の低次モードとはり 2 単体の高次モードが組み合わされたモード形

状となっている．1 次，3 次，4 次モードについては，ばねの取付位置（a1=0.4）の

付近で，はり 1 の振幅が零に近くなっており，はり単体の振動モード形状とは大き

く異なることがわかる． 

 

  

   

       

 (a) 1 次モード(p1) (b) 2 次モード(p2)           (c) 3 次モード(p3)       

        

 (d) 4 次モード(p4)           (e) 5 次モード(p5)          (f) 6 次モード(p6)  

図 2.10 K1 =300 の場合の振動モード(1=100, 2=20, k2=0.008, h2/h1=0.2, a1=0.4
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2.3.2 連結ばねが 2 本の場合（ケース B） 

図 2.11 は，2 本のはりが同材質，同形状で，2 本のばねによって連結された場合，

系の固有角振動数に及ぼす連結ばねのばね定数 Kj（j=1, 2）の影響を示す．ここで

は，2 本のばねはそれぞれ左端，および右端から等距離 a=0.22 の位置に取り付けら

れ，a1=a=0.22，a2=1a=0.78 である．これらの取付位置は，はり単体の 6 次までの

振動モードの節の位置と一致しない．2.3.1 節で述べた連結ばねが 1 本の場合と同

様に，Kj，aj 以外のパラメータの値は，i=100, k2=1 である．連結ばねが 1 本の場合

（図 2.5）では，a1=0.5 の特別な場合に固有角振動数の曲線が接近して，複数の固

有角振動数が等しくなるばね定数 K1,n が存在した．図 2.11 に示すように，連結ば

ねが 2 本の場合においても，はりの中央に対して 2 本のばねが左右対称に配置され

ているため，Kj=800 付近の 2 ヶ所で p2=p3，p4=p5 となっている．この関係は p2n=p2n+1

で一般化されることが，n=4 まで確かめられている． 

  


図 2.11 連結ばねのばね定数 Kj が固有角振動数 pr に及ぼす影響 

（i=100, k2=1 , a1=0.22, a2=0.78） 
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図 2.12 は，2 本の連結ばねのばね定数が上述の Kj=800 より小さい Kj=150，およ

び大きい Kj=1500 の場合，固有角振動数に及ぼす連結ばねの取付位置の影響を示

す．図 2.12(a)では，固有角振動数の曲線は交差していない．図 2.6 に示した連結ば

ねが 1 本の場合には，2 次の固有角振動数 p2 は a1=0.5 の 1 ヶ所で最大となってい

たのに対して，連結ばねが 2 本の場合の p2 は，a の値の 2 ヶ所で最大となってい

る．ただし，p4 と p6 は，連結ばねが 1 本の場合と同様に，振動モードの腹の位置

で固有角振動数が最大となっていることがわかる．一方，図 2.12(b)では，p2 と p3

の曲線は a=0.2，0.8 で等しくなっており，p4 と p5 の曲線は a=0.18，0.82 で等しく

なっている．また，図 2.6(b)と同様に，固有角振動数の大小関係が入れ替わる． 
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(a)Kj=150 

 
(b) Kj=1500 

 

図 2.12 固有角振動数 pr に及ぼす連結ばねの取付位置 a1=a, a2=1a の影響

（i=100, k2=1） 
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図 2.13 は，2 本のはりが同材質，同形状で，i=100，k2=1，Kj=150，a1=0.22，a2=0.78

の場合の 6 次までの振動モードを示す．2 本のはりが，1 本のばねによりはりの中

央（a=0.5）で連結された場合（図 2.7）の結果と比較すると，図 2.13（c），（d）を

除き，よく似ていることがわかる．図 2.13（c），（d）において，モードの節と一致

しない位置に連結ばねが取り付けられているため，図 2.7（c），（d）とは異なり，

はり 1，2 が振動することになる．そのため，はり 1，2 が同位相，または逆位相で

振動するモードが現れている． 

 

  

   

   

(a) 1 次モード(p1) (b) 2 次モード(p2)      (c) 3 次モード(p3)       

    

(d) 4 次モード(p4)       (e) 5 次モード(p5)      (f) 6 次モード(p6)  

 

図 2.13  Kj=150 の場合の振動モード (i=100, k2=1, a1=0.22 , a2=0.78). 
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2.4 有限要素法解析による検証 

理論解析の妥当性を検証するため，有限要素法（FEM）解析を行い，両者による

固有角振動数とモード形状を比較する．図 2.14，2.15 は，それぞれ連結ばねが 1 本

と 2 本の場合の固有角振動数を示す．はりのパラメータの値は，長さ l=4 m，幅

b1=b2=0.01 m，厚さ h1= h2=0.0724 m，密度1=2=410 kg/m3，ヤング率 E1=E2=1010 N/m2

である．また，ばねの取付位置は，図 2.14，2.15 で，それぞれ a1=1.6 m, a=0.88 m

（a1=0.88 m, a2=3.12 m）である．これらの有次元量に対応する無次元量の値は，

i=100, k2=1, a1=0.4, a=0.22（a1=0.22, a2=0.78）である．図中の実線は理論解析によ

る結果，▲，●印はそれぞれ，奇数次，偶数次モードの FEM 解析結果を表す．FEM

解析では汎用構造解析ソフトウェア MSC.Marc を用い，ばねが 1 本の場合ははりを

30 要素，ばねが 2 本の場合は 32 要素に分割したモデルを使用した．要素には 2 次

元はり要素を用い，はり両端の単純支持条件ははりの軸方向とたわみ方向の変位を

拘束することにより実現した（FEM 解析モデルの詳細は付録 B 参照）．FEM 解析

と理論解析により求めた各モードの固有角振動数の差の最大値は 2.010-5 %以下で

あり，理論解析の妥当性が確かめられた． 
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図 2.14 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）により求めた 

     連結ばねが 1 本の場合の固有角振動数 pr の比較（ケース A） 

 

 

図 2.15 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）により求めた 

     連結ばねが 2 本の場合の固有角振動数 pr の比較（ケース B）  
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図 2.16，2.17 は，それぞれ K1=4.89×107 N/m，Kj=2.445×107 N/m の場合，理論解

析の計算結果と FEM 解析による振動モードの比較を示す．それぞれの計算結果は

実線および●印で表され，両者はよく一致していることがわかる． 

  

            
  (a) 1 次モード(p1)             (b)2 次モード(p2)           (c) 3 次モード(p3)

           
(d) 4 次モード(p4)       (e) 5 次モード(p5)        (f) 6 次モード(p6) 

図 2.16 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）により求めた連結ばねが 

 1 本の場合の振動モードの比較（ケース A：K1=4.89×107 N/m） 

       
   (a) 1 次モード(p1)            (b)2 次モード(p2)         (c) 3 次モード(p3) 

       
(d) 4 次モード(p4)       (e) 5 次モード(p5)      (f) 6 次モード(p6) 

 

図 2.17 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）により求めた連結ばねが 

  2 本の場合の振動モードの比較（ケース B：Kj=2.445×107 N/m） 
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2.5 結言 

本章では，2 本の両端単純支持はりが複数のばねで離散的に連結された系を対象

として，モード解析により固有角振動数と振動モード形状を求める式を解析的に誘

導した．これらの式を用いて，連結ばねが 1 本［ケース A（A1，A2）］または 2 本

の場合（ケース B）の固有角振動数と振動モード形状を計算した．その計算結果の

妥当性を確かめるため，FEM 解析結果と比較した．主に固有角振動数と振動モー

ド形状に及ぼす連結ばねのばね定数と設置位置の影響を調べた結果，以下の結論を

得た． 

A1. 2 本のはりが同材質，同形状で，1 本のばねで連結された場合 

(1) はり 1，2 が同振幅，同位相で振動するモードでは，連結ばねは伸縮しない

ため，そのばね定数 K1 の変化に依存せず，対応する固有角振動数は一定であ

り，はり単体の固有角振動数と等しい．一方，同振幅，逆位相で振動するモー

ドでは，ばね定数 K1が大きくなるにつれ，対応する固有角振動数は大きくな

る． 

(2) 連結ばねがはりの中央に取り付けられた場合，ばねの取付位置がはり単体の

モードの節の位置に一致するため，系の 4n1 次モードと 4n 次モード（n=1, 

2, …）の固有角振動数は等しくなる．さらに，ばね定数 K1 が特定の値 K1,n に

なると，4n次，4n1 次，4n 次モードの固有角振動数が等しくなる．その値

を境として，固有振動モードに対応する固有角振動数の大小関係が入れ替わ

る． 

(3) 振動モードの腹の位置に連結ばねが取り付けられた場合，はり 1，2 が逆位相

で振動するモードの固有角振動数は最大となる． 

(4) 固有角振動数と振動モードの理論解析結果は，FEM 解析結果とよく一致して

おり，理論解析の妥当性が確かめられた． 

A2. 2 本のはりが同材質，異形状で，1 本のばねで連結された場合 

(1) はり 1 に対してはり 2 の厚みが小さくなるにつれ，固有角振動数が小さくな

る．特に，この傾向は高次モードの固有角振動数ほど顕著であり，ある振動

数以下の振動モードの数が多くなる． 

B. 2 本のはりが同材質，同形状で，2 本のばねで連結された場合 

(1) はりの中央に対して左右対称に 2 本の連結ばねを取り付けた場合，はり単体

のモードの節の位置にばねが取り付けられていなくても，ばね定数が特定の

値になると，2n 次，2n1 次モードの固有角振動数が等しくなり，その値を境

として，振動モードに対応する固有角振動数の大小関係が入れ替わる． 
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(2) はり単体の振動モードの節の位置と一致しない対称な位置に連結ばねを取

り付けると，はり 1，2 は同位相，または逆位相で振動するモードが現れ

る． 
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第 3 章 複数のばね・ダッシュポットで離散的に

連結された二重はりの強制振動 
 

3.1 緒言 

建築構造物，産業機械，宇宙構造物，航空機，船舶などの構成部材や本体は，

はりとして扱うことができる．橋梁のような構造物には，自動車が通過する際に

発生する交通振動や風荷重により発生する振動，エンジンや回転機械を支持する

構造部材が受ける定常的な荷重により発生する振動および宇宙構造物をロケット

で打ち上げる時やロケット切り離し時に部材が受ける荷重により発生する振動な

どがある．そのため，はり構造物が動的な荷重を受けた場合に発生する振動問題

を調べることは重要であり，単一のはりに関する強制振動の研究は盛んに行われ

てきた．一方で，複数のはりでモデル化することができる最も単純な構造として，

二重はり構造が挙げられる．この二重はり構造の例として，床－天井吊り構造が

ある．床－天井吊り構造をもつ集合住宅では，居住者の飛び跳ねなどにより上階

の床が加振され，それに伴い発生した床の振動が床と天井を結ぶ吊り具を介して，

下階の天井を振動させることにより音が発生する．従って，上階から下階に伝わ

る振動を抑制するため，連結する吊り具の特性や設置位置などを適切に設計する

ことが必要である．そのため，2 本のはりがばねで連結された系が強制外力を受

け，その系に生じる振動現象を把握することは重要である．  

連結された 2 本の弾性はりを対象とした強制振動に関する研究は，ゴムのよう

な粘弾性材料で連続的に接合されたサンドイッチ構造をもつ二重はりを対象とし

たものが多く，強制振動について，モード解析などを利用して多くの研究［22, 25, 

27, 29, 31, 32］がなされている．一方，2 本のはりが離散的に配置されたばねで連

結された系の強制振動は，伝達マトリクス法［40, 41, 42］，伝達マトリクス法を拡

張した手法［43］およびウェーブレット法［46］による研究に留まっている．そ

の理由として，両端が単純支持された 2 本のはりが連続的に配置されたばねで結

ばれた系の強制振動解は，比較的容易に求められるのに対し，離散的にばねで連

結された系では，モード関数の直交性が成立することが確かめられていないため，

それを利用した各モードの非連成化が行えない点が挙げられる．しかし，離散的

にばねで連結された系は実用的な構造であり，それを対象とした振動解析は広い

分野での応用が期待される． 
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そこで本章では，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置された N 組のばねと

ダッシュポットから成る連結要素により繋がれた系を対象とし，上部のはりに正

弦外力が作用する場合，モード関数の直交性を用いてモード方程式を導き，強制

振動解を解析的に求めた．数値計算では，連結要素が１組の場合（ケース A）と

2 組の場合（ケース B）について，強制振動の応答曲線を示した．また，応答曲

線の数値計算結果を有限要素法による計算結果と比較することにより，本理論解

析の妥当性を検証した．  

 

3.2 理論解析 

3.2.1 運動方程式 

図 3.1 のように，両端が単純支持され，一様で長さの等しい 2 本のはりが，N

組のばね定数 Kj（j=1, 2, …, N）のばねと減衰係数 Cj のダッシュポットで繋がれて

いる系を考える．はりの左端から j 番目の連結要素は，左端から距離 aj の位置に

取り付けられている．上部のはりを“はり 1”，下部のはりを“はり 2”と呼び，パラ

メータの添字は，各はりを表すものとする．はり i（i=1, 2）の長さを l，幅を bi，

厚さを hi，密度を ρi，ヤング率を Ei，断面積を Si（=bihi），断面 2 次モーメント

を Ii，はりの減衰係数を ci とする．はり 1 の左端から距離 d の位置に，大きさ F0，

励振振動数の調和外力 tF cos0 が作用する．はり iの長手方向の座標軸をxiとし，

時間 t におけるはり i のたわみを wi(xi, t)とする．解析結果に一般性をもたせるた

め，次の無次元量を導入する． 

 

 

図 3.1 理論解析モデル 
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ここに，p1 は系の 1 次の固有角振動数を表し， )( はデルタ関数である．式（3.1）

を用いると，各はりの無次元化された運動方程式は次式となる．ただし，式（3.2） 

以降では，無次元量を表す記号「’」はすべて省略されている． 
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ここに，式（3.1）より常に k1=1 である．第 2 章の式（2.18）より求められる系の

r 次の固有角振動数 pr に対応するモード関数は，はり i のモード形状に分けて考

え，単位ステップ関数 U(x) を用いると，第 2 章の式（2.21）より次式で与えられ

る． 
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  （3.3） 

ここに，i_j,r(xi)は，はり i について j1 番目のばねと j 番目のばねの間の区間のモ

ード形状を表す．系のモード関数は，はり 1 とはり 2 を一組とした形状を表すが，
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本論文では各はりのモード形状を便宜上分けた関数 )(, iri x を用いて定義した．こ

のとき，はり i のたわみ wi(xi,t)の自由振動の一般解は次式となる． 
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, rr
r
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

                   （3.4） 

 
ここに，pr は r 次の固有角振動数であり，第 2 章の式（2.19）により求められる．

また，br とr は任意定数である． 

 

3.2.2 モード関数の直交性 

本節では，式（3.3）のモード関数の直交性について調べる．左側から j1，j，

j+1 番目のばねで連結された区間のはりを対象とし，はり i（i=1, 2）のモードにつ

いて考える．r 次と s 次の固有角振動数を，それぞれ rp ， sp とする． sr pp  である

場合，ci=0，Kj=0，Cj=0，および F0=0 とした式（3.2）に式（3.4）を代入し，cos(prt+r)，

cos(pst+s)のそれぞれの係数を比較すると，次式を得る． 
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式（3.5a），（3.5b）の両辺にそれぞれ )( 1,1 xs ， )( 2,2 xs を掛けて，それぞれ x1 ，x2 に

ついて 0 から 1 まで，ばねの取付位置の左右の区間を考慮して積分すると，次式

となる． 
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最初に，はり 1 について調べるため，式（3.6a）の右辺について部分積分を 2 回行

うと次式となる． 
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（3.7） 

 

ここで，式（3.7）の右辺に，式（3.3）を用いると，式（3.7）は次のように書き直

すことができる． 
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（3.8） 

 

さらに式（3.8）の右辺を整理すると，次式となる． 
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（3.9） 

 

第 2 章の式（2.16）および（2.17）の境界条件から得られる次の関係式，すなわち 
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を式（3.9）に用いると，次式を得る． 
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次に，式（3.5c），（3.5d）の両辺にそれぞれ )( 1,1 xr ， )( 2,2 xr を掛けて，それぞれ

x1 ，x2 について 0 から 1 まで，ばねの取付位置の左右の区間を考慮して積分する

と，次式を得る． 
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 （3.12） 

 

式（3.12a）の右辺について部分積分を 2 回行い，式（3.7）～（3.11）までと同様

の変形を行うと次式を得る． 
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式（3.11），（3.13）の辺々を引き算すると，次式を得る． 
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j
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（3.14） 

 

一方，はり 2 については，式（3.6b），（3.12b）を用いて，式（3.6a）～（3.14）と

同様の変形を行うと，次式を得る． 

 



42 
 

 )()()()(d)()()( ,_2,_1,_2,_1
1

1

0 22,22,22
22

jrjjsjjsjjrj

N

j
jsrsr aaaaKxxxpp   



    

  （3.15） 

 

式（3.14）, （3.15）の辺々を足し合わせると，次式を得る． 

 

  0d)()(d)()()(
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0 11,11,11
22   xxxxxxpp srsrsr       （3.16） 

 

式（3.16）では sr pp  であるので，次式を得る． 

0d)()(d)()(
1

0 22,22,22

1

0 11,11,11   xxxxxx srsr                      （3.17） 

 

式（3.6a），（3.6b）の辺々を足し合わせ，その式に式（3.17）を代入し，

)()( ,,_ jrijrji aa   の関係を用いると，次式を得る． 
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式（3.18）の左辺について，式（3.7）～（3.11）までと同様に部分積分を行い，

変形を行うと次式を得る． 
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 （3.19） 

 

式（3.17）, （3.18）および（3.19）の関係は，この系のモード関数の直交性を表

す． 

同じ次数 r=s の場合には，式（3.17），（3.18）および（3.19）は成り立たず，各

式の左辺は次のような正の値 rr k, をとる．  
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             （3.20） 

 

式（3.6a），（3.6b）の辺々を足し合わせ，その式に式（3.20）を用いると， 2
rrr pk 

の関係を得る． 

 

3.2.3 強制振動 

本節では，モード解析を用いて，はり 1 とはり 2 の強制振動解を求める．式（3.3）

のモード関数を用いて，式（3.2a）, （3.2b）の強制振動解をそれぞれ次式のよう

に仮定する．  

 

)2,1()()(),(
1

, 




itqxtxw s
s

isiii                          （3.21） 

 

ここに， )(tqs は，各はりの s 次の振動モードに対する時間の未知関数であり，モー

ド関数 )(, isi x ははり 1 とはり 2 の最大振幅で正規化されている．ただし，ばねとダ

ッシュポットで構成される連結要素に減衰が存在する場合，はり 1 とはり 2 には位

相差が生じるため，実際のはりのモード形状は，式（3.3）で与えられるモード関

数からずれると考えられる．本章では，その減衰が十分小さいと仮定し，式（3.21）

のように，はり 1 とはり 2 の位相差は無視できると仮定した（付録 C にはり 1 とは

り 2 をそれぞれ質点と考え，質点間のダッシュポットの減衰係数が位相遅れに与え

る影響を 2 質点モデルにより調べている）．また，式（3.5）で Kj=0 とした理由と同

様に，Kj=0 とした式（3.2）に式（3.21）を代入すると，次式となる． 
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ここに，式（3.22a）中の )( 1,2 xs は，本来は )( 2,2 xs であるが，連結要素の取付位置

ははり 1 とはり 2 で同じであるので， )( 1,2 xs とした．式（3.22b）において， )( 1,1 xs
を )( 2,1 xs としているのも同様の理由である．式（3.22a），（3.22b）にそれぞれ )( 1,1 xr ,

)( 2,2 xr を掛け，それぞれ x1 , x2 について 0 から 1 まで積分して，両式を足し合わ

せ，モード関数の直交性を用いると，次のモード方程式を得る．ここでは，減衰

項についても直交性が成り立つと仮定した． 
 

tFtqktqctq rrrrrrr  cos)()()(    （r=1, 2, 3,…）         （3.23） 

 

ここに， rと rk は式（3.20）で与えられ， rc と rF は次の通りである． 
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式（3.23）の強制振動解は，次式となる． 
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式（3.25）を式（3.21）に代入すると，次式を得る． 
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以上の理論解析により，2 本のはりが複数のばねで離散的に連結された系につ

いてモード関数の直交性が成立する条件を求め，モード方程式を誘導し，強制振

動解を求めることができた． 

 

3.3 数値計算結果 

本節では，連結要素が 1 組の場合をケース A，2 組の場合をケース B と呼び，

各場合について強制振動の数値計算結果を示す． 

 
3.3.1 連結要素が 1 組の場合（ケースＡ） 

2 本のはりの断面形状と材質が同じ場合について，系の固有角振動数を小さい

順に対応させた 1 次から 6 次までの振動モードを図 3.2 に示す［図 2.4 参照］．モ

ード形状は，はり 1 とはり 2 の最大振幅で正規化されている．パラメータの値は，

i=100，k2=1，K1=300，a1=0.4 である．図 3.2 において，1 次，3 次，および 5 次

の振動モードでは，はり 1 とはり 2 は同振幅，かつ同位相で振動する．すなわち，

はりの振動中に連結ばねは伸縮しないため，これらの固有角振動数は連結ばねの

ばね定数 K1 に依存しない．一方，2 次，4 次，および 6 次の振動モードでは，は
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り 1 とはり 2 は逆位相で振動するため，はりの振動中に連結ばねは伸縮し，その

結果，K1 の値が大きくなるにつれ，これらの固有角振動数は増加する［図 2.3 参

照］． 

 図 3.3（a），（b）は，式（3.25）により求めた 1 から 6 次までの振動モードの強

制振動の，励振振動数に対する，それぞれ振幅 Ar と位相遅れr を示す．ただし，

パラメータの値は，図 3.2 の場合に加え，ci=2，C1=2，F0=0.04，d=0.2 である．図

中に，系の 1 次から 6 次までの固有角振動数に対する共振ピークを 1 から 6 の番

号で示している．この場合の固有角振動数は，p1=0.987，p2=2.76，p3=3.95，p4=4.71，

p5=8.88，p6=9.14 である．このとき式（3.20），（3.24）より求めたモーダルパラメ

ータを表 3.1 に示す．なお，式（3.20b）および 2
rrr pk  から計算されるそれぞれの

rk の値も同表に示すが，一致することを確かめている．式（3.25b）から分かるよ

うに，固有角振動数が高い振動モードほどその共振ピークは小さくなる．このた

め，図 3.3 に示すように，1 次，3 次，5 次モードの順に共振ピークは小さくなる．

また，これらの奇数次モードでは，はり 1 とはり 2 が同位相で振動するため，ダ

ッシュポットの減衰の影響を受けない．一方，2 次，4 次および 6 次モードでは，

はり 1 とはり 2 が逆位相で振動するため，ダッシュポットの影響を受ける．この

ため，2 次モードの共振ピークは 1 次，3 次モードの共振ピークより小さい．また，

2 次モードの共振ピークが 6 次モードの共振ピークと同程度に小さい振幅である

のは，式（3.24b）で求められる 2 次，および 6 次のモード外力の振幅 rF が，それ

ぞれ0.00520，0.0292 であり， 2F の絶対値が小さいためである．図 3.3（b）の位

   

(a) 1 次モード (p1)           (b) 2 次モード (p2)       (c) 3 次モード (p3) 

      

            (d) 4 次モード (p4)      (e) 5 次モード (p5)    (f) 6 次モード (p6) 

図 3.2 K1=300 の場合の 1 次から 6 次までの振動モード (i=100, k2=1, a1=0.4) 
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相応答曲線では，励振振動数が大きくなるにつれて，各モードの共振点付近で位

相遅れは/2 となり，その後，位相遅れはに漸近していくことが分かる． 

図 3.4（a），（b）は， K1=300 および 900 の 2 通りの場合，それぞれ式（3.26）

により求めたはり 1 とはり 2 の測定点 xi=0.2 における振幅応答曲線を示し，図 3.4

（c），（d）は対応する位相応答曲線を示す．それぞれの縦軸は，1 次から 6 次モ

ードを合成した振幅 Bi(xi)と位相遅れi(xi)を表す．他のパラメータの値は，図 3.3

の場合と同じである．振幅応答曲線には，1 次から 6 次モードに対応する共振ピ

ークが現れ，その振幅は，はり 1 とはり 2 でほぼ等しいことが分かる．ただし，

はり 1 の振幅応答曲線では，共振ピーク間に反共振点が現れている．また，K1=900

の場合の振幅応答曲線の 2 次，4 次および 6 次の偶数次モードの共振ピークは，

K1=300 の場合に比べ，固有角振動数が大きいため，右側に移動している．それに

表 3.1 モーダルパラメータ（連結要素が 1 組の場合） 

1

2

3

4

5

6

 r

97.4

541.3

1558.6

1340.9

7890.1

7067.7

4.71 60.4

8.88 100.0

9.14 84.6

0.99 100.0

2.76 71.2

3.95 100.0

1340.9 4.57

7890.1 2.00

7067.7 4.61

97.4 2.00

541.3 2.94

1558.6 2.00

0.029

0.024

-0.005

0.038

0.038

0.038

2
rr pr  rk  rc

rF rp

 


 

(a) 振幅応答曲線                       (b) 位相応答曲線 

図 3.3 1 次から 6 次までの振動モードに対する応答曲線（振幅 Ar と位相遅れr） 

i=100, k2=1, ci =2, K1=300, C1=2, a1=0.4, F0=0.04, d=0.2 
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対して，1 次，3 次および 5 次の奇数次モードの固有角振動数は K1の値に関わら

ず変化しないため，それらの共振ピークは移動せず，その大きさはほぼ同じであ

る．図 3.4（c）に示すはり 1 の位相応答曲線では，図 3.3（b）と同様に，共振点

の前後で位相遅れは，0 からに変化する．1 次から 6 次まで合成された位相遅

れは，隣り合う共振ピーク間に反共振点をもち，その前後で，位相遅れはから

に戻る．図（d）に示すはり 2 の位相応答曲線では，はり 1 とはり 2 が同位相

の 1 次，3 次，および 5 次モードの共振点付近において，はり 1 の位相遅れと同

じように 0 からに変化し，はり 1 とはり 2 が逆位相となる 2 次，4 次，および

6 次モードの共振点付近では，はり 1 と逆向きに位相遅れはからに変化する．

さらに，2 次モードと 3 次モードの間に現れる反共振点付近においては，はり 1

とは異なり位相遅れは複雑に変化するが，が 3 次モードの固有角振動数に近づ

くにつれ 3 次モードが優勢に現れるため，位相遅れははり 1 と同じように変化す

る． 

(a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.2)       (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.2) 

  

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.2)       (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.2) 

図 3.4 K1=300 と K1=900 の場合のはり 1, はり 2 のたわみに対する応答曲線 

 (i=100, k2=1, ci= 2, C1=2, a1=0.4, F0=0.04, d=0.2)
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図 3.5 は，はり 1 とはり 2 を結ぶダッシュポットの減衰係数 C1 が C1=0 および 5

の場合の応答曲線を示す．他のパラメータの値は，図 3.4 の K1=300 の場合と同じ

である．図 3.5（a），（b）に示す振幅応答曲線より，各はりが逆位相で振動する偶

数次モードでは減衰の影響が大きく，特に C1=5 の場合の 4 次モードの振動が大

きく抑制されていることが分かる．一方，各はりが同位相で振動する奇数次モー

ドはダッシュポットの減衰の影響を受けないため，共振ピークの大きさは C1=0 

と C1=5 の場合で同じである．図 3.5（c），（d）に示す位相応答曲線では，C1=5 の

場合は減衰の影響を受けるため，偶数次モードの共振点の前後で，位相遅れの変

化が緩やかになっている． 

  

 

(a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.2)       (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.2) 

 

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.2)      (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.2) 

図 3.5 C1=0 と C1=5の場合のはり 1, はり 2 のたわみに対する応答曲線 

(i=100, k2=1, ci= 2, K=300, a1=0.4, F0=0.04, d=0.2)
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図 3.6 は，はり 1 とはり 2 の断面形状が異なる場合の 1 次から 6 次までの振動

モードを示す．図 3.4 の K1=300 の場合から，はり 1 の厚さを，はり 2 の 0.2 倍と

した．このとき，パラメータの値は，1=20，2=100，k2=125，K1=300，a1=0.4 で

ある．はり 1 の剛性が小さくなり，はり 1 単体の固有角振動数が小さくなるため，

はり 1 単体の高次モードと，はり 2 単体の低次モードが組み合わされた振動モー

ド形状となっている．図 3.2 と比較すると，はり 1 とはり 2 が同材質で同形状の

場合の振動モードと大きく異なっていることが分かる． 

  

     

(a) 1 次モード (p1)           (b) 2 次モード (p2)       (c) 3 次モード (p3) 

    

         (d) 4 次モード (p4)         (e) 5 次モード (p5)    (f) 6 次モード (p6) 

図 3.6 はり 1 とはり 2 の断面形状が異なる場合の 1 次から 6 次までの振動モード  

(1=20, 2=100, k2=125, K1=300, a1=0.4) 
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図 3.7 は，はり 1 とはり 2 の断面形状が異なる場合の測定点 xi=0.2 における強

制振動の応答曲線を示す．ただし，パラメータの値は，図 3.6 の場合に加え，ci= 2，

C1=2，F0=0.04，d=0.2 である．図 3.7（a）の振幅応答曲線に，1 次から 5 次モー

ドに対応する共振ピークが見られる．図 3.7（a），（b）より，3 次と 6 次モードを

除くと，はり 2 の振幅は，はり 1 に比べ，非常に小さいことが分かる．この理由

は，図 3.6 に示した振動モード形状より，1 次，2 次，4 次，および 5 次モードで

は，はり 1 が大きく振動するのに対し，はり 2 はほとんど振動しないためである．

はり 1 とはり 2 が同材質で同形状の場合に比べ，はり 1 の 2 次モードの共振ピー

クが大きくなっている（共振ピーク値は 0.00283）．この理由は，モード形状の変

化により，1 次のモード外力の振幅 1F 0.01546 に比べ，2 次のモード外力の振幅

2F 0.0380 が大きいためである．従って，はり 1 とはり 2 の断面を異なる形状に

することにより，強制外力を受けるはりに比べ，他方のはりの振動を小さくでき

る可能性がある．図 3.7（c）に示すはり 1 の位相応答曲線は，図 3.4（c）と同様

に，隣り合う共振ピークの間に反共振点をもち，その点の前後で，位相遅れは，

からに変化する．一方，図 3.7（d）に示すはり 2 の位相応答曲線は，図 3.4

（d）と同様に複雑に変化する． 
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3.3.2 連結要素が 2 組の場合（ケース B） 

図 3.8 は，ばねの取付本数を図 3.2 の場合から 2 本に増やした場合の振動モード

を示す．はり 1 とはり 2 は同材質で同形状であり，パラメータの値は，i=100，

k2=1 であり，ばねの取付位置は，一方は図 3.2 と同じく a1=0.4 とし，2 本目の取

付位置を 1 本目のばねと左右対称な位置 a2=0.6 とした．また，連結ばねのばね定

数Kjを図 3.2のK1=300の場合に対し，それぞれのばね定数をK1の半分の値Kj=150

とした．図 3.8 のモード形状は図 3.2 の場合と異なるものの，ばねが 1 本の場合と

同様な振動モードを示し，1 次，3 次，および 5 次の奇数次モードでは，はり 1

とはり 2 は同振幅かつ同位相であるため，連結ばねは伸縮しない．一方，2 次，4

                                      

 

(a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.2)         (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.2) 

 

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.2)        (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.2) 

図 3.7 はり 1，はり 2 の断面形状が異なる場合のはり 1, はり 2 のたわみに対する応答曲線 

1=20, 2=100, k2=125, ci =2, K1=300, C1=2, a1=0.4, F0=0.04, d=0.2 
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次および 6 次の偶数次モードでは，はり 1 とはり 2 は逆位相で振動するため，連

結ばねは伸縮する． 

図 3.9 は，連結要素が 2 組の場合の応答曲線を示す．パラメータの値は，図 3.8

の場合に加え，はりの減衰係数，ダッシュポットの減衰係数，加振力，加振点お

よび振動の測定点は図 3.4 の場合と同じ ci=2，Cj=1，F0=0.04，d=0.2 である．ただ

し，連結要素が 2 組であるため，連結ばねのばね定数と同様にダッシュポットの

減衰係数は図 3.3 の連結要素が一組の場合の半分の値とした．このときの固有角

振動数 pr とモーダルパラメータを表 3.2 に示す．表 3.1 と同様に式（3.20b）およ

び 2
rrr pk  から計算されるそれぞれの rk が，一致することを確かめている．図 3.9

（a），（b）に示す振幅応答曲線では，図 3.4 と比較して，2 次の共振ピークが大き

くなっている．この理由は，はり 1 とはり 2 を結ぶ連結要素が 2 組に増えたこと

によりモード形状が変化し，2 次のモード外力の振幅が 2F 0.00520 から 0.0297

に大きくなったためである．図 3.9（c），（d）に，それぞれはり 1 とはり 2 の位相

応答曲線を示す．図 3.9（a）における 2 次の共振ピークが図 3.4（a）の場合より

も大きくなったため，図 3.9（c）のはり 1 の位相応答曲線では，図 3.4（c）に示

した連結要素が 1 組の場合に比べて，2 次の共振ピーク付近における位相遅れの

変化が明確に現れている． 

   

 (a) 1 次モード (p1)    (b) 2 次モード (p2)    (c) 3 次モード (p3)    

   

 (d) 4 次モード (p4)     (e) 5 次モード (p5)          (f) 6 次モード (p6) 

図 3.8 連結ばねが 2 本の場合 (Kj=150) の 1 次から 6 次までの振動モード 

 (i=100, k2=125, K1=300, a1=0.4)
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表 3.2 モーダルパラメータ（連結要素が 2 組の場合） 

1

2

3

4

5

6 7012.6 4.69 0.033

0.0387887.6 7887.7 2.00

9.15 83.8

8.88 100.0

1927.9

7012.6

0.030

1927.9 4.42 0.03998.8

0.0381558.4 1558.4 2.003.95 100.0

4.42

0.024

3.34 121.2

0.99 100.0 97.4 97.4 2.00

1352.6 1352.6 10.08

 r 2
rr pr  rk  rc

rF rp

 
 

 

(a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.2)         (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.2) 

  

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.2)        (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.2) 

図 3.9 連結要素が 2 組の場合のはり 1, はり 2 のたわみに対する応答曲線  

(i=100, k2=1, ci =2, Kj=150, Cj =1, a1=0.4, a2=0.6, F0=0.04, d=0.2
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3.4 有限要素法解析による検証 

3.2.3 節で述べたように，本理論解析では減衰が十分小さいとし，式（3.21）の

ように，はり 1 とはり 2 の位相差は無視できると仮定した．本節では，その仮定

の妥当性を検証するため，ケース A とケース B についての強制振動を有限要素法

（FEM）により数値計算する． 

図 3.10 は，連結要素が 1 組の場合（ケース A）における理論解析と FEM 解析

による応答曲線の比較を示す．図中の実線は理論解析による結果，●印は FEM 解

析結果を表す．パラメータの値は，はりの長さ l=4 m，幅 bi =0.3 m，厚さ hi =0.07 

m，密度i=410 kg/m3，ヤング率 Ei =1010 N/m2，連結要素のばね定数 K1=4×105 N/m，

減衰係数 C1=10 N･s/m，ばねの取付位置 a1=1.6 m，励振振幅 F0= 20 N，加振位置

d=0.8 m，振動測定点 xi=0.8 m である．これらの有次元量に対応する無次元量の値

は，i=97.4，k2=1，K1=299，C1=0.460，a1=0.4，F0=0.00373，d=0.2，xi =0.2 であ

 

 

 (a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.8m)    (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.8m) 

   

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.8m)      (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.8m) 

   図 3.10 連結要素が 1 組の場合の理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル） 

により求めた応答曲線の比較(ケース A: C1 =10 N･s/m)
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る．FEM 解析では汎用構造解析ソフトウェア MSC.Marc を用い，1 本のはりをそ

れぞれ 30 要素に分割したモデルを使用した．FEM 解析については理論解析と同

じ構造減衰を設定できなかったため，はりの減衰係数を ci=0 とした．要素には 2

次元はり要素を用い，はり両端の単純支持条件ははりの軸方向とたわみ方向の変

位を拘束することにより実現した（FEM 解析モデルの詳細は付録 B 参照）．図 3.10

（a）, （b）は，それぞれはり 1 とはり 2 の強制振動の応答振幅 B1(x1)，B2(x2)を

示す．理論解析によって計算された系の固有角振動数は，p1=61.6 rad/s， p2=172 

rad/s，p3=246 rad/s，p4=294 rad/s，p5=554 rad/s，p6=570 rad/s である．実線は●印

とよく一致しており，減衰係数 C1 の値が比較的小さい場合には，本理論解析結果

は妥当であることが分かる．図 3.10（d）の位相応答曲線について，励振振動数が

180 rad/s 付近および 600 rad/s 以上において理論解析と FEM 解析結果に差が見ら

れるが，その差が生じている励振振動数付近のはり 2 の振幅は，図 3.10（b）で非

常に小さい．このことから，位相遅れを求める式（3.26c）の分子と分母がいずれ

も小さいため，丸め誤差が生じている可能性がある．また，本理論解析では，は

り 1 とはり 2 の位相差は無視できると仮定しているが，実際には位相差が生じる

ため，理論解析により得られたモード関数からのずれが影響している可能性もあ

る． 

 図 3.11 に，図 3.10 の場合の減衰係数を 10 倍とした C1=100 N･s/m のときの理論

解析と FEM 解析による応答曲線の比較を示す．応答振幅と位相応答曲線ともに，

図 3.10 に比べ，理論解析結果と FEM 解析結果との差が大きくなり，減衰の影響

が無視できなくなってきていることが分かる． 

図 3.12 は，連結要素が 2 組の場合（ケース B）における理論解析と FEM 解析

による応答曲線の比較を示す．パラメータの値は，ばね定数 Kj =2×105 N/m，減衰

係数 Cj=5 N･s/m，ばねの取付位置 a1=1.6 m，および a2=2.4 m，励振振幅 F0= 20 N，

励振位置 d=0.8 m，振動測定点 xi=0.8 m であり，これらの有次元量に対応する無

次元量の値は，i=97.4，k2=1，Kj =149，Cj=0.230，a1=0.4，a2=0.6，F0=0.00373，

d=0.2，xi =0.2 である．実線は●印とよく一致しており，本理論解析結果は妥当で

あることが分かる． 

ケース A の連結要素が 1 組の場合と同様に，図 3.13 に，図 3.12 の場合の減衰

係数を 10 倍とした Cj=50 N･s/m のときの理論解析と FEM 解析による応答曲線の

比較を示す．連結要素が 1 組の場合に比べ，理論解析結果と FEM 解析結果との

差が小さいが，減衰の影響が大きくなる傾向にある． 
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 

(a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.8m)       (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.8m) 

  

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.8m)      (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.8m) 

図 3.11 連結要素が 1 組の場合の理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル） 

により求めた応答曲線の比較(ケース A: C1 =100N･s/m)
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 

(a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.8m)       (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.8m) 

   

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.8m)      (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.8m) 

図 3.12 連結要素が 2 組の場合の理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル） 

により求めた応答曲線の比較(ケース B: Cj =5 N･s/m)
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 

   (a) はり 1 の振幅応答曲線 (x1=0.8m)        (b) はり 2 の振幅応答曲線 (x2=0.8m) 

  

(c) はり 1 の位相応答曲線 ( x1=0.8m)       (d) はり 2 の位相応答曲線 (x2=0.8m) 

図 3.13 連結要素が 2 組の場合の理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル） 

により求めた応答曲線の比較(ケース B: Cj =50N･s/m)
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3.5 結言 

本章では，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置された N 組のばねとダッシ

ュポットから成る連結要素により繋がれた系を対象として，一方のはりに正弦外

力が作用する場合，モード解析によるモード関数の直交性を用いてモード方程式

を導出し，ダッシュポットの減衰の影響が小さいと仮定して，強制振動解を解析

的に求めた．これらの式を用いて，連結要素が 1 組と 2 組の場合の応答曲線を示

した．その数値計算結果を FEM 解析結果と比較した結果，減衰が比較的小さい

場合はよい一致を示し，本理論解析が妥当であることを確認した．本解析を用い

て，連結要素のばね定数と減衰係数が系に及ぼす影響，およびはり 1 とはり 2 の

断面形状の差の影響について，振動モード形状と比較しながら調べた結果，以下

の結論を得た． 

(1) 減衰が比較的小さい場合，2 本のはりが N 組のばねとダッシュポットで離

散的に連結された系において，モード関数の直交性を用いることにより，

モード方程式を誘導することができる． 

(2) はり 1 とはり 2 が同材質で同形状の場合，はり 1 とはり 2 が同振幅，かつ

同位相で振動する奇数次モードでは，ばねとダッシュポットで構成される

連結要素が伸縮しないため，ばね定数と減衰係数の値に関わらず，共振ピ

ークの大きさは変化しない．一方，はり 1 とはり 2 が同振幅，逆位相で振

動する偶数次モードに対応する共振ピークの大きさと対応する振動数は，

ばね定数と減衰係数に依存して変化する． 

(3) はり 1 とはり 2 の断面形状が異なる場合，それぞれのはり単体の振動モー

ドが組み合わされた複雑な振動モード形状となる場合がある．このような

振動モード形状の変化を利用して，強制外力を受けるはりに比べ，他方の

はりの振動を十分小さくすることができる． 

(4) はり 1 とはり 2 が同材質で同形状であり，はり 1 に強制外力が作用する場

合，連結要素の組が増えると，振動モード形状およびモード外力が変化し，

はり 2 の特定の振動モードの振幅が大きくなる場合がある． 
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第 4 章 複数のばね・ダッシュポットで離散的に

連結された二重はりの衝撃応答 
 

4.1 緒言 

建築構造物，産業機械，航空機，船舶などの構造物は，はり要素で構成されてい

る場合やその構造がはりとみなせる場合が多い．そのため，構造物の基本要素であ

る単一のはりが衝撃荷重を受ける場合に発生する振動を調べることは重要である．

単一のはりが，衝撃荷重を受けた場合の過渡応答に関する研究は古くから行われ，

インパルス荷重を受けた場合やパルス状の荷重を受けた場合に発生する振動が調

べられている［13, 14, 15］．一方，複数のはりでモデル化することができる二重は

り構造の例として，床－天井吊り構造がある．床－天井吊り構造をもつ住宅につい

て，上階の床が居住者の飛び跳ねなどにより衝撃力を受けて下階に発生する固体伝

播音は重量床衝撃音と呼ばれて，騒音問題となっている．居住者の飛び跳ねなどで

発生する衝撃力は半波正弦波としモデル化され，タイヤを自由落下させるバングマ

シン（加振機）を用いて発生させることができ，騒音評価に利用されている． 

連結された 2 本の弾性はりを対象とした衝撃振動に関する研究は，ゴムのような

粘弾性材料で連続的に接合されたサンドイッチ構造をもつ二重はりについての研

究［21, 23］がなされている．一方，2 本のはりが離散的に配置されたばねで連結さ

れた系の衝撃振動に関する研究は，強制振動に関する研究と同様に，非常に少ない

と思われる． 

本章では，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置された N 組のばねとダッシュ

ポットから成る連結要素により繋がれた系を対象とし，上部のはりに住宅の騒音評

価に用いられている半波正弦励振の衝撃力が作用する場合の過渡応答を求めた．過

渡応答解は第 3 章のモード関数の直交性を用いて得られたモード方程式を利用し

て求めた．数値計算では，連結要素が１組の場合（ケース A）と 2 組の場合（ケー

ス B）について，各モードと各はりのたわみに対する過渡応答，および励振振動数

に対する過渡応答の残留振動の最大変位量を求めた．また，過渡応答の数値計算結

果を有限要素法による計算結果と比較することにより，本理論解析の妥当性を検証

した． 
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4.2 理論解析 

4.2.1 運動方程式と自由振動解 

図 4.1 のように，両端が単純支持され，一様で長さの等しい 2 本のはりが，N

組のばね定数 Kj（j=1, 2, …, N）のばねと減衰係数 Cj のダッシュポットで繋がれて

いる系を考える．はりの左端から j 番目の連結要素は，左端から距離 aj の位置に

取り付けられている．上部のはりを“はり 1”，下部のはりを“はり 2”と呼び，パラ

メータの添字は，各はりを表すものとする．はり i（i=1, 2）の長さを l，幅を bi，

厚さを hi，密度を ρi，ヤング率を Ei，断面積を Si（=bihi），断面 2 次モーメント

を Ii，はりの減衰係数を ci とする．はり 1 の左端から距離 d の位置に，次式で表

される半波正弦励振力 f(t)が作用する場合を考える．はり i の長手方向の座標軸を

xi とし，時間 t におけるはり i のたわみを wi(xi, t)とする．半波正弦励振力 f(t)は次

式のように定義する． 

 












)2(0

)20(sin
2

sin
)( 00

tT

TttFt
T

F
tf


       （4.1） 

 

ここに， 2T は励振力が作用する時間幅を表し， T 2 を定義する． 

 

図 4.1 理論解析モデル 
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解析結果に一般性をもたせるため，第 3 章の式（3.1）で表される無次元量を導

入する．式（3.1）を用いると，各はりの無次元化された運動方程式は次式となる．

ただし，式（4.2） 以降では，無次元量を表す記号「’」はすべて省略されている．  
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ここに， )( はデルタ関数を表す． 

式（4.2）の運動方程式について，はり i のたわみ wi(xi,t)の自由振動の一般解

は，第 3 章の式（3.8）より次式で表される． 

 

)cos()(),(
1

, rr
r

iririi tpxbtxw  




                   （4.3） 

 
ここに，pr は r 次の固有角振動数であり，第 2 章の式（2.19）により得られる振動

数方程式を解くことにより求められる．また，br とr は任意定数である． 

 

4.2.2 過渡応答 

強制振動解は，第 3 章 式（3.21）よりを次式で表される． 

 

)2,1()()(),(
1

, 




itqxtxw r
s

iriii                            （4.4） 

 

式（4.4）を式（4.2）に代入して，第 3 章 3.3.2 節で求めたモード関数の直交条件

を用いると，次のモード方程式を得る． 

 



64 
 









)2/(0

)2/0(sin
)()(

Tt

Tttf
tqkqctq r

rrrrrr


                 （ 4.5） 

 

ここに， rq はモード座標， r はモード質量， rc はモード減衰係数， rk はモード

剛性， rf はモード外力の振幅を表す． 
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2/0 Tt  において，モード方程式（4.5）を解くと，一般解は次式となる． 
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t

r tXtBtAetq nrr    sin)sincos()( 0            （4.7） 

 

Ar, Br は初期条件を与えたときに決まる定数である（一般解の求め方については付

録 D を参照）．また，式（4.7）に含まれるパラメータをモーダルパラメータ

rrrr fck ,,, で表すと次のようになる． 
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である．ここで，初期条件を 0)0(,0)0(  rr qq  として，式（4.7）の Ar, Br を求め

ると次式となる． 
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 rrnr
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r
rrrr r

X
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
 cossin,sin 0

0                 （4.9） 

 

次に， 2/Tt  の場合を考える． 2/Tt  では外力は作用していないので，次の運

動方程式を考えればよい．  

 

0 rrrrrr qkqcq                                  （4.10） 

 

式（4.10）の一般解は，次式となる． 
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ここで，式（4.7）と式（4.11）とそれらの微分は 2/Tt  において連続であるの

で， )2/()2/(,)2/()2/( ]2/[]2/0[]2/[]2/0[ TqTqTqTq TtrTtrTtrTtr    として， rr BA  , を

求めると，次式となる． 
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式（4.7）を式（4.4）に代入すると， 2/0 Tt  におけるはり i の過渡応答解とし

て次式を得る． 

  



66 
 

2/0 Tt  の場合 
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また，式（4.11）を式（4.4）に代入すると， 2/Tt  におけるはり i の過渡応答解

として次式を得る． 

 

2/Tt  の場合 
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  （4.14） 

 

 第 3 章で導いたモード方程式を利用して半波正弦励振が作用する場合の過渡応

答解を求めることができた． 
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4.3 数値計算結果 

本節では，連結要素が 1 組の場合をケース A，2 組の場合をケース B と呼び，各

場合について衝撃振動の数値計算結果を示す．図 4.2 に，はり 1 に作用する半波正

弦励振力 f(t)と衝撃応答の評価に使用した残留振動の関係を示す．残留振動は，励

振力 f(t)が作用する時間幅 2T 以降の振動である．また，以降の計算結果で使用す

る残留振動の最大変位量（記号 Max で表示）は符号が正の振動振幅の最大値で示

し，最小変位量（記号 Min で表示）は符号が負の振動振幅の最小値で示す． 

 

4.3.1 連結要素が 1 組の場合（ケースＡ） 

図 4.3 は，式（4.7），（4.11）から求めた 1 次から 6 次までの各モードの応答

qr(t)，および式（4.13），（4.14）から求めたはり 1 とはり 2 の xi=0.2 におけるたわ

み w1(t)と w2(t)の時間歴応答を示す．図 4.3(a)，(b)は，それぞれ励振振動数=0.6

と=0.333 の場合の時刻歴応答である．ただし，パラメータの値はi=100, k2=1, ci 

=4.0, K1=300, C1=2.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 である．この場合の固有角振動数

は，p1=0.987，p2=2.76，p3=3.95，p4=4.71，p5=8.88，p6=9.14 である．図 4.3(a)の

=0.6 の場合の 1 次から 6 次までの系の振動モードの応答は，第 1 モードは大き

く振動するものの，2 次以降のモードの応答は非常に小さいことが分かる．ま

た，はり 1 とはり 2 のたわみ応答 w1(t)，w2(t)について，励振力が作用する時間幅

T/2 以降の時間の残留振動振幅は，いずれのはりも大きいことが分かる．一方，図

 
図 4.2 衝撃力 f(t) (半波正弦波)と残留振動 
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4.3(b)の=0.333 の場合の各次モードの応答について，残留振動は，非常に小さく

なっていることが分かる．それに伴い，はり 1 とはり 2 の残留振動も小さくなっ

ている． 

 

(a) =0.6 

図 4.3 1 次から 6 次までのモードとはり 1 とはり 2 の時刻歴応答 

(ケース A：連結要素が 1 組の場合) 

i=100, k2=1, ci =4.0, K1=300, C1=2.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 
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 図 4.4 は，1 次から 6 次までの振動モード応答 qr(t)およびはり 1 とはり 2 の

xi=0.2 におけるたわみ w1(t)と w2(t)の残留振動の最大変位量と励振振動数の関係

を示す．1 次モード q1は励振振動数の変化に伴い，極大値と極小値をもつこと

が分かる．1 次モード q1 がはり 1 とはり 2 のたわみ振動に大きな影響を与えてい

ることが分かる．この特徴はモード減衰係数 rc の値に影響を受けない．特に，

 

(b) =0.333 

図 4.3 1 次から 6 次までのモードとはり 1 とはり 2 の時刻歴応答 

(ケース A：連結要素が 1 組の場合) 

i=100, k2=1, ci =4.0, K1=300, C1=2.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 
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0rc の場合，励振振動数と系の固有角振動数 pr が次式を満足するとき，r 次モ

ードの残留振動の振幅は最小となる（導出は付録 E 参照）． 

 

)1:(12  整数nn
pr


       （4.15） 

 

式（4.15）は 1 自由度系の衝撃応答の結果[55]に一致する． 

図 4.5 は，=0.333 と 0.6 の場合の半波正弦励振力 f(t)のフーリエ変換による振

幅スペクトル )(F を示す．励振振動数=0.6 の半波正弦励振力は 1 の近傍に

比較的大きなスペクトルを含み，系の 1 次の固有角振動数 p1=0.987 が 1 に近

いため，1 次モード q1が励起される．一方，=0.333 の半波正弦励振力は 1 の

近傍にほとんどスペクトルを含まないため，1 次モード q1 は励起されない．  

 

図 4.4 半波正弦励振振動数に対する残留振動の最大値と最小値(ケース A) 

i=100, k2=1, ci =4.0, K1=300, C1=2.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 
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 図 4.6 は，半波正弦励振力 f(t)が作用する位置 d を図 4.4 の d=0.3 の場合から

d=0.1 に変化させた場合の各次モードとはり 1 とはり 2 のたわみの残留振動の最大

 

図 4.6 残留振動に及ぼす加振位置 d の影響 

（図 4.4 の d=0.3 の場合から d=0.1 とした場合） 

 

図 4.5 衝撃力 f(t)をフーリエ変換したときのスペクトル 
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変位量と励振振動数の関係を示す．1 次モードの応答は，図 4.4 と同様に他のモ

ードに比べ大きいことが分かる．しかしながら，励振力の作用する位置が 1 次モ

ードの振動の腹から離れており，1 次の振動モードが励起されにくいため，図 4.4

の d=0.3 の場合よりも，1 次モードの応答は小さい．衝撃力が作用する位置を変化

させると，モード外力の振幅が変化するため，加振位置は残留振動に影響を及ぼ

すと考えられる． 

 図 4.7 は，ばねとダンパの取付位置を図 4.4 の a1=0.4 の場合から a1=0.1 に変化

させた場合の各次モードとはり 1 とはり 2 のたわみの残留振動の最大変位量と励

振振動数の関係を示す．2 次モードの残留振動の最大変位量は，図 4.4 の場合に

比べ，非常に大きくなっていることが分かる．ばねの位置をはりの端部に移動さ

せることにより，2 次の固有角振動数が図 4.4 の場合の p2=2.76 から p2=1.32 に変

化する．それに伴い，図 4.7 の場合は，モード剛性 2k が図 4.4 の場合に比べ小さ

くなる．このことにより，2 次モードの残留振動の最大変位量が増加したものと

考えられる．各はりを連結するばねの位置はモード剛性の増減に関わるため，残

留振動の最大変位量に影響を与える． 

 

図 4.7 残留振動に及ぼす連結ばね位置 a1 の影響 

（図 4.4 の a1=0.4 の場合から a1=0.1 とした場合） 
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 図 4.8 は，はり 1 とはり 2 の断面形状が異なる場合の各次モードとはり 1 とは

り 2 のたわみの残留振動の最大変位量と励振振動数の関係を示す．パラメータ

の値は，1=100, 2=50, k2=0.125, ci =4.0, K1=300, C1=2.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2

である．このときの固有角振動数は，p1=0.84，p2=1.74，p3=3.27，p4=4.12，

p5=5.27，p6=8.53 である．図 4.4 の場合に比べ，1 次と 2 次モードの最大変位量は

増加している．それにともないはり 2 のたわみの最大変位量が増加している．こ

れは，はり 1 に比べはり 2 の断面形状が小さくなったため，系の 1 次の固有角振

動数が 0.987 から 0.84 に変化し， 2 次の固有角振動数が 2.76 から 1.74 になって

いる．そのため，モード質量とモード剛性が小さくなり，残留振動の最大変位量

が増加したと考えられる． 

 

 

図 4.8 はりの形状が異なる場合の残留振動 

1=100, 2=50, k2=0.125, ci =4.0, K1=300, C1=2.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 
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4.3.2 連結要素が 2 組の場合（ケース B） 

図 4.9 は，連結要素を図 4.3 の場合から 2 組に増やした場合の 1 次から 6 次まで

の各モードの応答 qr(t)とはり 1 とはり 2 の xi=0.2 におけるたわみ w1(t)と w2(t)の時

間歴応答を示す．はり 1 とはり 2 は同材質で同形状であり，パラメータの値は，

i=100, ci =4.0, F0=1.0, d=0.3 であり，連結要素の取付位置の一方は図 4.3 と同じく

a1=0.4 とし，2 本目の取付位置を 1 本目の連結要素と左右対称な位置 a2=0.6 とし

た．また，連結ばねのばね定数 Kj とダッシュポットの減衰係数 Cj の値は，図 4.3 の

K1=300，C1=2.0 の場合の，それぞれ半分の値 Kj=150，Cj=1.0 とした．図 4.9(a)，(b)

はそれぞれ励振振動数=0.6 と=0.333 の場合の時刻歴応答を示すが，図 4.3 に示

す応答とほとんどかわらない．連結ばねが 1 本から 2 本に増えることにより，系の

偶数次のそれぞれの固有角振動数は図 4.3 の場合に比べ大きくなり， p2=3.34，

p4=4.42，p6=9.15 に変化したが，1 次モードの応答が優性であるため，その変化が

現れなかったためである． 
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(a) =0.6 

図 4.9  1 次から 6 次までのモードとはり 1 とはり 2 の時刻歴応答 

(ケース B：連結要素が 2 組の場合) 

i=100, k2=1, ci =4.0, Kj=150, Cj=1.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 
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(b) =0.333 

図 4.9  1 次から 6 次までのモードとはり 1 とはり 2 の時刻歴応答 

(ケース B：連結要素が 2 組の場合) 

i=100, k2=1, ci =4.0, Kj=150, Cj=1.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 
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図 4.10 に，図 4.9 と同じ計算パラメータの場合の 1 次から 6 次までの振動モー

ド応答 qr(t)と，はり 1 とはり 2 の xi=0.2 におけるたわみ w1(t)と w2(t)の残留振動の

最大変位量と励振振動数の関係を示す．図 4.9 で述べたように，1 次モードの応

答が優性に現れるため，図 4.4 の場合の結果とほぼ変わらない． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.10 半波正弦励振振動数に対する残留振動の最大値と最小値(ケース B) 

i=100, k2=1, ci =4.0, Kj=150, Cj=1.0, a1=0.4, F0=1.0, d=0.3, xi=0.2 
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4.4 有限要素法解析による検証 

第 3 章 3.2.3 節で述べたように，本理論解析では減衰が十分小さいとし，はり 1

とはり 2 の位相差は無視できると仮定した．本節では，第 3 章と同様に，その仮定

の妥当性を検証するため，ケース A とケース B についての衝撃振動を有限要素法

（FEM）により数値計算する． 

図 4.11 は，連結要素が 1 組の場合（ケース A）における理論解析と FEM 解析に

よる衝撃応答曲線の比較を示す．図中の実線は理論解析による結果，●印は FEM

解析結果を表す．パラメータの値は，はりの長さ l=4 m，幅 bi =0.3 m，厚さ hi =0.07 

m，密度i=410 kg/m3，ヤング率 Ei =1010 N/m2，連結要素のばね定数 K1=4×105 N/m，

減衰係数 C1=10 N･s/m，ばねの取付位置 a1=1.6 m，励振振幅 F0= 1 N，加振位置 d=1.2 

m，振動測定点 xi=0.8 m である．これらの有次元量に対応する無次元量の値は，

i=97.4，k2=1，K1=299，C1=0.460，a1=0.4，F0=1.87×10-4，d=0.3，xi =0.2 である．

FEM 解析では汎用構造解析ソフトウェア MSC.Marc を用い，1 本のはりをそれぞれ

30 要素に分割したモデルを使用した．FEM 解析については理論解析と同じ構造減

衰を設定できなかったため，はりの減衰係数を ci=0 とした．要素には 2 次元はり

要素を用い，はり両端の単純支持条件ははりの軸方向とたわみ方向の変位を拘束す

ることにより実現した（FEM 解析モデルの詳細は付録 B 参照）．図 4.11（a）, （b）

は，それぞれ励振振動数=15.7 rad/s と=31.4 rad/s の場合のはり 1 とはり 2 のたわ

み応答を示す．なお，無次元化された励振振動数は，それぞれ=0.255，0.510 であ

り，理論解析によって計算された系の固有角振動数は，p1=61.6 rad/s， p2=172 rad/s，

p3=246 rad/s，p4=294 rad/s，p5=554 rad/s，p6=570 rad/s である．実線は●印とよく一

致しており，減衰係数 C1 の値が比較的小さい場合には，本理論解析結果は妥当で

あることが分かる． 

 図 4.12 に，図 4.11 の場合の減衰係数を 10 倍とした C1=100 N･s/m の場合の理論

解析と FEM 解析による応答曲線の比較を示す．図 4.11 の結果と同様に，理論解析

結果と FEM 解析結果の差が小さいことが分かる．減衰係数第 3 章 3.4 節の強制振

動の有限要素法解析による検証では，減衰係数が大きくなると理論解析結果と

FEM 解析結果に差が表れた．しかしながら，図 4.12 では，図 4.3 と計算条件がほ

ぼ等しいため，第 1 モードの振動振幅に比べ，2 次以降のモードの応答が非常に小

さく，はり 1 とはり 2 が同位相で振動する第 1 モードの寄与が大きいため，減衰の

影響が表れにくいものと考えられる． 
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(a) =15.7 rad/s                         (b) =31.4 rad/s 

図 4.11 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）の時刻歴応答の比較 

(ケース A: C1 =10 N･s/m)

 

(a) =15.7 rad/s                         (b) =31.4 rad/s 

図 4.12 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）の時刻歴応答の比較 

(ケース A: C1 =100 N･s/m)
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図 4.13 は，連結要素が 2 組の場合（ケース B）における理論解析と FEM 解析

の応答曲線の比較を示す．パラメータの値は，ばね定数 Kj =2×105 N/m，減衰係数

Cj=5 N･s/m，ばねの取付位置 a1=1.6 m，および a2=2.4 m，励振振幅 F0= 1 N，励振

位置 d=1.2 m，振動測定点 xi=0.8 m であり，これらの有次元量に対応する無次元量

の値は，i=97.4，k2=1，Kj =149，Cj=0.230，a1=0.4，a2=0.6，F0=1.87×10-4，

d=0.3，xi =0.2 である．実線は●印とよく一致しており，本理論解析結果は妥当で

あることが分かる． 

図 4.14 に，ケース A の連結要素が 1 組の場合と同様に，図 4.13 の場合の減衰係

数を 10 倍とした Cj=50 N･s/m のときの理論解析と FEM 解析による応答曲線の比較

を示す．図 4.13 の結果と同様に，理論解析結果と FEM 解析結果の差が小さいこと

が分かる．これは，図 4.12 の結果と同様に，図 4.13 の計算条件では，第 1 モード

の寄与が 2 次以降のモードに比べて非常に大きいため，減衰の影響が表れにくいた

めであると思われる． 

 

 
(a) =15.7 rad/s                         (b) =31.4 rad/s 

図 4.13 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）の時刻歴応答の比較 

(ケース B: Cj =5 N･s/m)
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(a) =15.7 rad/s                         (b) =31.4 rad/s 

図 4.14 理論解析（実線）と FEM 解析（シンボル）の時刻歴応答の比較 

(ケース B: Cj =50 N･s/m)
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4.5 結言 

本章では，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置された N 組のばねとダッシュ

ポットから成る連結要素により繋がれた系を対象として，一方のはりに半波正弦励

振力が作用する場合，モード関数の直交性を用いて求めたモード方程式を使用して

過渡振動解を求めた．これらの式を用いて，連結要素が 1 組と 2 組の場合の衝撃応

答を示した．その数値計算結果を FEM 解析結果と比較した結果，減衰が比較的小

さい場合はよい一致を示し，本理論解析が妥当であることを確認した．本解析を用

いて，加振位置，連結ばねの取付位置およびはり 1 とはり 2 の断面形状の影響につ

いて調べた結果，以下の結論を得た． 

(1) 各はりの残留振動は 1 次モードの影響が最も大きく，3 次以上の高次モード

の影響はほとんど受けない． 

(2) 半波正弦励振力が系の各次モードの固有角振動数と同じ成分を含まない場

合，それらのモードはほとんど励起されない． 

(3) 残留振動の最大変位量は加振位置，連結ばねの取付位置および励振振動数の

影響を大きく受ける． 

(4) 半波正弦励振力の作用時間を T/2 とし，その角振動数 ω を ω=2π/T で定義す

ると，r 次の固有角振動数 pr と ω の間に )1:()12(  整数nnpr  の関係が

満たされる角振動数 ω の付近で，はりの残留振動が極小となる． 
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第 5 章 今後の研究課題 
 

第 2 章から第 4 章において，2 本の両端単純支持はりが離散的に配置された N

組のばねとダッシュポットから成る連結要素により繋がれた系を対象として，自

由振動，強制振動，および衝撃振動について，モード解析により理論解析を行い，

数値計算を実施した．本論文では，はりの両端部について単純支持条件を設定し

て解析を進めたが，本解析手法はその境界条件に限定せず，他の境界条件に対し

ても適用可能である．また，本論中の理論解析や数値計算結果でも示したように，

2 本のはりの断面形状や材質（曲げ剛性，質量）が異なる場合にも対応している．

そのため，いろいろなタイプの二重はり構造に本解析手法が適用できる．本章で

は，本手法が適用可能な分野の構造物を紹介しながら，今後の研究課題について

述べる．なお，筆者は住宅用防振ゴムの設計・開発にも携わっているため，二重

はりの振動解析を適用する具体的な対象として住宅を取り上げ，その課題につい

て述べたい． 

 第 1 章では，離散的にばねで連結された二重はりに関する従来の研究について

述べたが，2 本のはりの一方とそれを連結するばねとダッシュポットで動吸振器

を構成し，他方のはりを制振する研究がなされている［49］．具体的な研究例とし

て，高速旅客鉄道用の橋に発生する振動をはりタイプの動吸振器で制振する試み

が Martínez-Rodrigo ら［56］によってなされている．この研究例の場合，外力の

作用する主系（橋）の振動を動吸振器で抑制しようとするもので，一般的な制振

方法に相当する． 

住宅構造を取り上げると，上階の居住者の飛び跳ねなどにより発生する床振動

が床と天井を結ぶ吊り要素を介して，天井を振動させることで発生する騒音が課

題となる．この場合，天井の振動を低減するために，動吸振器を利用することが

考えられ，住宅のはり状の構造部材を付加質量として利用できれば，より合理的

となる．しかしながら，住宅構造については，外力の作用する床が制振対象では

なく，天井が振動を低減したい制振対象にあたる．通常の動吸振器は外力の作用

する側の構造の振動を低減するため使用されており，外力の作用する床と吊り要

素を動吸振器として利用することは困難であると思われる． 

そこで，床自体に動吸振器を設置して振動源を対策するか［57］，音の放射面で

ある天井自体に動吸振器を設置することになる［58］．床と天井を二重はり構造に

置き換えると，上部はりや下部はりに動吸振器を設置する場合の検討が必要とな

る．例えば，上部はりと下部はりのいずれに設置するのが効果的であるか，また

動吸振器の設置個数や配置の最適化が課題となる．住宅については，部屋のサイ
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ズが同一である場合は少なく，天井のサイズによって天井の振動モードも異なる

ため，部屋のサイズによる影響を受けにくい動吸振器の数量と配置を考える必要

がある． 

本論文では，床に相当する上部はりの振動が吊り要素を介して，天井に相当す

る下部はりに振動が励起される場合を想定しているが，天井が床と天井との間の

空気層がそれぞれのはりに影響を与える場合が考えられる．これは，床と天井間

の空気層がある程度密閉された状態である場合，上階の床が加振により変形した

際，空気層を押し，それに追従する形で天井が変形する．この場合，空気層が連

続的なばね，吊り要素が離散的なばねとしてモデル化できると考える．2 本のは

りを結ぶばねが柔らかいほど，振動を伝えにくくなるが，空気層の存在により，

連結ばねが柔らかすぎると逆に下部はりがより振動する可能性がある．二重はり

の間に空気層を考慮したモデルについて，ばねとダッシュポットの最適なばね定

数と減衰係数が存在するのか調べたい．また，住宅構造の界壁（部屋と部屋を仕

切る壁）についても同様に二重はりとして扱うことができる．壁の加振源は隣の

部屋で発生する物音や声であり，音響加振となる．この場合，はり全体やはりの

ある部分に分布荷重が作用する系として調べることができる．外力を分布荷重と

して扱うことも今後の研究課題の一つである． 

 住宅構造については，上階の居住者の飛び跳ねなどにより階下に発生する室内

音（重量床衝撃音）を評価する際にバングマシンと呼ばれる加振機が用いられる．

この加振機による評価は，床中央を加振する場合とそれ以外の場所を加振する場

合があり，場所により床のたわみ量が変化することが考えられ，床材の非線形な

挙動により床衝撃音に影響を与えるとの報告［59］もある．このことから，両端

単純支持の二重はりについて，一方のはりが外力を受けた場合，たわみが大きく

なり，はりに張力変化が生じることが考えられ，張力を考慮した非線形解析も必

要となると思われる．また，床と天井の吊り要素に防振ゴムを利用することが多

いが，防振ゴムはコイルばねのように荷重とたわみが線形関係となる材料とは異

なり，変形が大きくなると非線形性が現れやすい．さらに，2 本のはりを連結す

るばね要素に非線形性を考慮した場合の解析も今後の研究課題である． 

 数値計算上の課題として，2 本のはりを連結するばねの取付本数が増えた場合

の固有角振動数を求める計算方法の改善が挙げられる．自由振動の理論解析につ

いて，振動数方程式を解き，固有角振動数を求めるが，振動数方程式は三角関数

と双曲線関数を含む超越方程式であり，解析的に解けない．そのため，振動数方

程式 f()=0 の左辺を y f()とおき，振動数に数値を代入しながら，yとなる
を探索することになる．本論文では，その探索方法として二分法を用いた．高次

の固有角振動数解付近では，関数 f()が双曲線関数を含んでいるためにその値が
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急激に大きくなると同時に，f()は三角関数を含むため f()の値は振動的になる．

関数 f()にこのような性質があるため，連結ばねの本数が増えるにつれ，f()に

含まれる項数が飛躍的に増大するために，数値の丸め誤差が f()の値に大きな影

響を与え，その数値がより振動的になる．このとき，解の探索には f()の値の正

負の符号を利用しているため，f()の値が振動的になれば，解の判定が困難とな

ってしまう．解の探索方法に別の方法を採用することや，丸め誤差の累積を回避

する方法を考えることも課題の一つである． 
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第 6 章 結論 

 
第 1章で示した目的に従い，等しい長さの 2本のはりが離散的に配置された複数

のばね・ダッシュポットで連結された系を対象に，モード解析により，第 2章では

自由振動，第 3章では強制振動，第 4章では衝撃振動について調べた．以下に得ら

れた結果をまとめる． 

第 2章の自由振動では，2本のはりが複数の（N本）ばねで離散的に連結された

系の固有角振動数と固有振動モードを求めるための一般式を解析的に誘導した．第

3章の強制振動では，2本のはりが N組のばねとダッシュポットで離散的に連結さ

れた系について，上部のはりに正弦外力が作用する場合の強制振動を求めるため，

モード関数の直交性を用いて，モード方程式を理論的に誘導した．第 4章の衝撃振

動では，第 3章で得られたモード方程式により，半波正弦励振の衝撃荷重が作用す

る場合の過渡応答解を求めた．これらの解析結果の妥当性を検証するため，数値計

算を実施し，FEM解析結果と比較した．比較した結果，非減衰の自由振動，減衰が

比較的小さい場合の強制振動および衝撃振動について理論解析結果は妥当である

ことが分かった．自由振動，強制振動および衝撃振動の数値計算結果を要約する． 

（1）自由振動 

はり 1とはり 2が同材質・同形状で連結ばねが 1本または 2本の場合，い

ずれについても連結ばねのばね定数が増すにつれ，奇数次，偶数次モードの

固有角振動数はそれぞれ一定，および増大することがわかった．連結ばねが

1本（N=1）の場合，はり単体の節の位置，すなわちはりの中央に連結 ばね

を設置すると，そのばね定数が特定の値になると３つの固有角振動数が等し

くなり，その値を境にして固有角振動数の大小関係が入れ替わることを明ら

かにした．連結ばねが 2本（N=2）の場合，はりの中央に連結ばねを設置し

ない場合でも，連結ばねが 1本の場合と同様の特徴が現れることを明らかに

した． 

（2）強制振動 

連結要素が 1組または 2組の場合，モード 方程式により得られた各振動モ

ードの強制振動を合成することにより，はりの振動振幅と位相遅れを求めた．

はり 1 とはり 2 が同材質・同形状の場合，奇数次モードの共振ピークの大き

さと振動数はばね定数と減衰定数に関わらず，変化しない．一方，偶数次モ

ードの共振ピークの振動数と大きさはばね定数と減衰定数に依存して，変化

する．連結要素が 1 組で 2 本のはりが異なる形状の場合，2 本のはりが同材
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質で同形状の場合に比べ，振動モード形状が大きく変化し，外力が直接作用

しないはりの振動を小さくできることを明らかにした．2 本のはりが同材質

で同形状の場合，それらを繋ぐばねとダッシュポットが 2 組に増えると，振

動モード形状とモード外力が変化し，外力が直接作用しないはりの振動が大

きくなることを示した． 

（3）衝撃振動 

連結要素が 1組または 2組の場合，強制振動で得られたモード方程式を用

いて，半波正弦励振の衝撃荷重が作用する場合の各はりの残留振動を求めた．

はり 1とはり 2の残留振動は 1次モードの寄与が大きく，3次以上の高次モ

ードの影響をほとんど受けない．半波正弦励振力に含まれる振動数成分と，

系の各次モードの固有角振動数の関係により，残留振動の最大変位量が変化

する．また残留振動の最大変位量は加振位置，連結ばねの取付位置および励

振振動数の影響を大きく受ける．半波正弦励振の振動数 ω と系の r 次の固

有角振動数 prの間で )1:()12(  整数nnpr  の関係が満たされると，励振

振動数 ωの付近で，はりの残留振動が極小となる． 
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（付録 A）運動方程式の無次元化 
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ここで p1は 1 次の固有振動数である． 
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式(A.3)を整理すると次式となる． 
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式(A.4)の両辺を
3

11

l

IE
で，割ると次式を得る． 
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ここで次のパラメータを定義すると 
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式(A.5)は次式となる． 
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（付録 B）FEM 解析モデル 

［連結要素（ばねとダッシュポット）が 1 組の場合］ 

 

 

 

 

 

両端単純支持：x,y並進方向拘束 

連結ばね・ダッシュポット 

（リンク要素） 

はり 1 とはり 2 の要素数・節点数 

要素数：各はりとも 30 要素，節点数 31(2 次元はり要素) 

 

パラメータの定義 

はりの密度，幅，厚さおよびおよび励振力は，数値として設定する 

 

連結要素 

はりの節点をリンクと呼ばれる要素で連結し，ばね定数と減衰係数は 

数値として設定する 

はり 1 

はり 2 

両端単純支持：x,y並進方向拘束 
加振力の作用点 

（節点力として与える） 

 

1.6m  

(無次元パラメータ a1=0.4) 4m 



質点1と2の位相差(degree)
ω(rad/sec)

4.58 (2次固有振動数) 4 5

0.02

88.1 99.9

0.1 174.7 173.5

減衰係数C (N・s/m)

0.002 179.9 179.9 179.9
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パラメーター m1=m2=1 kg, k1=k2=1 N/m, 
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（付録 D）1自由度系の過渡応答の一般解 

 

 

質量 m，ばね定数 k，減衰係数 cの 1 自由度系に外力 Fsinωtが作用する場合の一般解を

求める．このとき，運動方程式は次式となる． 

tFkxxcxm sin                           (C1) 

まず，式(C1)の右辺が 0 の場合を考える．このとき，解である xを 
tXex                                 (C2) 

と仮定する．ここで，X，λは未知定数とする．式(C1)に式(C2)を代入すると，次式を得

る． 

0)( 2  kcmX                            (C3) 

式(C3)を λについて解くと次式を得る． 

mkc
mm

c
4

2

1

2
2                         (C4) 

mkc 2 の場合，式(C4)から λは共役な複素数であり，次式で表せる． 







  24

2

1
,

2
cmk

mm

c
j dd                (C5) 

式(C2)に式(C5)を代入し，任意定数 X1，X2 を用いると，次式を得る． 

 tjtjt dd eXeXex    21                        (C6) 

次に，式(C1)の場合を考える．このとき，解である xを 

tBtAx  sincos                           (C7) 

と仮定する．ここで，A，B は未知定数とする．式(C1)に代入し，両辺の係数を比較する

と， 




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

FBmkAc

BcAmk

)(

0)(
2

2
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
                       (C8) 

を得る．式(C8)より未知定数 A，B を求め，式(C7)に代入すると，次式を得る． 
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ここで，式(C8)に三角関数の合成を用いると，次式で表せる． 
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                            (C10) 

式(C10)は特解である．よって，一般解は式(C6)，(C10)より，次式となる． 

  )sin(021    tXeXeXex tjtjt dd                               (C11) 
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（付録 E）残留振動振幅の最小条件 

 

 

2/0 Tt  において，1 自由度系のばね，質量，ダンパ系に外力 F₀sinωt を加えた場合の運

動方程式は次のようになる． 

)2/0(,sin
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sin 00111 TttFt
T

Fkxxcxm     (D1) 

これより一般解は，次のようになる． 
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ここで A, B は初期条件を与えたときに決まる定数である．今，初期条件は 0)0(,0)0( 11  xx   

なので，式(D2)に代入すると，それぞれ次のようになる． 

 


 cossin,sin 0
0  n

d

X
BXA  (D3) 

さらに， 0c にしたとき， )(,,0,0 2
00  mkFXnd  となる．これより，式(D2)

は次のようになる． 

)sin(sin)( 01 ttXtx n
n



   (D4) 

さらに式(D4)を t で微分すると次のようになる． 

)coscos()( 01 ttXtx n   (D5) 

式(D4), (D5)に 0)2/()2/( 11  TxTx  を代入し， T/2  であることを考量すると， 














1
2

cos

0
2

sin

T

T

n

n





  (D6) 

となる．式(D6)を についてn 解くと，次式を得る． 
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式(D7)より， 

)1()12(  nnn




 (D8) 

という条件が得られる． 


