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あらまし 数学においては，概念的理解を要する記述問題で，判断の理由などを自分の言葉や図式で説明する
課題の正答率が低いことが知られている．この要因の一つとして，数学で用いられる記号的表現と図形的表現を
十分に理解しておらず，両者を関連づけた整理ができていないことがあげられる．そこで本研究では，数学にお
ける記号的表現を図形的表現に変換する機能を有した学習支援システムの開発を行う．本システムでは，学習者
に通常の数学の記述問題のように回答を記述させ，本機能により図形的表現に自動的に変換する．これにより，
誤った記述文は誤った図形の描画につながり，学習者自身が自身の解答の誤りに気づける．更に，図形の描画は
学習者の記述した解答に基づいた制約内で実現され，その制約内であれば操作可能としているため，学習者は図
形の操作を通して記述文の制約を理解し，数学のより深い理解が支援されることとなる．本論文では，本システ
ムを用いて評価実験を行ったため，その結果についても報告する．
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1. ま え が き

国際比較調査 (PISA，TIMSS)により，日本の子供

の数学・理科リテラシーや学力は国際的にみると高い

水準にあることが示されている．一方で，概念的理解

を要する記述形式の出題で，判断の理由などを自分の

言葉や図式で説明する課題の正答率は低く，無回答率

が高い．更に，このようなタイプの問題に対する学習
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意欲が低いことが知られている [1]．

数学における通常の問題解決では，例題とその解き

方を記憶し，類似した問題が出題された場合は過去の

問題のパターンに当てはめて手続き的に問題解決を行

える場合が少なくない．そのため，通常の数学の問題

が解決できる学習者であっても，十分に自身の解法の

意味を理解できていない，あるいは説明できない場合

が存在する．このような問題点を解決するためには，

問題文あるいは解法が図的にどのような意味をもつの

かを把握することや，図を文や数式で表現するために

どのように表現すればよいかを理解することが重要で

ある．中原 [6] らは，このような数学における図を用

いた表現を図形的表現と呼び，文や数式を用いた表現

を記号的表現と呼んでいる．本研究ではこの定義に従

い，数学で扱われる概念を文字や数式，文などの記号

により表現したものを記号的表現と定義し，また，数

学で扱われる概念を点や線などで構成される図で表現

したものを図形的表現と定義する．この定義に従えば

問題文や解法が意味する図を理解できていない問題点
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や，図を文や数式で表現できない問題点は，記号的表

現と図形的表現の関係性の理解不足であるといえる．

本研究では，この記号的表現と図形的表現の関係性

の理解の促進を目的とする．通常の教科書や参考書な

どに記載されている例題の模範解答にも記号的表現と

図形的表現が記載されているが，これらを閲覧するだ

けでは解法のうちどの数式や文がどの図形の描画に関

与しているかを十分に把握できず，また，解法の一部

を変更した場合，あるいは自身の解法が誤っていた場

合に，図形的表現がどのように変化するかなどの関係

性の理解が十分に行えない．

そこで，本研究では，記号的表現と図形的表現の間

の理解を深めるためには，学習者が一方を表現し，シ

ステムがそれを他方の表現に変換し，可視化する機能

が有用であると考え，本論文では，このうち学習者に

解法を記号的表現で記述させ，システムが図形的表現

として学習者の解法を可視化する支援機能を開発する．

対象は，高校数学の軌跡を題材とした平面座標幾何問

題を取り扱う．

また，記号的表現と対応する図形的表現を理解する

ためには，解法が全て構築された後に図に変換するの

ではなく，学習者が解法を構築していくたびにそれが

図的にどういう意味をもつかを可視化することが望ま

しい．一方で，例えば「点 Pを (x, y)とする」などの

単文に対して，可視化機能のみで妥当な理解を促進す

ることは難しい．なぜなら，システムが例えば，上記

の単文を表す一例として，(2, 3)という座標に点をプ

ロットした場合，「点 Pを (2, 3)とする」という単文と

の差が発生せずに誤った理解が促進される可能性があ

る．そのため，本システムでは可視化機能と合わせて，

図形の操作機能を開発する．学習者は可視化された点

や線などを単文の制約の範囲内で操作可能とする．本

論文における制約とは，記述した記号文に含まれる，

図形を描画する（図形が存在できる）ための条件（範

囲指定や定値，点や線の性質）のことを示す．「点 Pを

(x, 0)とおく」という単文が追加された場合，可視化

された点 Pは yの値が 0であるという制約を受け，学

習者は点 P を x 軸上でしか操作できない．この操作

を通して，学習者は自身が記述した文が図的にどの制

約の範囲で成立するかを学習する．学習者が誤答を生

成した場合は，正答とは異なった描画や操作となるた

め，自ら誤りに気付くことが期待される．この「誤り

からの学習」が知識修正や理解に重要な役割を果たす

ことは，これまでにも数多くの研究で指摘され，同時

に学習者が誤りに自発的に気付くことが重要であるこ

とも指摘されている [2]～[5]．誤りに対する「内発的

な気づき」を生起させるには，学習者の答えを肯定し

た上で，その結果としてどのような結論が導かれてし

まうのかを示し，その矛盾の奇妙さを学習者自身に気

付かせることが有効である．

本研究では，上記の可視化機能と図形操作機能を備

えたシステムにより，学習者は，記号的表現と図形的

表現の関係性を理解し，その効果として記号的な文に

対して図形的に考えることができ，また，図形的な内

容を記号的に捉えられるようになると考える．この状

態において，学習者は問題解決における自身の解法の

意味を理解していることとなる．

本論文では，評価実験を通して，可視化機能と図形

操作機能という二つのフィードバック機能を有する本

システムの利用の前後のテストの結果に有意な差が得

られたことについても報告する．

2. 関 連 研 究

数学における表現に関して，中原 [6] は記号的表現

と図形的表現を含んだ五つの分類を提唱している．ま

た，この表現を用いて，学習者への課題としてある数

学文章に含まれる数量関係の把握等を解決することが

挙げられている [7]．

図形的表現の役割や効果は，先行研究において明ら

かにされている．算数の学習における作業記憶の負荷

の低減や，具体的モデルの構築の支援となり [8]，問題

構造を明確に表現し，正しく解くための基礎をつくり，

解答者の情報知識の跡をたどることができる [9] こと

が知られている．しかし，これらは「図形的表現をう

まく活用して記号表現の理解を促進する」というアプ

ローチであり，どのようにすれば図形的表現を理解で

きるかという課題には答えておらず，また，図形的表

現に焦点を当てたものが多く [10]，記号的表現との関

係の理解については焦点を当てていない．

中原 [6] は，学習者が様々な表現方法を用いて，問

題や解答を捉えることの重要性を主張している．仮に，

記号的表現で解答を記述できても，その解答の状況が

表す図をイメージできない学習者は，十分な理解に至

れているとはいえないためである．

以上より，数学学習において学習者が様々な表現方

法を活用できるようになることは主張されているが，

現状では記号的表現と図形的表現を関連づけて学習さ

せることを狙ったものは見当たらず，本研究のように，
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記号的表現の誤りを図的表現において可視化し，学習

者に記号的表現と図的表現の関係づけを試行錯誤的に

考えさせるといった試みは存在しないといえる．

また，これまでの研究における誤りの可視化は，学

習者の思考に基づいた結果のみのシミュレーション

（実行）のみで，一方，本研究で提案した図形操作機

能は，誤りを可視化した後の”実行後”についても考え

ることで記述した（されている）各文が，どのような

図を表せ，どのような動き（可能描画範囲）になるか

という制約について認識・体験することを可能とする．

3. システム設計

3. 1 学習課題の設定

数学における理解を深めるためには，記号的表現と

図形的表現の関係性を理解することが重要である．そ

れには，学習者が自身の記述した記号的表現が図形的

にどのような意味をもつかを考え，また自身の描画し

た図形的表現が記号的にはどのような意味をもつのか

を考えさせ，試行錯誤できる環境が必要となる．ただ

し，試行錯誤した際には診断・フィードバックを与える

必要がある．したがって，これを支援するシステムに

おいては，学習者が記述した記号的表現がもつ図的意

味を理解し，記号→図形への変換を行える機能や，学

習者の描画した図形的表現がもつ記号的意味を理解し，

図形→記号への変換を行える機能の開発が望まれる．

本論文では，その初歩段階として学習者が記述した

記号的表現を図形に変換できる機能を実現する．ただ

し，自由記述された文をシステムが診断することは容

易ではないため，本論文では概念・数量関係を表現す

る単文（数学の教科書などで用いられる「点 Pを (x,

y)とおく」「問題の条件より」等の典型文）を用意し，

単文を組み合わせて解答文を生成する方法を実現する．

本論文では，単文を図形的に有意味な要素を一つ以上

含むものとし，できる限り 1要素のみとなるように分

割したものに限定する．例えば「点 P を (x, y) とす

る．AP=BPなので」のような文は，「点 Pが平面 xy

上の点である」という要素と，「点 Aと点 Bから等し

い距離にある点である」という要素の二つを含む．こ

のような場合，「点 Pを (x, y)とする」「AP=BPであ

る」といった 1要素の文へと分割する．学習者はこの

ように定義された単文を組み合わせて，解答を表現す

る．そのため，学習者の解答のプロセスにおいては，

図に追加される要素（制約）が徐々に追加されること

となる．

3. 2 誤りの可視化フィードバックの実現

学習者と教師の数が N 対 1 にある通常の教室講義

においては，学習者の誤答がどのように間違っている

かについて個別に診断し，フィードバックを行うこと

は極めて困難である．そのため，学習者の解答につい

ては正誤判断のみを行い，その後に正解を提示すると

いう形式がもちいられることが多い．しかし，このよ

うなフィードバックでは学習者は十分な試行錯誤を行

えず，学習者自身も自らの解答の何が間違っていたか

について十分に振り返ることができない．学習者自身

が誤りを振り返るためには，誤答であることを伝える

否定的フィードバックではなく，誤答を正しいとする

と何がおかしなことになるかと伝える肯定的フィード

バックが効果的であり，その一つの手段として誤りか

らの学習があげられる．誤りの可視化とは，学習者の

解答を肯定した場合に，生じるおかしな状況を可視化

することであり，学習者は可視化された内容を観察す

ることで自発的に誤りに気付くことが誘発される．誤

りの可視化に関する先行研究として，力学の作用・反

作用の把握における誤り可視化 [11]～[13]，幾何証明

における推論の誤り可視化 [14]，3 次元モデルによる

デッサンの誤り可視化 [15]，アニメーションを利用し

た英作文の誤りの可視化 [16]，学習支援を指向した誤

り可視化のためのロバストシミュレータ [17]と多分野

にわたり研究の試みがなされている．

本研究では，数学問題において学習者が構築した解

答文にそって，対応する図を生成する．これにより，

誤った単文を用いた学習者の解答に従った場合，おか

しな要素（制約）をもった図が生成されることなるた

め，学習者が内発的に誤りに気づくことが期待される．

3. 3 可視化された図の操作機能

物理などの誤りの可視化においては，学習者が表現

した解答以外に通常の物理法則などを用いて誤りをシ

ミュレートする方法がとられている．そのため，学習

者の解答が不十分であっても，物理法則を用いながら

ふるまいを生成できる．一方，数学においては学習者

の解答が十分でない場合には，適切な図を生成できな

い．例えば「点 P を (x, y) とする」という単文だけ

では，本来点 Pを置く場所をユニークに定めることが

できない（点 Pは平面 xy上に配置されていれば正し

い）．そのため，システムは 1 例として，（2, 3）など

の座標に置くことになる．しかし，これでは「点 Pは

（2, 3）である」という単文との間の差を可視化できな

い．そのため，単に可視化しただけでは学習者は，た
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またまそのような図になったのか（制約の範囲では他

の図も描画できるはずなのか），その図は確定的に書

かれたのか知ることができない．そこで，本研究では

描画された図は，現状用いられた単文がもつ制約の範

囲で学習者が操作可能であるように設計する．これに

より，学習者は現状の解答文による描画された図の範

囲を確認し，理解を深めることができる．また，軌跡

問題であるにもかかわらず点 Pが軌跡を描かなかった

り，固定されたりすることで操作を通して自発的に誤

りに気づけることが期待される．

4. システム実装

本章では 3. に従って，実際に実装したシステムに

ついて説明する．システムは，Visual Basic2010を用

いて実装された．

4. 1 学 習 領 域

本システムでは，高校数学の“軌跡”の範囲，つま

り平面座標幾何の軌跡や軌跡の考え方に至るまでの問

題範囲（点と点の距離の算出等）を題材とした．シス

テムでは，実際の数学の教科書で出題される軌跡の範

囲の問題を分析し，それらを 3.1で述べた指針に従い，

「点 Pを (x, y)とおく」，「AP=BP」等の図的要素を

1，2個程度含む単文を用意した．システムで用意した

各問題は単文 4から 6個で解答できる．

今回システム内に用意した単文は，点の定義，点に

ついての条件，計算式，結果，結論に関わる内容を準

備している．

4. 2 学習者のシステム内での活動の流れ

最初に，学習者が取り組める問題一覧をシステムが

表示する．学習者はその中から取り組みたい問題を選

択する．本システムに用意した問題は，点と点の距離

を算出する問題，点と点の距離から座標を算出する問

題，点の軌跡を求める問題と全 3問である．問題を選

択すると問題解答画面へ移行する（図 1）．

学習者のシステム内での活動は以下のとおりである．

（ 1） システムに与えられた問題文を確認する．

（ 2） 一つ目に記述する単文を選択し，図 1のプロ

セス 1を押す．

（ 3） システムが学習者の選択した単文に対応した

図を可視化するため，それを確認する．更に，学習者

はその制約を確かめるために，図を操作する．自身の

解答が不適切であると感じた場合は，単文を他の文に

入れ替える．

（ 4） 文を追加し，隣接したプロセスボタンを押す．

図 1 問題解答画面
Fig. 1 Problem solving interface.

図 2 解答テンプレート選択例
Fig. 2 Single sentence selection example.

（ 5） システムが学習者の追加した単文の要素を含

めた，全ての単文の要素をもつ図を可視化するため，

図を確認する．更に，その要素群からなる制約に基づ

いて図を操作できるため，現状の制約を図の操作を通

して確認する．また，自身の解答が不適切であると感

じた場合は，必要な単文を修正する．

4. 3 インタフェース

学習者の単文の選択は，プルダウン形式で行う（図

2）．プルダウン形式で行う理由について説明する．自

然言語で学習者に解答を記述させた場合，技術的な問

題で診断が困難であることは前述したが，その他の手

段として選択形式ではなく，テンプレートを自分で並

べ替えて，自由な解答を行う形式も考えられる．しか

し，テンプレート形式で行った場合，ある文を使うた

めの前提が不足しているなどの論理的な問題による誤

答が頻発することが予想される．本研究では，解法の

論理的な整合性ではなく，解法で用いられる記号的表

現と図形的表現の関係性の理解に焦点を当てているた

め，学習者による自由な構築ではなく，有意味な誤選

択肢群が意味する図的意味と，正解の選択肢が意味す

る図的意味の差を認識させるためにこのようなインタ
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図 3 解答記述追加による図の変化
Fig. 3 Changes in graphics by adding constraint.

フェースとしている．また，プルダウンメニュー内の

誤選択肢は，高校の軌跡の範囲における教科書や参考

書に掲載されている問題や例題の解法中の表現を収集

し，類似したものを提示している．

単文を選択後に，対応する右の「プロセス」ボタン

を押すことで，現在までに選択した単文の要素を全て

保持する図が画面右側の枠に描画される（図 3）．

4. 4 図の生成と操作の実現

本システムでは，用意した単文に対して，図的な要

素を対応させ，データベースに格納している．例えば，

「点 Pを（x, y）とする」という単文に対しては，「平

面 xy上を移動する点である」旨がデータベースに記

載されており，「AP=BP」という単文に対しては，「点

P の移動範囲は点 A と点 B から等価な距離になる」

旨が記載されている．

システムは，学習者が用いた単文群に対して，この

データベースを参照し，制約に従った図を計算し，生

成する．制約により図が一意に定まらないときは，そ

の制約内で一例として図を生成し，制約内でその図を

操作可能とする．なお，学習者の用意した単文群が矛

盾しており，図が描画できない場合は，矛盾により描

画できない旨を通知する．

各単文に記述する図の要素については以下のとおり

である．点（の定義）の文では，動点であるのか静点

（定点）であるのかについての情報が記述されている．

図 4 制約下での図の操作例
Fig. 4 Examples of graphical item operations under

constraints.

動点の場合は定義の段階で範囲に制約があるか（xy平

面上を自由に動ける，x軸上のみを動く，y軸上のみを

動く）が記述されている．点の制約文では，AB=BP

などの点の距離についての制約を定める文においては，

どの点にどのような制約が追加されるか記述されてい

る．計算式においては，点の定義と制約に基づいて立

式される直線や曲線式についての単文が用意され，そ

こで描かれる式に関する描画内容がデータベースに記

載されている．結論については，計算式で求めた線上

を点 Pが動くなどの結論が用意されており，この結論

に従って点 Pの最終的な範囲が決定される．

例えば，図 3における例を用いて説明する．最初に

学習者は「点 P を (x, 0) とする」という点の定義に

関する文を入力している．システムは，この単文に関

するデータベースを参照し，「x軸上を点 Pは動く」と

いう制約を得て，x 軸上を動く動点 P を可視化する．

点 Pは一例として x軸上の任意の点に描画され，学習

者は x 軸上で点 P を自由に動かすことができる（図

4(a)-(b)）．その後に，「題意より点 A，点 B」という単

文が入力されることで，題意に定められた定点 A，B

が画面に表示される（図 3(a)）．この時点でも点 Pに

関わる制約は付加されていないため，点 P は x 軸上

を自由に動かすことができる．この状況で更に学習者

が単文「AB=BP」を追加すると，システムは点 Aか

ら点 Bの距離を線で描画し，点 B からその距離と等
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図 5 システムによる図の可視化と学習者の操作例
Fig. 5 example of learner’s operation.

価な位置に点 Pを置く．ただし，この時点で既に点 P

は x軸上という制約が付いているため，図 3(b)の箇

所に点 P は固定される．この問題の場合，点 P は軌

跡とならなければならないため，学習者は自らの解答

プロセスに誤りがあったことに気づくことなる．

また，学習者が計算式を入力することで，システム

は図 5 のようにその計算式が意味する図を描画する

（図 5の場合は円）．しかし，学習者によっては，描画

した図の上で移動できない制約となっている場合があ

り，学習者は自身の求めた計算式の上を点が移動でき

ないことを操作により確認し，自らの誤りに気付くこ

とが期待できる．

また，システムは学習者が単文を追加・修正・削除

するごとに，現状の単文に従った図を生成する．

4. 5 正 誤 診 断

各問題に，あらかじめ正解となる単文の組合せがシ

ステム内に入力されており，それと学習者の解答した

結果を比較することにより正誤判断を行う．

5. 評 価 実 験

5. 1 目 的

本システムが与えるフィードバックが数学学習に有

効であるかを評価するための評価実験を行った．

5. 2 方 法

数学の学習経験のある情報系の工学部の学生 18 人

を被験者とした．実験の手順は，実験の流れを説明後

に，システムを一度も触れていない状態で，事前テス

ト（10分）に回答してもらった．その後，前半のシス

テムによる学習活動（30分）を行ってもらい，事後テ

スト 1（10分）に解答してもらった．続いて，後半の

システムによる学習活動（30分），事後テスト 2（10

分）を行った．実験終了後に 6件法（6：とても思う，

5：思う，4：やや思う，3：あまり思わない，2：思わな

い，1：全く思わない）でアンケートに答えてもらう．

18 名の被験者を，A 群（前半の学習：フィードバッ

クなしシステム．以降統制システムと呼ぶ，後半の学

習：本提案システム）9名と，B群（グループ Aとは

逆順の学習）9名にわけた．統制システムは，本提案

システムと同様のインタフェースをもつが，誤りの可

視化機能を有していないシステムである．そのため，

システムからはフィードバックは与えられない．ただ

し，こちらで学習する場合は各問題で解法終了ボタン

を押したタイミングで，その問題の正解の解法が記さ

れた紙を渡し，正解を確認してもらった．一方，提案

システムを用いた場合は学習者が正解となるまで自身

で考えることとなる．

本システムが効果的であるという仮説が正しければ，

A群は，前半に事前テスト→統制システム→事後テス

ト 1→提案システム→事後テスト 2という順で学習す

るため，事後テスト 1から事後テスト 2にかけて点数

の向上が期待でき，B群は事前テスト→提案システム

→事後テスト 1→統制システム→事後テスト 2という

順で学習するため，事前テストから事後テスト 1にか

けての向上が期待できる．

なお，システムでは，三平方の定理を用いた距離算

出問題，点と点の距離から座標を算出する問題，点の

軌跡を求める問題の 3問を扱った．

5. 3 テスト内容

事前テスト，事後テスト 1，事後テスト 2では，いず

れも共通の内容を出題した．問題は，2点間の距離や

軌跡といった高等数学教育で扱う高校 2年生の範囲で

ある「図形と方程式」から出題した．問題は与えられ

た単文を読み取り，図示する図示問題 4問（図 6(a)），

文と図の関係性に矛盾がないか評価する矛盾評価問題

5 問（図 6(b)），通常の数学問題でよくみられる点座

標の算出や軌跡を求める記述問題 2問（図 6(c)）の全

3種類 11問を用意した．なお，図示問題，矛盾評価問

題は正誤のみを評価したが，記述問題 2問は複数の単

文で構成されたものが解答となるため，単文ごとに採

点した．記述問題の 1問目の点座標算出問題は 5点満

点，2問目の軌跡問題は 6点満点の評価となっている．

5. 4 テスト結果

図示問題・矛盾評価問題と，記述問題では評価の仕

方が異なるため別個に評価することとする．

図示問題，矛盾評価問題についての A群 B群の事

前・事後テスト 1・事後テスト 2の正答数の平均点の

結果を表 1～2 に示し，図 7 に事前テスト，事後テス
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図 6 事前事後テスト内容
Fig. 6 Pre and post-test contents(part).

ト 1，事後テスト 2における平均正答数の向上の様子

を表すグラフを示す．表 1より，A群では，統制シス

テムを用いた学習の前後（事前→事後 1）では 0.6点

の向上，本提案システムの前後（事後 1→事後 2）で

1.3点向上している．表 2より，同じく B群でも，統

制システムを用いた学習の前後（事後 1→事後 2）で

は 0.5点の向上，本提案システムの前後（事前→事後

1）で 1.7点向上している．

本結果に対して，ANOVAを適用したところ，両群

とも個人内で有意な差が確認された（p<.01）．多重比

較を行ったところ，A群では，事前テストの結果と事

後テスト 2 の結果，事後テスト 1 の結果と事後テス

表 1 A 群のテスト結果（平均点）
Table 1 Test result of group A(average).

　 事前 事後 1 事後 2

図示問題 (Max:4 点) 2.0 2.4 2.9

矛盾評価問題 (Max:5 点) 2.6 2.8 3.7

合計 4.6 5.2 6.5

表 2 B 群のテスト結果（平均点）
Table 2 Test result of group B(average).

　 事前 事後 1 事後 2

図示問題 (Max:4 点) 2.1 3.4 3.6

矛盾評価問題 (Max:5 点) 3.0 3.3 3.7

合計 5.1 6.8 7.3

図 7 平均正答数の変化
Fig. 7 Change in average number of correct answers.

ト 2 の結果の間で有意な差が確認された（それぞれ

p<.01）．つまり，本システムで学習を行った後の事後

テスト 2のみ他のテストとの有意な差が得られたこと

より，A群においては本提案システムが効果的であっ

たことが分かる．B群では，事前テストと事後テスト

2，事前テストと事後テスト 1 で有意な差が確認され

た（それぞれ p<.01）．B群では，事前テストと事後テ

スト 1の間で本システムによる学習を行ったため，事

前テストと事後テスト 1，及び事前テストと事後テス

ト 2の間で差が得られたといえる．一方，事後テスト

1と事後テスト 2の間で有意な差が得られなかったこ

とから，統制システムによる学習効果は得られなかっ

たことが分かる．よって，本システムの学習効果がシ

ステム上の解答選択肢（プルダウンメニュー）を見た

ときの思い出しによる得点ではないことが分かる．

以上より，本システムと同様のインタフェースをも

ち，選択肢形式で学習させ，解答後に正解を与える統

制システムより，記号的表現を図形的表現に変換し，

システムが図的なフィードバックを与える本提案シス

テムの方が，文に対応する図を作図する図示問題にお

いても，文と図の関係性を理解する矛盾評価問題にお
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表 3 A 群記述問題平均点
Table 3 Group A description problem average.

　 事前 事後 1 事後 2

小問 1（Max:5 点） 0.7 2.4 4.3

小問 2（Max:6 点） 0.4 0.8 1.8

合計 1.1 3.2 6.1

表 4 B 群記述問題平均点
Table 4 Group B description problem average.

　 事前 事後 1 事後 2

小問 1（Max:5 点） 0.6 3.0 4.2

小問 2（Max:6 点） 0.3 0.7 1.9

合計 0.9 3.7 6.1

いても，成績が向上することが分かり，本開発システ

ムが数学の理解へ貢献していたものと考えられる．

また，記述問題については，被験者が各問（合計 2

問）でどの程度の単文を正しく解答（記述）できたか

を評価する．評価方法は，定義，既出情報の提示，条

件式，計算（結果以外の計算過程は除く），結果，小

問 2の軌跡の問題では結論も必要とし，各々1点ずつ

配点を行う．そのときの小問 1，2 の平均正答数を表

3～4に示す．その後分散分析を行った．

本システム活用の前後で点数の平均点が両群，小

問 (1)座標算出問題で 1.9～2.4，小問 (2)軌跡問題で

0.4～1.0上昇した．小問 (1)は，分散分析により両群

共に有意な差が確認できた (p<.01)．小問 (2) につい

ては，分散分析の結果，B群の事前テストから事後テ

スト 1回目，つまりシステム学習前と本システム学習

使用後の結果において有意な差が確認できなかった．

また，表 1～4 より，工学部の大学生において基本

的な問題であっても，事前テストの状態では記号的表

現と図形的表現の関係を問う問題に答えることは容易

ではなく，また解答に用いられる文の候補を確認でき，

正解を確認できた統制システムの利用を通しても学習

効果が得られないことが分かった．一方，記号的表現

を図形的表現に変換し，学習者が図形を操作可能な機

能を備えた本提案システムを用いた学習により，図示

問題の成績向上（記号的表現を見て図形的表現を生成

できる能力の向上），矛盾評価問題の成績向上（記号

的表現と図形的表現の関係性を理解する能力の向上），

記述問題の成績向上（従来の問題解決能力の向上）に

寄与することが分かった．以上より，本開発システム

が両表現間の関係性の理解に寄与することが分かった．

上記から，本提案システムの活用により，記述問題

の成績が上がる可能性が示唆されたが，問題の種類に

表 5 解答の変更数と初回診断
Table 5 Number of answer changes and initial diag-

nosis.

単文の種類 解答修正数 初回診断正誤
点の定義 2.67 0.44

点の関係 2.33 0.72

計算式 4.61 0.28

計算結果 7.28 0.17

結論 2.22 0.50

依存する可能性もあり，今後の追加調査が必要である．

5. 5 ログ分析結果

被験者のシステム内での活動について，今回システ

ムで出題した最難問である「軌跡」の問題についての

ログを分析し，分析結果から被験者の解答修正数と初

回診断時について表 5にまとめる．

本システムでは，単文の種類として，点の定義（点

Pを（x, y）とする，など），点の関係性（AB=BPな

ど），計算式，計算結果，結論の五つを用意した．各

単文の種類ごとに，初回診断時の正解数と，解答の修

正数をまとめている．

表 5より，初回診断時に正解する確率は低く，また

正解にいたるまでに必要な修正数は 2～7 回を要する

ことが分かる．このことより，学習者がその問題を理

解するためには，試行錯誤を繰り返す必要があること

が分かり，本提案システムのような試行錯誤ができる

ようなフィードバックが重要であることが分かる．

5. 6 アンケート結果

実験後に 18 名の被験者対して本システムや手法に

ついて 6件法アンケートを行った．その一部の項目と

被験者の平均評価を表 6にまとめる．事前テストの結

果や統制システムを用いた後の事後テストの結果にも

示されているとおり，記号的表現と対応する図形的表

現（あるいは対応しない図形的表現）を提示したとし

ても，学習者は必ずしも理解できていない．よって，

本システムによる学習を通して，本システムが描画し

た図形的表現が理解できたか等，表 6については各々

重要な項目であると考える．

アンケートはそれぞれ (1)～(5)でシステムが正常に

機能していたか，(6)～(10) で本研究において提案し

た手法自体が数学学習に重要であったか，(11)～(15)

で本提案手法を反映させたシステムによる数学学習の

有効性について評価するための項目となっている．

結果，被験者の多くから本システムを用いた数学学

習について高評価を得た．特に本論文で挙げた記号的

表現をもとにした図の可視化や操作について，可視化
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表 6 アンケート結果（一部）
Table 6 Questionnaire results(part).

(1) システムが描画した図の内容は理解できたか 4.5

(2) 自身の解答文で生成された図の誤りには気付いたか 4.3

(3) 自身の解答文に誤りがあった際誤りだと気付けたか 4.2

(4) システムの解答文を用いての解答は可能であったか 4.7

(5) システムに用意された解答文は見慣れた文であったか 3.2

(6) 文を図形に変換できる能力は数学理解に重要か 5.4

(7) 文を図形に変換する活動は数学理解に重要か 5.2

(8) 自身の文がどんな図形を表すか考えることは重要か 4.9

(9) 自身の文でどんな制約の図ができるか意識しているか 3.2

(10) 図の制約について意識することは数学理解に繋がるか 4.4

(11) 表現の変換や図の操作は数学の理解に繋がると思うか 5.4

(12) 記号的・図形的表現の両表現の理解は重要だと思うか 5.3

(13) システムを用いた学習は数学理解に有効だと思ったか 5.2

(14) 記号文から図形への変換は解答の際に役に立ったか 5.0

(15) 記号文から図形への変換は数学理解に有効だと思うか 5.1

された図が誤っている（図の操作で思ったような操作

ができない）ことから被験者の記号的表現文が誤って

いることに気づけたのではないかと表 6の項目 (1)～

(4) の評価から考えられる．ただし，その問題の解答

図を想定できなかった被験者からすれば誤りの図が認

識できないため，結果的に自身の記号的表現文の誤り

にも気づきづらかった場面もあったのではないかと想

定する．このことから，この問題点の対処（解答図だ

け用意をする等）を行うことも今後の課題の一つとい

える．項目 (5)より解答時に文面だけでおおよその答

えを想定されるというのはほとんどなかったと考えら

れる．また，被験者も元々，あるいは実験を通して数

学理解について複数の表現（本論文は記号，図形表現

の 2表現）を用いることが有効であることに肯定的で

あったことが項目 (6)～(8) で読み取れる．この結果

は，本手法が数学理解に貢献，必要であることを示唆

している．項目 (9)から，学習者が普段の数学学習で

書く文がどのような図になるか，またどのような制約

がかかるかは意識してないことが分かる．しかし，項

目 (10)で，理解へつながると意識していることから，

その普段の学習についての困難さが考えられる．本手

法を取り入れたシステムによる学習が数学理解につな

がり，それを実感した上で両表現を理解しておくこと

の重要性を被験者が感じ取ったことも項目 (11)～(13)

で分かった．更に，項目 (14)，(15)で記号→図形への

変換機能を用いたシステムによる数学解答について高

評価を得た．

6. む す び

本論文は，高等学校教育科目の数学「図形と方程式」

を対象に，数学の問題文や解答に該当する記号的表現

と，それが意味する図形的表現の関係性の理解を促進

するシステムについて提案した．提案システムでは，

学習者は自身で単文を組み合わせて数学の解法を記述

していく．システムは内部にもつデータベースにより，

学習者の解法を診断し，その単文群がもつ図的な制約

に基づいた図を可視化する．更に，単文群がもつ制約

の範囲であれば図を操作可能とした．これにより，学

習者は自身の構築した単文群がもつ図形的な意味を把

握でき，単文を追加・修正・削除したときに図がどの

ように変化するかを観察できる．また，学習者の解答

が誤っているときは，学習者自身が図の振る舞いの誤

りに気付き，修正することが期待される．

本システムを用いた評価実験によって，テスト内容

の，『図示問題』，『矛盾評価問題』，『記述問題』とアン

ケートの結果から，システムによる数学学習の有効性

を確認し，本論文の目的である記号文から図形への変

換を行うことでの内発的な気づきによる数学理解が本

システムを介して両者の関係を理解させるのに有効で

あることが明らかになった．よって，数学における記

号的表現と図形的表現の理解のために，両表現を関係

づける方法として提案した，学習者が記述する記号的

な文に対して図形的に表現（変換）するフィードバッ

クの妥当性が示された．同時に，この結果を導けた今

回の評価実験の妥当性を示せたと考えられる．また，

通常の数学の記述問題の理解の向上につながる可能性

も示唆された．操作ログより，本提案システムのよう

に試行錯誤させることの必要性が明らかになった．ア

ンケート結果より，本システムを用いた学習は被験者

に好意的に受けいれられており，本システムを用いて

学習することに被験者は肯定的であることが分かった．

今後の課題としては，本論文では，1)誤選択肢は類

似した表現を著者らが選択し，提示する選択肢により

学習効果が変わることが予想できるため，この点につ

いての議論が必要である，また，2)軌跡の分野におけ

る単純な問題でのみの学習だったので，他の平面幾何

座標問題や複数の要素を組み合わせた複合問題での学

習についての対応方法を検討していく，更に，3)本論

文で提案したシステムの学習効果により，より精査な

評価を行う必要がある．本システムでは，題材として

軌跡を扱っているため本範囲が未知である学習者は対

象外となる．一方で，今回対象とした工学部の学生や

その他の範囲の学生に対しても，被験者の状況により

学習効果が異なる可能性があるため，被験者の特性も
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考慮した実験を行うことも今後の課題の一つである．
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