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第1章 緒論

1.1 研究背景

　機械設計において，剛性などの性能向上や，一定の性能を満足した上での軽量化

は重要な課題である．しかし，既存の構造に対する倣い設計では大幅な高性能化を

見込むことは困難であり，数値計算により与えられた条件の下で最適な形状を設計

する方法及び複雑形状であっても設計された形状を製造する方法が求められてい

る．これらのような要求に対する有力な手段として，構造最適化と積層造形技術が

注目されている．

1.2 構造最適化

1.2.1 構造最適化の分類

　構造最適化は，最適化における設計変数に基づき，図 1.1のように寸法最適化，形

状最適化，トポロジー最適化の 3つに分類される．

　寸法最適化は，板厚や補強材断面形状等の寸法諸元を設計変数として行われる

最適化法である．最適化の過程で対象構造の幾何形状の大きな変更は行われない

ため，目標関数の大幅な改善を見込むことは難しいが，既存設計案の改善のような

例には適している．また，最適化の所要時間が他の最適化法に対して，比較的短い

という特徴を持つ．汎用最適化ソルバでも多く取り扱われていることもあり，機械

製品だけでなく船舶のような大型鋼構造物に対しても広く利用されている．

　形状最適化は，構造の領域の境界をスプライン関数などで滑らかに表現し，その

境界を設計変数として行われる最適化法である．最適化において構造の外形が変化

するため，設計案の抜本的な改善を行うことが可能である．また，形状に制約を与
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えることで，製造要件を考慮した最適化も可能となる．ただし最適化の過程では，

構造部材の肉抜きのように，穴をあけるような形態変化は生じない．

　一方，トポロジー最適化 [6]は設計領域内の任意の箇所の材料の要・不要を変更す

る最適化法である．最適化の過程で形態を変化させることも可能であり，寸法最適

化や形状最適化と比較して最も形状表現の自由度が高い．中空構造のような複雑

形状や一般的な加工法では製造困難な形状を最適解として導出する可能性もあり，

製造要件の考慮などに特に注意が必要である．

Initial design

Sizing optimization

Shape optimization

Topology optimization

Fig. 1.1: Structural optimization.

1.2.2 トポロジー最適化の定式化

　トポロジー最適化では，最適構造となるべき設計領域 Ωρ を包括する固定設計領

域Dを設定する．固定設計領域Dの内において，最適化問題は図 1.2に示すように，

材料の有無を判断する材料分布問題と置き換えられる．
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Ω�

Design	Domain	D

D∖Ω�

Γ����

Γ���	�

Fig. 1.2: Design domain of topology optimization.

材料分布は，次式の特性関数 χΩ で表される．

χΩ(x) =

{
1 if x ∈ Ωρ

0 if x ∈ D \ Ωd

(1.1)

この特性関数 χΩ を用いて，固定設計領域 D 内の任意の点 xにおける材料の有無を

判断することで，最適構造となる設計領域Ωρを導出することができる．しかし，こ

の特性関数 χΩ は不連続関数であり，これを用いたトポロジー最適化問題は数学的

に解を持たないことが知られている．

　この不連続問題を連続問題に置き換えるための緩和法として，均質化法 [4, 81]や

SIMP法 [5]が代表例として挙げられる．SIMP法では，連続関数で定義される密度関

数とヤング率のような物性値の関係性を調整することが可能であり，明確な構造を

得やすいという特徴がある．SIMP法は現在までに多くの最適化問題の研究で用い

られており，本研究におけるトポロジー最適化問題にも適用する．式 (1.1)に基づく

本来のトポロジー最適化では，固定設計領域D内のすべての座標 xにおいて特性関

数を評価する．しかし，SIMP法を適用したトポロジー最適化では，固定設計領域

Dに次式で表される 0から 1の連続関数で表される密度関数 ρを定義する．
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0 < ρ ≤ 1 (1.2)

そして，この密度関数を本研究で用いる数値解析に関係する物性定数に関連付け

る．SIMP法において任意の物性定数 Aは，原材料の物性定数 A0 を用いて以下のよ

うに密度関数のべき乗で表現される．

A = ρpAA0 (1.3)

ここで，pAはペナライゼーションパラメータであり，一般的に 1～5の範囲で決定さ

れる．大きな値を用いるほど明確な形状を得やす反面，最適化の収束が不安定にな

ると言う特徴を持つ．反対に小さな値を用いると最適化の収束性は向上するが，密

度関数が 0でも 1でもない中間の値を許容しやすくなるため，図 1.3に示すようなグ

レースケールを多く含む構造が最適解として得られる場合が多くなる．

Fig. 1.3: Gray scale.

1.2.3 フィルタリング法

　この SIMP法を適用したトポロジー最適化では，最適解として図 1.4に示すような

チェッカーボードと呼ばれる不安定構造が導出される可能性がある [17]．
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Fig. 1.4: Checkerboard.

　このチェッカーボードは，設計案更新ごとに感度や密度関数を平滑化するフィル

タリング法を適用することで回避することが可能である．本研究ではフィルタリン

グ法として，それぞれの箇所の密度関数を周辺の密度関数の値と平均化する，密度

フィルタリング法 [8]を適用する．図 1.5のように半径 rmin の範囲内の要素に対応す

る密度関数に影響を受け，また中心からの距離 rに応じて線形重み関数を適用する．

この線形重み関数を次式のように定義する．

wi(x− xi) =


rmin − ||x− xi||

rmin
if x ∈ Ωpi

0 if x ∈ D \ Ωpi

(1.4)

密度関数及び線形重み関数により，フィルタリング後の密度関数は式 (1.5)のように

表される．

ρfi =

∑
j∈Si

ρjwi(xj − xi)∑
j∈Si

wi(xj − xi)
(1.5)

ただし，

Si = {j | xj ∈ Ωpi} (1.6)

Ωpi = {x | ||x− xi|| ≤ rmin, x ∈ D} (1.7)

Si はフィルタリング影響領域 Ωpi 内の密度関数とする．



第 1章 緒論 7

����

Fig. 1.5: Outline of filtering method.

1.3 積層造形

1.3.1 機械加工法における積層造形

　切削や放電加工に代表されるような，物体の一部を取り除くことによる製造方

法は，複数の工程によりある程度複雑な形状であっても，高精度で実現可能である．

しかし，大量生産には適さないという問題点がある．また，射出成形やプレス，鋳

造のような，物体を変形させることによる製造方法では，他の加工方法と比較して

最も大量生産に適している．ただし，これらの加工方法は，造形可能な形状の制約

が多い．

　これに対し，積層造形は，切削などと同様に大量生産には適さないが，他の加工

方法と比べ最も造形自由度が高いため，小型の試作品といった単品製作に非常に適

している．また，曲がりくねった中空部分を持つ形状のような，複雑な形状を一度

の工程で成形することが可能であり，近年非常に注目されている．かつてはラピッ

ドプロトタイピング（RP: Rapid Prototyping）と呼ばれ，主に樹脂材料を利用した光

造形法や溶融物堆積法（FDM: Fused Deposition Modeling）による試作品製造において

活用されていた．選択的レーザー焼結（SLS: Selective Laser Sintering）技術により金属

材料を扱うことも可能となったが，ステンレス鋼やブロンズ系などの一部の金属材

料に限られていた．近年では，粉末材料の開発や焼結技術の進歩により，アルミニ
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ウムやチタン合金，ニッケル合金を用いて，高密度かつ高精度に造形することもも

可能となり，利用が拡大してきている．2009年にASTMにおいて，アディティブマニュ

ファクチャリング（AM: Additive Manufacturing）という呼称が決定され [67]，試作品製

造のための技術から，製品利用のための一つの製造方法として発展し，今後の製造

業において重要な役割を担う技術として期待される [46]．

1.3.2 積層造形の種類

　積層造形技術は，光造形法や溶融物堆積法，粉末焼結積層造形法など，積層方式

により様々な種類が存在する [45]．光造形法は積層造形技術の中でも古くから用い

られている方式であり，図 1.6に示すように，液状の光硬化性樹脂に紫外線を照射す

ることで，一層ずつ硬化させて積層することで造形する．非常に高精度であり，表

面の滑らかな造形が可能という特徴があるが，樹脂を扱う方式の中では材料が高

価である．溶融物堆積法は ABS樹脂や PLA樹脂のような熱可塑性樹脂を，図 1.7に

示すように，溶解しながら押し出し，積層することで造形する方式である．2009年

に FDM法の特許期限が切れたことによる低価格な装置の登場や取り扱いの容易さ

から，広く利用されている方式の一つである．積層の断面が目立ちやすく，精度が

荒いという問題点があるが，数種類の樹脂を組み合わせて造形可能であり，応用範

囲が広い方式である．粉末焼結方式は粉末状の材料を図 1.8に示すように，レーザ

[92, 47]や電子ビーム [89, 57, 13]により焼結させることで造形する方式である．他の

方式と異なり，樹脂材料だけでなく金属材料を扱うこと可能である．造形物の耐久

性も高いため，デザインの試作品だけでなく利用可能な試作品の造形方法として

注目されている．金属材料を用いる場合，造形物の表面が粗くなることや，サポー

トを付与した際，サポートの除去のための工程が必要となる．
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Photopolymer (Liquid)

Laser

Fig. 1.6: Stereolithography.

Nozzle

Support

Fig. 1.7: Fused deposition modeling.

Recoater

Metal powder Laser

Fig. 1.8: Selective laser sintering.

1.3.3 積層造形とトポロジー最適化

　積層造形は様々な加工法の中でも複雑形状の造形に強いが，造形途中に自重で変

形してしまったり，熱変形により造形誤差が大きくなるなど，実用化を考慮すると

造形物の形状に依存した課題が存在する．このため，様々な複雑形状の開発のため
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の研究によるノウハウの蓄積 [18, 1, 62, 74]や，造形方向決定手法の検討 [73]などが

実施されている．

　トポロジー最適化は構造最適化の中でも構造表現の自由度が非常に高い．この

ため最適解が複雑な形状となることも多く，一般的に他の構造最適化と比べ実構造

への適用が難しいとされる．これに対し積層造形は 3次元データを基に，様々な材

料による複雑形状の構造を製造可能であるため，トポロジー最適化は積層造形を

前提とした構造設計手法として有効的であると言える．図 1.9は剛性や熱伝導など

を考慮したトポロジー最適化により設計し，積層造形を用いて造形した例である．

金属材料を扱うことが可能となったこともあり，工業製品への適用も始まっている．

このようにトポロジー最適化と積層造形は非常に相性が良く，近年ではトポロジー

最適化を用いて導出された形状を積層造形により製造した研究が多く実施されて

いる [20, 41, 75, 87, 88]．

Fig. 1.9: Example structure topology optimization and additive manufacturing.　AUTODESK

より

1.3.4 積層造形の実施

　近畿大学 次世代基盤技術研究所　社会連携＆研究センター　 3D造形技術研究セ

ンターの所有する，図 1.10に示す SLM Solutions社製の SLM280HLを用いて実際に積層

造形を実施した．図 1.11に示すようなベースプレートと呼ばれる台座を積層造形装

置に設置し，このベースプレート上に金属粉末を一層ずつ (20 ∼ 75µm)積層し，レー
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ザーで焼結することで造形していく．

Fig. 1.10: SLM 280 HL.　 SLM Solutionsより

Fig. 1.11: Base plate.

　図 1.12は造形に用いたデータである．造形する物体のSTLデータを，ベースプレー

ト上の空間に配置し，ベースプレートと造形物の間にはサポートと呼ばれる補助

部材を導入する．STLデータは図 1.13のようにCADデータなどを基に作成可能であ

り，三角形要素で表面形状を表したものである．造形物が水平に近い部材を持つ場

合，造形の途中に自重で破壊することを防ぐため，造形物中にも導入する．サポー

トは造形後に除去する前提であり，図 1.14のように薄い歯型形状のサポートが用い
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られることが多い．

Fig. 1.12: Modeling data

Fig. 1.13: Conversion from CAD data to STL data.

Fig. 1.14: Support parts.

　実際に造形した例を図 1.15に示す．図 1.12の造形データどおりの配置で造形され

ていることがわかる．造形物はサポートによってベースプレートに結合されている



第 1章 緒論 13

が，ワイヤカットなどを用いて造形物を切り出すことで完成となる．電子ビーム焼

結の場合周辺やサポート間の空間の金属粉末も仮焼結されており，金属粉末を交合

した空気を当てることで造形物のみを取り出す必要があるが，この例のようにレー

ザ焼結の場合は特別な過程を必要とせず容易に除去することが可能である．

Fig. 1.15: Shaped objects by SLM 280 HL.

　金属積層造形技術は，金属粉末をレーザや電子ビームで焼結して造形するため，

造形の最中に熱変形を生じる．図 1.16は立方体構造の造形を試みた際，熱変形によ

り積層方向の誤差が生じ，造形に失敗した例である．表面の一部が変色している

が，塊のような形状の造形を目的としたため，この造形物の領域に熱量が集中し，

高温になってしまったためだと考えられる．また，図 1.17は造形物から切り出した試

験片であるが，表面に無数の小さな穴が存在している．これらの問題は，金属粉末

の物性値などを基に，入熱量の調整や造形速度の制御，光軸の調整などを行うこと

で対策可能だが，技術者のノウハウに依存するため，積層造形における重要な課題

となっている．
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Fig. 1.16: Manufacturing error by thermal deformation.

Fig. 1.17: Many small holes of shaped objects.

1.4 本論文の構成

　本論文では，前節までに述べた積層造形における課題に対する解決策や，それを

踏まえた高性能構造の設計方法の構築を目的とした，トポロジー最適化の活用方

法を提案する．

　第 2章「非破壊検査におけるトポロジー最適化を用いた損傷同定手法」では，ト

ポロジー最適化を最適設計手法ではなく逆解析手法として用いることによる，損

傷同定のための最適化問題を定式化する．本研究では，構造状態を把握するための

構造特性として，構造全体に関係する振動特性である構造固有値を用いる．積層造

形により製造される周期セル構造の破壊挙動の特殊性や，粉末焼結方式の造形精

度の問題点に対する非破壊検査による損傷同定手法の構築を目的とした，トポロ
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ジー最適化による損傷同定手法を提案する．

　第 3章「熱伝導制約下における熱変形最小化」では，トポロジー最適化問題にお

いて，非常に多くの検討が行われている線形熱伝導問題と線形弾性問題の 2つを同

時に考慮した最適化問題を定式化する．この最適化問題により，粉末焼結方式の積

層造形における熱変形の問題点に対する，高い熱伝導性能と熱変形の抑制を両立

する構造の設計を目的としたトポロジー最適化を提案する．

　第 4章「積層造形を考慮した熱拡散性能最大化」では，第 3章で構築した手法を

基に，最適化の収束性を考慮して熱伝導問題のみに簡略化することで，3次元問題

へ拡張する．そして，ヒートシンクに代表されるような小型の冷却構造の設計方法

の現状と課題について述べ，それに対する解決策として，トポロジー最適化を用い

た設計方法を提案する．

　第 5章「高性能ラティス構造の開発と性能検証」では，第 3章及び第 4章で構築し

た手法と成果を基に，線形弾性問題のみを取り扱う 3次元トポロジー最適化問題を

定式化する．本研究では周期セル構造の一種であるラティス構造の開発を目的とす

るため，線形弾性問題を解くことで得られるミクロ構造の弾性テンソルから，均質

化法を用いてマクロ構造の体積弾性率を評価する．このとき，粉末焼結方式の金属

積層造形による製造を前提とし，粉末除去などの課題を考慮したトポロジー最適

化問題を構築する．さらに，最適化により得られたラティス形状を積層造形により

実際に造形し，圧縮試験による性能評価を実施する．また，ラティス構造の特異な

破壊について実験により検証し，同等の破壊結果を得られる解析手法を検討する．

　第 6章「結論」では，本研究により得られた知見を総括する．
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第2章 非破壊検査におけるトポロジー最
適化を用いた損傷同定手法

2.1 緒言

　積層造形の最大の利点は複雑形状の製造であるが，ラティスに代表される周期セ

ル構造は，バルク材料などとは異なり破壊挙動が特殊な場合が多い [96, 77]．さらに，

複雑形状であるが故に，破壊した箇所の確認が困難となる場合がある．また，粉末

焼結方式の積層造形の場合，造形物の内部に無数の孔が生じてしまうことがある．

このため，非破壊検査による破壊箇所の確認や造形物の内部状態の確認が重要と

なる．現在の非破壊検査には，超音波を用いたもの [12, 103]や圧電素子を用いたも

の [24, 97, 93, 63, 36, 91]，渦電流を用いたもの [83, 30, 31, 10]，光ファイバを用いたもの

[69, 84, 37, 43]などがある．これらは，正常な構造と損傷のある構造とで，様々な物

理現象における構造の応答の差異から損傷を検出する．非破壊検査では，損傷を特

定する作業は一般的に人手によって行われる．これにより，損傷の検出精度が技術

者の技量に依存することが問題として挙げられている．また，超音波を用いた非破

壊検査などは，構造物に対して局所的に行われるため，構造全体に対して検査を行

うためには莫大な時間を要する．

　これに対し，力学モデルに基づいて構造物の損傷を解析的に求める方法が提案

されている [2, 9]．この方法では，検査により得られた応答と等しい応答を得られる

構造を，最適化アルゴリズムに基づく数値計算で自動的に導出する．この手法で

は全ての手順は数値計算により自動的に行われる．トポロジー最適化は構造物の

形状だけでなく位相も最適化可能であり，構造を表現する自由度が非常に高く，損

傷同定にも応用されている [50, 66]．これらの手法では，損傷を有する構造の周波数
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応答特性と同等の特性を有する構造をトポロジー最適化により導出し，最適化に

よって得られた構造が先の損傷を有する構造と近い形状となり，損傷を検出できて

いる．しかしこれらの例では，構造物に対して一点の周波数応答特性のみを用いて

おり，構造物全体の振動特性に着目した研究はいまだ行われていない．そこで，本

研究では構造全体に関連する構造特性である固有値を用いた損傷検出手法を構築

する．この手法は損傷が低周波の固有振動に与える影響を考慮した手法である．提

案手法では，固有値により損傷構造の特性を指定し，それを実現する構造をトポロ

ジー最適化により導出する．その結果として得られる構造が，同等の損傷を有する

構造となる．

2.2 定式化

2.2.1 固有値解析

　構造物の非減衰 N 自由度系の自由振動は，剛性マトリックスを K，質量マトリッ

クスをMとすると，次の運動方程式で表される．

Mẍ+Kx = 0 (2.1)

この運動方程式は，x = ueiωnt (j = 1, 2, ..., N)とすると次式のように変形できる．

(K− ω2
nM)un = 0 (2.2)

この式を解くことによりより固有角振動数ωnを求めることができる．固有値はλn =

ω2
nで表され，i次の固有値を λiとする．そして各固有値に対応する固有振動モード

uが得られる．

2.2.2 目標関数と最適化問題

　密度関数を本研究で用いる固有値解析に関係する物性定数であるヤング率，質

量密度に関連付ける．これらの物性定数はそれぞれ，式 (2.3)，式 (2.4)のように表さ
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れる．

Ei = dpE

i E0, for i = 1, 2, ..., l (2.3)

ρi = d
pρ

i ρ0, for i = 1, 2, ..., l (2.4)

E0，ρ0はそれぞれ，基準となる材料のヤング率，質量密度である．pE と pρはペナラ

イゼーションパラメータであり，それぞれ pE = 3，pρ = 1とする．

　目標構造の i次の固有値を λtargeti，最適化する構造の固有値を λi とし，これらの

固有値の値が近づくよう最適化を行う．そのため，目標関数は式 (2.5)のように定義

する．まず各次数ごとの固有値の差の 2 乗をとり，目標構造の固有値で割ることで

正規化をする [56]．そして，各次数ごとに重み wi を付加し，その総和を目標関数と

する．

J(d) =
n∑

i=1

wi
(λtargeti − λi)

2

λ2
targeti

(2.5)

　以上を踏まえて，本研究におけるトポロジー最適化問題は以下のように表され

る．

minimizeJ(d) (2.6)

Subject to

0 < ρ ≤ 1 (2.7)

提案手法の目標関数は，通常は次数の同じ固有値の値が損傷構造の固有値と等し

くなるように最適化される．しかし，損傷構造の固有振動モードと最適化する構造

の固有振動モードが，各次数ごとに一致していない場合，固有値を一致させたとし

ても，目標とする損傷構造とは全く異なる構造が得られると予測される．
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式 (2.2)を解くことで求められる固有振動モード Φを用いて，損傷構造の固有振動

モードに対応する最適化構造の固有振動モードの次数を特定する，モードトラッキ

ング法を適用する [40]．固有振動モードの特定には次式を用いる．

min||utargeti − uj || (2.8)

2.2.3 最適化アルゴリズム

本手法の最適化のフローチャートを図 2.1に示す．最適化を行うための準備として目

標とする損傷構造を設定し，振動方程式を解くことで固有振動数を求める．この固

有振動数を用いて目的関数にて最適化を行う．これ以下は，最適化ループとなり，目

標関数が収束するまで計算を繰り返す．(1)最適化する構造に関する振動方程式を

解いて固有振動数及び固有モードを求める．これはあくまでも例題を解く上での

作業であり，実際に本手法を非破壊検査に適用する際は，これらの値は検査で得る

ことになる．(2)先に求めた目標構造と最適化する構造とで，固有振動モードの次

数の一致を確認・修正し，(3)同じ種類の固有振動モードに対する固有値を選択して

差を取ることで目的関数を計算する．目的関数の計算後，目的関数が収束していた

場合は最適化を終了する．(4)収束していない場合は目標関数の感度を計算し，(5)

逐次凸関数近似法の一種であるMethod of Moving Asymptotes(MMA)[82]を用いて設計

変数を更新する．
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Set target model

Calculate eigenvalues and eigenvectors
of the target model, which corresponds to
measurement data of non-destructive test

(1) Calculate eigenvalues and eigenvectors
of the optimization model

(3) Calculate the objective function

(4) Calculate sensitivities of objective function

(5) Update the design variable using MMA

Converge? End
Yes

No

(2) Identify the corresponding order
of the eigenvalue of the optimization model

Fig. 2.1: Flowchart of optimization procedure.

2.2.4 感度解析

MMAによる最適化では，目標関数の設計変数に対する感度を必要とする．目標関

数の感度を求めるためには，各次数の固有値の設計変数に対する感度を求める必

要がある．まず i次の固有値の j 番目の設計変数に対する感度を求める．λi = ω2
i よ

り，式 (2.2)は次式のように変形できる．

(K− λiM)ui = 0 (2.9)

ラグランジュ未定乗数を ũとすると，ラグランジアンは以下のように表すことがで

きる．

L1 = λi + ũT
i {(K− λiM)ui} (2.10)
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この式を最適化の設計変数である密度関数で微分すると式 (2.11)のようになり，式

(2.12)のようにまとめることができる．

∂L1

∂dj
=

∂λi

∂dj
+ ũT

i

(
∂K

∂dj
ui +K

∂ui

∂dj
− ∂λi

∂dj
Mui − λi

∂M

∂dj
ui − λiM

∂ui

∂dj

)
(2.11)

∂L1

∂dj
=

∂λi

∂dj

(
1− ũT

i Mui

)
+ ũT

i (K− λiM)
∂ui

∂dj
+ ũT

i

(
∂K

∂dj
− λi

∂M

∂dj

)
ui (2.12)

ũi = uiであるとき，式 (2.9)より式 (2.12)の第二項は 0となる．また，uT
i Mui = 1であ

ることを用いると，式 (2.12)は次のようになる．

∂L1

∂dj
= uT

i

(
∂K

∂dj
− λi

∂M

∂dj

)
ui (2.13)

これを用いると本手法における，目標関数の各設計変数に関する感度は次式とな

る．

∂J1(d)

∂dj
= −2

n∑
i=1

wi
λtargeti − λi

λtargeti
uT
i

(
∂K

∂dj
− λ

∂M

∂dj

)
ui (2.14)

2.3 数値例

2.3.1 片持ち構造

図 3.2に示すような無次元化された寸法 2×1の平面応力状態の構造を考える．左辺

の x変位 y変位ともに完全固定し，右辺の全ての節点に対し，合計が 1となるように

集中質量を付加する．この条件において，図 2.3のように左辺固定端の中央に半円

状の穴が開いた損傷構造を目標構造とする．この目標構造の固有値を解析したと

ころ，固有振動モードは図 2.4に示すようになった．損傷個所は固定端中央であり，

6次以上で見られた自由端先端のみの振動よりも，構造全体の引張・圧縮方向の振

動への影響の方が大きいと考えられる．そこで，式 (2.5)において 1～5次の固有値を

考慮して最適化を行う．重み係数は w1 : w2 : w3 : w4 : w5 = 1 : 1 : 1 : 1 : 1とする．
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Distributed non-structural mass

2

1

Fig. 2.2: Analysis model of the cantilever example.

Fig. 2.3: Damaged model of the cantilever example.

(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig. 2.4: Eigenmode shapes of the damaged structure of the cantilever example. (a) First mode,

(b) second mode, (c) third mode, (d) fourth mode, (e) fifth mode.

最適化結果は，表 2.1に示すとおり 1～3次の固有値は全て目標構造と近い値となった．

図 2.5は目的関数の収束履歴であり，500回で収束したと判断した．図 2.6は最適化に

より得られた結果であるが，損傷を明確に表現することはできていないが，目標構

造と同じ固定端中央に損傷が生じており，損傷を検出できていることがわかる．
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Table 2.1: Eigenvalues of optimal and damaged structures of the cantilever example.
1st 2nd 3rd 4th 5th

Damaged structure 1.591× 10−2 6.977× 10−2 9.801× 10−2 1.145× 10−1 1.422× 10−1

Optimal structure 1.589× 10−2 6.979× 10−2 9.799× 10−2 1.145× 10−1 1.422× 10−1

0.00
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0.80
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1.60

2.00

0 200 400 600 800 1000

Fig. 2.5: Convergence history of the cantilever example.

Fig. 2.6: Optimal configuration of the cantilever example.

2.3.2 両端固定構造

4×1の両端固定の構造で，中央下端部に大きさ 1の集中質量を付加し，中央に円形の

損傷を有する構造を考える．左右対称の構造であるため，解析は図 2.7に示すような

構造を用いることができる．この構造は 2×1の平面応力状態で，左辺を完全固定，右

辺をローラー固定した構造である．目標とする損傷構造は図 2.8のように右辺の中

央に半円状の穴が開いたものとなる．この目標構造の固有値を解析したところ，固

有振動モードは図 2.9に示すようになった．損傷個所は右端中央であり，右端の変形

を伴う振動の影響の方が大きいと考えられる．そこで，式 (2.5)において 1～6次の固

有値を考慮して最適化を行う．重み係数は w1 : w2 : w3 : w4 : w5 : w6 = 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1

とする．
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Non-structural mass

2

1

Fig. 2.7: Analysis model of the plate example with both sides fixed.

Fig. 2.8: Damaged model of the plate example with both sides fixed.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fig. 2.9: Eigenmode shapes of the damaged structure of the plate example with both sides fixed.

(a) First mode, (b) second mode, (c) third mode, (d) fourth mode, (e) fifth mode, (f) sixth mode.

最適化の結果，表 2.2のように各次数の固有値は目標構造と近い値となった．図 2.10

は目的関数の収束履歴であり，300回で収束したと判断した．図 2.11は最適化により

得られた結果であるが，損傷を明確に表現することはできていないが，目標構造と
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同じ右端中央に損傷が生じており，損傷を検出できていることがわかる．

Table 2.2: Eigenvalues of optimal and damaged structures of the plate example with both sides

fixed.
1st 2nd 3rd 4th 5th 6th

Damaged structure 2.301× 10−2 5.073× 10−1 1.146 1.532 2.040 2.559

Optimal structure 2.299× 10−2 5.076× 10−1 1.142 1.531 2.035 2.556

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

0 50 100 150 200 250 300

Fig. 2.10: Convergence history of the plate example with both sides fixed.

Fig. 2.11: Optimal configuration of the plate example with both sides fixed.

2.3.3 損傷の大きな片持ち構造

一つ目の片持ち構造と同様の片持ちの構造において，目標とする構造の損傷が大

きな場合について考える．これは損傷のある構造とない構造とで，各次数の固有値

に対応するそれぞれの固有振動モードが異なる場合があり，そのような事例に対す

る手法である．損傷の大小に関わらず，損傷が存在することにより損傷のない構造

とは，各次数の固有値に対応するそれぞれの固有振動モードは異なってくる．しか

し小さな損傷の場合には，このような変化は高次固有値に対応する局所振動モー

ドにおいてのみ発生する．本章で扱う手法は低次の固有値のみであり，かつ構造全
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体に関する振動モードのみを対象としているため，これまでの例では損傷による

固有振動モードに違いはなかった．本節の例では，低次の固有値に対応する固有振

動モードが損傷の影響で異なっている場合である．損傷構造は図 2.12のように自由

端側の右辺よりの上下に正方形の損傷のある構造とする．図 2.13が目標構造の固有

振動モード，図 2.14が損傷のない状態である，最適化の初期構造の固有振動モード

である．損傷の影響により 3次と 4次の固有振動モードの順番が逆になっている．こ

の固有振動モードの順番が入れ替わるのは損傷の影響であることと，最初の例と

同様に片持ち構造であることを踏まえ，1～5次の固有値を考慮して最適化を行う．

重み係数は w1 : w2 : w3 : w4 : w5 = 1 : 1 : 1 : 1 : 1とする．

Fig. 2.12: Damaged structure of a large-damage example.

(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig. 2.13: Eigenmode shapes of the damaged structure of a large-damage example. (a) First

mode, (b) second mode, (c) third mode, (d) fourth mode, (e) fifth mode.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig. 2.14: Eigenmode shapes of the initial model of a large-damage example. (a) Third mode,

(b) fourth mode.

utargeti は損傷のある目標構造の i次の固有振動モードであり，uj は最適化する構造

の j 次の固有振動モードである．最適化する構造の固有値解析を行った後にこの式

を最小化する j を損傷構造の iに置き換え，目標関数と感度を計算する．式 (2.8)に

基づき，最適化の繰り返し計算ごとにごとに固有振動モードを判別しながら最適

化を行う．

目標構造の損傷が大きいため，最適化前は損傷構造と固有値の差が大きく開いて

いたが，最適化の結果，表 2.3に示すように各次数の固有値は目標構造と近い値と

なった．図 2.15は目的関数の収束履歴であり，500回で収束したと判断した．図 2.16

は最適化により得られた結果であるが，損傷の形状は異なっているものの，目標構

造に設定した損傷と近い位置に損傷ができており，損傷位置を検出できていること

がわかる．図 2.17は最適化後の構造の固有振動モードであるが，最適化が進み損傷

が目標構造と近づいてくるにつれて固有振動モードも近い形状に変わったことがわ

かる．
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Table 2.3: Eigenvalues of optimal and damaged structures of a large-damage example.
1st 2nd 3rd 4th 5th

Damaged structure 1.526× 10−2 5.320× 10−2 6.659× 10−2 8.323× 10−2 1.282× 10−1

Optimal structure 1.520× 10−2 5.317× 10−2 6.692× 10−2 8.306× 10−2 1.281× 10−1

0
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Fig. 2.15: Convergence history of a large-damage example.

Fig. 2.16: Optimal configuration of a large-damage example.

(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig. 2.17: Eigenmode shapes of the optimal structure of a large-damage example. (a) First mode,

(b) second mode, (c) third mode, (d) fourth mode, (e) fifth mode.
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2.4 結言

　本研究では固有値解析に基づくトポロジー最適化を用いた構造物の損傷検出手

法を構築し，数値例を用いて検証を行った．以下に各章について結論をまとめる．

1. 損傷検出のための構造特性を固有値とし，固有値解析の定式化を行った．

2. 損傷による固有振動モードの変化を考慮して，モードトラッキング法を導入

し，損傷構造との固有値の差を最小化する最適化問題を定式化した．

3. 目標関数の設計変数に対する感度を導出した．そして，この感度に基づいた，

逐次凸関数近似法の一種であるMMA(Method of Moving Asymptotes)に基づく最

適化アルゴリズムを構築した．

4. 3 つの数値例を用いて損傷の検出を行い，本手法の有効性と妥当性を確認し

た．固有振動モードの形状に影響を及ぼさないような，小さな損傷を有する

構造を定義した二種類の構造では，いずれも損傷箇所を検出することができ

た．また，固有振動モードに影響するような大きな損傷を有する構造に対し

ては，繰り返し計算ごとに固有振動モードを特定しながら最適化を行うこと

で，損傷形状を明確に表すことはできなかったものの，損傷位置を特定するこ

とができた．

　今後は，面内振動のみを考慮する平面応力要素だけでなく，面外振動を扱うMindlin

要素を用いた手法への発展などが考えられる．



30

第3章 熱伝導制約下における熱変形最
小化

3.1 緒言

　金属材料を用いた積層造形では，レーザや電子ビームにより金属粉末を焼結する

ことで造形を行う．焼結の際の熱により生じる熱変形は，造形物の寸法誤差となる

だけでなく，粉末を敷くことをできなくし，造形を中断させてしまうこともある．

レーザや電子ビームの出力や造形速度を調整することで，発生する熱変形を小さ

く抑えることは可能だが，材料とする金属の種類や造形物の形状によって変化する

ため，調整方法は技術者のノウハウに大きく依存する．

　トポロジー最適化は剛性最大化問題 [4]や固有振動数最大化問題 [16]などに広く

応用されている．また，熱伝達率最大化問題 [33, 59]や熱拡散問題 [32]に対しても応

用例が報告されている．これらの伝熱問題への適用例では，一般的に熱境界に対す

る全ポテンシャルエネルギーや熱コンプライアンス [21]を目標関数としている．こ

れは，熱境界に対する構造問題における構造コンプライアンスに相当する形で熱

コンプライアンスを定義し，これを最小化することで，熱境界の温度を最小化でき

る，すなわち，熱伝導性の高い構造が得られることを意味する．

　構造問題，伝熱問題のいずれにおいてもトポロジー最適化の有効性が示されてお

り，熱伝導特性と剛性を同時に考慮するような問題に対する応用例もある．例えば，

様々な熱境界条件下における剛性などの構造特性最適化問題に関する研究では，熱

変形と表面力に対する剛性が最大化された構造を，形状最適化法を用いて導出し

た例 [38]が挙げられる．トポロジー最適化問題では，温度固定下での剛性最大化問

題 [76, 52, 15]，温度場での応力最小化問題 [53]，構造コンプライアンス最小化 [14, 19]，
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熱伝導特性と熱応力制約を両立させるトポロジー最適化問題 [86]が挙げられる．し

かし，良好な熱伝導特性と低熱変形性を同時に有する構造をトポロジー最適化で

導出する研究は未だ行われていない．

　そこで本研究では，表面力が作用せず熱流束のみが作用する熱弾性場において，

熱伝導特性と低熱変形を両立する構造を導出する最適化問題を設定する．熱コン

プライアンスを制約条件とし，構造コンプライアンスの最小化を目標関数として

定義し，トポロジー最適化問題を解くことで構造を導出する．これにより，必要な

熱伝導特性を持ちつつ，熱変形が抑制された構造を設計する手法を構築すること

で，積層造形において熱変形の抑制される形状についての知見を取得する．

3.2 定式化

3.2.1 状態方程式

　本研究では，構造物Ωの熱変形を解析で扱うための，線形熱伝導問題と線形弾性

問題を考える．ただし，本研究では問題の簡略化のため，熱伝導問題に対するトポ

ロジー最適化でしばし用いられるように，対流熱伝達や熱輻射の影響は無視する

ものとする [21, 86]．境界 ΓT から表面熱流束が作用する等方性弾性体における状態

方程式は以下の 2式で表される．

−∇ · σ = 0 (3.1)

−∇ · (k∇T ) = 0 (3.2)

ここで，σは応力テンソル，T は温度，kは熱伝導率である．応力テンソル σは弾性

テンソルDとひずみテンソル ε，熱ひずみテンソル εthを用いて以下のように表すこ

とができる．
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σ = D(ε− εth) (3.3)

ただし εと εth は

ε =
1

2
(∇u+ (∇u)T ) (3.4)

εth(T ) = γ(T − Tref)δ (3.5)

と表される．ここで，uは変位ベクトル，γ は熱膨張率，Trefは熱ひずみ基準温度で

ある．式 (3.1)と式 (3.2)を弱形式で表すと以下のようになる．

a(u, ū) = α(T, ū) (3.6)

A(T, T̄ ) = g(T̄ ) (3.7)

ただし，それぞれの項は以下の式で表される．

a(u, ū) =

∫
Ω

ε(u)Dε(ū)dx (3.8)

α(T, ū) =

∫
Ω

εth(T )Dε(ū)dx (3.9)

A(T, T̄ ) =

∫
Ω

k∇T · ∇T̄dx (3.10)

g(T̄ ) =

∫
ΓT

hT̄ds (3.11)

ここで ūと T̄ はテスト関数，hは表面熱流束である．
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3.2.2 目標関数と最適化問題

　本研究では線形弾性問題と線形熱伝導問題を取り扱うため，本研究におけるト

ポロジー最適化では，これらの問題に関係する物性定数であるヤング率及び熱伝

導率を，密度関数のべき乗を用いて表現する．原材料のヤング率をE0，熱伝導率 k0

として，SIMP法における物性定数は，それぞれ以下のように表す．

E = ρpEE0 (3.12)

k = ρpkk0 (3.13)

ここで，pE と pk はペナライゼーションパラメータである．

　本研究では熱伝導特性を持ち，熱変形を抑制する構造を，トポロジー最適化によ

り導出する．熱膨張や熱収縮といった熱変形の低減は，構造コンプライアンスが最

小となる構造を導出することで実現することが可能である [38]．本研究では熱流束

が作用する構造の，次式で表される構造コンプライアンスの最小化を目標関数と

する．

a(u,u) =

∫
Ω

ε(u)Dε(u)dx (3.14)

また，制約条件として熱コンプライアンス [21]と体積を設定する．熱コンプライア

ンスは，構造問題における構造コンプライアンスに相当する形で定義され，熱コン

プライアンス制約を設定することにより熱伝導特性を有する構造を得る．以上を

踏まえて，本研究におけるトポロジー最適化問題は以下のように表される．

minimize J = a(u,u) (3.15)
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Subject to

V (ρ)

Vallow
≤ 1 (3.16)

g(T )

gallow
≤ 1 (3.17)

0 < ρ ≤ 1 (3.18)

ただし，gallow，Vallowはそれぞれ熱コンプライアンスと体積の上限であり，熱コンプ

ライアンスは式 (3.11)の汎関数 gを用いて以下のように表される．

g(T ) =

∫
ΓT

hTds (3.19)

なお，本研究では熱コンプライアンスと区別するために，一般的なコンプライアン

スを構造コンプライアンスと呼ぶものとする．

3.3 最適化手順

3.3.1 最適化アルゴリズム

　本研究の最適化のフローチャートを図 3.1に示す．まず最適化のための初期形状を

決定し，状態方程式を解く．次に目標関数及び制約条件を計算する．目標関数が収

束していない場合，随伴方程式を解くことで目標関数と制約条件の感度を計算し，

逐次線形計画法 (SLP: Sequential Linear Programming)とフェーズフィールド法 [85]を用

いて設計変数を更新する．最適化の初期段階では大きくトポロジー変化が起こる

可能性を考えて逐次線形計画法を用いて設計変数を更新し，フェーズフィールド法

はおおよその形状が導出された後に，形状をより明確にするために用いる．
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Calculate sensitivities of objective function
and the constraints

Update the density 
function using 

SLP

Update the density 
function using 

PFM

Set an initial value of density function 

Calculate the objective function 
and the constraints

Calculate the adjoint variables by 
solving adjoint equation using FEM 

Calculate the state variables by solving thermal 
conductivity problem and structural problem using FEM

Is the iteration in the early stage?

No

Yes No

Converged? End
Yes

Fig. 3.1: Flowchart of optimization algorithm.

3.3.2 感度解析

　本研究で用いる逐次線形計画法では，目標関数及び制約条件の設計変数に対す

る感度が必要となる．まず，熱変形を取り扱う問題における一般的な目標関数を

J(ϕ) =
∫
J(ϕ,u, T )dxと置き，これを方向 θに関数微分すると以下のように表される．

⟨J ′(ϕ), θ⟩ =

∫
j′(ϕ)θdx +

∫
j′(u) ⟨u′(ϕ), θ⟩dx +

∫
j′(T ) ⟨T ′(ϕ), θ⟩dx (3.20)

=

∫
j′(u)ūdx +

∫
j′(T )T̄dx (3.21)
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ただし，ū = ⟨u′(ϕ), θ⟩，T̄ = ⟨T ′(ϕ), θ⟩である．テスト関数を随伴変数とし，式 (3.6)と

(3.7)を用いると，ラグランジアンは以下のように表される．

L(ϕ,u, T,p, q) =

∫
j(u, T )dx + a(u,p)− α(T,p) +A(T, q)− g(q) (3.22)

このラグランジアンを用いて，目標関数の微分は次のように表される．

⟨J ′(ϕ), θ⟩ =

⟨
∂L

∂ϕ
(ϕ,u, T,p, q), θ

⟩
+

⟨
∂L

∂u
(ϕ,u, T,p, q), ⟨u′(ϕ), θ⟩

⟩
(3.23)

+

⟨
∂L

∂T
(ϕ,u, T,p, q), ⟨T ′(ϕ), θ⟩

⟩
(3.24)

=

⟨
∂L

∂ϕ
(ϕ,u, T,p, q), θ

⟩
+

⟨
∂L

∂u
(ϕ,u, T,p, q), ū

⟩
(3.25)

+

⟨
∂L

∂T
(ϕ,u, T,p, q), T̄

⟩
(3.26)

ここで，第 2項と第 3項が 0となる場合を考える．第 2項と第 3項はそれぞれ以下の

ようになる．

⟨
∂L

∂u
(ϕ,u, T,p, q), ū

⟩
=

∫
j′(u)ūdx+ a(ū,p) = 0 (3.27)⟨

∂L

∂T
(ϕ,u, T,p, q), T̄

⟩
=

∫
j′(T )T̄ dx− α(T̄ ,p) +A(q, T̄ ) = 0 (3.28)

また，構造問題の状態方程式である式 (3.6)の両辺を ϕで微分すると

da(u,p) + a(ū,p)− α(T̄ ,p)− dα(T,p) = 0 (3.29)

ただし，
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da(u,p) =

∫
Ω

ε(u)D′ε(p)dx (3.30)

dα(T,p) =

∫
Ω

εth(T )D
′ε(p)dx (3.31)

また，熱伝導問題の状態方程式である式 (3.7)の両辺を ϕで微分すると

dA(T, q) +A(T̄ , q) = 0 (3.32)

ただし，

dA(T, q) =

∫
Ω

k′∇T · ∇qdx (3.33)

とする．式 (3.29)と式 (3.32)をそれぞれ，式 (3.27)と式 (3.28)に代入すると，

∫
j′(u)ūdx+

∫
j′(T )T̄ dx = da(u,p)− dα(T,p) + dA(T, q) (3.34)

これを式 (3.21)に代入することで，感度は以下のように得ることができる．

J ′(ϕ) = j′(ϕ) + ε(u)D′ε(p)− εth(T )D
′ε(p)− k′∇T · ∇q (3.35)

次に随伴方程式を求める．まず，本研究における目標関数について考える．目標関

数は構造コンプライアンスであり，以下のように表される．
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J(ρ) = a(u,u) (3.36)

= α(T,u) (3.37)

このとき，式 (3.26)における第 2項と第 3項は以下のようになる．

∫
j′(u)ūdx = 2a(u, ū) (3.38)∫
j′(T )T̄dx = α(T̄ ,u) (3.39)

この 2式を式 (3.27)と式 (3.28)に代入すると，

2a(u, ū) + a(ū,p) = 0 (3.40)

α(T̄ ,u)− α(T̄ ,p) +A(q, T̄ ) = 0 (3.41)

この 2つの随伴方程式を解き，随伴変数である pと qを得る．これにより得られる p

と qを用いて，目標関数であるコンプライアンスの感度は次のように表される．

J ′(ϕ) = εth(T )D
′(ϕ)ε(u) + ε(u)D′(ϕ)ε(p)− εth(T )D

′(ϕ)ε(p)− k′∇T · ∇q (3.42)

また，制約条件である熱コンプライアンスについても考える．熱コンプライアンス

は以下のように表される．

C(ρ) = g(T ) (3.43)
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このとき，式 (3.26)における第 2項と第 3項は以下のようになる．

∫
j′(u)ūdx = 0 (3.44)∫
j′(T )T̄dx = g(T̄ ) (3.45)

この 2式を式 (3.27)と式 (3.28)に代入すると，

a(ū,p) = 0 (3.46)

g(T̄ )− α(p, T̄ ) +A(q, T̄ ) = 0 (3.47)

このとき，p = 0であり，式 (3.7)と等しくなるため，自己随伴問題となる．よって，熱

コンプライアンスに対する感度は以下のように表される．

C ′(ρ) = −k′∇T · ∇T (3.48)

3.4 数値例

　いくつかの数値例を用いて本手法の妥当性を示す．材料はヤング率E0 = 200 GPa，

熱伝導率 k0 = 84 W/(m ·K)，熱膨張率 γ = 12.1× 10−6 m/(m ·K)の鋼とする．構造物は

すべて平面ひずみ状態を仮定し，奥行き方向の厚さは 1 mとする．熱ひずみ基準温

度 Tref = 293 Kとする．また，有限要素の定式化には一次のアイソパラメトリック要

素を用いる．トポロジー最適化の設計変数である密度関数 ρは各有限要素に対して
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設定される．ペナライゼーションパラメータ pE と pk はいずれも 3の値を導入する．

3.4.1 変位固定境界と温度固定境界が同一の場合

　最初の例題として図 3.2に示すような寸法 2 m× 1 mの，両端を完全固定した両持

ち構造を考える．熱伝導問題では，左端の境界を熱ひずみ基準温度である T = 293 K

に固定し，右端中央の幅 0.2 mの境界から熱流束 h = 2.5 × 104 W/m
2 を与える．構造

問題では，両端を完全固定した両持ち構造とする．この例題では，変位固定境界と

温度固定境界が同一となる．体積制約の Vallow は全設計領域の 40%とした．

　この条件において，全体の熱変形が最小となるように，構造コンプライアンス最

小化を行う．熱コンプライアンス制約 gallow は (a)2.00 × 106 W · K，(b)2.25 × 106 W · K，

(c)2.50× 106 W ·Kの 3通りについて行う．これらは，熱流束が作用する境界部の温度

が (a)673.15 K，(b)723.15 K，(c)773.15 K以下となるような制約である．この例題にお

いては，左右の熱変形は両端固定条件より抑制されるものの，上下の熱変形に対し

て支持をとることはできない．そのため，高温部の体積を減らすことでの熱変形抑

制が成されると予想される．

　図 3.3に示すような，密度関数が一様に分布した形状を初期形状として，最適化

により得られた形状を図 3.4に示す．熱コンプライアンス制約により，熱流束部と温

度固定端を繋ぐ構造となり，高温部から低温部へと熱を通す形状となっている．高

温となり熱変形の大きくなる熱流束部が細くなり，反対に熱変形の生じにくい低温

となる温度固定端側が太くなることで，全体の熱変形量の小さくなる構造となって

いる．制約が弱くなるに従い，温度固定端がより太い構造となり，熱変形を抑制す

る構造となっていると考えられる．境界部の温度が 673.15 Kとなるように熱コンプ

ライアンス制約を設けた (a)の最適化における目標関数と制約条件の収束履歴を図

3.5に示す．熱コンプライアンスと体積ともに制約条件を満たしており，目標関数も

300回で収束したと判断した．
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　また，比較のため，この構造において同じ体積制約のもとで熱コンプライアンス

最小化を行った結果得られた形状を図 3.6に示す．熱流束部である右端と温度固定端

である左端を一様の太さで繋ぐ構造となっている．熱流束部から温度固定端へと，

熱を最短経路で伝えることが可能な形状であるが，高温となる熱流束部が細くなっ

ていないため，熱流束部における熱変形が大きくなっていると考えられる．図 3.7は

以上の結果におけるコンプライアンスと熱コンプライアンスを示したものである．

また，それぞれの値において最小値をとっている，最も高い熱コンプライアンス制

約を与え，構造コンプライアンスを最小化した構造と，熱コンプライアンスを最小

化した構造における，コンプライアンス分布図と温度分布図を，それぞれ図 3.8，図

3.9に示す．図 3.8の構造コンプライアンスを最小化した構造においては，熱流束が

作用する高温部が細くなっている．これにより，熱伝導性能は低下しているが熱変

形が抑制されていることがわかる．また，図 3.9では高温部に多くの材料が配置さ

れており，構造コンプライアンスの最大値は小さくなっているが，熱変形の総量が

大きくなっていることがわかる．これらの最適化結果から，本例題における熱変形

と熱伝導性能を示す構造コンプライアンスと熱コンプライアンスのトレードオフ

の関係が確認でき，このような構造に対し本手法が有効であることが示された．

Fixed and 

Heat flux

Fixed

Fig. 3.2: Analysis model of example 1.
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Fig. 3.3: Initial shape.

(a) (b)

(c)

Fig. 3.4: Optimal configurations of structural compliance minimization under each thermal com-

pliance constraints. (a)gallow = 2.00×106 W ·K(T = 673.15 K), (b)gallow = 2.25×106 W ·K(T =

723.15 K), (c)gallow = 2.50× 106 W ·K(T = 773.15 K).
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Fig. 3.5: Convergence history of objective function and constraints.

Fig. 3.6: Optimal configuration of thermal compliance minimization.
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Fig. 3.7: Relationship between structural compliance and thermal compliance.
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(a) (b)

Fig. 3.8: (a) Compliance distribution on deformation shape and (b) temperature distribution

of optimal configuration shown in Fig. 3.4 (c). (Structural compliance minimization under the

thermal compliance constraint, gallow = 2.50× 106 W ·K.)

(a) (b)

Fig. 3.9: (a) Compliance distribution on deformation shape and (b) temperature distribution of

optimal configuration shown in Fig. 3.6. (Thermal compliance minimization.)

3.4.2 初期解依存性の検討

　次に，熱変形の原因となる熱応力は構造に依存するため，本最適化問題は初期

解依存性が予想される．このため，初期形状の密度が一様な分布でない場合を考え

る．図 3.10 (a)に示すような，横方向と斜め方向に密度の大きな部材が配置された形

状を初期形状として最適化を行った結果，図 3.10 (b)に示すような結果が得られた．

この場合においては，高温部となる熱流束部は前例と似た形状となったが，低温部

となる温度固定端は初期形状の影響を受けた分岐した形状となった．
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　目標関数であるコンプライアンスの値は，図 3.4 (a)と図 3.10 (b)の形状の場合に

おいて，それぞれ 2.99× 106 J，4.01× 106 Jであり，前例の方が熱変形を抑制する形状

としては適しているといえ，後者は局所最適解であるといえる．最適化結果のコン

プライアンス分布図と温度分布図を，それぞれ図 3.11 (a)と図 3.11 (b)に示す．熱流

束部の分岐した初期形状の影響により，熱流束部が前例よりも太くなっているため，

熱変形が大きくなったと考えられる．熱コンプライアンスの値は同等であることか

ら，熱伝導特性に対しては，熱流束部から遠い温度固定端側の形状による影響は小

さいと考えられる．

(a) (b)

Fig. 3.10: Initial shape and optimal configuration of example 2.

(a) (b)

Fig. 3.11: (a) Compliance distribution on deformation shape and (b) temperature distribution

of optimal configuration shown in Fig. 3.10.
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3.4.3 変位固定境界と温度固定境界が異なる場合

　 2つ目の数値例として，寸法 2 m× 1 mの，両端を完全固定した両持ち構造で，熱

伝導問題の境界条件の異なる構造について考える．この数値例における熱伝導問

題では，両側の固定端の下端の 0.1 mの境界を熱ひずみ基準温度である T = 293 Kに

固定し，上部中央の幅 0.1 mの境界から熱流束 h = 2.0 × 104 W/m
2 を与える．構造問

題では，両案を完全固定した両持ち構造とする．この例題では，温度固定境界は変

位固定境界の一部であり，完全には一致していない条件である．前述の例題では熱

変形抑制は高温部の体積減少によってのみ成されたが，本例題においては，変位固

定境界周辺に材料を配置し，熱変形に対する剛性を高めることも熱変形抑制に有

効であると考えられる．この構造は左右対称の構造であり，解析および最適化問題

としては図 3.12のような構造として扱うことができる．体積制約の Vallow は全設計

領域の 20%とし，熱コンプライアンス制約 gallowは 8.0× 105 W ·Kとする．これは，熱

流束が作用する境界部の温度が 673.15 K以下となるような制約である．

　この条件において，全体の熱変形が最小となるように，構造コンプライアンス最

小化を行う．図 3.13 (a)に示すような，密度が全体で一様な形状を初期形状として最

適化を行った結果，図 3.13 (b)に示すような結果が得られた．熱コンプライアンス制

約により，熱流束部と温度固定部を繋ぐ構造となり，高温部から低温部へと熱を通

す形状となっている．高温となる熱流束部は細く，低温となる温度固定部側が太く

なり，全体の熱変形量の小さくなる構造となっていると考えられる．目標関数であ

るコンプライアンスの値は 4.39× 105 Jとなった．

　図 3.14 (a)に示すような，横方向と斜め方向に密度の大きな部材が配置された形

状を初期形状として最適化を行った結果，図 3.14 (b)に示すような結果が得られた．

低温部となる温度固定部において，初期形状の影響を受けた形状となった．目標関

数であるコンプライアンスの値は 4.74× 105 Jとなった．また，それぞれの初期解か

ら最適化により得られた構造における，構造コンプライアンス分布図と温度分布
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図を，それぞれ図 3.15，図 3.16に示す．いずれも，熱流束が作用する高温部が細くな

ることで全体の熱変形を大きく抑制していることがわかる．図 3.15(a)，図 3.16(a)で

は，変位固定境界周辺の構造コンプライアンスは十分小さくなっており，変位固定

境界周辺の構造も熱変形の抑制に対して有効であることがわかる．図 3.16では，中

央で構造が分岐しているが，全体の熱伝導性能には大きな差はないことがわかる．

図 3.17に 2通りの最適化における目標関数の収束履歴を示す．いずれも最適化回数

400回目において目標関数の変化率がそれぞれ 1% 程度となり収束したと判断した

が，2つ目の初期形状における最適化結果の方が構造コンプライアンスが大きな値

となっており，局所最適解であるといえる．また，2つの初期形状に対して，同じ体

積制約のもとで熱コンプライアンス最小化を行った結果，いずれも構造コンプライ

アンスは 8.98× 105 Jと大きな値となり，熱流束部と温度固定部を一様の太さで繋ぐ

形状が得られたため，本手法に特異な初期解依存性であると考えられる．

Temperature 

Heat flux

Fixed
Roller fixed

Fig. 3.12: Analysis model of example 3.
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(a) (b)

Fig. 3.13: (a) Initial shape and (b) Optimal configuration of Initial shape 1 of example 3.

(a) (b)

Fig. 3.14: (a) Initial shape and (b) Optimal configuration of Initial shape 2 of example 3.

(a)
(b)

Fig. 3.15: (a) Compliance distribution on deformation shape and (b) temperature distribution

of optimal configuration of initial shape 1.



第 3章 熱伝導制約下における熱変形最小化 49

(a)
(b)

Fig. 3.16: (a) Compliance distribution on deformation shape and (b) temperature distribution

of optimal configuration of initial shape 2.
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Fig. 3.17: Convergence history of objective function.
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3.5 結言

　本研究では，熱変形の抑制と熱伝導特性を両立する構造を，トポロジー最適化を

用いて導出する手法を構築した．複数の数値例を用いて，本研究で提案する手法の

妥当性を検証した．結果を以下に示す．

1. 熱変形を扱うため，線形熱伝導問題と線形弾性問題を定式化した．

2. 温度制約下での熱変形最小化問題として，熱流束が作用する構造における，熱

コンプライアンス制約下での構造コンプライアンス最小化問題を定式化した．

3. 目標関数の設計変数に対する感度を導出した．そして，この感度に基づいた，

逐次線形計画法に基づく最適化アルゴリズムを構築した．

4. 簡単な数値例により，十分な熱伝導率を持ち，かつ熱変形を抑制した形状が得

られることを確認した．

5. 熱コンプライアンス制約を満たし，十分な熱伝導特性を有する構造を目標と

して最適化を行った結果，熱流束が与えられる高温部から温度固定される低温

部を結ぶ形状となった．そして，熱変形の総量が抑制されるように，高温部ほ

ど部材の少ない細い形状となり，低温部ほど太い形状となった．また，このよ

うに固定端間に熱を伝導させる問題では，熱コンプライアンスと構造コンプ

ライアンスの間にトレードオフを生じることがわかり，本手法の適用対象と

して適切であると確認した．

6. 同様の最適化問題において，異なる初期形状で最適化した場合，熱変形には

影響を与えるが，熱伝導性能には寄与しない部材が生じる局所最適解が生じ，

本研究の最適化問題は初期解依存性を確認した．このため，実際の設計で用

いる際には，最適化の初期解の決定には慎重を要する．

　今後の課題としては，三次元問題への拡張及び積層造形を用いて実際に造形し

性能を検証することが考えられる．しかし，設計領域の次元を拡張すると，最適化
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問題の初期解依存性はさらに強まると考えらえる．このため局所最適解を回避す

る方法が必要となると考えられる．積層造形による実際の造形に関しては，本研究

の提案手法により設計することで，熱変形は小さくとどめることが可能なので，こ

の点では造形が容易な形状と言え問題ないと考える．
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第4章 積層造形を考慮した熱拡散性能最
大化

4.1 緒言

　ヒートシンクのような冷却構造に求められる性能は，機器から生じる熱を多く

拡散させることである．しかし冷却構造は機器に付随する部品であり，特に小型の

ヒートシンクの場合は量産の効率化のため，図 4.1のように規則的な形状をしたも

のが一般的に用いられており，これらのような単純な形状に対しては多く検討され

ている [68, 58, 44, 79, 29]．これらの多くは性能検討方法に関する研究であり，ヒート

シンク形状の設計に関する検討例 [78, 34] は多くない．また，最適化計算を用いた

ヒートシンクの性能最大化に関しても，実際の構造への適用を考えた配置最適化

問題を用いた研究 [60]や寸法最適化問題を用いた研究 [42]が広く行われている．こ

のため，熱拡散性能を最大化するように，トポロジー最適化を用いて最適設計を行

うことで，より高性能な冷却構造を設計することができると考えられる．製造面に

関しても積層造形を用いた製造を前提とすることで，最適形状が複雑な形状であっ

ても量産することが可能となると考えられる．

Fig. 4.1: Examples of common shape heat sink.
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4.2 定式化

4.2.1 線形熱伝導問題

　本研究では，構造物 Ωの熱伝導を解析で扱うため，線形熱伝導問題を考える．た

だし，本研究においても第 2章と同様に，問題の簡略化のため，対流熱伝達や熱輻

射の影響は無視するものとする．境界 ΓT から表面熱流束が作用する等方性弾性体

における状態方程式は以下の式で表される．

−∇ · (k∇T ) = 0 (4.1)

ここで，T は温度，kは熱伝導率である．式 (3.2)を弱形式で表すと以下のようにな

る．

A(T, T̄ ) = g(T̄ ) (4.2)

ただし，それぞれの項は以下の式で表される．

A(T, T̄ ) =

∫
Ω

k∇T · ∇T̄dx (4.3)

g(T̄ ) =

∫
ΓT

hT̄ds (4.4)

ここで T̄ はテスト関数，hは表面熱流束である．

4.2.2 目標関数と最適化問題

　本研究では線形熱伝導問題を取り扱うため，本研究におけるトポロジー最適化

では，これらの問題に関係する物性定数である熱伝導率を，密度関数のべき乗を用
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いて表現する．原材料の，熱伝導率 k0として，SIMP法における物性定数は，それぞ

れ以下のように表す．

k = ρpkk0 (4.5)

ここで，pk はペナライゼーションパラメータである．

　目標関数に熱コンプライアンス．熱コンプライアンスは，構造問題における構造

コンプライアンスに相当する形で定義され，熱コンプライアンス制約を設定する

ことにより熱伝導特性を有する構造を得る．

A(T, T ) =

∫
Ω

k∇T · ∇Tdx (4.6)

(4.7)

また，制約条件として体積を設定する．以上を踏まえて，本研究におけるトポロ

ジー最適化問題は以下のように表される．

minimize J = A(T, T ) (4.8)

Subject to

V (ρ)

Vallow
≤ 1 (4.9)

0 < ρ ≤ 1 (4.10)

ただし，Vallow はと体積の上限であり，熱コンプライアンスは式 (5.26)の汎関数 g を

用いて以下のように表される．
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g(T ) =

∫
ΓT

hTds (4.11)

4.2.3 最適化手順

　本研究の最適化のフローチャートを図 4.2に示す．まず最適化のための初期形状を

決定し，状態方程式を解く．次に目標関数及び制約条件を計算する．目標関数が収

束していない場合，自己随伴問題を解くことで目標関数と制約条件の感度を計算

し，逐次凸関数近似法の一種である (MMA: Method of Moving Asymptotes)[82]とフェー

ズフィールド法 [85]を用いて設計変数を更新する．

Calculate sensitivities of objective function and 
the constraints by solving self adjoint equation 

Update the density 
function � using MMA

Set an initial value of density function �

Calculate the objective function 
and the constraints

Calculate the state variables by solving thermal 
conductivity problem using FEM

No
Converged? End

Yes

Fig. 4.2: Flowchart of optimization algorithm.
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4.2.4 感度解析

　本研究で用いるMMAでは，目標関数及び制約条件の設計変数に対する感度が必

要となる．目標関数である熱コンプライアンスは以下のように表される．

C(ρ) = g(T ) (4.12)

このとき，式 (3.26)における第 2項と第 3項は以下のようになる．

∫
j′(u)ūdx = 0 (4.13)∫
j′(T )T̄dx = g(T̄ ) (4.14)

この 2式を式 (3.27)と式 (3.28)に代入すると，

a(ū,p) = 0 (4.15)

g(T̄ )− α(p, T̄ ) +A(q, T̄ ) = 0 (4.16)

このとき，p = 0であり，式 (3.7)と等しくなるため，自己随伴問題となる．よって，熱

コンプライアンスに対する感度は以下のように表される．

C ′(ρ) = −k′∇T · ∇T (4.17)
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4.3 数値例

4.3.1 最適化例

　数値例として，図 4.3に示すような各辺の長さが 1の立方体構造の場合を考える．

構造全体が発熱し，下面中心の 0.2四方の領域が 273 Kで温度固定されているものと

する．熱源である構造から温度固定部へ熱移動が行われる問題である．体積制約は

20%及び 10%として熱伝導性能が最大化されるようにトポロジー最適化を行う．

Fixed temperature
273K

Fig. 4.3: Example model.

　図 4.4は目標関数の収束履歴であり，体積制約を 20%とした場合，体積制約を 10%

とした場合のいずれにおいても，最適化 40回で収束したと判断した．

　体積制約を 20%とした場合に最適化により得られた構造とその yz 平面の中央断

面を図 4.5に示す．温度固定端から根状に広がる形状が得られた．図 4.6は x = 0.2, x =

0.5, x = 0.8の yz 平面における密度関数であり，図 4.7は同様の面の温度分布図であ

る．材料の存在する箇所において，上部から温度固定端に近い下部に向けて温度が

低下しており，温度固定端に熱が逃げていることがわかる．

　体積制約を 10%とした場合に最適化により得られた構造とその yz 平面の中央断

面を図 4.8に示す．体積制約を 20%とした場合の例と同様に，温度固定端から根状に

広がる形状が得られた．図 4.9は x = 0.2, x = 0.5, x = 0.8の yz平面における密度関数で
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あり，図 4.10は同様の面の温度分布図である．この例においても同様に上部から温

度固定端に向けて熱移動が生じている．体積制約を 20%とした場合の最適構造と比

べ，温度固定端から遠い箇所においても太い構造を有しており，z 方向において同

じ高さでも温度が高い．このため，熱伝導性能は体積が多い場合のほうが高くなる

と言える．

　 2つの例から，体積制約下で，表面積が広くなるような形状となることで，熱拡

散性能を最大化させた構造が導出されたと考えられる．体積制約が 20%の場合の方

が構造の表面積も大きくなり，結果として目標関数とした熱コンプライアンスの値

が小さくなり，熱伝導性能が高い構造が得られたと考えられる．

0.0
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0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
2.0

0 10 20 30 40
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tiv
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x 105

Iteration

Volume fraction 10%

Volume Fraction 20%

Fig. 4.4: Convergence history of objective function.
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(a) (b)

Fig. 4.5: Optimal shape in volume fraction 20%. (a) Optimal shape. (b) Central plane of optimal

shape.

Fig. 4.6: Density function distribution of central yz plane in volume fraction 20%.
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Fig. 4.7: Temperature distribution of central yz plane in volume fraction 20%.

(a) (b)

Fig. 4.8: Optimal shape in volume fraction 10%. (a) Optimal shape. (b) Central plane of optimal

shape.
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Fig. 4.9: Density function distribution of central yz plane in volume fraction 10%.

Fig. 4.10: Temperature distribution of central yz plane in volume fraction 10%.

4.3.2 一般的な構造との比較

　体積制約を 10%としたときの最適化結果を比較対象とし，図 4.11に示すような規

則的に垂直部材が配置された構造に対して，最適化と同様の条件を与えて熱伝導
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解析を行い，最適化結果と比較する．この構造は最適化結果と同等の体積を有する

構造である．図 4.12及び図 4.13は，それぞれ x = 0.5の yz平面における密度関数分布

と，熱伝導解析結果により得られた温度分布図である．温度固定端から離れた材料

の存在する箇所ほど高温となり，温度固定端に近づくにつれて低温となっている．

この構造と体積制約を 10%とした場合の最適構造の，熱コンプライアンス及び体積

を表 4.1に示す．熱コンプライアンスの値から，最適構造は例とした規則的な構造

に対しておよそ 2.7倍の熱拡散性能を有しており，提案手法は熱拡散性能の高い形

状を導出する最適設計手法として有効であると言える．

Fig. 4.11: Example model of common shape heat sink.
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Fig. 4.12: Density function distribution of central yz plane in common shape example.

Fig. 4.13: Temperature distribution of central yz plane in common shape example.T
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Table 4.1: Comparison of thermal compliance and volume between common shape and optimal

shape.

Thermal compliance Volume

Common shape 12252 0.046

Optimal shape 3356 0.043

4.4 積層造形のための考察

　最適化により得られた形状を，金属積層造形装置を用いて実際に造形すること

を考える．積層造形では下から順に金属粉末を焼結していくため，垂直に近い角度

の形状が造形に適しているといえる．水平に伸びた形状を造形する場合，その水平

部の下に，サポート部材と呼ばれる支えとなる形状を設ける必要となる．金属積層

造形ではサポート部材は，造形物と同じ金属粉末を焼結して扱われる．サポート部

材を設けた場合，造形後に手作業にて除去することで，造形物の完成となる．　図

4.14に示すとおり，本研究で得られた形状は水平部材を多く有している．この形状

を金属積層造形で造形する場合，上層にある水平部の下にも部材があり，その間に

サポート部材を要することとなる．複雑な形状の内側にサポート部材が配置され

ることとなり，サポート部材の除去が困難となることが予想される．また，この最

適形状は宙に浮いた部材を有している．これは 1章で述べたチェッカーボードに相

当する形で現れたものと考えられる．このような部材もまた積層造形による製造

が困難であり，実際に造形する際には除去する必要がある．
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horizontal parts 

Fig. 4.14: The problem in case of additive manufacturing.
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4.5 結言

　本研究では，熱拡散性能を最大化する構造を，3次元問題におけるトポロジー最

適化を用いて導出した．複数の数値例を用いて，本研究で提案する手法の妥当性を

検証した．結果を以下に示す．

1. 熱拡散性能を評価するために線形熱伝導問題を定式化した．

2. 熱拡散性能最大化問題として，設計領域全体が発熱し温度固定端へ熱が逃げ

る構造において，熱コンプライアンス最小化問題を定式化した．

3. 目標関数の設計変数に対する感度を導出した．そして，この感度に基づいた，

逐次凸関数近似法の一種である MMA(Method of Moving Asymptotes) とフェーズ

フィールド法に基づく最適化アルゴリズムを構築した．

4. 簡単な数値例により，熱拡散性能が最大化される形状を，複数の体積制約下で

導出した．得られた最適形状は温度固定端から広がる根状であり，一般的な形

状の熱コンプライアンスを比較することで，熱拡散性能が向上していること

を確認した．

　本研究の最適化問題により導出した形状は，水平方向の部材を多数含むため，サ

ポートなしでは造形が困難である．このため，今後の課題としては，積層造形を用

いて造形するための制約の検討が挙げられる．
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第5章 高性能ラティス構造の開発と性能
検証

5.1 緒言

　ハニカムやラティスに代表される周期セル構造は，高剛性かつ軽量という特性を

持たせることが可能であり，様々な分野での活用が期待されている [23, 94, 99]．近年，

積層造形（3Dプリンティング）技術の著しい向上により，樹脂材料だけでなく金属材

料を扱うことができるようになり，従来法では難しい複雑形状も実現可能となって

きた [22]．そのため，積層造形技術は多様なニーズを満足する製造技術として，航空

宇宙や医療分野での量産部品製造に向けて研究開発が進んでいる [7, 49]．金属積層

造形装置は金属粉末の溶融方式により,レーザー方式 (SLS)と電子ビーム方式 (EBM)

の二種類に分けられるが，EBMは真空中での造形のため，チタン合金のような生体

材料の製造に有利な他，SLSに比べて造形速度が速いという利点がある [64, 65]．電

子ビーム積層造形では，電子ビームの照射前に粉末を加熱し仮焼結を行うため，残

存粉末の除去に工夫を要し，十分に大きな貫通穴をラティス構造に設ける必要があ

る．しかし，部品の剛性や強度を考慮した場合，ラティス構造の貫通穴は小さい方

が望ましく，性能と製造性はトレードオフの関係にある．よって，このような構造の

実用化のためには，粉末抜けと性能を両立するラティス構造の研究が必要である．

　そこで本研究では，トポロジー最適化をラティス構造の構造特性の向上を目的と

して行うことにより，高性能を実現する任意のラティス構造を得る手法を提案する．

ラティス構造の性能を評価するための手法は大きく二つに分けられ，ラティス構造

そのものの物理的状態を直接算出する方法と，均質化法 [25, 90]に代表されるよう

な，ラティス構造中の周期的なミクロ構造の応答から算出する手法がある．ラティ
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ス構造の物理的状態を直接求める場合，高い精度でラティス構造の性能を評価する

ことが可能となるが，計算量が非常に膨大となってしまうという問題がある．一方，

ミクロ構造の応答からマクロ構造，すなわちラティス構造の特性を求める場合，ミ

クロ構造から算出される巨視的な特性を推定するための関連付けが必要となるが

[48]，計算コストを大幅に削減することが可能である．

　そこで本研究では，最も基本的な構造特性である剛性の最大化を目的として，均

質化法によりラティス構造の性能を評価し，トポロジー最適化によるラティス構造

の設計を行う．トポロジー最適化による設計は，EBM方式の金属積層造形装置での

造形を前提とし，粉末除去に十分な径の貫通穴を有するという条件の下で実施す

る．そして，得られた最適構造を実際に造形し，実験検証を行う．以上の過程で，電

子ビーム積層造形における最適なラティス構造を検討するとともに，その実用化に

向けた知見の取得を目的とする．

5.2 定式化

5.2.1 均質化法による体積弾性率の導出

　ある形状が周期的に配置されたラティス構造を対象とし，剛性を考慮した最適化

を行う．このため，ラティス構造における線形弾性問題を考える．

σij = Cijkεkl (5.1)

ただし，σ は応力テンソル，C は弾性テンソル，εはひずみテンソルである．この式

に基づき，均質化法を用いてマクロ構造の体積弾性率を導出する．単位領域 Y 内の

ある形状が周期的に配置されたマクロ構造の弾性テンソルCH は次のように表され

る．



第 5章 高性能ラティス構造の開発と性能検証 69

CH
ijk =

1

|Y |

∫
Y

(
Cijkl − Cijpq

∂χkl
p

∂yq

)
dY (5.2)

5.2.2 目標関数と最適化問題

　本研究では線形弾性問題を取り扱う．これらの問題に関係する物性定数である

ヤング率を，密度関数のべき乗を用いて表現する．原材料のヤング率を E0として，

SIMP法における物性定数は，以下のように表す．

E = ρpEE0 (5.3)

ここで，pE はペナライゼーションパラメータである．

　本研究では，体積弾性率が最大となるような構造を目標とする．体積弾性率は弾

性テンソルにおける九個の垂直応力に対応する成分の平均値で得られ，以下の式

で表される．

K =
3∑

i=1

3∑
j=1

CH
ij (5.4)

等方性材料を目標とする場合は，等方性からのずれを表現するペナルティ項を目標

関数に加え，以下のように表される．

Kiso = K − αA (5.5)
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等方性は実効的弾性テンソルにおいて垂直応力に対応する成分と，せん断応力に

対応する成分が独立な二つの変数で表される必要がある．これを踏まえると，ペナ

ルティ項は次式で表される．

A =
1

6

3∑
i=1

CH
ii − 1

12

3∑
i=1

3∑
j=1

CH
ij − 1

6

3∑
j=1

CH
ii (5.6)

以上より，等方性維持を可能とした体積弾性率最大化のためのトポロジー最適化問

題は以下のように表される．

minimize J = −Kiso (5.7)

Subject to

V (ρ)

Vallow
≤ 1 (5.8)

0 < ρ ≤ 1 (5.9)

ただし，Vallow は体積の上限であり，ユニットセル中の体積含有率である．

5.2.3 最適化手順

　本研究の最適化のフローチャートを図 5.1に示す．まず最適化のためのユニットセ

ル初期形状を決定し，状態方程式を解き応力分布を取得する．得られた応力を積

分し，体積で除すことで均質化弾性係数を得る．次に目標関数及び制約条件を計

算する．目標関数が収束していない場合，自己随伴問題を解くことで目標関数と

制約条件の感度を計算し，逐次凸関数近似法の一種である (MMA: Method of Moving

Asymptotes)[82]とフェーズフィールド法 [85]を用いて設計変数を更新する．
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Calculate sensitivities of objective function and 
the constraints by solving self adjoint equation 

Set an initial value of density function �

Calculate the stress distribution of micro structures by 
solving structural problem of using FEM

No
Converged? End

Yes

Calculate the bulk modulus of macro structures 
using homogenization method

Calculate the objective function 
and the constraints

Update the density function �
using MMA and PFM

Fig. 5.1: Flowchart of optimization algorithm.

5.3 数値例

　提案したトポロジー最適化手法を用いてラティス形状の最適設計を行った．基本

となる材料は単位ヤング率 E0 = 1の仮想的な材料とした．最適化領域は 10mm四方

のユニットセルとした．また，体積含有率は 0.2とした．

5.3.1 大きな粉末除去孔を確保した例

　最適化の初期形状とその中央断面を図 5.2(a)(b)に示す．この形状は，隣接する面

の中央を結ぶように穴の開いた形状である．最適化によって形状が変化しても粉抜

きが可能な形状である必要があるため，この初期形状における穴は非設計領域と

した．この初期形状において体積弾性率が最大化されるようにトポロジー最適化

を行った．なお，この数値例では等方性を維持するための式 (5.5)の第 2項は用いて
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いない．

　目標関数の収束履歴を図 5.3に，制約条件である体積の履歴を図 5.8に示す．試行

回数 400回で形状も安定し十分に収束したと判断した．トポロジー最適化によって

得られた形状とその中央断面を図 5.5(a)(b)に示す．箱型に穴の開いた形状であり，穴

の周囲にリブのような形状が現れている．このリブは円形の穴に沿っており，体積

弾性率の向上のためだと考えられる．

(a) (b)

Fig. 5.2: Initial shape of optimization at large through holes example. (a) Initial shape. (b)

Central plane of initial shape.
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Fig. 5.3: Convergence history of objective function.
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Fig. 5.4: Convergence history of volume fraction as constraint.

(a) (b)

Fig. 5.5: Optimal shape at large through holes example. (a) Optimal shape. (b) Central plane

of optimal shape.

5.3.2 小さな粉末除去孔を確保した例

　最適化の初期形状とその中央断面を図 5.6(a)(b)に示す．数値例１と同様に隣接す

る面の中央を結ぶように粉抜き穴を設けた．ただし，この例の初期形状の穴の径は

2mmである．また，各面の中央に四角錐形状の非設計領域も定義した．この初期形

状において式 (5.5)の第 2項である等方性制約を導入して体積弾性率が最大化される

ようにトポロジー最適化を行った．
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　目標関数の収束履歴を図 5.7に，制約条件である体積の履歴を図 5.8に示す．試行

回数 400回で形状も安定し十分に収束したと判断した．トポロジー最適化によって

得られた形状とその中央断面を図 5.9(a)(b)に示す．立方体の各面に四角錐形状のく

ぼみができ，各面に穴の開いた形状が得られた．

(a) (b)

Fig. 5.6: Initial shape of optimization at small through holes example. (a) Initial shape. (b)

Central plane of initial shape.
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Fig. 5.7: Convergence history of objective function.
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Fig. 5.8: Convergence history of objective function.

(a) (b)

Fig. 5.9: Optimal shape at small through holes example. (a) Optimal shape. (b) Central plane

of optimal shape.

5.4 体積弾性率の導出とヤング率の算出

5.4.1 体積弾性率

　均質化法による弾性テンソルの導出について，具体的な手順を示す．本研究の最

適化により計算される弾性テンソルを一般化すると以下の式で表される．
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C =



C11 C12 C13 0 0 0

C22 C23 0 0 0

C33 0 0 0

C44 0 0

(sym.) C55 0

C66


(5.10)

この独立した 9個の成分を求める均質化法の具体的な手順を示す．初めにユニット

セルの各方向 (x, y, z, xy, yz, zx)ごとに単位量のひずみを与えて有限要素解析を行う．

このとき，ひずみを与えていない方向の境界は周期境界条件を与える．解析結果か

ら，各方向の応力の積分値を計算し，体積で割り平均値を求める．この値が均質化

弾性係数，すなわち上式の各成分である．

　例として εx = 1の場合と εxy = 1の場合を示す．ユニットセルを図 5.10に示す．番号

はそれぞれ a: x = 0，b: y = 0，c: z = 0，d:x = 1，e: y = 1，f: z = 1の面を示している．

a:	 � � 0

b:	 � � 0

c:	 
 � 0

d:	 � � 1
e:	 � � 1

f:	 
 � 1

Fig. 5.10: Boundary of unit cell in homogenization method.

　 εx = 1のとき，面 bと面 e及び面 cと面 fは周期境界条件が与えられる．変形図は図

5.11に示す．このとき，x方向の応力 σxをユニットセルで積分し体積で割り平均した

値が C11となる．同様にして y方向の応力 σy から C12が求められ，z方向の応力 σz か

ら C13 が求められる．この過程を εy = 1，εz = 1の場合についても実施することで，
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C22, C23, C33 を求めることができる．

　次に εxy = 1のときは，面 aと面 dは周期境界条件が与えられる．変形図は図 5.12に

示す．このとき，xy方向の応力 σxyをユニットセルで積分し体積で割り平均した値が

C44 となる．この過程を εyz = 1，εzx = 1の場合についても実施することで，C55, C66

を求めることができる．

Fig. 5.11: Deformation of unit cell in case of εx = 1.

Fig. 5.12: Deformation of unit cell in case of εxy = 1.

ラティスA及びラティス Bの，造形に用いた STLデータから解析モデルを構築し，導
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出した弾性テンソル CA 及び CB を以下に示す．

CA =



0.125 0.0258 0.0258 0 0 0

0.125 0.0258 0 0 0

0.125 0 0 0

0.0214 0 0

(sym.) 0.0214 0

0.0214



CB =



0.0860 0.0332 0.0332 0 0 0

0.0860 0.0332 0 0 0

0.0860 0 0 0

0.0238 0 0

(sym.) 0.0238 0

0.0238



これらの弾性テンソルから計算される体積弾性率 K と等方性からの乖離を表すペ

ナルティAを表 5.1に示す．

Table 5.1: Bulk modulus K and penalty A by homogenization method.

Bulk modulus K Penalty A

A 0.0588 -0.0281

B 0.0508 -0.00260

5.4.2 限界値との比較

　ユニットセル中に含まれる材料が 2種類の場合，含有率に対する体積弾性率及び

せん断弾性率の限界値は，Hashin-Shtrikman Bounds[27]より求められる．

K±
HS = K2 +

φ

(K1 −K2)
−1

+ (1− φ)
(
K2 +

4
3µ2

)−1 (5.11)

µ±
HS = µ2 +

φ

(µ1 − µ2)
−1

+
2 (1− φ) (K2 + 2µ2)

5µ2
(
K2 +

4
3µ2

) (5.12)
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ただし，K1，K2はそれぞれ 2種類の材料の体積弾性率であり，µ1，µ2はそれぞれ 2種

類の材料のせん断弾性率である．この式より，体積含有率が 20%の場合の体積弾性

率の限界値は 0.0790と求められる．図 5.13にこの限界値と最適化により得られた構

造の体積弾性率の比較を示す．Hashin-Shtrikman Boundsと比較するとラティス A，ラ

ティス Bの体積弾性率はそれぞれ，およそ 75%，65%である．これは，本研究におけ

る最適化問題では，電子ビーム方式の積層造形を用いることを想定しており，造形

後の金属粉末の除去のために形状に制約を設けていることや，初期形状により最

適化により得られる形状を制御していることが大きく影響していると考えられる．

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

HS bounds A B

Fig. 5.13: Comparison of bulk modulus between Hashin-Shtrikman Bounds and lattice structures.

5.4.3 ヤング率の計算

ヤング率の導出を示す．弾性材料の応力 σは弾性テンソルCとひずみ εを用いて以

下の式で表される．

σ = Cε (5.13)

弾性テンソル Cの直交方向成分の総和が体積弾性率である．この応力ひずみ関係
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から，ひずみ εは応力 σを用いて次のように表現できる．

ε = Sσ (5.14)

ただし，

S = C−1 (5.15)

である．弾性材料のヤング率は，以下のように Sマトリクスの直交方向成分の逆数

となる．

E =
1

S11
(5.16)

表 5.2にラティス A及びラティス Bの体積弾性率と算出したヤング率を示す．

Table 5.2: Bulk modulus and Young’s modulus of lattice structures.

Bulk modulus K Young’s modulus A

A 0.0588 13.806

B 0.0508 8.030

5.5 積層造形によるラティス構造の造形

　トポロジー最適化を用いて高い体積弾性率を有するラティス形状を導出した．本

研究では得られた最適形状を実際に造形し，性能評価まで行った．実際の構造物に

ラティス形状を適用する場合は，ユニットセルの形状が多数連続して使われる．こ

れを踏まえ，3方向にそれぞれ 2つづつ配置した構造を実際に造形する試験片とし，
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2種類の形状を 3個ずつ造形した．試験片の造形には，図 5.14の EBM方式の金属積

層造形装置である Arcam社の Q20を利用した．材料は 64チタン (Ti-6Al-4V)合金を用

いた．本研究ではこの材料のヤング率を 119GPa，密度を 4.41として扱う．図 5.15は二

つの最適化結果を元に造形し，粉末除去を行ったラティス構造である．粉末も除去

できており，提案手法の粉抜きのための制約条件は有効であるとわかる．表 5.3に理

論上の重量と，実際に造形した試験片の重量を示す．ラティス Aの試験片の理論重

量は 6.58gに対し平均重量は 9.23gであった．ラティス Aは薄い箱型の形状であり，積

層造形では薄い肉厚を再現することが難しいため，造形データよりも厚みを持って

造形された事が原因として考えられる．ラティス Bの試験片の理論重量は 6.89gに対

し平均重量は 6.93gであり，十分な精度で造形できたと考えられる．

Fig. 5.14: Arcam Q20.　 Arcamより
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(a) (b)

Fig. 5.15: Formed lattice structures of optimal shape by EBM. (a) Lattice A. (b) Lattice B.

Table 5.3: Comparison of weight between analytical and experimental value.

Lattice shape Weight by analysis (g) Test pieces No. Weight (g) Avarage weight

1 9.26

A 6.58 2 8.86 9.23

3 9.58

1 6.78

B 8.030 2 7.07 6.93

3 6.95

5.6 圧縮試験による計測

　実際に造形したラティス構造に対し，圧縮試験を行い，ヤング率及び応力ひずみ

関係の計測を行った．一般的なひずみ計測法であるひずみゲージ法は，ひずみゲー

ジを貼り付けた箇所に対する局所的な計測である．しかし，本研究で考えるヤング

率はラティス形状のユニットセルに対する全域的なヤング率である．そこで本研究

では，ひずみ測定の範囲を指定可能な計測法のひとつである，デジタル画像相関法

（DIC: Digital Image Correlation）[80, 28, 71]を用いてひずみ計測を行いヤング率及び応

力ひずみ関係を取得した．
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5.6.1 デジタル画像相関法

　ここでは，ラティス構造の試験片に対する圧縮試験において，ひずみ計測法とし

て用いたデジタル画像相関法について述べる．

5.6.1.1 概要

　デジタル画像相関法はパターン追跡法とも呼ばれ，CCDカメラや CMOSカメラ

で撮影された変形前後の試験片表面のデジタル画像を画像処理することで，任意

の計測範囲全域の変位を計測し，得られた変位を利用してひずみ分布を取得可能

な計測法である．すなわち，ひずみ計測において最も一般的に用いられているひず

みゲージ法と異なり，図 5.16に示すような機器を用いて，試験片に対して非接触状

態かつ全域的なひずみ計測を可能とする．顕微鏡と併用した微小物体の変位測定

[95, 54, 98]から大型構造物の変位測定 [100]，応力拡大係数の測定 [61, 101, 26, 102]，破

壊挙動の測定 [11]など，幅広く用いられている．本研究のように，ひずみゲージを

貼ることが困難な複雑な形状の試験片に対するひずみ計測法としても有効である

と言える．デジタル画像相関法は，基本的には測定面の面内変形を計測する手法で

あるが，2台のデジタルカメラを利用することで，面外変形も含む 3次元計測も可

能となる [70]．また，温度変化などの影響による測定空間の揺らぎに比較的強いと

され，高温環境下での測定 [55, 72]や水中での測定 [3, 39]も可能である．
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Fig. 5.16: Devices of digital image correlation.

5.6.1.2 原理

　デジタル画像相関法は，変形前である初期位置での画像において，図 5.17に示す

ようなサブセットと呼ばれる任意の点を記録し，変形後の画像においてサブセット

の位置の移動を追跡する．このため，測定対象の表面には図 5.18のような模様が施

される．デジタル画像相関法において用いられるデジタル濃淡画像は，256濃度階

調で表される画素により構成された画像であり，サブセットは 256濃度階調の複数

の画素から成る輝度値分布として扱われる．すなわち，初期位置の画像においてサ

ブセットとして定義された輝度値分布と一致する箇所を，変形後の画像において同

定することで変位を算出する．
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Subset

(a) (b)

Fig. 5.17: Moving of subset by structure deformation.

Fig. 5.18: Graphic pattern for DIC.

　変形前後において，同等の輝度値分布を探索する方法としては，以下に表される

ような輝度値の差の絶対値の総和 Rや，相関係数 C といった評価関数が一般的であ

る．

R (x, y, x′, y′) =
∑

|L(x, y)− L(x′, y′)| (5.17)
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C (x, y, x′, y′) =

∑
L(x, y)L(x′, y′)∑

L(x, y)2
∑

L(x′, y′)2
(5.18)

ただし L(x, y)は変形前の座標 (x, y)における輝度値であり，L(x′, y′)は変形後の座標

(x′, y′)における輝度値である．

5.6.1.3 ひずみの算出

　図 5.19(a)に示すような x軸方向の長さが x0，y軸方向の長さが y0 の矩形領域を考

える．この領域が図 5.19(b)に示すような状態に変形したとき，垂直ひずみ εx，εy，及

びせん断ひずみ εxy は，それぞれ以下のように計算される．

εx =

(xa − x0)

x0
+

(xb − x0)

x0

2
(5.19)

εy =

(ya − y0)

y0
+

(yb − y0)

y0
2

(5.20)

εxy =

(
δx1

ya
+

δy1

xa

)
+

(
δx2

yb
+

δy2

xb

)
2

(5.21)
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Fig. 5.19: Deformation of rectangular area for calculation of strain.

5.6.2 圧縮試験による計測

　表 5.4は最適化で得られたヤング率と計測したヤング率を示したものである．ど

ちらの形状においても試験片ごとのばらつきは小さいため，画像相関法による計

測の精度は十分に確保できていると考えられる．ラティス Aに関しては，全ての試

験片から得られたヤング率は，解析により得られたヤング率よりわずかに大きい

値が得られた．これは，試験片の平均重量が理論重量を上回っていたことから考え

られる肉厚の増加によるものと考えられる．ラティス Bに関しては，全ての試験片

のヤング率は，解析により得られたヤング率に対して，小さな値をとった．

Table 5.4: Comparison of Young’s modulus between analytical and experimental value.

Lattice shape Young’s modulus by analysis (GPa) Test pieces No. Young’s modulus (GPa)

1 14.388

A 13.806 2 13.526

3 14.271

1 5.64

B 8.030 2 5.217

3 5.397
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5.7 圧縮破壊試験と解析

5.7.1 圧縮破壊試験

　また，それぞれの形状において 2個の試験片は破断するまで試験した．図 5.20，図

5.21はそれぞれ，ラティス Aの応力分布図と圧縮試験時の破断形状を示したもので

ある．各側面の孔周辺の応力が最も高くなっている．圧縮破壊試験の結果，各側面

が外側に曲がるように変形して孔の形状が変わり，応力分布図において最も応力の

高かった孔の周辺から破断が生じた．図 5.22，図 5.23はそれぞれ，ラティスBの応力分

布図と圧縮試験時の破断形状を示したものであり，垂直方向の辺に近い孔の外側が

最も応力が高くなっている．しかし，圧縮破壊試験の結果，ユニットセルの各辺に相

当する箇所が曲がるように変形し，隣接するユニットセルの結合が剥離するように

破断した．応力分布図において最も応力の高い箇所と実際の破断箇所が異なる結

果となったが，これは，造形した試験片において，積層造形装置の造形誤差により

ユニットセルの辺に相当する箇所が非常に細くなり，隣接するユニットセルとの結

合が弱くなっていたことが原因と考えられ，ヤング率が解析で得られた値よりも小

さな値を取ったことにも影響を与えたと考えられる．図 5.24及び図 5.25はそれぞれ，

破断まで試験したラティスA，ラティスBの試験片から得られた応力ひずみ関係を表

したものである．どの試験片においても，破断が生じた後も応力が急激には下がっ

ていないことがわかる．これは，大きな破断が生じるのではなく，小さな破断が断

続的に生じたためだと考えられる．
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Max stress point

Fig. 5.20: Von mises stress distribution of lattice A.

Damage point

Fig. 5.21: Damage point of lattice A from result of compression test.
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Max stress point

Fig. 5.22: Von mises stress distribution of lattice B.

Damage point

Fig. 5.23: Damage point of lattice B from result of compression test.
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Fig. 5.24: Lattice structures stress-strain curves of lattice A from compression test.
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Fig. 5.25: Lattice structures stress-strain curves of lattice B from compression test.

5.7.2 弾塑性材料と破壊基準

　ラティス構造のような周期セル構造は，バルク材料などとは異なり破壊も特徴的

である [96, 77]．圧縮破壊試験を実施した 2種類のラティス構造は，複数個所が断続的

に破壊した．積層造形の造形誤差などの影響もあるため，線形弾性解析による応力

分布図のみでは，破壊の起点を予測することは難しい．そこで，破壊の起点の予測

を目的とした非線形弾塑性解析を実施した．　本研究では等方性弾塑性材料とし
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て Johnson-Cookの材料モデル [35]を用いた．これは塑性硬化を考慮した弾塑性材料

定義であり，ひずみ速度及び温度効果も考慮することができ，次式のような応力ひ

ずみ関係を取る．

σpl =
(
A+Bεnpl

)
(1 + Clnε̇) (1− T ∗m) (5.22)

ε̇ =
ε̇pl
ε̇0

, T ∗ =
T − Tr

Tmelt − Tr
(5.23)

εpl : 塑性ひずみ

ε̇ : ひずみ速度

ε̇0 : 参照ひずみ速度

A : 塑性降伏応力

B : 塑性硬化パラメータ

C : ひずみ速度係数

n : 塑性硬化指数

m : 温度指数

Tmelt : 溶融温度

Tr : 遷移温度

　また，破壊基準として Johnson-Cookの破壊基準 [35]を用いた．破壊基準は次式で

表され，D = 1.0のとき破壊が生じ該当する要素が削除される．

D =
∑ ∆ε

εf
(5.24)
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∆εは塑性ひずみの増分，εf は相当塑性ひずみであり，D = 1.0のとき破壊が生じ，該

当する要素が削除される．相当塑性ひずみ εf は以下のように定義される．

εf = (d1 + d2exp (−d3η)) (1 + d4lnε̇) (1− d5T
∗) (5.25)

ε̇ =
ε̇pl
ε̇0

, T ∗ =
T − Tr

Tmelt − Tr
(5.26)

d1...d5 : 破壊パラメータ

η : 応力 3軸度

ε̇pl : ひずみ速度

ε̇0 : 参照ひずみ速度

Tmelt : 溶融温度

Tr : 遷移温度

弾塑性材料に関するパラメータであるA,B,C, n,m及び破壊パラメータであるd1, d2, d3, d4, d5

は Lesuerにより算出された値を用いた [51]．弾塑性材料に関するパラメータを表 5.5

に，破壊パラメータを表 5.6に示す．

Table 5.5: Parameters for Johnson-Cook elastic-plastic material model.

A(GPa) B(GPa) C n m

0.862 0.331 0.012 0.34 0.8

Table 5.6: Parameters for Johnson-Cook fracture criterion.
d1 d1 d1 d1 d1

-0.09 0.25 -0.5 0.1014 3.87
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5.7.3 解析例

積層造形に用いた形状データは，図 5.26に示すような，STL形式と呼ばれる三角形

要素のみで表面形状を表したものである．STL形式の造形データを基に，本研究で

はボクセル要素を用いて要素分割を行い，図 5.27に示すような有限要素モデルを生

成し，破壊解析を実施する．

(a) (b)

Fig. 5.26: STL data of lattice structures. (a) Lattice A. (b) Lattice B.

(a) (b)

Fig. 5.27: Voxel mesh of lattice structures. (a) Lattice A. (b) Lattice B.
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　圧縮試験に用いた試験片は 3方向にユニットセルを 2個ずつ配置したものなので，

x = 1，y = 1，z = 1の面に対称条件を適用したユニットセル 1個の解析モデルを用い

た．また，z = 0の面に 0.5mm/msecの強制速度を与え，非線形弾塑性解析を行った．

　図 5.28にラティス Aの圧縮試験及び破壊を考慮した非線形弾塑性解析，線形弾性

解析から得られた応力ひずみ曲線を示す．また，図 5.29及び図 5.30はタイムステップ

ごとの応力をプロットした図であり，それぞれ変形倍率を 1とした場合と変形倍率

を 0とした場合である．ユニットセルの中間部が外側に広がるように塑性変形した

ことにより，最も膨れるように変形した孔の左右が破壊基準を満たして，亀裂が入

り進展した．圧縮試験結果と比較して，塑性変形の発生以降の応力の低下が大きい

ことがわかる．本研究の破壊解析では式 (5.24)の破壊基準を満たした要素は削除さ

れる．要素の削除により発生する空間が，実際の試験片に発生した亀裂よりも大き

いため，応力の低下が急となったと考えられる．　線形弾性解析では得られた応力

分布図から破壊の起点を予測することは可能だが，亀裂の形状の予測などは難し

い．非線形弾塑性解析では破壊の原因となる塑性変形を表現することが可能であ

る他，亀裂の進展の予測も可能と言える．
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Fig. 5.28: Lattice structures stress-strain curves of lattice A.
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(a)t=0.50 (b)t=1.00

(c)t=1.50 (d)t=2.00

Fig. 5.29: Fracture analysis result of lattice A. Deformation magnification is 1.
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(a)t=0.50 (b)t=1.00

(c)t=1.50 (d)t=2.00

Fig. 5.30: Fracture analysis result of lattice A. Deformation magnification is 0.

　図 5.31にラティス Bの圧縮試験及び破壊解析，線形弾性解析から得られた応力ひ

ずみ曲線を示す．また，図 5.32及び図 5.33はタイムステップごとの応力をプロットした

図であり，それぞれ変形倍率を 1とした場合と変形倍率を 0とした場合である．最も

外側の垂直方向部材が折れるように塑性変形した．最初に破壊した箇所は外側の結

合部である垂直部材であり，その後に斜め方向の部材が破壊した．圧縮試験結果と

比較して，塑性変形の発生以降，応力の低下まで時間を要していることがわかる．
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圧縮試験を実施した試験片は，ユニットセル間の結合部である垂直部材が折れるよ

うに変形し，剥離する形で最初に破壊した．その後にいくつかの垂直方向部材，斜

め方向部材が破壊した．解析モデルではユニットセル結合部には対称境界条件を設

けているため，結合部が剥離する破壊は表現不可能なため，塑性変形後も破壊が発

生するまでは実際の試験片よりも一定の強度を保ち，応力が低下しなかったと考え

られる．破壊が生じた後の急な応力低下は，ラティス Aと同様に破壊箇所の要素削

除の空間が実際の試験片よりも大きくなっていたためと考えられる．　線形弾性解

析から得られた応力分布図では，結合部が剥離するような破壊の予測は難しい．非

線形弾塑性解析においても，対称境界条件の影響により結合部の破壊は再現でき

ていない．しかし，垂直部材が曲がるような塑性変形を再現できたことから，破壊

形状の予測手法としての有効性を示すことができたと考える．
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Fig. 5.31: Lattice structures stress-strain curves of lattice B.
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(a)t=0.50 (b)t=1.00

(c)t=1.50 (d)t=2.00

(e)t=2.50

Fig. 5.32: Fracture analysis result of lattice B. Deformation magnification is 1.
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(a)t=0.50 (b)t=1.00

(c)t=1.50 (d)t=2.00

(e)t=2.50

Fig. 5.33: Fracture analysis result of lattice B. Deformation magnification is 0.
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5.8 結言

　本研究では，トポロジー最適化と金属積層造形装置を活用して，高性能なラティ

ス構造を開発する手法を構築した．結果を以下に示す．

1. ある形状が周期的に配置された構造を考え，ミクロ構造に対する線形弾性問

題から，均質化法を用いてユニットセルが周期的に配置されたマクロ構造の体

積弾性率を導出した．

2. 得られた体積弾性率を最大化するように，逐次凸関数近似法の一種であるMMA

とフェーズフィールド法に基づくトポロジー最適化を行うことでラティス構造

の最適設計を行った．トポロジー最適化の際，制約条件としてユニットセルの

体積含有率だけでなく，構造物への適用を考慮して等方性材料となるような

制約を設けた．また，電子ビーム方式の金属積層造形装置を用いて製造する

ことを前提として，製造後に粉末を除去できるように，最適化形状において

も粉抜き穴が存在するように最適化を制御した．

3. そして，最適化により得られた形状を複数配置したラティス構造の試験片を，

実際に金属積層造形装置を用いて造形し粉末の除去を実施することで，提案

した最適化による設計手法が積層造形による製造を考慮した手法として妥当

であることを確認した．

4. 造形したラティス構造の試験片に対して圧縮試験を行い，デジタル画像相関法

を用いてひずみを測定することで，最適化により得られたヤング率と比較，考

察した．デジタル画像相関法の精度は十分であったが，造形誤差に影響され最

適化から得られたヤング率とは差があることが確認できた．

5. ラティス構造の試験片に対し，圧縮破壊試験を実施した．2種類の形状のいず

れにおいても，断続的な破壊が生じることを確認した．さらに，造形した試験

片形状のデータを用いて，Johnson-Cookの破壊基準を適用した非線形弾塑性解
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析を実施した．実際の試験片の破壊と同様の破壊を数値計算で再現し，破壊

箇所の予測手法としての妥当性を示した．

　最適化により得られた形状は，電子ビーム方式の金属積層造形装置が造形可能

な板厚よりも薄い板厚の箇所を有していた．この影響により，最適化により得られ

たヤング率と，圧縮試験により得られた試験片のヤング率に差が生じた．このため

今後の課題としては，最小板厚などの粉末の除去以外の製造要件も考慮可能な最

適設計手法の構築が挙げられる．
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第6章 結論

　本論文では，積層造形を用いて造形することを考慮した，高性能構造開発のため

のトポロジー最適化に関する研究を行った．以下，各章について結論をまとめる．

　 2章では，固有値解析に基づくトポロジー最適化を用いた構造物の損傷検出手法

を構築し，数値例を用いて検証を行った．まず，損傷検出のための構造特性を固有値

とし，固有値解析の定式化を行った．算出された固有値を用いて，損傷構造との固

有値の差を最小化する最適化問題を定式化した．この際，損傷による固有振動モー

ドの変化を考慮して，モードトラッキング法を導入した．そして，目標関数の設計

変数に対する感度を導出し，この感度に基づいた逐次凸関数近似法の一種である

MMA(Method of Moving Asymptotes)を用いた最適化アルゴリズムを構築した．3つの

数値例を用いて損傷の検出を行い，本手法の有効性と妥当性を確認した．固有振動

モードの形状に影響を及ぼさないような，小さな損傷を有する構造を定義した二

種類の構造では，いずれも損傷箇所を検出することができた．また，固有振動モー

ドに影響するような大きな損傷を有する構造に対しては，繰り返し計算ごとに固

有振動モードを特定しながら最適化を行うことで，損傷形状を明確に表すことは

できなかったものの，損傷位置を特定することができた．今後は実際の構造を想定

し，多くの損傷のある構造に対する適用や，3次元問題への応用が考えられる．た

だし，3次元構造では近い固有値の値の変化に対し，多くの固有振動モードを有す

る場合が増えると考えられ，固有振動モードの検出が困難になる可能性が生じる

と考えられる．

　 3章では，熱変形の抑制と熱伝導特性を両立する構造を，トポロジー最適化を用

いて導出する手法を構築した．複数の数値例を用いて，本研究で提案する手法の
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妥当性を検証した．熱変形を扱うため，線形熱伝導問題と線形弾性問題を定式化し

た．温度制約下での熱変形最小化問題として，熱流束が作用する構造における，熱

コンプライアンス制約下での構造コンプライアンス最小化問題を定式化した．目標

関数の設計変数に対する感度を導出した．そして，この感度に基づいた．逐次線形

計画法に基づく最適化アルゴリズムを構築した．簡単な数値例により，十分な熱伝

導率を持ち，かつ熱変形を抑制した形状が得られることを確認した．熱コンプライ

アンス制約を満たし，十分な熱伝導特性を有する構造を目標として最適化を行った

結果，熱流束が与えられる高温部から温度固定される低温部を結ぶ形状となった．

そして，熱変形の総量が抑制されるように，高温部ほど部材の少ない細い形状とな

り，低温部ほど太い形状となった．また，このように固定端間に熱を伝導させる問

題では，熱コンプライアンスと構造コンプライアンスの間にトレードオフを生じ

ることがわかり，本手法の適用対象として適切であると確認した．同様の最適化問

題において，異なる初期形状で最適化した場合，熱変形には影響を与えるが，熱伝

導性能には寄与しない部材が生じる局所最適解が生じ，本研究の最適化問題は初

期解依存性を確認した．このため，実際の設計で用いる際には，最適化の初期解の

決定には慎重を要する．今後の課題としては，三次元問題への拡張及び積層造形を

用いて実際に造形し性能を検証することが考えられる．しかし，設計領域の次元を

拡張すると，最適化問題の初期解依存性はさらに強まると考えらえる．このため局

所最適解を回避する方法が必要となると考えられる．積層造形による実際の造形

に関しては，本研究の提案手法により設計することで，熱変形は小さくとどめるこ

とが可能なので，この点では造形が容易な形状と言え問題ないと考える．

　 4章では，熱拡散性能を最大化する構造を，3次元問題におけるトポロジー最適化

を用いて導出した．複数の数値例を用いて，本研究で提案する手法の妥当性を検証

した．熱拡散性能を評価するために線形熱伝導問題を定式化した．熱拡散性能最大

化問題として，設計領域全体が発熱し温度固定端へ熱が逃げる構造において，熱コ

ンプライアンス最小化問題を定式化した．目標関数の設計変数に対する感度を導出
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した．そして，この感度に基づいた．逐次凸関数近似法の一種であるMMA(Method

of Moving Asymptotes)とフェーズフィールド法に基づく最適化アルゴリズムを構築し

た．簡単な数値例により，熱拡散性能が最大化される形状を，複数の体積制約下で

導出した．得られた最適形状は温度固定端から広がる根状であり，一般的な形状の

熱コンプライアンスを比較することで，熱拡散性能が向上していることを確認し

た．本研究の最適化問題により導出した形状は，水平方向の部材を多数含むため，

サポートなしでは造形が困難である．このため，今後の課題としては，積層造形を

用いて造形するための制約の検討が挙げられる．

　 5章では，トポロジー最適化と金属積層造形装置を活用して，高性能なラティス

構造を開発する手法を構築した．ある形状が周期的に配置された構造を考え，ミ

クロ構造に対する線形弾性問題から，均質化法を用いてユニットセルが周期的に配

置されたマクロ構造の体積弾性率を導出した．得られた体積弾性率を最大化する

ように，逐次凸関数近似法の一種であるMMA(Method of Moving Asymptotes)とフェー

ズフィールド法に基づくトポロジー最適化を行うことでラティス構造の最適設計を

行った．トポロジー最適化の際，制約条件としてユニットセルの体積含有率だけで

なく，構造物への適用を考慮して等方性材料となるような制約を設けた．また，電

子ビーム方式の金属積層造形装置を用いて製造することを前提として，製造後に

粉末を除去できるように，最適化形状においても粉抜き穴が存在するように最適

化を制御した．そして，最適化により得られた形状を複数配置したラティス構造の

試験片を，実際に金属積層造形装置を用いて造形し粉末の除去を実施することで，

提案した最適化による設計手法が積層造形による製造を考慮した手法として妥当

であることを確認した．造形したラティス構造の試験片に対して圧縮試験を行い，

デジタル画像相関法を用いてひずみを測定することで，最適化により得られたヤ

ング率と比較，考察した．デジタル画像相関法の精度は十分であったが，造形誤差

に影響され最適化から得られたヤング率とは差があることが確認できた．ラティス

構造の試験片に対し，圧縮破壊試験を実施した．2種類の形状のいずれにおいても，
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断続的な破壊が生じることを確認した．さらに，造形した試験片形状のデータを用

いて，Johnson-Cookの破壊基準を適用した非線形弾塑性解析を実施した．実際の試

験片の破壊と同様の破壊を数値計算で再現し，破壊箇所の予測手法としての妥当

性を示した．最適化により得られた形状は，電子ビーム方式の金属積層造形装置が

造形可能な板厚よりも薄い板厚の箇所を有していた．この影響により，最適化によ

り得られたヤング率と，圧縮試験により得られた試験片のヤング率に差が生じた．

このため今後の課題としては，最小板厚などの粉末の除去以外の製造要件も考慮

可能な最適設計手法の構築が挙げられる．
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