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要旨

題目　　　　メッシュフリー法を用いた板構造物の非線形解析に関する研究

　　　　（Nonlinear analyses of folded-plate structure using meshfree method）

氏名　貞本 将太

船舶や航空機などの大型の輸送機器は，その構造部材の多くが薄板を組み合わせ

た構造によって構成されている．局所的に大きな力が働く場合は当然ながら，板の

面方向に荷重が加わり耐力に影響を及ぼす場合も少なくない．面方向の圧縮荷重が

ある値まで達したとき板は座屈し，大きなたわみを発生させる．さらに大きな力が

加われば座屈変形が進展し材料が塑性状態となり，やがて最終強度に到達し破壊に

至る．従って，大変形問題である板の座屈/座屈後挙動を推測し，材料特性を考慮

することは機器の信頼性の観点から非常に重要なことであり，高精度なシミュレー

ションが行えることは必須である．このことから本研究では板構造物の非線形問題

に着目した．

メッシュフリー法，あるいは粒子法は，その名の通り有限要素解析 (Finite Element

Analysis, FEA)における計算格子 (メッシュ)を用いない数値解析手法であり，連続

体内部に節点や粒子と呼ばれる離散的な評価点を配置してモデル化を行い，その変

形をラグランジュ的に表現する．このため，FEAにおいてはメッシュの影響を受け

やすい流体挙動や大変形問題の表現，あるいは破壊現象の取り扱いに対して比較的

有利な手法として知られている．しかしながら，一般的な固体/構造解析については

未だFEAと同程度の精度を得ることができておらず，本来の利点を活用しきれてい

ない．これは板構造物の構造解析においても同様であり，板理論に基づいて簡単な

例題を解いた例はいくつかあるものの，様々な曲面の問題や一般的な板構造物の非

線形問題を取り扱った例は著者の知る限りでは無い．種々の条件下の板構造物の解

析においてFEAに劣らない高精度な計算が実施できるようになれば，本来メッシュ

フリー/粒子法が得意とする大規模な有限変形問題や破壊後の挙動の表現，また構

造流体連成問題などの発展に大きく寄与できる可能性がある．このことから本研究

では，弱形式を用いたメッシュフリー/粒子法の一手法である Reproducing Kernel

Particle Method (RKPM)を用いて，種々の板構造物の非線形解析を高精度に実施

することを目的とし，手法開発を行った．
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　以下に各章で得られた要点を示す．

　第 1章では，本研究の目的と背景について述べた．板構造は様々な機器に用いら

れる構造部材であり，高精度なシミュレーションが行えることは必須である．一般

的に板構造の解析には FEAが用いられるが，FEAはメッシュが破綻するような大

変形問題や破壊現象の取り扱いはあまり得意ではない．一方でメッシュフリー/粒子

法はこれらの現象の表現を得意とするが，肝心の構造解析の精度においては近似方

法や積分方法などの問題により十分な精度が得られていない．従来メッシュフリー/

粒子法で板を取り扱った研究例自体はあるものの，解かれる例題は計算手法の精度

確認のための単純な問題が多く，構造解析に対するアプリケーションという観点か

らの研究例はほとんど無い．従って本研究では，種々の条件のもとで板構造物の非

線形解析を高精度に実施することを目的とし，手法開発を行った．

第 2章では，RKPMを用いた平板の線形解析について説明した．RKPMではRe-

producing Kernel (RK)近似と呼ばれる関数近似方法を用いて離散化を行う．RKは

全体の節点に配置されたスプライン関数を節点分布に従って補正し，FEAで言うと

ころのPartition of Unity (PU)条件に代わる特性を持たせた形状関数である．本章

では板曲げ問題においてRKを構成するための条件について示し，得られたRKを

用いて板の微小変形問題における仮想仕事式を離散化した．また，メッシュフリー/

粒子法では節点や粒子によって連続体が離散化されるため，数値積分方法を工夫し

なければ境界値問題が厳密に成立しない．RKPMにおいてはスムージングを用いる

Stabilized Conforming Nodal Integration (SCNI)という節点積分法がこれを満たす

高精度な数値積分手法としてしばしば用いられる．しかしながら，構造解析の観点

からこの積分手法を見てみると，従来の研究例では十分な検討がなされていないこ

とがわかった．本章の数値解析例では，微小変形問題の定式化の妥当性の確認と共

に，この節点積分法に関する問題を検証した．

第 3章では，メッシュフリー/粒子法における多点拘束 (Multiple-Point Constraint,

MPC) 法による境界条件の取り扱いについて説明した．メッシュフリー/粒子法の形

状関数は各々がFEAにおいてクロネッカー・デルタ特性と呼ばれる性質を持ってい

ないため，境界条件の規定方法にも様々な方法がある．板の構造解析では，一般的

な基本境界条件に加えて構造の連続性や周期性を考慮した特殊な境界条件がしばし

ば課されるが，これらの特殊な境界条件には自由度のタイイングが必要となる．こ
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の条件を規定するために本手法ではMPC法を用いた．MPC法では近似値の拘束や

同期などの拘束条件式に基づいて節点変位ベクトルを書き換えることで種々の条件

が規定できる．ただし，MPC法の定式化は従来提案されているものの，方法の適用

に関する詳細な検討はなされておらず，本手法に導入した際に適用箇所近傍で応力

が振動する問題が生じた．本章ではこの問題について原因を究明し，回避策及び実

際の構造解析に適用する際に留意すべき点について述べた．また，MPC法による自

由度の同期を応用した例として，複数の板による組み合わせ構造のモデル化を提案

した．三次元的な自由度の整合性のために 3軸回りの面内回転剛性を導入し，複数

の板による構造系をモデル化するための自由度の変換方法について示し，数値解析

例によって組合せ構造に関するMPC法適用の妥当性を検証した．

第 4章では，第 2章に示した平板の微小変形問題の定式化を，有限変形を取り扱

うための幾何学的非線形問題へと拡張した．微小変形問題において用いられる応力

テンソルやひずみテンソルは変位に関して線形であるが，有限変形問題において基

礎となる仮想仕事式は変位に関して非線形となる方程式である．従って，方程式の

増分分解と線形化によって解くべき増分系の方程式を導いた後にRK近似による離

散化を行った．定式化の妥当性を検証するため数値解析例を示し，また座屈解析の

ための周期的な境界条件や直線保持などの条件をMPC法により与え，改めてMPC

法の適用に関する評価を行った．

第 5章では，任意曲面のための曲面座標系を用いたシェルの定式化を示した．これ

までに示した定式化は平板の変形に限定されたものであり，数値積分方法や基本境

界条件について基礎的な検討を実施して妥当性を確認したものの，曲面を表現する

ことを考えると不便である．FEAであれば 1つのメッシュが連続体として考えられ

ているため，その平板要素を連ねて近似的に曲面を表現できるが，メッシュフリー/

粒子法においては基本的に 1枚の板全体を 1つの連続体として考えるため，この方

法は当てはまらない．従って本章では，曲面内に埋め込まれた曲面座標系を用いて

幾何学的非線形問題の定式化を行った．また，非線形問題の増分制御法の一種であ

る弧長増分制御について示した．単純な問題では荷重増分制御や変位増分制御など

が用いられるが，これらの方法は荷重増分，もしくは変位増分を制御変数とするた

め，変形が進むにつれて荷重や変位が下がるスナップという現象が起こる問題では

計算が破綻してしまう．この問題を解消するために弧長増分制御を導入した．さら

に第 3章に示した平板の定式化における面内回転剛性を曲面座標系における定式化
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に書き換えることで，曲面座標系においても複数の板による組み合わせ構造物の解

析を取り扱えるようにした．数値解析例ではFEAにおいてシェル要素のベンチマー

クとなる種々の問題を解き，また組合せ構造物の非線形問題を解くことで，提案手

法の妥当性を確認した．

最後に第 6章では，本研究の総括及び今後の課題について示した．微小変形問題

において数値積分方法や境界条件の規定方法，三次元的な板の組合せ構造のモデル

化について種々の検証を実施し，得られた知見を曲面座標系を用いたシェルの定式

化に反映することで，板による任意の構造系を高精度に解くための手法が開発され

た．以上をもって，本研究の目的は達成されたといえる．今後は，本手法に対して

更なる拡張を施し，より汎用的な手法へと発展させていく必要がある．具体的には

以下の 3点が挙げられる．

1. 幾何学的な非線形性に加えて，材料的な非線形問題である弾塑性構成式の適用．

2. メッシュフリー/粒子法が本来得意とするところである破壊力学分野への適用．

3. 水や空気などの流体や板構造などを含む計算対象全体を節点/粒子でモデル化

した流体構造連成問題への適用．
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第1章 緒言

本論文では，メッシュフリー/粒子法の一種である Reproducing Kernel Particle

Method (RKPM) [1,2] を用いた板構造物の非線形解析に関する研究について報告す

る．本章では，本研究の背景，これまでのメッシュフリー/粒子法の研究と本研究の

意義について述べ，本論文の概要と構成について示す．

1.1 研究背景

船舶，航空機，鉄道車両などの大型の輸送機器は，その構造部材の多くが薄板を

組み合わせた構造によって構成されている．構造に大きな外力が働く場合は当然な

がら，板の面方向に荷重が加わり耐力に影響を及ぼす場合も少なくない．面方向の

圧縮荷重がある値まで達したとき板は座屈し，大きなたわみを発生させる．さらに

大きな力が加われば座屈変形が進展し材料が塑性状態となり，やがて最終強度に到

達し構造全体の崩壊に至る．従って，大変形である板の座屈/座屈後挙動を精確に予

測し，材料や構造特性を評価することは機器の信頼性の観点から非常に重要なこと

であり，高精度な数値シミュレーションが行えることは必須である．

従来より固体/構造解析には有限要素解析 (Finite Element Analysis, FEA) [3–9]

が一般的に用いられてきた．FEAでは，連続体を細かい計算格子 (メッシュ)で分

割し，その挙動を表現する．一方，メッシュフリー/粒子法はその名の通りメッシュ

を用いない数値解析手法であり，連続体内部に離散的に配置された節点や粒子と呼

ばれる評価点によって連続体を離散化し，それらの点を用いて物理量の評価を行う．

FEA においては極端にメッシュが歪んだとき精度に大きく影響を与える可能性や，

破壊現象を表す際に逐一リメッシュを要するなど，メッシュがあることに依存する

難点があるが，メッシュフリー/粒子法ではそれらの問題をあらかじめ回避すること

ができ，材料の破壊後の挙動の高精度な表現や構造流体連成問題などへの適用が期

待できる．また，これまでのメッシュフリー/粒子法を用いた構造解析では，単純な
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板一枚の解析を対象とした研究報告が多く，組合せ構造などの より現実的な構造物

の解析があまりなされていない．このような背景から，本研究ではメッシュフリー/

粒子法を用いた板構造物の非線形解析に着目した．

1.2 メッシュフリー/粒子法の既往研究と本研究の意義

Belytchko らによって Element Free Galerkin Method (EFGM) [10] が提案された

1990 年代半ばより，多くの研究者によってメッシュフリー/粒子法に関する研究が

精力的に行われており，新しい解析手法の提案，数値積分法や境界条件の取り扱い

に関する検討，そして様々な理工学分野への応用研究などが報告されてきた．これ

までのメッシュフリー/粒子法に関する一連の研究は文献 [12–23] にまとめられてい

る．これらのレビュー論文や参考書をもとに，メッシュフリー/粒子法に関する研究

の概要についてまとめる．また，メッシュフリー法はメッシュレス法とも呼ばれる

が，本研究ではメッシュフリー法と呼ぶことにする．

メッシュフリー/粒子法とは，従来の有限要素法 (Finite Element Method, FEM)

や差分法，境界要素法などの従来用いられてきた解析手法と異なり，物体を節点や

粒子で表現して固体，構造，熱流体問題を解析するための数値解析手法の総称で

ある．近似関数の構成方法や離散化方法によってさまざまな解析手法に分類できる

が，ここでは Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) [24–26]や Moving Particle

Semi-implicit (MPS) [27]などの粒子法，EFGM [10]，RKPM [1,2]，H-P Clouds [11]

や Meshless Local Petrov-Galerkin Method (MLPG) [28] などのメッシュフリー法，

Partition of Unity (PU) 条件 [29, 30] をもとに FEM の枠組みの中で近似関数を再

構成する eXtended Finite Element Method (X-FEM) [31–33] などの Partition of

Unity Finite Element Method (PUFEM) の三つに分類して説明を行う．

1.2.1 粒子法

粒子法の歴史は古く，Lucy [24]，Gingold と Monaghan [25] によって提案された

SPH が起源であり，天体シミュレーションへの適用が行われた．その後，非圧縮性

流体，粘性流体問題，固体/構造解析への適用が行われてきている．SPHの利点とし

て，流体解析では取扱いが困難とされる対流項を含まず解析を行えること，また固体
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解析では粒子の相対的な挙動により物体の変形を表現することができるため破壊を

含む大変形問題に利点を持つということが報告されている．物体の変形を Lagrange

的に表現できるためこれまでの解析手法と比較しても利点が多い一方，偏微分方程

式を直接離散化するため，解析精度が必要とされる理工学の問題に適用するために

さまざまな修正が行われてきた．

SPH では，局所的に連続した流れの中だけで運動量，質量，エネルギー保存則が

成立しているため，定常流れの連続性から生じる数値振動が発生する．この振動を

防ぐために，人工粘性項，人口密度拡散などを連続の式に組み込んだ δ-SPH 法 [34]

などが提案されている．また，SPH がカーネル関数の重ね合わせにより空間分布

を構築するのに対して，越塚ら [27]の考案した MPS 法では各々の粒子が近傍の粒

子に対して重み関数を持つ方法を用いる粒子間相互作用モデルによってこれを表現

し，流体や固体の問題を陽的に解く．近年では，SPH はさまざまな修正や改良が加

えられ流体解析を行うための現実的な解析手段となってきている．SPHysics [35]や

ISPH [36] などのフリーソフト，Particleworks [37]，MPS RYUJIN [38] などの商用

ソフトも充実してきており，今後の流体解析の分野において粒子法はますます発展

を遂げるものと思われる．

一方で，固体/構造解析においては以下のような研究例がある．粒子法を用いた固

体解析の例として，Libersky ら [39]が SPH を用いた高速衝突問題の解析を実施し

た．しかし，SPH を用いた固体解析では，tension instability と呼ばれる数値不安

定性のために高精度な応力評価が難しいことが報告されている．この問題に対して，

Randles ら [40, 41]は新たに stress point を用いる新しい手法の提案を行っている．

また，Dilts ら [42] は移動最小自乗法を用いたカーネル関数を SPHに導入する研究

や，Bonet ら [43] は tension instability を回避するために corrected SPH (CSPH)

を提案している．酒井ら [44]は SPHを用いた構造解析の基礎的検討を行い，関数近

似や動的解析における精度検証について報告している．また，Shaoら [45] は MPS

を用いて Reissner-Mindlinシェルの解析モデルに関する基礎的検討を実施している．

しかし，粒子法を用いて具体的な構造物を高精度に解くまでには至っておらず，粒

子法を用いた固体/構造解析は研究段階にある．
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1.2.2 メッシュフリー法

Nayroles らは，メッシュを用いない解析手法として Diffused Element Method

(DEM) [46] を提案した．DEMは移動最小自乗法 (Moving Least Square, MLS) を

用いて物体中の物理量の近似を初めて行った解析手法である．その後，Belytchkoら

により EFGM [10] が提案されてから，RKPM [1, 2] やMLPG [28] など MLS 近似

や Reproducing Kernel (RK) を用いたさまざまな数値解析手法が提案されている．

また，前節で述べた粒子法では強形式を用いて離散化を行うことが多いが，これら

のメッシュフリー法では弱形式を用いることが多く，応力やひずみなど微分量の高

精度な評価が必要となる固体/構造解析に比較的多く用いられる方法である．この

ような，MLS 近似や RK を用いる解析手法の特徴として，FEM で用いられる内挿

関数では要素間で不連続になるのに対して，連続な関数を用いるため高精度に応力

やひずみを高精度に評価できること，一方で，FEA でのいわゆるクロネッカーデル

タ特性を持たず，変位境界条件を規定する場合に節点を拘束することができない点

がある．弱形式を用いることで低次の微分量を用いて解析を行うことができるため，

解析精度が必要とされる構造問題にはメッシュフリー法の方が有利と思われる．

また，EFGM や RKPM に関する論文などは SPH で用いるカーネル関数と関連

づけて議論しているものも多く，偏微分方程式を強形式，弱形式で解析するという

違いはあるもののカーネル関数を用いて物体の変形を近似するという意味では粒子

法とメッシュフリー法は類似の手法であると考えられる．

1.2.3 PUFEM

前節で示してきた粒子法やメッシュフリー法では，物体を点や粒子で表現して解

析を行う解析手法であり，これらの方法は狭義のメッシュフリー法，または Intrinsic

meshless methods [18] と呼ばれる．一方，それとは別に，FEM のモデル生成を軽

減させるという意味で広義のメッシュフリー法，また Extrinsic meshless methods

と呼ばれる解析手法も提案されてきた．広義のメッシュフリー法として，固定直交

格子を用いて物体の離散化を行う方法としてボクセル法 [47] や，局所的に三角形や

四面体要素により自動メッシュ分割を行い局所的に要素を生成するフリーメッシュ

法 [48,49] などがある．これらの方法では，メッシュは用いるものの，従来型 FEM
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で問題となるメッシュ生成を大幅に軽減できる方法である．

Babuška と Melenk ら [29,30] は PUFEM を提案し，解析領域内での近似関数の

総和が１となる PU 条件を満足させることで近似精度を局所的に高精度できること

を示した．この方法は，あらかじめ解の性質が既知である問題に対して，その特性

を考慮した内挿関数を局所的に用いることができることを意味している．Belytchko

らは，PUFEM の考えをもとに X-FEM [31–33] を提案した．線形破壊力学ではき

裂先端ではある特異な変位場，応力場を持つこと，き裂面では変位が不連続になる

ことが知られている．この特性を利用して，PU 条件に基づき拡充関数と呼ばれる

新しい関数を導入することで解の高精度化を行うことを可能とした．X-FEM では，

従来困難であった き裂進展解析も容易にできることから，三次元問題 [50]，弾塑性

問題 [51]，動的問題 [52, 53]，他の数値解析手法とのカップリング [54–56] など様々

な研究が実施されている．

これまでに行われたメッシュフリー/粒子法を概観してみると，離散的な連続体で

ある流体解析に関しては実現象を高精度に表現できる手法が確立されつつある一方

で，固体/構造解析の分野では FEAに比べてあらゆる問題を一般的かつ定量的に高

精度に評価するまでには至っていない．板構造物の解析についても同様であり，手

法開発の観点から単純な問題を解いた例はいくつかあるものの，構造解析的な様々

な問題や複数の板を組み合わせたようないわゆる板構造物の一般的な解析に関して

詳細な検討はほとんどなされていない．これらのことから，本研究ではメッシュフ

リー/粒子法による板構造物の非線形解析を高精度に評価するための手法開発を行っ

た．また本研究では，先に挙げたメッシュフリー法の中でも RK を用いた関数近似

を採用した．RK は，SPH で用いるカーネル関数をもとに近似関数を構成する数

値解析手法である．通常の SPH において，カーネル関数を配置するだけでは計算

領域境界で PU 条件を満足することはできない．弱形式を用いた定式化において，

PU 条件を満足しない関数を用いる場合，境界において解析精度の大幅な劣化が生

じる．そこで，RKPM では SPH のカーネル関数に対していわゆる Consisitency

condition [1,2]を満足するように関数を再構成して PU条件を満足させる関数 (RK)

を用いる．RKPM が提案された後，その近似関数 RK の持つ数学的性質に関する

研究 [57, 58] や，RK を用いた新しい数値解析手法の提案 [59–62] などが行われて

いる．
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1.3 本論文の概要と構成

板構造の数値解析では，古くからある数理モデルである古典的な はりや板の理

論 [63]に基づいて定式化が行われる．ただし，板の釣合方程式はたわみに関する 4

階微分の方程式であり，近似関数の高階な偏微分が要求されるため通常は弱形式の

仮想仕事式に基づいて離散化が行われる．FEAでもこれは同様であり，メッシュフ

リー/粒子法を用いた研究では以下のような研究例がある．KryslらはEFGMを用い

た板曲げ解析 [64]，シェルの解析 [65]を行い，LongらはMLPGを用いた薄板の曲げ

問題 [66]を行った．Wang らは Hermite 近似を用いるHermite Reproducing Kernel

Particle Method (HRKPM) [67–69]を提案した．また，板を直接三次元的な連続体

として取り扱う方法なども提案されている [70–72]．本研究では古典的板理論に基づ

く研究例に倣い，Mindlin-Reissner板理論に基づいてRKPMによる定式化を行った．

単純な板曲げ問題についてのみの定式化はWang らによって行われており [73]，本

研究でも同様の定式化を用いた．微小変形の板曲げ問題のみについて考えれば，面

内変形成分は面外変形成分に対して非常に微小と考えることができるため，面内変

形の自由度は考慮されることが無い．しかし板の一般的な変形を取り扱うことを考

えればこれらの自由度も考慮する必要があるため，初めに面内変形成分 2自由度，面

外変形成分 3自由度の合わせて 5自由度を有する平板の線形解析のための定式化を

行った．

一般的に，メッシュフリー/粒子法の形状関数はFEAでのいわゆるKronecker-Delta

特性を持たず，単純に自由度を縮退するのみでは基本境界条件が定義できない．その

ため，基本境界条件を定義するための方法が種々提案されており，ペナルティ法 [74]

[75]，ラグランジュの未定乗数法 [10]，FEAとの連成 [76–78]，Full Transformation

Method [79]，Mixed Transformation Methodと Singular Kernel [80]などがある．こ

こで板構造の計算モデルに課される基本境界条件について考えれば，単なる変位の

拘束に限らず構造の周期性や対称性などを考慮した特殊な基本境界条件が与えられ

ることがしばしばある．これらの条件を一般的に取り扱うために，本手法では多点拘

束 (Multiple-Point Constraint, MPC) 法を用いることにした．これまでにメッシュ

フリー解析においてMPC法を用いた例は文献 [81–84]などのようにいくつかあるも

のの，適用に関する詳細な検証は行われていないため，本研究ではその検証を行っ

た．さらにはこの方法を応用することで複数の板を組み合わせた構造系のモデル化
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を可能にした．

次に有限変形，つまり幾何学的な非線形挙動について考えた．本来，物体にある

荷重が加われば，その物体は時々刻々と変形していくため，その都度エネルギーが

釣合を保った平衡状態でなければならない．そのため，有限変形を考慮した構造解

析では構造の時々刻々の変形に追従するひずみテンソル，応力テンソルを用いて仮

想仕事式が構成される．本研究でもこの厳密な仮想仕事式を用いて定式化をするこ

とで，平板の線形問題の定式化から幾何学的非線形問題への拡張を行った．ただし，

一般的な構造物は様々な曲面を有しており，また座屈/座屈後解析などの計算モデル

では座屈変形のための初期不整として僅かにたわんだ初期形状を持たせて計算を行

う．このことから次に，面内に埋め込まれた曲面座標系を導入して任意曲面を解く

ための定式化を行った．

以上により，RKPMを用いて一般的な板構造物の非線形解析を扱うことができる

手法を開発した．本論文の構成を以下に示す．

第 2章では，RKPMを用いた平板の線形解析について説明する．RK近似を用い

た関数近似方法，線形問題における仮想仕事式の定式化と離散化を示し，本手法に

おける節点積分方法について示す．節点積分については計算モデルに課される境界

条件による応力状態を考慮する必要があり，この点に関する検討を含めて数値解析

例を示す．

第 3章では，メッシュフリー/粒子法におけるMPC法による境界条件の取り扱い

について説明する．基本境界条件の付与方法，自由度の同期方法について示した後，

MPC法を扱う際に留意するべき事項を数値解析例による検証と共に示す．また，自

由度を同期する方法の応用として，複数の板の組合せ構造の計算を扱うための方法

と数値解析例を示す．

第 4章では，先に示した平板の微小変形の定式化を有限変形を取り扱うための幾

何学的非線形問題へと拡張する．基礎となる仮想仕事式は変位に関して非線形とな

る方程式であるため，方程式の増分分解と線形化によって解くべき増分系の方程式

を導いた後にRK近似による離散化を行う．定式化の妥当性を検証するため数値解

析例を示す．
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第 5章では，任意曲面のための曲面座標系を用いたシェルの定式化を示す．第 4

章に示した定式化は平板に限定されたものであり，曲面を表現することを考えると

不便である．FEAであれば 1つのメッシュが連続体として考えられているため，そ

れを連ねて近似的に曲面を表現できるが，メッシュフリー/粒子法においては基本的

に 1枚の板全体を 1つの連続体として考えるため，この方法は当てはまらない．従っ

て本章では，曲面内に埋め込まれた曲面座標系を用いて幾何学的非線形問題の定式

化を行い，数値解析例によってその妥当性を検証した．

第 6章では，本論文に示した内容のまとめを行う．
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第2章 RKPMによる平板の線形解析

本章では板構造物の線形問題を扱うための平板の定式化について示す．また本研

究ではメッシュフリー/粒子法の一種であるRKPMに基づいた関数近似を行い，板

の変形を表現する．RKPMにおける近似関数の構成方法や構成式の離散化方法，数

値積分手法などについて説明し，数値解析例によって定式化の妥当性を示すと共に

数値積分方法に関する考察を行う．

2.1 平板の変形と仮想仕事式

古典的な板曲げ問題における微小変形理論に基づく板理論では，面内変形方向の

変形は面外変形に対して微小なものとして無視されるが，現実的な板構造物の解析

を行うためには，当選ながら面内方向の変形と面外方向の変形の双方を考慮し，そ

れらを連成させた定式化を行う必要がある．本手法では，面内変形は平面応力問題

として取り扱い，面外変形はせん断変形を考慮した Mindlin-Reisnner の板曲げ問題

として取り扱う．図 2.1に x1x2平面に接する平板の板曲げ解析でのモデルを示す．

ここで，Sは表面積，thは板厚，V = (S × th)は体積，Lは板の境界を表す．また，

P は平板に加わる圧力，mは曲げモーメント，σと τ はそれぞれ平板に加わる直応

力とせん断応力である．面内変形成分は x1, x2 方向の 2成分 u1mid, u2mid，面外変形

成分はたわみ u3 及び x1, x2 軸回りの回転角 θ1, θ2 の 3成分を用いる．これより，板

内の変位u(x)は次式のように表すことができる．

u(x) =


u1(x)

u2(x)

u3(x)

 =


u1mid(x) + zθ2(x)

u2mid(x)− zθ1(x)

u3(x)

 (2.1)

ui (i = 1, 2, 3)はカーテシアン座標系 xiに関する変位成分であり，zは板厚内の中立

軸からの座標 (|z| ≤ th/2)を表す．また，θi (i = 1, 2)は図 2.1にそれぞれ示す xi軸
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Fig. 2.1: Plate bending problem

回りの回転角である．次に，ひずみテンソルを定義する．ここでは板構造物の線形

解析のためのひずみとして次式を用いる．

ε =
1

2

{
∂u

∂x
+
∂uT

∂x

}
=

1

2

{
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

}
ei ⊗ ej (2.2)

ここで，ei (i = 1, 2, 3)はカーテシアン座標系における直交基底ベクトルである．

応力テンソル σはひずみテンソル εとせん断成分を含む構成則テンソルDの積と

して次式のように表される．

σ = Dε (2.3)

平面応力場の仮定から，構成則テンソルは次式に表される 5成分の弾性マトリクス

となる．

D =
E

1− ν2



1 ν 0 0 0

ν 1 0 0 0

0 0 1−ν
2

0 0

0 0 0 κ1−ν
2

0

0 0 0 0 κ1−ν
2


(2.4)

ここで，Eは弾性係数，νはポアソン比，κはせん断補正係数である．式 (2.2)の応

力-ひずみ関係を用いて仮想仕事式は次のように表される．∫
V

σ : δεdV =

∫
L

t̄ · δudL+

∫
S

q̄ · δu3dS +

∫
L

m̄ · δθdL (2.5)

ここで，t̄, q̄，及び m̄はそれぞれ境界上での引張力，分布荷重，曲げモーメントの

規定値である．式 (2.1)を式 (2.2)に代入し次節に示す関数近似や節点積分を行うこ

とで式 (2.5)を離散化し，剛性方程式を得る．
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2.2 RKPM

本節では RKPMを用いた関数近似について示す．RKPMでは Reproducing Ker-

nel (RK) を近似関数に用いた RK 近似により空間に配置された関数の近似を行う．

RK は解析領域内に分散された節点上に定義され座標の関数として与えられる．物

理量は評価点からある一定距離 (サポート) 内に存在する RK と値 (係数) との重ね

合わせとして次のように表される．

ah(x) =
NP∑
I=1

ψI(x)aI (2.6)

ここで，a(x)は近似される物理量であり，aIは各節点における係数であるが，クロ

ネッカーデルタ特性を持たないという性質上，関数 a(x)そのものと各節点における

値は一致せず a(xI) ̸= aIである．NP は近似に用いる総節点数であり，各節点のサ

ポート外に存在するカーネル関数の値はゼロとなる．また，式 (2.6) の I 番目の節

点に位置する RK ψI(x)は基本となるカーネル関数 ϕI(x)に対して基底h(x)および

係数ベクトル b(x)を用いて次式のように表される．

ψI(x) = hT (xI − x)b(x)ϕI(xI − x) (2.7)

本研究においてRKは二次元平面内の座標による関数であり，h(x)は n次の基底を

表すベクトル，b(x)は次式に示されるReproducing Condition (RC) [1] [2]を満足す

るための係数ベクトルである．

NP∑
I=1

ψI(x)x
i
1Ix

j
2I = xi1x

j
2, (0 ≤ i+ j ≤ n) (2.8)

また RK の基本となるカーネル関数 ϕI(xI)には次式のCubic splineを用いる．

ϕI(xI − x, h) =
10

7πh2


1− 3

2
s2 + 3

4
s3 (0 ≤ s ≤ 1)

1
4
(2− s)3 (1 ≤ s ≤ 2)

0 (2 ≤ s)

(2.9)

ここで，hは影響半径を決定するパラメータであり，s(=|xI − x|/h)は hに応じて

一般化された評価点からの節点間距離である．Cubic splineの形状は 図 2.2(a)に示

され，またRKの形状は節点配置により形状は異なるが，一般的な形状は 図 2.2(b)

に示される.
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Fig. 2.2: Shape of kernel function [(a) Cubic spline, (b) General RK]

ここでRKを構成するための条件RCについて考える．

NP∑
I=1

ψI(x)x
i
1Ix

j
2I = xi1x

j
2, (0 ≤ i+ j ≤ n) (2.10)

この式を操作しベクトル形式で書き直すと，

NP∑
I=1

ψI(x)h(xI − x) = h(0) (2.11)

と表せる．式 (2.11)に式 (2.7)を代入すると次式の係数 b(x)についての方程式が得

られる．

M(x)b(x) = h(0), (2.12)

M(x) =
NP∑
I=1

h(xI − x)hT (xI − x)ϕaI(xI − x) (2.13)

式 (2.12)を解くことで b(x)が求まり，すなわち次式のRKψI(x)の一般形を導くこ

とができる．

ψI(x) = hT (0)M−1(x)h(xI − x)ϕaI(xI − x) (2.14)

2.2.1 平板の変形の近似

RK近似を用いた平板の離散化を図 2.1(b)に示す．中立平面に節点を分散し，これ

らの節点分布に基づいてRKを導き，各物理量の近似を行う．図 2.4(a)に示すよう

に，それぞれの節点は面内変形成分 (u1mid, u2mid)，面外変形成分 (u3, θ1, θ2)の計 5自
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Fig. 2.3: Descretization using a meshfree method [(a) meshfree discretization for a

regtangular plate, (b) Degrees of freedom ]

由度を持ち，全ての自由度に対して RK 近似を行う．表記の簡略化のため，それぞ

れの成分をまとめてd =
{
d1 d2 d3 d4 d5

}T
=

{
u1mid u2mid u3 θ1 θ2

}T
と表し，各成分 di(i = 1, · · · , 5) を次のようにRKを用いて近似する．

dhi (x) =
NP∑
I=1

ψI(x)diI (2.15)

ここで，diI(I = 1, · · · , NP )は各節点におけるそれぞれの変形成分に対する係数ベ

クトルである．さて，ここで改めて式 (2.8)の条件RCについて考える．

NP∑
I=1

ψI(x)x
i
1Ix

j
2I = xi1x

j
2, (0 ≤ i+ j ≤ n) (2.16)

単純に連続体の変位成分を近似することのみを考えれば，RKの基底h(x)には 1次

基底を用い，n = 1とすれば十分であるが，本手法は板曲げ問題を取り扱う．板曲

げ問題ではRC に加えて Kirchhoff Mode Reproducing Condition(KMRC) [67] [73]

という薄板の曲げモードを保証する条件を満たす必要がある．

薄板の純曲げモードを w̄とすると，次のように座標に関する 2次式で表せる．

w̄I =
2∑

i+j=0

cijx
i
I1x

j
I2, (2.17)

ここで，cijは曲げモードに応じた任意の定数であり，Iは I番目の節点上における

値を示す. Kirchhoffの仮定が成り立つとき，純曲げモード w̄の偏微分形としてたわ
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み角 β̄I1と β̄I2が次式のように表せる．

β̄I1 =
2∑

i+j=1

icijx
(i−1)
I1 xjI2 (2.18)

β̄I2 =
2∑

i+j=1

jcijx
i
I1x

(j−1)
I2 (2.19)

なお，x1x2平面に接する平板について考え軸回りの回転角 θiを用いてたわみ角 βiを

表せば，β1 = θ2，β2 = −θ1である．KMRCはKirchhoffの仮定が成り立つこと，す

なわち曲率が一様であり，せん断ひずみが 0となるという次式を満たすものである．

κ̄hIij =
NP∑
I=1

1

2

(
ψI,jβ̄Ii + ψI,iβ̄Ij

)
= const. (2.20)

γ̄hIk =
NP∑
I=1

(
ψI,kw̄I − ψβ̄Ik

)
= 0 (2.21)

where {i, j} = {1, 2}, k = {1, 2}

ここで，κ̄hI，γ̄
h
I はそれぞれ節点 Iにおける曲率とせん断ひずみであり，ψI,i (i = 1, 2)

は ψI の xi (i = 1, 2)方向の偏微分を表す. 文献 [73]によれば，式 (2.20)，(2.21)よ

り次式が導かれる．

NP∑
I=1

ψI,i
[
(xk1x

l
2),j

]
I
= (xk1x

l
2),ij = const. (2.22)

for k + l = 0, 1, 2

表 2.1は厳密なモードに基づいて近似されたモードの誤差を示している．計算モデ

ルは 11× 11の節点を規則的に配置したものを用いた．

Table 2.1: Error norms of the pure bending mode

(i) (ii) (iii)

Linear 7.84E+00 9.52E-01 9.52E-01

Bi-linear 2.79E+00 8.53E-01 8.53E-01

Quadratic 0 0 0
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ここで，hL，hBL，hQはそれぞれ 1次基底，2元 2次基底, 完全 2次基底を示す．

hTL = { 1 x1 x2 } (2.23)

hTBL = { 1 x1 x2 x1x2 } (2.24)

hTQ = { 1 x1 x2 x21 x1x2 x22 } (2.25)

表 2.1において (i)は純曲げモード w̄，(ii)，(iii)は偏微分 ∂w̄/∂xi (i = 1, 2)について

の誤差である．RKが 1階微分可能であれば式 (2.22)が満たされることは自明であ

るが，完全 2次基底を用いなければ純曲げモードを表現するに足りず，関数近似上

の誤差が生じてしまうことが表 2.1からわかる．このことから，本研究では RKの

基底 hには完全 2次基底を用いることとする．

2.3 数値積分法

式 (2.5)に示される仮想仕事式に対して，一般的なメッシュフリー/粒子法では節

点上で形状関数を直接足し合わせる節点積分法で剛性マトリクスの数値積分を行う．

しかしながら，連続体が節点や粒子のみによってモデル化されるメッシュフリー/粒

子法では連続体の明確な境界が存在せず，通常の節点積分法を取った場合にはいわ

ゆる積分拘束を満足できないため，偽の剛体変位モードを持つ解が存在する．積分

拘束とは次式によって表される系のエネルギーの発散を抑える divergence-free条件

である． ∫
Ω

B̄IdΩ = 0 (for I in interior nodes) (2.26)∫
Ω

B̄IdΩ =

∫
Γ

nIdΓ (for I in exterior nodes) (2.27)

ここで，B̄Iは点 (xI)を中心とするRKによる面内，及び面外方向に関わる変位-ひ

ずみ変換マトリクス，nI は点 (xI)を母点とする領域の法線ベクトルである．

このような理由から，メッシュフリー/粒子法における剛性マトリクスの数値積分

には従来から様々な方法が提案されている．例えばEFGMでは，一般的にバックグ

ラウンドセルと呼ばれる領域を用いて数値積分を行う．一方，RKPMの数値積分法

としては Stabilized Conforming Nodal Integration (SCNI) [85] [86] や SCNIの積分

領域をさらに細かくした Sub-domain Stabilized Conforming Integration (SSCI) [67]
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が提案されており，本研究でもこれに倣い SCNI，及び SSCIを用いて数値積分を実

施している．SCNI，SSCIでは節点配置に対応したボロノイ分割による仮想的な積

分領域を配置することで連続体領域を適切に定義し，これに加えてガウスの発散定

理を適用する．

本節では本手法における数値積分に関して，(1) ボロノイ分割により分割された

領域にガウス積分を実施する方法，(2) (1)にガウスの発散定理を用いる SCNI，(3)

SCNIにおける積分領域をさらに細かくした SSCI，の 3種の積分方法について説明

する．

2.3.1 ボロノイ分割を用いたガウス積分

板の中立面上に節点を配置してボロノイ分割によって積分領域を配置すると，図

2.4のように分割することができる．xKはK番目の節点の座標であり，各々の積分

領域ΩKを三角形に分割して値を重ね合わせ，最終的な重みをΩKの面積AKとすれ

ば領域ΩKの形状に関わらず適切に積分を実施できる．式 (2.2)に定義されるひずみ

の各成分には変位とその偏微分についての項が存在する．これらをそれぞれ dh(x)，

dh,i(x) (i = 1, 2)として，各々の領域について積分すると，それぞれ次のように表

せる．

d̃hj,k(xK) =
1

AK

∫
ΩK

dhj,k(xK)dΩ

=
1

AK

NC∑
i=1

∫
ΩKi

dhj,k(xKi
)dΩ

=
1

AK

NC∑
i=1

NP∑
I=1

∫
ΩKi

ψI,jdkIdΩ

where j = {1, 2, 3, 4, 5}, k = {1, 2} (2.28)
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Fig. 2.4: Voronoi diagram for Gauss integration

d̃hj (xK) =
1

AK

∫
ΩK

dhj (xK)dΩ

=
1

AK

NC∑
i=1

∫
ΩKi

dhj (xKi
)dΩ

=
1

AK

NC∑
i=1

NP∑
I=1

∫
ΩKi

ψIdjIdΩ

where j = {1, 2, 3, 4, 5} (2.29)

ここで，NCはΩK 内の三角形領域ΩKi
の数であり，各々の三角形の面績分にはガ

ウス積分を用いる．

2.3.2 SCNI

本節では SCNIについての説明を行う．変位の偏微分項 d̃hi,jに関する式式 (2.28)に

おいてガウスの発散定理を適用すれば，次式のように面積分を領域境界上の線積分
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へと変換することができる．

d̃hi,j(xK) =
1

AK

∫
ΩK

dhi,j(xK)dΩ =
1

AK

∫
ΓK

dhi (xK)njdΓ

=
NP∑
I=1

1

AK

∫
ΓK

ψI(xK)njdiIdΓ

=
NP∑
I=1

bIj(xK)diI , where i = {1, 2, 3, 4, 5}, j = {1, 2} (2.30)

スカラー bIi(xK)は次のように表される．

bIi(xK) =
1

AK

∫
ΓK

ψI(xK)nidΓ, i = {1, 2} (2.31)

ここで，ni (i = 1, 2)は図 2.5に示されるΓK上の法線ベクトルnの x1，x2軸方向成

分である．式 (2.31)の線績分にはガウス積分を適用する．RKは 5次多項式となる

が，ガウス積分では n個の積分点数につき 2n − 1次の精度が保証されることから，

各線分に対して 5点のガウス積分を実施し十分な積分精度を確保する．

Nodes

ΩK: Integration domain for K-th node

xK

Normal vector

n

ΓK: Boundary of Integration domain ΩK

xK

Fig. 2.5: Schematic illustration of SCNI

　前項で示した方法と SCNIは基本的には等価なものであるが，形状関数の偏微分

を省くことができ積分領域境界の積分のみで済むことなどの利点から，RKPMを用
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いた数値解析ではしばしば用いられる．また SCNIを用いれば，図 2.6にも見られる

とおり，連続体領域内では隣り合う領域同士で逆向きの法線を持つため式 (2.26)は

満たされ，境界領域においては式 (2.27)が満たされる．

support area

Fig. 2.6: Geometory of nodal domain ΩK

前項の方法は SCNIと等価であり，また次項の SSCIに関しても SCNIの領域を細分

化したものであるから，これらの方法は全て積分拘束を満足することがわかる．な

お，参考とした文献 [73]では関数の偏微分形でない d̃hi は節点上で直接形状関数の

値を足し合わせているが，これについては不規則配置の際の空間的補間の観点から

前 2.3.1項の方法をそのまま用いる．

2.3.3 SSCI

本項では SSCIについて説明する．SSCIは SCNIを拡張した方法として，Wang

ら [99]によって提案された．Wangらは薄板の挙動を高精度に表すためにHermite補

間に基づきC1連続となるHRK近似を提案したが，HRKは基底ベクトルにその偏微

分形を含むため，関数形状は通常のRKに比べてやや複雑である．これに加えて弱

形式は 2階の導関数であることから，偏微分の階数を落として数値積分の精度を確

保するために SCNIの領域を細分化した SSCIが用いられている．HRKPMと SSCI

を用いた研究例では他にも，薄板の自由振動問題 [68]や過渡応答解析 [69]などへの

適用に関する議論も行われている．このように SSCIはHRK近似の性質を考慮して
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提案された数値積分法であるため，RK近似を用いた解析の数値積分に SSCIを用い

た例は著者の知る限りでは存在しない．なぜなら，剛性マトリクスの数値積分を実

施するという目的のみにおいては SCNIで十分な精度が得られるからである．メッ

シュフリー/粒子法による固体/構造解析でこれまでに取り扱われた例題について考

えてみると，矩形板や円板について全体の応力状態が一様となる基礎的な問題が多

い．一方で，本研究で取り扱う一般的な板構造物の解析について考えると，その構

造物が板の内部で集中荷重や変位拘束を受けることにより局所的に応力が変化する

ことが予想される．このとき，これまで用いてきた SCNI のみではその応力状態を

正確に表現することができず，精度が不十分となることが確認された．これは節点

が計算領域内の中心に位置し，そのうえで急激にひずみや応力が変化することによ

るメッシュフリー/粒子法特有の問題であり，要素境界上に節点が存在する FEAで

は考慮されない問題である．形状関数の基底に高次関数を適用することにより回避

することも考えられるが，その方法は計算コストの面からもよい手段とは言えない．

本研究ではこの数値積分方法に関する問題の回避策の 1つとしてRK近似に SSCIを

適用することを提案する．

SSCIではその名の通り 2.3.1，2.3.2項で用いた積分領域 ΩK を図 2.7に示される

ような細かい領域ΩKi
に分割し，その領域を計算単位として領域の重心xKi

を評価

点とする積分を実施する．

d̃hj,k(xKi
) =

NP∑
I=1

bIk(xKi
)djI

where j = {1, 2, 3, 4, 5}, k = {1, 2} (2.32)

スカラー bIj(xKi
)は次のように表される．

bIj(xKi
) =

1

AKi

∫
ΓKi

ψI(xK)njdΓ j = {1, 2} (2.33)

ここで，AKi
はΩKi

の面積であり，ni (i = 1, 2)はΓKi
上の法線ベクトルnの各軸方

向成分である．式 (2.31)の線績分には SCNIと同様にガウス積分を用いる．d̃hj (xKi
)

の項の積分は前項と同様であるが，積分単位がΩKi
であるため，その重みは面積AKi

となる．
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 Phisical value evaluation points

ΩK i: Sub-domain for K-th node

Normal vector

n

ΓK i: Boundary of sub-domain ΩK i

xK i

Fig. 2.7: Schematic illustration of SSCI

2.3.4 仮想仕事式の離散化

式 (2.15)で示したRK近似による変位の近似式を用いて式 (2.2)に示されるひずみ

テンソルの 5成分について考えると，ひずみ-節点変位変換マトリクスは次のように

表される． {
ε11 ε22 2ε12 2ε31 2ε23

}T

=
NP∑
I=1

BIUI (2.34)

ここで，BI , UI は変位-ひずみ変換マトリクス，変位の係数ベクトルであり以下の

ように表すことができる．

BI =



bI1 0 0 0 zbI1

0 bI2 0 −zbI2 0

bI2 bI1 0 −zbI1 bI2

0 0 bI,1 0 ψI

0 0 bI,2 −ψI 0


(2.35)
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UI =

{
d1I d2I d3I d4I d5I

}T

(2.36)

ここで，bIi, (i = 1, 2)は SCNIや SSCI により得られた線積分の項であり，ψIは RK

である．ただし，ψIについては本節に示した通り節点辺りに与えられた領域につい

て面積分を行う．ここでは基本境界条件はペナルティ法によって与えることとし，こ

れにより式 (2.5)は次式に書き換えられる．∫
V

σ : δεdV + α

∫
V

δd(d− d̄)dV =

∫
L

t̄ · δudL+

∫
S

q̄ · δu3dS +

∫
L

m̄ · δθdL

(2.37)

ここで d̄は各自由度に関して基本境界条件を付与するための規定値であり，αはペ

ナルティ係数である．ペナルティ係数には通常，剛性マトリクスの対角項の値の 100

～1000倍程度の値を適用する．得られた変位-ひずみ変換マトリクスを用いて仮想

仕事式 (2.37)を離散化すると，次の剛性方程式が得られる．

(K +Kα)U = F + Fα (2.38)

Kは剛性マトリクス，F は外力ベクトルであり，下付きのαがあるものは基本境界

条件のためのペナルティ法による項である．剛性マトリクスの成分，及びペナルティ

項について示せば次式のようになる．

KIJ =
NP∑
K=1

BT
I (xK)DBJ(xK)AK (2.39)

KαIJ = α
NP∑
K=1

ΛT
I (xK)ΛJ(xK)AK (2.40)

FαI = α
NP∑
K=1

ΛT
I (xK)d̄(xK)AK (2.41)
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ここで，ΛIは変位境界条件を規定するためのマトリクスであり，RK形状関数によっ

て構成される．

dh =
NP∑
I=1



ψI 0 0 0 0

0 ψI 0 0 0

0 0 ψI 0 0

0 0 0 ψI 0

0 0 0 0 ψI


dI =

NP∑
I=1

ΛIUI (2.42)

体積分において板厚方向は以下に示すように解析的に積分する．∫
V

· · · dV = t

∫
S

· · · dS,
∫
V

z · · · dV = 0,

∫
V

z2 · · · dV =
t3

12

∫
S

· · · dS

(2.43)

なお，SSCIを用いる際にはBマトリクスの積分領域と重みをAKi
へと置き換える．

2.4 数値解析例

本節では，前節で示したSCNIと SSCIを用いて数値計算を行う．Case1: 周辺単純

支持の正方形板に等分布荷重を加える問題，Case2: Case1と同様な周辺単純支持板

の面中央部に集中荷重を加える問題，Case3: アスペクト比 2の長方形板の長辺方向

中央の辺を完全拘束し等分布荷重を加える問題について示す．それぞれの問題につ

いて本手法の精度を検証すると共に，積分方法の違いによる差異や問題点を考察す

る．共通するパラメータとして，弾性係数E = 206 GPa，ポアソン比 ν = 0.3，せん

断補正係数 k = π2/12，ペナルティ係数 α = 1× 108，基底関数パラメータ h = 1.2a

(a:節点間距離)とする．ペナルティ係数は剛性マトリクスの対角項に対して十分に

大きな値，基底関数パラメータは形状関数の独立性を保ちつつ近似精度を得られる

値を用いている．参照解には十分な要素分割による汎用ソフトMSC.Nastran [87]に

よる FEAの解を用い, 解の分布を示すグラフにおいて実線は参照解を表す．
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2.4.1 等分布荷重を受ける周辺単純支持正方形板

等分布荷重を受ける周辺単純支持正方形板の解析例を示す．板の面積 S = 1000×

1000 mm2，板厚 th = 10 mmであり，境界条件は図 2.8に示されるもので，等分布

荷重の荷重値は q = 1.0 MPaである．用いた解析モデルを図 2.9(a)-(d)に示す．

x1

x2x3

simply support (u3=0)

q 1000

1000

Fig. 2.8: Numerical model (Case1)

図 2.9(a)，(b)は規則的配置に対して SCNIと SSCIを適用したモデル，図 2.9(c)，

(d)は不規則的配置に対して SCNIと SSCIを適用したモデルである．それぞれのモ

デルの節点数は 21× 21 = 441である．剛性マトリクスの数値積分には SCNI，及び

SSCIをそれぞれ用い，せん断項の積分には図 2.9(a)，(c)の領域分割を用い，各三

角形領域あたり 13点の面積分を実施する．また SCNI，SSCIにおける線積分ではそ

れぞれ 5点のガウス積分を実施する．参照解の計算には 100× 100 = 10000分割の大

きさの等しい四辺形要素 (CQUAD4)を用いた．x2 = 500 mmにおけるたわみ，お

よび曲げモーメントを図 2.10，2.11に示す．それぞれの積分方法について，共に高

精度な解が得られていることが確認できる．また，節点を規則的に配置したモデル

でのたわみの収束を図 2.12に示す．横軸は節点間距離であり，節点数は右から順に

11 × 11 = 121，21 × 21 = 441，51 × 51 = 2601 の解を用いている．SCNIと SSCI

による収束傾向は漸近しており，解の精度にも問題は見られないことから，本項に

示した問題のような全体で応力状態が一様となる問題の評価のためには SCNIで十

分な精度であることがわかる.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2.9: Distribution of nodes and integration domains [(a) regular/SCNI, (b) reg-

ular/SSCI, (c) irregular/SCNI, (d) irregular/SSCI ]
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Fig. 2.10: Deflection (x2 = 500 mm)
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Fig. 2.11: Moment (x2 = 500 mm)
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Fig. 2.12: Convergence of solution (deflection)

2.4.2 集中荷重を受ける周辺単純支持正方形板

本項では前項と同様のモデルの中央 (x1 = 500 mm, x2 = 500 mm)に一点集中荷

重を加えた問題について考察を行う．解析対象を図 2.13に示す．節点分布，参照解

の要素分割などは前項と同様である．荷重値は P = 1× 104 Nとした．積分方法に

は SCNIと SSCIの 2つを用いる．x2 = 500 mmにおけるたわみ，および曲げモーメ

ントを図 2.14，2.15に示す． それぞれの結果より，SSCIによる解析では高精度な

解が得られていることがわかる．SCNIによる解析の解が劣化している原因として，
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x1

x2x3

simply support (u3=0)

P

1000

1000

Fig. 2.13: Numerical model (Case2)
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Fig. 2.14: Deflection (x2 = 500 mm)

図 2.15に見られるように荷重点近傍で急激に曲げモーメントが変化するため，各節

点を中心とする計算領域を一様な応力の評価箇所とする SCNIではその変化を正し

く表現できないということが考えられる．また，スプライン関数は影響半径内で連

続となる関数であるため，ある一点での局所的な解の劣化がその周りに伝播し，解

が振動していると考えられる．一方で SSCIでは応力が局所的に変動する点の周り

に計算領域が配置されているため，変形を高精度に表すことができ曲げモーメント

の精度に関しても良好な値が得られている．図 2.16に前項と同様に規則配置モデル

における解の収束を示す．
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Fig. 2.15: Moment (x2 = 500 mm)
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Fig. 2.16: Convergence of solution (deflection)

SSCIによる解と比較して SCNIの解では誤差が大きく収束の傾きも違うことから，

本項の例題のような積分領域内で応力が急激に変化する問題においては，SSCIによ

る数値積分が有効であることがわかる．

しかしながら，図 2.5，2.7にも見られるように，SSCIは同じ節点配置でも剛性

マトリクスの計算の回数が SCNIと比べて明らかに増加する．全ての領域を SSCIで

積分するのはあまり効率の良い方法とは言えず，より効率的な手段として SCNIと

SSCIの双方の利点を活用し，局所的に積分領域を細分化する方法を提案する．具体
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的には全体は SCNIのための領域分割を行い，応力が一様でない変化をするような

領域にのみ SSCIを適用する．分割方法は図 2.17のように変化する方向に合わせて

分割するものと，単純に領域間の交点と節点を結んだ三角形で分割する通常の SSCI

と同様の方法の 2種類のアプローチについて考える．たわみ・モーメントの分布を

図 2.18，2.19に，解の収束を図 2.20に示す．どちらのアプローチを用いても，解の

分布や収束具合に大きな差は見られない．

(a) (b)

Fig. 2.17: Two approaches for nodal integration [(a) approach 1 (b) approach 2 ]
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Fig. 2.18: Deflection (x2 = 500 mm)
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Fig. 2.20: Convergence of solution (deflection)

これらの結果から，部分的に SSCIを用いることで高精度な解析を効率的に実施で

きることが確認できた.
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2.4.3 等分布荷重を受ける長方形板

等分布荷重を受ける長方形板の解析例について示す．板の面積S = 1000×500 mm2，

板厚 th = 10 mmである．境界条件は図 2.21に示すように長辺方向の中央を完全拘

束する．等分布荷重 q = 1 MPaを板全体に加える．節点数は 41× 21 = 861として，

図 2.9(a)-(d)と同様に規則的な配置と不規則な配置のモデルを用いて解析を実施す

る．数値積分は SCNI，SSCI,および局所的に領域を細分化する 3つの方法によって

実施する．参照解の計算には 200 × 100 = 20000分割の大きさの等しい四辺形要素

(CQUAD4)を用いた．前項では荷重点に応力が集中した場合について議論したが，

本項では変位拘束を受ける箇所で応力が集中する問題について同様の方法が適用で

きるか考察する．提案する積分方法における領域分割は，図 2.17(b) に示したもの

と同様の方法で応力が局所的に変化するであろう変位拘束箇所に対して適用する．

x2 = 250 mmにおけるたわみ，曲げモーメントを図 2.22，2.23に示し，節点分割

数による規則配置モデルの解の収束を図 2.24に示す．前項と同様に純粋な SCNIの

みによる積分では拘束箇所周りでのモーメントの集中を表現できておらず，一方で

SSCIや局所的に積分領域を細かくしたアプローチでは高精度な解析が実施できてい

ることが確認できる．また解の収束傾向からも同様の議論を行うことができる．

x1

x2x3

fix (u3=0, θ2=0)

q 1000

500

Fig. 2.21: Numerical model (Case3)
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Fig. 2.22: Deflection (x2 = 250 mm)
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Fig. 2.23: Moment (x2 = 250 mm)
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Fig. 2.24: Convergence of solution (deflection)

2.4.4 提案方法に関する考察

本項には連続な構造の内側で応力・ひずみ分布が急激に変動する際に積分領域を

適切に定義することで解の精度が得られることを示した．この問題は不連続な関数

について陽に積分を実施する際にも問題となることである．本項では簡単な例題に

よってこのことを示す．

一次元の座標において図 2.23のような中央で変位拘束を受けた際の応力分布を模

したある関数 f(x)を次式のように定義する．

f(x) =


−(x+ 2)2 + 4, (−1 ≤ x ≤ 0)

−(x− 2)2 + 4, (0 < x ≤ 1)

(2.44)

この関数を解析的に積分するとき，積分の範囲は次式のように x = 0を境に分割さ

れることとなる． ∫
f(x)dx =

∫ 0

−1

{
−(x+ 2)2 + 4

}
dx+∫ 1

0

{
−(x− 2)2 + 4

}
dx

= 3.333̇ (2.45)
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Fig. 2.25: Integration domain [(a) FEA, (b) SCNI，(c) SCNI with SSCI ]

ラグランジュ的に連続体を離散化する問題の多くは節点上で変位の拘束を受けるが，

FEAにおいては図 2.25(a)に示されるように節点によって結ばれる要素内が積分領

域であるため，適切にモデル化されたものであればこのような問題は生じない．一

方で本手法のようなメッシュフリー/粒子法に基づく方法に対して SCNIのような積

分領域を図 2.25(b)のように配置した場合，局所的な応力の変動が積分領域内を直

に横切ることになるため，領域内を一様に評価する SCNIにおいては図 2.25(c)の

ように SSCIと組み合わせることにより領域の分割を工夫することで精度が改善で

きる．それぞれの分割についてガウス積分による線積分を実施すると，図 2.25(a)，

(b)，(c)の解はそれぞれ 3.333̇，3.3311 · · ·，3.333̇となり提案方法である (c)におい

ては正解が得られていることが確認できる．

以上より，本手法の精度と共に，集中荷重や変位拘束を受けることによって応力

が急激に変化することが予測される箇所に対して局所的に積分領域を細分化するア
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プローチは有効な方法であることが確認できた．

2.5 第2章結言

本章には，板曲げ問題におけるRKPMの概要を示し，面内変形成分と面外変形成

分を併せ持つ 5自由度の平板の線形問題の定式化を行った．また，メッシュフリー/

粒子法における節点積分手法である SCNIと SSCIについて示し，これらの適用方法

について数値解析例により検証を行った．あらかじめ基本境界条件や荷重条件から

予測される応力場に対して適切に各々を適用することで高精度な解が得られること

を示した．
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第3章 MPC 法

2章に示した通りメッシュフリー/粒子法では，Kronecker delta特性を有さない釣

鐘型の形状関数を用いて関数近似を行うため，通常は節点ごとの係数ベクトルと実

際の近似値の値は異なるものになる．このため，FEAでは単純に自由度の縮退を行

うことで規定できる基本境界条件を定義することにも工夫が必要である．前章では

基本境界条件の定義方法としてペナルティ法を用いたが，本章では板構造解析にお

ける種々の問題を取り扱うためのメッシュフリー/粒子法におけるMPC 法の定式化

と，その導入に関する検証，及び組合せ構造への応用について示す．

3.1 MPC 法を用いた基本境界条件の処理

本節では基本境界条件や自由度の同期を定義するためのMPC法の概要について

説明する．またMPC法をメッシュフリー/粒子法に適用する際に生じる問題につい

て検証する．MPC法による境界条件定義の説明のためのモデルとして，図 3.1(a)

の二次元の平面応力問題を考える．左端，及び下方の辺には一様引張りとなるため

の基本境界条件を与え，右端では自由度の同期により直線保持を定義し点荷重によ

る引張り荷重を与える．

3.1.1 基本境界条件の付与

MPC法による基本境界条件の付与について図 3.1(c) Case1の境界を例に説明す

る．図に示される辺には座標 xK , xL, xM ,xN に位置する 4つの節点K,L,M,N が

あり，それぞれの x1方向の変位を拘束することを考える．これらの変位はそれぞれ
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Fig. 3.1: Schematic illustrations of the two-dimensional rectangular plate model

[(a) Dimensions of the rectangular plate model, (b) Meshfree discretization, (c) BC

enforcement using the MPC technique]

次式のように近似される．

uh1K =
NP∑
I=1

ψI(xK)u1I , uh1L =
NP∑
I=1

ψI(xL)u1I ,

uh1M =
NP∑
I=1

ψI(xM)u1I , uh1N =
NP∑
I=1

ψI(xN)u1I (3.1)

図 3.1 (b)に示される影響半径外ではRK形状関数 ψI(xK), ψI(xL), ψI(xM), ψI(xN)

(I = 1, · · · , NP )はそれぞれ 0となる．式 (3.1)の関係式をまとめると

uh1 = N1U1 = c (3.2)

となり，uh1 = {u1K u1L u1M u1N}T，U1 = {u11 · · · u1NP}T はそれぞれ近

似変位のベクトル，及び節点変位ベクトルの x1方向の変位成分についてのものであ

る．cは近似変位の規定値ベクトルである．N1はRK形状関数によるマトリクスで

あり，次式のように表される．

N1 =



ψ1(xK) · · · ψNP (xK)

ψ1(xL) · · · ψNP (xL)

ψ1(xM) · · · ψNP (xM)

ψ1(xN) · · · ψNP (xN)


(3.3)
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式 (3.2)をピボット処理することにより，この変位拘束条件に基づく独立自由度と従

属自由度の関係式を導ける．

[I|T ]


UD

UI

 = c̃ (3.4)

ここで Iは単位マトリクス，T はピボット処理後に残った項をまとめたマトリクス

である．またUD，UI はそれぞれ独立自由度と従属自由度によるベクトルである．

式 (3.4)を従属自由度を表す式へと書き換えると次式のようになる．

UD = −TUI + c̃ (3.5)

c̃は変形後の規定値ベクトルである．

3.1.2 自由度同期の条件の付与

板構造の解析では構造の連続性や周期性を考慮した特殊な境界条件として，直線

保持や周期境界条件などがしばしば与えられる．その方法は多岐に渡るが，基本的

にはその条件に関わる自由度に何らかの操作を加えるものが一般的である．本手法

ではMPC法を用いて自由度を同期することでこれらの条件を付与しており，前項

と同様に図 3.1(c) Case2の境界を例にこの方法について説明を行う．図に示される

辺には 4つの節点K ′, L′,M ′, N ′があり，節点K ′を直線保持のための主節点，その

他の節点を従属節点として考える．それぞれの節点の近似変位は式 (3.1)と同様の形

で与えられ，u′h
1 を次式のように近似値同士の差のベクトルとして表す．

u′h
1 =


uh1L′ − uh1K′

uh1M ′ − uh1K′

uh1N ′ − uh1K′


(3.6)

式 (3.6)の関係に基づき x1方向の近似変位ベクトルと節点変位ベクトルとの関係式

を導くと次式のようになる．

u′h
1 = N ′

1U
′
1 = c′ (3.7)
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ここで c′，U ′
1はそれぞれ x1方向成分の規定値ベクトル及び節点変位ベクトルであ

る．近似値の差を 0にすることで自由度の同期を行うため，c′ = 0である．マトリ

クスN ′
1は次式に示す通りである．

N ′
1 =


ψ1(xL′)− ψ1(xK′) · · ·ψNP (xL′)− ψNP (xK′)

ψ1(xM ′)− ψ1(xK′) · · ·ψNP (xM ′)− ψNP (xK′)

ψ1(xN ′)− ψ1(xK′) · · ·ψNP (xN ′)− ψNP (xK′)

 (3.8)

前項と同様に式 (3.7)に対してピボット処理を行えば，従属自由度U ′
Dを独立自由度

U ′
I によって表す式が導かれる．

U ′
D = −T ′U ′

I (3.9)

T ′は式 (3.5)の T と同様に基本変形後のU ′
DとU ′

I の関係を表すマトリクスである．

ここでは 1成分の直線保持に関する記述のみではあるが，回転角の項なども含めた

複数の主節点と従属節点による周期境界条件なども同様の方法で付与できる．

3.1.3 剛性方程式の縮退

式 (3.5)，(3.9)の独立自由度と従属自由度の関係により剛性方程式の自由度を縮

退する．式 (3.5)，あるいは式 (3.9)より，全体の節点変位ベクトルは次式のように

書き換えられる．

U =


UD

UI

UO


=


I −T 0

0 I 0

0 0 I




c̃

UI

UO


= CUc (3.10)

ここで，Cは縮退マトリクス，UOは拘束条件式に無関係なその他の自由度である．

式 (3.10)を剛性方程式 (2.38)に適用すれば次式のように自由度が縮退できる．

δUT
c C

TKCUc = δUT
c C

TF (3.11)

KcUc = Fc (3.12)

Kc(= CTKC)，Fc(= CTF )はそれぞれ全体剛性マトリクス，外力ベクトルである．

ただし，c̃ ̸= 0である場合はこれに関する項が加わることとなる．
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3.1.4 MPC法の適用に関する評価

本節に示したMPC法により基本境界条件や自由度の同期を行ったとき，適用箇

所である境界付近において応力が振動する．ここではこの問題について原因の究明

を行い，精度改善の方法を示す．検討のためのモデルとして図 3.1(a)の一軸引張り

を受ける寸法 1000× 1000の正方形板を用い，11× 11の節点により図 3.2 (a)，(b)，

(c)のように離散化を行う．

(a)
x1

x2

(b) (c)

Fig. 3.2: RK models (11×11 nodes) [(a) Model A1, (b) Model B1, (c) Model C1]

節点周りの格子は節点積分 SCNIのための仮想的な積分領域である．モデルはA1；

規則配置，B1；境界を除く内部の不規則配置，C1；境界を含め全体を不規則配置と

したものの 3種類を用いる．影響半径決定パラメータは h = 1.15a (a：節点間距離)

として計算を実施する．

問題の確認のため x2 = 0における変位成分 u1について理論解との誤差を図 3.3に

示す．式 (2.9)に示されるRK形状関数の基本となるカーネル関数ϕ(x)としてCubic

spline functionを用いる．両端 (x1 = 0, 1000)においては正解が得られているが，全

てのモデルにおいて境界最近傍の解から徐々に振動していることが確認できる．誤

差の大小は節点配置によるが，最も小さい規則配置の解でも誤差は残っている．拘

束条件式より導かれる独立自由度と従属自由度の関係式 (3.5)，(3.9)は確かに拘束条

件を満足するものであるため，拘束条件に含まれる節点の自由度に関しては問題な

く求めることができる．しかしながらスプライン関数であるRK形状関数を用いる

メッシュフリー/粒子法では，この拘束条件式そのものが全ての節点変位ベクトルを

一意的に決定するには不足しており，式 (3.5)，(3.9)における変換マトリクス T は

正則なマトリクスとならない．このことが境界近傍の節点における解の振動の原因

と考えられる．
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Fig. 3.3: Error in displacement u1 along the x1 direction (x2 = 0) employing a cubic

spline function (h = 1.15a)

そこでRK形状関数の基本となるカーネル関数 ϕ(x)をCubic spline (3次)より高

次にすることによる解の精度の変化を検討した．一次元の n次のスプライン関数は

次式により表される．

ϕ(n)(x) =
1

n!

n+1∑
k=0

(−1)k n+1Ck(x− k)n+ (3.13)

x+ = max[0, x] (3.14)

xn+ = (x+)
n (3.15)

supp ϕ(n) = [0, n+ 1] (3.16)

Cubic spline (3次)に加え，5次，7次，9次のスプライン関数を用いて解の精度に

ついて検証する．式 (3.16)によるとスプライン関数の次数が増えるにつれて影響半

径は広くなるが，影響半径を一定のものとし計算を行う．各々のスプライン関数の

形状は図 3.4に示される．剛性マトリクスの積分の精度を十分に保障するため，こ

こでは SCNIにおける線積分には 10点のガウス積分を実施する．

9次スプライン関数を適用した際のx2 = 0におけるu1の誤差を図 3.5に示す．3次関

数の解である図 3.3に比べて誤差が収束していることが確認できる．また図 3.6,3.7,3.8

にはそれぞれモデルA,B,Cの応力成分 σ11の全体の誤差 (
∑

|σ11 − σexact11 |/NP )の収

束具合を示す．ただし，A2，B2は 21 × 21節点のモデル，A3，B3は 41× 41節点

のモデルであり，それぞれ図 3.9 (a)，(b)，(c)及び (d)に示される．
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Fig. 3.5: Error in displacement u1 along the x1 direction (x2 = 0) employing a

ninth-order spline function (h = 1.15a)
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Fig. 3.6: Error norm of stress σ11 for model A (h = 1.15a)
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Fig. 3.7: Error norm of stress σ11 for model B (h = 1.15a)
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Fig. 3.8: Error norm of stress σ11 for model C (h = 1.15a)

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3.9: RK models [(a) Model A2, (b) Model B2, (c) Model A3, (d) Model B3]

この収束傾向からも節点数によらず次数を上げることで解の精度が向上すること

が確認できる．
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さらに全体の誤差の分布を図 3.10 (a)，(b)，(c)，及び図 3.11 (a)，(b)，(c)に示す．

モデルはそれぞれA1，B1，C1であり，図 3.10は 3次関数による解，図 3.11は 9次

関数による解である．表 3.1にはモデルA1，B1，C1，A2，B2，A3，B3 の各次数

における最大の誤差を示す．本項では影響半径決定パラメータとしてh = 1.15aを用

いているが，影響半径の大きさによる影響の検証のためにさらに表 3.2に h = 1.30a

としたときの最大誤差について示す．全体の誤差の分布より，MPC法の適用された

境界近傍で誤差が大きくなっていることがわかるが基底関数の次数を上げたことで

誤差が収まっていることが確認できる．各々のモデルの最大誤差に関しても高次関

数を用いることで誤差は収束している．また影響半径を広げたとき解が若干ながら

劣化する傾向にあることが確認できる．一方でモデルA1，A2，A3において最大誤

差の変化は確認できないことから，この誤差が節点分布の粗密によるものではない

ことがうかがえる．
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Fig. 3.10: Error distribution of σ11 (Cubic spline function, h = 1.15a) [(a) Model

A1, (b) Model B1, (c) Model C1]
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Fig. 3.11: Error distribution of σ11 (Ninth-order spline function, h = 1.15a) [(a)

Model A1, (b) Model B1, (c) Model C1]
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Table 3.1: Maximum error (%) of stress σ11 (h = 1.15a)

n=3 n=5 n=7 n=9

Model A1 1.70E+00 7.45E-01 1.37E-01 4.92E-02

Model B1 5.55E+00 2.44E+00 1.22E+00 7.06E-01

Model C1 7.07E+00 2.91E+00 1.21E+00 7.14E-01

Model A2 1.75E+00 7.36E-01 1.35E-01 4.92E-02

Model B2 6.11E+00 2.90E+00 1.30E+00 1.24E+00

Model A3 1.76E+00 7.34E-01 1.35E-01 4.92E-02

Model B3 8.16E+00 2.42E+00 7.12E-01 5.11E-01

Table 3.2: Maximum error (%) of stress σ11 (h = 1.30a)

n=3 n=5 n=7 n=9

Model A1 2.24E+00 5.88E-01 1.74E-01 1.16E-01

Model B1 3.33E+00 3.66E+00 3.10E+00 2.18E+00

Model C1 8.29E+00 5.54E+00 3.08E+00 2.07E+00

Model A2 2.23E+00 6.02E-01 1.72E-01 1.16E-01

Model B2 4.02E+00 3.15E+00 2.34E+00 1.35E+00

Model A3 2.25E+00 6.04E-01 1.71E-01 1.16E-01

Model B3 5.35E+00 4.04E+00 2.07E+00 1.15E+00

以上のことから，高次関数を RK形状関数の基底に用いることはMPC法による

境界条件の適用における解の振動の抑制に有効な方法であることが確認できた．た

だし表 3.1において，モデル B2の最大誤差も同様に収束する傾向にあるものの最

も収束したものでも 1%を超えていることから節点配置の不規則具合による影響に
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関してはさらに検討が必要なことと言える．また，解の誤差が生じる箇所は境界周

りのみと局所的なものであり，節点数の増加による全体的な解の収束は図 3.6，3.7，

3.8からも確認できることから，MPC法による境界条件の付与が板構造解析全体に

与える影響は少ないと考えられる．

3.2 複数の板の組合せ構造への適用

これまでに，メッシュフリー/粒子法を用いて三次元的な板構造を解いた例として

は，以下のような研究例がある．Peng，Liew らは横荷重を受ける補剛板の解析や，

板の折れ曲がり構造の座屈解析や自由振動解析などを行っている [88–93]．本手法

における板の組合せ構造のモデル化について考えると．前節ではMPC法を用いた

自由度の同期について示したが，同一節点を共有させることのできないメッシュフ

リー/粒子法においても，この方法を複数の板が交わる断面上に適用してやれば，板

を組み合わせて 1つの構造系として取り扱うことが可能となる．本節では平板の定

式化を用いて三次元的な板構造系のモデル化を行うための方法について示す．

3.2.1 面内回転剛性の導入

第 2章には RK を用いた面内変形 2自由度，面外変形 3自由度の計 5自由度の平

面シェルの定式化について示した．シェル理論は一般的には 5自由度の定式化に基

づいており，本来面内回転成分の自由度 θ3を有していない．しかしながら，補剛板

構造のように構造物に折れ曲がりや複数の板が交差する箇所が存在するような立体

的な組合せ構造物の解析を考えるとき，変形の連続性の観点から面内回転 θ3を考慮

しなければならない．Simo [94]は 5自由度の定式化のまま構造の不連続部にのみ局

所的に 6自由度にするアプローチを提案しているが，本研究では以下のKanok [95]

の定式化に基づき，全ての領域について面内回転自由度 θ3を含めた 6自由度の定式

化とした．

WT = κTGthAK

[
θ3 −

1

2

(
∂u2
∂x1

− ∂u1
∂x2

)]2
= 0 (3.17)

ここで，WT はペナルティエネルギー，Gはせん断弾性係数，thは板厚，AKは節点

単位に定義される SCNIのためのボロノイセルの面積ΩK である．κT はペナルティ
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エネルギーの大きさを決定するパラメータであり，Kanokは望ましくない捩りモー

ドを抑制できる値として 0.1以上の値を用いることを推奨している．この方法によれ

ば，剛体回転に関してはペナルティエネルギーがゼロとなることが保障される．こ

こで面内回転 θ3に関するひずみ εθ3を次式のように定義する．

εθ3 = θ3 −
1

2

(
∂u2
∂x1

− ∂u1
∂x2

)
(3.18)

このひずみに対して，Rθ3 = 2κTGεθ3 となる応力を定義すると式 (3.17)は次のよう

に表せる．

WT =
1

2
Rθ3εθ3thAK (3.19)

ペナルティエネルギーを仮想ひずみ δεθ3 による仮想エネルギー δWT として仮想仕

事式 (2.5)左辺の内力項に加えると，∫
V

σ : δεdV + δWT =

∫
L

t̄ · δudL+

∫
S

q̄ · δwdS +

∫
L

m̄ · δθdL (3.20)

となり，RK による εθ3の離散化を次のように行う．

εθ3 =
NP∑
I=1

{
1

2
bI2 − 1

2
bI1 0 0 0 ψI

}
UI =

NP∑
I=1

Bθ3IUI (3.21)

上式 (5.130)を考慮して式 (3.20)離散化すると，次の剛性方程式が得られる．

KU = F (3.22)

Kは剛性マトリクス，F は外力ベクトルであり，剛性マトリクスの成分について示

せば次式のようになる．

KIJ =
NP∑
K=1

BT
I (xK)DBJ(xK)AK +

NP∑
K=1

BT
θ3I

(xK)αKBθ3I(xK) (3.23)

右辺第 2項は式 (3.20)の δWT を離散化したものであり，αK = 2κT thAK である．

3.2.2 板構造物の三次元的なモデル化

RK近似を用いたMPC法による板構造物のモデル化複数の板が組み合わされた構

造の解析を取り扱う際，FEAの場合は板同士の接合線上の節点を共有して同じ自由
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度を持たせることでモデル化が可能となる．一方で，本解析で用いている RK はい

わゆるクロネッカーデルタ特性を持たず変形の近似は板毎に独立して行うため，直

接的に節点を共有することはできない．したがって本研究では，接合線上ではそれ

ぞれの板について節点を存在させ，これらの自由度の近似値を等値させることでモ

デル化を行う．ここでは，三次元的な板構造物のモデル化のための座標変換につい

て示した後にMPC法による自由度の同期を適用し，複数の板による三次元的な構

造系を解く方程式を導く．

図 3.12に示すPlate 1, Plate 2の 2枚の板をT型に接合させる板構造物を例に，三

次元的なモデル化のための座標変換について説明する．

Plate 2

Plate 1

I’

I’’

J’’

J’

K’’

K’

L’’

L’

x’

x’
x’

1

2
3

x’’

x’’

x’’

1

2

3

x1

x2

x3

θ1

u2ｗ p

θ2

θ3

Fig. 3.12: Modeling of T-shaped plate structure

カーテシアン座標系を x1, x2, x3，Plate 1 の面内座標系を x′1, x
′
2, x

′
3，Plate 2 の面

内座標系を x′′1, x
′′
2, x

′′
3 とする．カーテシアン座標系に基づいてそれぞれの自由度の

拘束や等値を行えば，種々の板構造物の変形を一般的に取り扱うことができる．図

3.12において，Plate 1の面内座標系の単位ベクトルはカーテシアン座標系の単位ベ

クトルと一致しており，Plate 2の面内座標系はカーテシアン座標系に対して x2軸

回りに垂直に回転された座標系となる．カーテシアン座標系における成分を用いて

各々の座標系の単位ベクトルを次のように e′，e′′とする．

e′ =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , e′′ =


0 0 −1

0 1 0

1 0 0

 (3.24)
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RK は各々の板について独立に作成されるため，Plate 1内座標系における変位 vh
′
，

及びPlate 2内座標系での変位 vh
′′
は互いに無関係であり，各々の節点変位ベクトル

U ′，U ′′についても同様のことが言える．このことから変位ベクトルuh，節点変位

ベクトルU，あるいはその他の応力・ひずみ成分などに関してカーテシアン座標系

での成分との間に次の関係が成り立つ．

uh =

 T ′ 0

0 T ′′


T 

u′h

u′′h

 (3.25)

U =

 T ′ 0

0 T ′′


T 

U ′

U ′′

 (3.26)

また，T ′,T ′′は式 (3.24)の基底ベクトルに基づきそれぞれ次のように表される．

T ′ =



e′ 0 · · · 0 0

0 e′ · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · e′ 0

0 0 · · · 0 e′


, T ′′ =



e′′ 0 · · · 0 0

0 e′′ · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · e′′ 0

0 0 · · · 0 e′′


(3.27)

この関係を用いて各々の板について構成された剛性方程式を次のようにカーテシア

ン座標系へと写像する．
δU ′

δU ′′


T  K ′ 0

0 K ′′




U ′

U ′′

 =


δU ′

δU ′′


T 

F ′

F ′′


→ δUTKU = δUTF (3.28)

ただし，カーテシアン座標系におけるK，F はそれぞれ次式のように表す．

K =

 T ′ 0

0 T ′′


T  K ′ 0

0 K ′′


 T ′ 0

0 T ′′

 , F =

 T ′ 0

0 T ′′


T 

F ′

F ′′


(3.29)
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前節で示した自由度の拘束，あるいは同期はカーテシアン座標系における自由度の

近似に基づき変換マトリクスを構成し，カーテシアン座標系に写像済みの剛性方程

式に対して適用することで一般化が可能である．また他の組合せ形状の接合を考え

る場合には板毎の単位ベクトルを置き換えることで一般的にモデル化を行える．

3.3 数値解析例

本節では板の組合わせ構造物の線形解析を実施し，考察を行う．全ての解析例に

ついてせん断補正係数 k = π2/12，影響半径決定パラメータ h = 1.2a (a：粒子間距

離)，面内回転剛性のペナルティエネルギーの係数 κT = 0.1として計算を行う．

3.3.1 T型はりの曲げ解析

図 3.13(a)に示すT型はりの曲げ解析について示す．

1.0

0.25

0.5

P

(b)(a)

Fig. 3.13: Numerical model for T-shaped plate structure [(a) Dimensional diagram,

(b) Boundary condition]

物性値は弾性係数E = 2.06×105，ポアソン比 ν = 0.3であり，板厚は th = 0.01であ

る．節点間距離は 1 : 0.05, 2 : 0.025, 3 : 0.0125の 3種を考え，節点配置は図 3.14(a)

のような規則的な配置 (A1，A2，A3)と，図 3.14(b)のような不規則配置 (B1，B2，

B3)について解析する．また自由度の等値のために，板が重なる境界上ではそれぞ

れ同位置に節点が配置されるようなモデル化を行う．境界条件は図 3.13(b)に示さ

れるように x2x3平面に接する辺を完全拘束し x1 = 1.0, x2 = −0.25の端部に点荷
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A1

(a) (b)

B1

A2

A3 B3

B2

Fig. 3.14: Discretization of T-shaped plate structure by SCNI [(a) Regular arrange-

ment, (b) Irregular arrangement]

52



重 P = 1.0を加える．参照解には汎用ソフトMSC.Marc [96]による FEAの値を用

いる．FEAで用いる要素は非適合要素である要素番号 75番の四節点厚肉アイソパ

ラメトリックシェル要素である．要素分割は均等に行い，要素数による解が十分に

収束したとみなせる分割数を用いている．

x2 = −0.25におけるたわみの分布，板中立面の面内方向の x1軸方向応力分布を

図 3.15 (a)，(b)にそれぞれ示す．本手法による解は参照解に対してよく一致してお

り，高精度な解析が実施できていることが確認できる．
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Fig. 3.15: Numerical results along x2 = −0.25 [(a) Deflection, (b) Longitudinal

stress]

3.3.2 折れ曲がりを持つ板構造物の曲げ解析

図 3.16(a)に示す折れ曲がり構造モデルの解析について示す．

3.0

0.5

q

(b)(a)

A
B

C

1.0

Fig. 3.16: Numerical model for folded plate structure [(a) Dimensional diagram, (b)

Boundary condition]
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A1 B1

A2 B2

A3 B3

(a) (b)

Fig. 3.17: Discretization of folded plate structure by SCNI [(a) Regular arrangement,

(b) Irregular arrangement]
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本解析例はBatheら [97]の行った例を比較対象とした解析例であり，参照解には前

項と同様のMSC.Marcによる解に加えBatheらによる解との比較も行う．Batheら

は構造の対称性から 1/4モデルで解析を実施しているが，本手法による組合せ構造

物のモデル化の検証のため，本例題では全体モデルでの解析を実施した．物性値は

弾性係数E = 2.0×1011，ポアソン比 ν = 0.3であり，板厚は th = 0.01である．節点

間距離は 1 : 0.1, 2 : 0.05, 3 : 0.025の 3種を考え，節点配置は前項と同様に図 3.17(a)

のような規則的な配置 (A1，A2，A3)と，図 3.17(b)のような不規則配置 (B1，B2，

B3)について解析する．前項と同様に，板が重なる境界上ではそれぞれの板に属す

る節点が同位置に配置されるようモデル化を行う．境界条件は図 3.16(b)に示す通り

で，x1x2平面に接する辺を完全固定し天板中央の x1 = 1.5の辺に分布荷重 q = 2.0

を作用させる．

被荷重箇所 x1 = 1.5におけるたわみの分布，点ABCに沿った辺上での板上面及

び下面の x1軸方向応力分布を図 3.18，3.19 (a)，(b)にそれぞれ示す．粗い分割では

誤差が見られるものの，節点数を増やすことで解が収束しており，参照解に対して

よく一致していることが確認できる．また，図 3.19 (a)，(b)の点B周りを拡大した

ものをそれぞれ図 3.20 (a)，(b)に示す．2枚の板の接合部であるため特異な分布に

なっているが，節点数の増加に伴い解が収束していく様子が確認できる．以上より，

組合せ構造物の線形解析にMPC法が適用できることが示された．
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Fig. 3.18: Convergence of deflection along x1 = 1.5
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Fig. 3.19: Convergence of longitudinal stress along ABC [(a) Top surface, (b) Bottom

surface]
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Fig. 3.20: Convergence of longitudinal stress along ABC (distance:1-2) [(a) Top

surface, (b) Bottom surface]

3.4 第3章結言

本章にはメッシュフリー/粒子法において基本境界条件を取り扱うための一手法で

あるMPC法について示した．定式化の概要について示し，MPC法を適用する上で

の問題点について究明し，回避策を検証した．問題の根本的な解決には再考の余地

があるものの，グローバルな計算精度に与える影響は少ないものと考えられること

がわかった．また，自由度を同期する手段を応用して三次元的な組合せ構造物のモ

デル化を行い，参照解と高精度に一致する解を得ることで提案手法の妥当性を確認

した．
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第4章 平板の幾何学的非線形問題

有限変形問題においては，材料線形であっても仮想仕事式は変位に関して非線形

となるため，通常は接線剛性を導いて反復法による解析を行う必要がある．反復解

析はある小さな荷重増分に対して区分的に行われ，この積み重ねによって最終的な

物体の形態へと至る増分解析と呼ばれる手法が一般的に用いられる．

Fig. 4.1: Consept of nonlinear analysis

物体の運動について，変形前の時刻 0における物質点 (Lagrange型解析においては

節点)の配置を初期配置Xとする．また，各物質点の時刻 tにおける座標を txとす

る．増分解析では，現時刻 tから有限な時間増分∆t経過後，つまり時刻 t′ = t+∆t

における物質点の配置を逐次求める．その際の基準配置として，時刻 t0 = 0の初期

配置X を用いるものを total Lagrange法と呼び，変形中の時刻 t0 = tの現配置 tx

を用いる方法を updated Lagrange法と呼ぶ．本手法では幾何学的非線形問題の仮想

仕事式に対して平板の変形を適用することで線形問題から幾何学的非線形問題への

拡張を行った．ただし，第 2章で示したRKは二次元の座標の関数として与えられ

ており，先に示した通常の平板の定式化を拡張しようとも，時々刻々三次元的に配
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置の変わる updated Lagrange 法を単純に適用することは容易ではないため，本章

では total Lagrange 法に基づいた定式化を行っている．なお，基本境界条件の定義

方法には前章に示したMPC法を適用する．

4.1 幾何学的非線形解法

幾何学的非線形解析を実施するために，初期配置を参照する total Lagrange 法に

基づいた定式化，離散化を行った．初期配置X から時刻 tにおける現配置 txまで

の変位を tu(= tx −X)とし，ひずみ，応力テンソルには時刻 0の初期配置を基準

配置とする Green-Lagrange ひずみテンソルと第 2 Piola-Kirchhoff 応力テンソルを

用いる．

t
0E =

1

2

{
∂tu

∂X
+
∂tu

∂X

T

+
∂tu

∂X

T

· ∂
tu

∂X

}
(4.1)

t
0S = C : t0E (4.2)

時刻 t′ = t+∆tにおける仮想仕事式は次式のように表される．∫
V

t′

0S : δt
′

0EdV = t′δR (4.3)

t′δR =

∫
St

t′

0 t̄ · δudS (4.4)

ここで，t′
0S，

t′
0E，

t′δR，t′
0 t̄はそれぞれ左下付きの基準時刻を t0 = 0とする左上付

きの時刻 t′における第 2Piola-Kirchhoff応力テンソル，Green-Lagrangeひずみテン

ソル，外力の仮想仕事，公称表面力ベクトルであり，V，Stは物体の体積および表

面力を受ける面積を指す．

変位増分をuとすれば時刻 t′における変位 t′uは，

t′u =t u+ u (4.5)

これを踏まえて t′
0E，

t′
0Sを分解すると，

t′

0E = t
0E + 0EL + 0ENL (4.6)

t′

0S = t
0S + 0S (4.7)
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ここで，0EL，0ENLはそれぞれGreen-Lagrangeひずみ増分の線形項，非線形項で

ある．これを仮想仕事式に代入すると，次のような増分分解式が得られる．∫
V

0S : (δ0EL + δ0ENL)dV +

∫
V

t
0S : δ0ENLdV

=t′δR−
∫
V

t
0S : δ0ELdV (4.8)

この増分分解式 (4.8)について考えると，左辺は uに関して非線形となるため左辺

の線形化を行うと，

lim
∆t→0

{式 (4.8)左辺 } /∆t

=

∫
V

t
0Ṡ : δ0ELdV +

∫
V

t
0S : (δ0ENL)̇dV (4.9)

となる．∆t → 0において u → 0となることから uに関して 2次以上となる 0S :

δ0ENLの項は無視され，線形化が行われる．以上の線形化を行うことで，最終的に

以下の変位増分uについての増分分解式を得る．[∫
V

t
0Ṡ : δ0ELdV +

∫
V

t
0S : (δ0ENL)̇dV

]
∆t

=t′δR−
∫
V

t
0S : δ0ELdV (4.10)

4.2 仮想仕事式の離散化

仮想仕事式 (4.10)に基づいて RK 近似による仮想仕事式の離散化を行う．まず，

時刻 tの変位 tu(x)について考える．回転が微小であることを前提に，平板の変位

増分は次のように表される．

u(X) =


u1(X)

u2(X)

u3(X)


=


u1mid(X) + zθ2(X)

u2mid(X)− zθ1(X)

u3(X)


(4.11)

第 2章の線形問題の定式化と同様，ui (i = 1, 2, 3)は時刻 tにおけるカーテシアン座

標系Xi (i = 1, 2, 3)に対応する変位増分，zは板厚内の座標 (|z| ≤ th/2，θi (i = 1, 2)
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はXi (i = 1, 2)軸回りの回転角増分である．式 (4.11)に RK近似を適用すると，変

位増分は次式のように近似できる．

uh(x) =
NP∑
I=1

ΨI(x)UI (4.12)

ここで，uhは変位増分の近似値ベクトル，UI は節点変位増分ベクトル，ΨI は uh

とUI を関連づけるRK によるマトリクスであり，それぞれ次のように表される．

uh =

{
uh1 uh2 uh3

}T

(4.13)

UI =

{
d1I d2I d3I d4I d5I

}T

(4.14)

ΨI =


ψI 0 0 0 zψI

0 ψI 0 −zψI 0

0 0 ψI 0 0

 (4.15)

次に，次式に示される∆t間の Green-Lagrange ひずみテンソルの増分 0Eについて

考える．

0Eij =
1

2

{
∂ui
∂Xj

+

(
∂uj
∂Xi

)
+

(
∂uk
∂Xi

)
·
(
∂tuk
∂Xj

)
+

(
∂tuk
∂Xi

)
·
(
∂uk
∂Xj

)}
+

1

2

(
∂uk
∂Xi

)
·
(
∂uk
∂Xj

)
=0ELij +0 ENLij (4.16)

ここで，0ELij，0ENLijはそれぞれひずみ増分の変位増分についての線形項，及び非

線形項である．式 (4.12)の変位増分の近似式を代入すれば，変位-ひずみ変換マトリ

クスは次式のように表される．{
0EL11 0EL22 20EL12 20EL31 20EL23

}T
=

NP∑
I=1

t
0BLIUI (4.17)
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t
0BLI はひずみ増分の線形項 0ELijと節点変位増分ベクトルUI を関連付けるマトリ

クスであり，次式のように表される．

t
0BLI =

bI1F11 bI1F21 bI1F31 −zbI1F21 zbI1F11

bI2F12 bI2F22 bI2F32 −zbI2F22 zbI2F12

bI1F12 + bI2F11 bI1F22 + bI2F21 bI1F32 + bI2F31 −z(bI1F22 + bI2F21) z(bI1F12 + bI2F11)

bI1F13 bI1F23 bI1 −ψIF21 ψIF11

bI2F13 bI2F23 bI2 −ψIF22 ψIF12


(4.18)

ここで，bIi, (i = 1, 2)は第 2章に示した SCNI による線積分，ψIは RKであり，線

形解析と同様に SCNIのボロノイ分割を用いて面積分を行う．また，Fijは次式に示

す時刻 tにおける変形勾配テンソルである．

Fij = δij +
∂tuhi
∂Xj

(4.19)

ここで，∂tuhi /∂Xjは式 (4.12)で示す i番目のRKによる近似変位 tuhi (x)のXj (j =

1, 2, 3)に関する一階偏微分であるが，たわみ角成分は微小として無視する．同様に

してGreen-Lagrange ひずみ増分の非線形項の離散化に関るマトリクス t
0BNLを示

す．uhT,i (i = 1, 2, 3)を以下に示す変位の一階微分に関するベクトルとすると，次の

ように表すことができる．

uhT,i =
{
uh1,i uh2,i uh3,i

}
i = {1, 2, 3} (4.20)

{
uhT,1 uhT,2 uhT,3

}T
=

NP∑
I=1

t
0BNLIUI (4.21)

t
0BNLI =



bI1 0 0 0 zbI1

0 bI1 0 −zbI1 0

0 0 bI1 0 0

bI2 0 0 0 zbI2

0 bI2 0 −zbI2 0

0 0 bI2 0 0

0 0 0 0 ψI

0 0 0 −ψI 0

0 0 0 0 0



(4.22)
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以上で得られた変位-ひずみ変換マトリクスを用いて式 (4.10)を離散化すると，時刻

tから時刻 t′への変位増分を求める接線剛性方程式が得られる．

t
0KU = t′

0F − t
0Q (4.23)

t
0Kは剛性マトリクス，

t
0Qは内力ベクトルであり，

t′
0F は時刻 t′での外力ベクトル

である．剛性マトリクス及び内力ベクトルの各成分を次に示す．

t
0KIJ = t

0KL IJ +
t
0KNL IJ (4.24)

t
0KL IJ =

NP∑
K=1

t
0B

T
L I(xK)D

t
0BL J(xK)AK (4.25)

t
0KNL IJ =

NP∑
K=1

t
0B

T
NL I(xK)

t
0S̄(xK)

t
0BNL J(xK)AK (4.26)

t
0QI =

NP∑
K=1

t
0B

T
L I(xK)

t
0Ŝ(xK)AK (4.27)

t
0KL，

t
0KNLはそれぞれ，剛性マトリクス

t
0Kの初期変位項，初期応力項である．ま

た，AKは SCNI の領域ΩKの面積である．構成則マトリクスは線形解析に示したも

のと同様の弾性マトリクスであり，第 2Piola-Kirchhoff応力テンソルによる応力マ

トリクス，ベクトルは次のように定義する．

t
0S̄ =


t
0S11I

t
0S12I

t
0S13I

t
0S21I

t
0S22I

t
0S23I

t
0S31I

t
0S32I 0

 (4.28)

t
0Ŝ

T =
{

t
0S11

t
0S22

t
0S12

t
0S23

t
0S31

}
(4.29)

平面応力場の仮定より t
0S33Iは0とみなされている．Iは3×3の単位ベクトルである．

また，体積積分についても線形解析と同様に板厚方向の積分は解析的に積分している．

時刻 tから t+∆tの線形化された式 (4.23)を解き，荷重増分制御のNewton-Raphson

法による反復計算により未知配置 t′における解の収束を得る．
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4.3 数値解析例

本節では平板の幾何学的非線形問題の数値解析例として矩形パネルの座屈解析と

防撓パネルの座屈解析を示す．共通のパラメータとして弾性係数 E = 206GPa，ポ

アソン比 ν = 0.3，せん断補正係数 κ = π2/12，影響半径決定パラメータ h = 1.15a

(a：節点間距離)を用いる．参照解には十分に細かいメッシュ分割の FEAによる解

を用いる．先の定式化に示した通り，幾何学的非線形問題では残差力の収束，つま

りは応力の評価が重要な問題となる．基本境界条件の規定方法としてMPC法を用

いるが，RKの基本となるカーネル関数にはCubic spline (3次)，5次，7次，9次の

スプライン関数を用い，手法の精度の確認と共に 3.1.4項にて行ったMPC法の局所

的な解の誤差についての検証を改めて行う．

4.3.1 矩形パネルの座屈解析

面内方向の軸圧縮を受ける矩形パネルの座屈解析について示す．板の寸法は1000×

1000 mm2，板厚は th = 5 mmの薄板とする．境界条件は図 4.2 (a)，(b)に示す通りで

あり，単純支持される板に対して初期ステップ (図 4.2 (a))で初期不整導入のための等

分布圧力を載荷したまま以降のステップ (図 4.2 (b))で面内方向の一軸圧縮を加える．

x1

x2

(a) Step 1

T
y
in

g

Tying

(b) Step 2 -

E = 206 GPa

ν = 0.3

1000 mm

1
0

0
0

 m
m

x1

x3

Uniform pressure

x1

x2

T
y
in

g

Tying

x1

x3

Loads

Loads

Fig. 4.2: Model for the buckling analysis of a rectangular plate [(a) Step 1 (Uniform

pressure), (b) Step 2 (Point loads)]
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初期ステップでの等分布荷重値は初期不整の最大たわみA0と板厚 thの比がA0/th=0.01，

0.05，0.1となる荷重値を用いている．以降のステップで直線保持された辺 (x1=1000

mm) に加えられる圧縮荷重値は 2.0 × 105N である．変位の拘束及び直線保持の

ための同期はMPC法を用いて規定する．離散化モデルは 3.1.4項で用いたモデル

A1，A2，A3，B1，B2，B3を用いる．初期不整感度を確認するため FEAによる

A0/th = 1.0 × 10−4の初期不整を導入した解を併せて示す．モデルA3，及び B3の

3次，9次関数を用いた面中央の荷重-変位曲線をそれぞれ図 4.3，4.4に示す．また
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Fig. 4.3: Load-deflection curve for Model A3 (regularly distributed model)

Deflection (mm)

L
o
a
d
 (

N
)

B3 (Cubic spline)

B3 (9th-order spline)

MSC.Marc

A /t = 1e-4 0

A /t = 0.01 0

A /t = 0.1 0

h

h

h

A /t = 0.05 0 h

Fig. 4.4: Load-deflection curve for Model B3 (irregularly distributed model)
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スプライン関数の次数による影響を確認するため，それぞれの次数での最大たわみ

の収束傾向を図 4.5に示す．モデルはA1，A2，A3でありA0/th=0.01の条件におけ

る解を示している．さらにモデル A3，B3の最終ステップでの x2=500 mmにおけ

る応力 S11，S22の分布を図 4.6に示す．各々の結果から，本手法の解は参照解と高

精度に一致していることが確認できる．また最大たわみや応力の分布に関してスプ

ライン関数の次数による影響はほとんど見られないことから，MPC法適用による解

の誤差が解析全体に与える影響は少ないことがうかがえる．次項の例題でも同様の

検証を行う．
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Fig. 4.5: Convergence study (A0/th=0.01)
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Fig. 4.6: Stress distribution along the x1 direction (x2=500 mm)
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4.3.2 防撓パネルの座屈解析

防撓パネルの座屈解析について示す．防撓パネルは船体や海洋構造物中によく用

いられる座屈を防ぐための構造であり [98]，ここでは図 4.7 (a)に示されるモデルを

取り扱う．

Symmetrical BC
Periodical BC

A

B

Trans.

I J

KL

Trans. Trans.

Longi.

Longi.

Longi.

a

b

Aspect ratio: a/b = 2.0

 Initial deflection
(Buckling mode)

(a)

(b)

x1

x2

x3

x1

x2

x3

Fig. 4.7: Analysis model for buckling analysis of a stiffened plate [(a) Stiffened plate

structure (a/b=2.0), (b) Double-bay double-span model]

板の寸法は長軸方向に a=1000 mm，短軸方向に b=500 mmとし，アスペクト比 a/b

は 2.0である．板厚は 10 mmとする．計算モデルはガーダーとフレームで補強され

る周期的な構造の一部 (IJKL)であり，境界条件として直線保持に加えて対称条件

と周期境界条件を課す必要がある．このモデルは一般にダブルスパン-ダブルベイモ

デルと呼ばれるものである．離散化モデルは 61 × 31の節点分割の A4，B4として

図 4.8(a)，(b)に示されるものを用いる.
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(a)

(b)

Longi.Longi.

Trans.

Trans.

Longi.Longi.

Trans.

Trans.

Fig. 4.8: RK models (61×31 nodes)[(a) Model A4, (b) Model B4]

本例題では荷重方向に 2半波の初期不整を設け，その最大たわみ量A0は 0.1 mm

である (A0/th=0.01)．FEAでは一般にこの形状は初期座標として与えられるが，平

板の定式化となる本手法ではこの形状を平板の状態からの変形モードU0として与

える．U0が与えられたとき平衡状態と仮定するためにその時点での内力ベクトルを

初期の外力ベクトルとして定義することで初期応力を考慮した上で同様の計算を実

施できる．

t0
0 KU0 =

t0
0 F − t0

0 Q = 0 (4.30)

ここで t0は初期不整が与えられた時点での時刻であり，
t0
0 K，

t0
0 F，

t0
0 Qはそれぞれ

この時の接線剛性マトリクス，外力ベクトル，内力ベクトルである．実際に加えら

れる荷重は式 (4.30)の状態を保存した後に進められる．境界条件は図 4.7 (b)に示さ
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れる．ガーダー・フレーム上でのたわみは剛に拘束され，初期不整モードに依存す

る構造の連続性と周期性のためMPC法により対称条件を辺 IJ，KLに，周期境界

条件を辺 IL，JKに課す．荷重条件として初期ステップで水圧を想定した 4ケース

の等分布荷重 (wp = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3 MPa)を，以降のステップで長軸方向の端部

x1=1000 mmに一軸圧縮力 2.5× 106 Nを加える．計算結果を図 4.9，4.10に示す．
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Fig. 4.9: Load-deflection curve [(a) Model A4 , (b) Model B4 ]
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Fig. 4.10: Stress distribution along the x1 direction (x2=500 mm)[(a) wp=0.0MPa,

(b) wp=0.3MPa]

図 4.9(a),(b)はそれぞれモデルA4，B4の点A，Bにおける荷重-変位曲線であり，水

圧の影響を受ける座屈挙動を良く表し初期不整モードに依存する変形が確認できる．

また，辺KLにおける最終ステップでの応力分布を図 4.10(a),(b)に示す．図 4.10(a)

はwp = 0.0MPa，図 4.10(b) はwp = 0.3MPaの解であり，参照解に対する高精度な

一致と周期境界条件による応力の連続性が確認できる．また，この例題においても

やはり 3次，9次関数による違いはほとんど無く，本節で取り扱ったような一般的な
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座屈解析において全体的な評価を行う場合には，MPC法の適用に依存する局所的な

解の振動はほとんど問題にならないことがわかった．

4.4 第4章結言

本章には RKPMにより離散化された平板の幾何学的非線形問題の定式化につい

て示した．本手法の解は汎用 FEAソフトウェアによる解と高精度に一致しており，

定式化の妥当性が確認できた．また，第 3章にて提案したMPC法に関する応力が

振動するという問題に関して数値解析例で改めて検証を行ったが，少なくとも局所

的な誤差が問題とならないグローバルな変形に悪影響を与えうるものではなく，直

線保持や周期連続境界条件などの自由度を同期する境界条件が適切に与えられてい

ることが確認できた．
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第5章 曲面座標系を用いたシェルの定

式化

前章ではカーテシアン座標系の座標に基づいた平板の幾何学的非線形問題の定式

化を示した．数値解析例では汎用 FEAソフトウェアによる解と高精度に一致し手

法の妥当性は確認できたが，あくまでも計算できる対象は平板のみで取り扱える問

題が限定される．初期たわみを導入した座屈解析を実施したが，初期形状として与

えるのではなく やや複雑な方法を要し，かつ微小回転を前提とする初期たわみ程度

の曲面しか表現できないことなどから一般的な曲面を扱うことはできない．また従

来のメッシュフリー/粒子法を用いた板構造解析は，先述の通り古典的な板理論に基

づいた手法が多いため平板を計算対象としたものがほとんどであり，EFGM を用い

た Krysl ら [65] や Noguchi ら [74] の研究以外では任意曲面の曲げ解析などはほと

んど行われていない．一般的な FEA ではアイソパラメトリックシェル要素を曲面

に連続して配置することで近似的な曲面として取り扱うが，メッシュフリー/粒子法

においては一枚の板全体を一つの曲面形状として取り扱うため，このような方法を

用いることができない．また，カーテシアン座標系に基づく三次元の近似関数によ

り曲面形状の問題を取り扱った研究例 [99] もあるが，近似関数の構成や数値積分に

関して大きな計算コストや煩雑さが要求される．そこで，Krysl ら [65] や Noguchi

ら [74] らの方法を参考に，共変基底ベクトル，反変基底ベクトルを基底とする曲面

内に埋め込まれた曲面座標系を用いることで，任意曲面を一般的に取り扱えるシェ

ルの定式化を行った．

本章には，曲面座標系を用いたRKPMによるシェルの幾何学的非線形問題の定式

化を示す．また，増分制御方法として新たに組み込んだ弧長法の概要と，第 3章に

示した組合せ構造のための面内回転剛性を曲面座標系上で取り扱うための方法につ

いて説明する．
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5.1 曲面座標系を用いた RKPM によるシェルの幾何学

的非線形問題の定式化

本章では曲面座標系を用いたRKPMによる一般シェル定式化について示す．初め

に板の変形と曲面座標系を用いるための基底ベクトルやカーテシアン座標系との関

係について示し，仮想仕事式における応力・ひずみテンソルや構成則テンソルの成

分や積分方法について説明する．

5.1.1 板の変形とRKPMにおける曲面座標系

板の初期配置X，及び時刻 tにおける配置 txはそれぞれ次のように表せる．

X = Xmid +
r3

2
th

0V3 (5.1)

tx = txmid +
r3

2
th
tV3 (5.2)

ここで，Xmid，
txmidはそれぞれカーテシアン座標系における板の中立面の座標で

あり，thは板厚，
0V3，

tV3はそれぞれ初期配置と時刻 tでのシェルのディレクター

である．r3はディレクター方向の一般化座標である．式 (5.2)より，現配置 tから未

知配置 t′への∆t = t′ − t間の変位増分ベクトルuは次式で表される．

u = t′x− tx

= t′umid − tumid +
r3

2
th(

t′V3 − tV3) (5.3)

ここでディレクターの回転について微小と仮定すると，ディレクターに直交する局

所直交基底ベクトル Vi(i = 1, 2)と Viに分解された回転角 βi(i = 1, 2)を用いて u

は次のように書き換えられる．

u = umid +
r3

2
th(−β1tV2 + β2

tV1) (5.4)

つまり，並進変位 3成分と回転 2成分の 5自由度を持つ変形となる．なお，物性は等

方性材料を仮定するため，Vi(i = 1, 2)は面に接し互いに直交してさえいれば良く，

それぞれ次のように表すことで任意点においてディレクターV3から容易に求まる．

V2 =
V3 × e1

|V3 × e1|
(5.5)

V1 = V2 × V3 (5.6)
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ここで，e1はカーテシアン座標系の直交基底ベクトルの第 1成分である．

X1

2
3 r1X
X

r3

r2
mapping

r1

r2

1

1

-1

-1

0

Fig. 5.1: Schematic illustration of convected coordinate system

さて，本手法では図 5.1に示されるようにカーテシアン座標系X = (X1, X2, X3)

における曲面に対して，その面内に曲面座標系 r = (r1, r2, r3)を定義することで

曲面を取り扱う．曲面を定義するための複数の点はぞれぞれの座標系における座標

を有しており，座標Xは曲面座標系内の座標 rによる関数によって定義することも

可能であるし，あるいは直接の入力とすることもできる．このとき面内の任意点の

カーテシアン座標系における座標は曲面座標によって次のように表せる．

Xmid(r
1, r2) =

K∑
I=1

NI(r
1, r2)XI (5.7)

X(r1, r2) =
K∑
I=1

NI(r
1, r2)

(
XI +

r3

2
th

0V3

)
(5.8)

Kは曲面を定義するために必要な点数である．NIはその補間関数であり，Noguchi

ら [74]は曲面座標系を一般化座標系としてNIにはラグランジュ型の関数を用いてい

る．この方法は total Lagrange 法に基づく幾何学的非線形解法への適用であるため，

この曲面の定義は初期配置についてのみ用いられ，また適用例は二次曲面などの低

次の関数により表されたものであるため効率的な計算が実施できている．しかしな

がら，初期たわみのような指数型関数で表される曲面の表現や時々刻々曲面が変形

する updated Lagrange 法への適用を考えたとき，その都度適切な数Kを導きラグ

ランジュ型の補間関数NI を定義するのは有効ではない．そこで本研究では，Krysl

ら [65] の方法に倣いこの曲面の定義においてもKを総節点数NP，NIをRK ψI と

することで，初期形状や変形途中の状態を問わずある程度複雑な関数によって表さ
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れる曲面でも表現することができるようにした．またこのことから曲面座標系には

特に一般化座標系を用いる必要はない．すなわち，式 (5.7)，(5.8)は次式

Xmid(r
1, r2) =

NP∑
I=1

ψI(r
1, r2)XI (5.9)

X(r1, r2) =
NP∑
I=1

ψI(r
1, r2)

(
XI +

r3

2
th

0V3

)
(5.10)

となり，変位増分uはRKを用いて次のように表される．

u =


u1

u2

u3

 =


u1 − th

2
r3β1

tV 2(1) +
th
2
r3β2

tV 1(1)

u2 − th
2
r3β1

tV 2(2) +
th
2
r3β2

tV 1(2)

u3 − th
2
r3β1

tV 2(3) +
th
2
r3β2

tV 1(3)



=
NP∑
I=1


ψI 0 0 − th

2
r3ψI

tV 2(1)
th
2
r3ψI

tV 1(1)

0 ψI 0 − th
2
r3ψI

tV 2(2)
th
2
r3ψI

tV 1(2)

0 0 ψI − th
2
r3ψI

tV 2(3)
th
2
r3ψI

tV 1(3)





u1I

u2I

u3I

β1I

β2I


=

NP∑
I=1

ΨIUI (5.11)

ここで，局所直交基底ベクトル tV iの右下付きの括弧内の値 j (= 1, 2, 3)はそれぞ

れカーテシアン座標系の基底ベクトル ejで
tV iを分解したときの第 1，第 2，第 3成

分である．以降でベクトルについて右下付きの括弧がある場合，特に断りが無い限

りは全て同様の成分を表す．任意点での tV iは式 (5.9)や (5.10)の座標と同様にRK

によって表される．

tVi(r
1, r2) =

NP∑
I=1

ψI(r
1, r2)tV iI (5.12)

またこのとき，曲面上の基底ベクトルとして次式の共変基底ベクトルを用いる．

Gi =
∂X

∂ri
=

NP∑
I=1

∂ψI(r
1, r2)

∂ri

(
XI +

r3

2
th

0V3I

)
, (i = 1, 2) (5.13)

G3 =
∂X

∂r3
=

NP∑
I=1

ψI(r
1, r2)

1

2
th

0V3I (5.14)
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一般的なカーテシアン座標系における基底ベクトル同士は互いに直交するため，

ei · ej = δij (5.15)

となるが，曲面上の共変基底ベクトル同士は基本的には必ずしも互いに直交するベ

クトルではないためこの通りでない．

Gi ·Gj ̸= δij (5.16)

従って，このような条件を満たすよう反変基底ベクトルGiを定義する．

Gi ·Gj = δji (5.17)

反変基底ベクトルGiは式 (5.17)の関係より，共変基底ベクトルGiを用いて次のよ

うに表すことができる．

Gi =
Gj ×Gk

Gi · (Gj ×Gk)
(5.18)

(i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)

また，時刻 tにおける共変基底ベクトル tgiは，変位
tuと初期配置の共変基底ベク

トルGiを用いて次のように表せる．

tgi =
∂x

∂ri
=
∂(X +t u)

∂ri
= Gi +

∂tu

∂ri
(5.19)

5.1.2 仮想仕事式の増分分解

ひずみテンソルとしてGreen-Lagrange ひずみテンソル t
t0
E，応力テンソルとして

第 2Piola-Kirchhoff応力テンソル t
t0
Sを用いると，未知配置 t′ = t +∆tにおける仮

想仕事式は次のように表せる．∫
V

t′

0S : δt
′

0EdV = t′δR (5.20)∫
tv

t′

t S : δt
′

t Ed
tv = t′δR (5.21)

応力・ひずみテンソルの左下付きの添え字は参照配置を示し，式 (5.20)は参照配置

を初期配置 t0 = 0とする total Lagrange法，式 (5.21)は参照配置を現配置 t0 = tと
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する updated Lagrange法の仮想仕事式である．また t′δRは仮想外力項，V は初期

配置の解析領域の体積，tvは現配置の解析領域の体積である．未知配置 t′及び現配

置 tにおけるGreen-Lagrangeひずみテンソルを曲面座標系における基底ベクトルに

よって分解したとき，式 (5.20) について考えるとそれぞれ次式のように反変基底ベ

クトルによって分解された共変成分として表される．

t′

0E =
1

2

(
t′gi · t

′
gj −Gi ·Gj

)
Gi ⊗Gj (5.22)

t
0E =

1

2

(
tgi · tgj −Gi ·Gj

)
Gi ⊗Gj (5.23)

Green-Lagrangeひずみの増分 0Eを考えると，

0E = t′

0E − t
0E = 0EijG

i ⊗Gj

=
1

2

(
t′gi · t

′
gj − tgi · tgj

)
Gi ⊗Gj (5.24)

変位増分uと tgiを用いて
t′giを表すと

t′gi =
tgi +

∂u

∂ri
(5.25)

であり，ひずみ増分の成分 0Eijは，

0Eij =
1

2

{(
tgi +

∂u

∂ri

)
·
(
tgj +

∂u

∂rj

)
− tgi · tgj

}
=

1

2

(
tgi ·

∂u

∂rj
+ tgj ·

∂u

∂ri

)
+

1

2

(
∂u

∂ri
· ∂u
∂rj

)
= 0ELij + 0ENLij (5.26)

と表せる．ここに，0ELij，0ENLij は 0Eij の変位増分についての線形項，及び非線

形項であり，その変分をとると，

δ0Eij =
1

2

(
tgi ·

∂δu

∂rj
+ tgj ·

∂δu

∂ri

)
+

1

2

(
∂δu

∂ri
· ∂u
∂rj

+
∂u

∂ri
· ∂δu
∂rj

)
= δ0ELij + δ0ENLij (5.27)
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となる．現配置 tでの状態量が既知であることを考えると t′
0Eの変分は 0Eの変分で

あると見なすことが出来るので，

δt
′

0E = δ0E

= δ0EijG
i ⊗Gj

=
(
δ0ELij + δ0ENLij

)
Gi ⊗Gj (5.28)

一方，時刻 t′の第 2Piola-Kirchhoff応力を曲面座標系における共変基底ベクトルを

用いて分解すると，

t′

0S = t
0S + 0S

=
(
t
0S

ij
+ 0S

ij
)
Gi ⊗Gj (5.29)

以上をまとめると，式 (5.20)を増分分解した次式が得られる．∫
V

0S
ij
(
δ0ELij + δ0ENLij

)
dV +

∫
V

t
0S

ij
δ0ENLijdV

= t′δR−
∫
V

t
0S

ij
δ0ELijdV (5.30)

ただし，式 (5.30)左辺は変位増分uについて非線形であるから，∆tで除して∆t→ 0

として速度系に線形化を行う．0S
ij/∆t → t

0Ṡ
ij,u/∆t → tu̇を考慮し, また u → 0

から uに関して 2次以上となる t
0Ṡ

ijδ0ENLij を無視できることを考えると，次式が

得られる．

lim
∆t→0

(L.H.S. of Eq.(5.30)/∆t)

=

∫
V

t
0Ṡ

ijδELijdV +

∫
V

t
0S

ij(δENLij )̇dV (5.31)

ここで，応力速度-ひずみ速度関係を次のように定義する．

t
0Ṡ = 0C̄ : t0Ė (5.32)

各点における曲面内の局所直行基底ベクトルViを用いて構成則マトリクス 0C̄を分

解すると，

C̄ = 0C̄ijklVi ⊗ Vj ⊗ Vk ⊗ Vl (5.33)
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となり，曲面内では通常のシェルの弾性マトリクスとして次のように定義される．

0C̄ =



0C̄1111 0C̄1122 0C̄1112 0C̄1123 0C̄1131

0C̄2211 0C̄2222 0C̄2212 0C̄2223 0C̄2231

0C̄1211 0C̄1222 0C̄1212 0C̄1223 0C̄1231

0C̄2311 0C̄2322 0C̄2312 0C̄2323 0C̄2331

0C̄3111 0C̄3122 0C̄3112 0C̄3123 0C̄3131



=
E

1− ν2



1 ν

1 0

1−ν
2

sym. κ1−ν
2

κ1−ν
2


(5.34)

一方でこれを共変基底ベクトルGiを用いた曲面座標系内の反変成分で表すと，

0C̄ = 0C
ijklGi ⊗Gj ⊗Gk ⊗Gl (5.35)

となり，構成則マトリクスの反変成分 0C
ijklは次のように式 (5.34)の成分から求ま

り，応力テンソルとひずみテンソルを関連付ける．

0C
ijkl = 0C̄mnop(Vm ·Gi)(Vn ·Gj)(Vo ·Gk)(Vp ·Gl) (5.36)

t
0Ṡ

ij = 0C
ijkl t

0ĖLkl (5.37)

従って，線形化された式 (5.30)は次のように成分表記される．(∫
V

0C
ijkl

0Ėklδ0ELijdV +

∫
V

t
0S

ij
(δ0ENLij )̇dV

)
∆t

= t′δR−
∫
V

t
0S

ij
δ0ELijdV (5.38)

ただし，微小体積 dV = dX1dX2dX3は初期配置の共変基底ベクトルGiのスカラー

三重積と曲面座標系の微小線分 driを用いて次のように表せる．

dV = [G1G2G3]dr
1dr2dr3 (5.39)

式 (5.38) の Green-Lagrange ひずみの詳細な離散化は次節に記載する．以上が total

Lagrange 法における仮想仕事式 (5.20)の増分分解，及び線形化である．一方の up-

dated Lagrange 法においては式 (5.21)から導かれるが，式 (5.38)が初期配置に基づ
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く基底ベクトルGi，Giによって分解されたのに対して，現配置に基づく基底ベク

トル tgi，
tgiで分解することになる．つまり，式 (5.38)を現配置基準に置き換えて

考え，応力テンソルとして Cauchy応力テンソル T を用いる形にすれば，updated

Lagrange 法の定式化に容易に切り替えることが可能である．(∫
tv
tC

ijkl
tĖklδtELijd

tv +

∫
tv

tT
ij
(δtENLij )̇d

tv

)
∆t

= t′δR−
∫

tv

tT
ij
δtELijd

tv (5.40)

また，時刻 tにおける微小体積 dtv = dx1dx2dx3は時刻 tの共変基底ベクトル tgiと

微小線分 driより，

dtv = [tg1
tg2

tg3]dr
1dr2dr3 (5.41)

となる．

以上より，曲面座標系を用いた total Lagrange法，及び updated Lagrange法にお

ける線形化された仮想仕事式がそれぞれ導かれた．数値積分は曲面座標系における

r1r2平面方向では SCNIを適用して領域内を厳密に積分し，板厚方向である r3方向

の積分はNewton-Cotesの積分公式を適用する．

5.2 RKによる構成式の離散化

接線剛性マトリクスの離散化について示す．参照配置 t0 = 0のとき total Lagrange

法，参照配置 t0 = tのとき updated Lagrange 法として，線形化された仮想仕事式

は次のように表される．(∫∫∫
t0C

ijkl
t0Ėklδt0ELij[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

+

∫∫∫
t
t0
S
ij
(δt0ENLij )̇[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

)
∆t

= t′δR−
∫∫∫

t
t0
S
ij
δt0ELij[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3 (5.42)

ただし，t0 = 0のとき t0gi = Giであり，t0 = tのとき t
t0
Sij =t T ijである．ここでは

主に変位-ひずみ変換マトリクスについて示すため，式 (5.42)中のGreen Lagrange
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ひずみに関する項 t0ĖLij，δt0ELij，(δt0ENLij )̇を以下に示す．

t0Ėij =
1

2

(
tgi ·

∂u̇

∂rj
+ tgj ·

∂u̇

∂ri

)
(5.43)

δt0ELij =
1

2

(
tgi ·

∂δu

∂rj
+ tgj ·

∂δu

∂ri

)
(5.44)

(δt0ENLij )̇ =
1

2

(
∂u̇

∂ri
· ∂δu
∂rj

+
∂δu

∂ri
· ∂u̇
∂rj

)
(5.45)

これらの成分の定義に基づいて以下の離散化を行う．

5.2.1 初期変位マトリクス

初めに式 (5.42)の左辺第 1項の離散化を行う．t0Ėij についてマトリクス表記す

ると，

t0
ˆ̇E =



t0Ė11

t0Ė22

2t0Ė12

2t0Ė23

2t0Ė31


=



tg1 · ∂u̇∂r1
tg2 · ∂u̇∂r2

tg1 · ∂u̇∂r2 +
tg2 · ∂u̇∂r1

tg2 · ∂u̇∂r3 +
tg3 · ∂u̇∂r2

tg3 · ∂u̇∂r1 +
tg1 · ∂u̇∂r3


(5.46)

u̇の曲面座標による偏微分 ∂u̇/∂riはRKを用いて次のように近似される．

∂u̇

∂ri
=

NP∑
I=1


∂ψI

∂ri
0 0 −Ai2(1) Ai1(1)

0 ∂ψI

∂ri
0 −Ai2(2) Ai1(2)

0 0 ∂ψI

∂ri
−Ai2(3) Ai1(3)

 U̇I

=
NP∑
I=1

ΨI,iU̇I , (i = 1, 2) (5.47)

∂u̇

∂r3
=

NP∑
I=1


0 0 0 − th

2
ψI

tV 2(1)
th
2
ψI

tV 1(1)

0 0 0 − th
2
ψI

tV 2(2)
th
2
ψI

tV 1(2)

0 0 0 − th
2
ψI

tV 2(3)
th
2
ψI

tV 1(3)

 U̇I

=
NP∑
I=1

ΨI,3U̇I (5.48)

ただし，

Aij =
th
2
r3

(
∂ψI
∂ri

tV j + ψI
∂tV j

∂ri

)
(5.49)
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であり，局所直交基底ベクトル tViの偏微分形は次のように定義する．

∂tV i

∂rj
= (I − tV i ⊗ tV i)∆

tV ij, (5.50)

∆tV ij =

∑K
I=1(∂ψI/∂r

j)tV Ii

|
∑K

I=1 ψI
tV Ii|

(i, j) = (1, 2) (5.51)

以上より，変位-ひずみ変換マトリクス t
t0
B
L
が定義できる．

t0
ˆ̇E =

NP∑
I=1



tg
T
1ΨI,1

tg
T
2ΨI,2

tg
T
1ΨI,2 +

tg
T
2ΨI,1

tg
T
2ΨI,3 +

tg
T
3ΨI,2

tg
T
3ΨI,1 +

tg
T
1ΨI,3


=

NP∑
I=1

t
t0
B
LI
U̇I (5.52)

t
t0
B
LI

=

tg1(1)
∂ψI

∂r1
tg1(2)

∂ψI

∂r1
tg1(3)

∂ψI

∂r1 −tg1 ·A12
tg1 ·A11

tg2(1)
∂ψI

∂r2
tg2(2)

∂ψI

∂r2
tg2(3)

∂ψI

∂r2 −tg2 ·A22
tg2 ·A21

tg2(1)
∂ψI

∂r1

+tg1(1)
∂ψI

∂r2

tg2(2)
∂ψI

∂r1

+tg1(2)
∂ψI

∂r2

tg2(3)
∂ψI

∂r1

+tg1(3)
∂ψI

∂r2

−tg2 ·A12

−tg1 ·A22

tg2 ·A11

+tg1 ·A21

tg3(1)
∂ψI

∂r2
tg3(2)

∂ψI

∂r2
tg3(3)

∂ψI

∂r2
−tg3 ·A22

− th
2 ψI

tg2 · tV2

tg3 ·A21

+ th
2 ψI

tg2 · tV1

tg3(1)
∂ψI

∂r1
tg3(2)

∂ψI

∂r1
tg3(3)

∂ψI

∂r1
−tg3 ·A12

− th
2 ψI

tg1 · tV2

tg3 ·A11

+ th
2 ψI

tg1 · tV1


(5.53)

罫線は行列中の成分を区別しやすくするためのものである．RKやその偏微分形に

は第 2章にて示した SCNI，あるいは SSCIを適用して積分を行う．式 (5.43)，(5.44)

を見ると，これらの違いは変位増分についての物質微分か変分かという点のみであ

る．従って，δt0ÊLも式 (5.52)と同様に t
t0
B
L
によって表せる．

δt0ÊL =
NP∑
I=1

t
t0
B
LI
δUI (5.54)
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以上より，式 (5.42)左辺第 1項は次式のように離散化される．(∫∫∫
t0C

ijkl
t0Ėklδt0ELij[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

)
∆t

=δUT

∫∫∫
t
t0
B
T

Lt0
C t

t0
B
L
[t0g1

t0g2
t0g3]dr

1dr2dr3 U

=δUT t
t0
K

L
U (5.55)

t
t0
K

L
は初期変位マトリクスである．構成則マトリクス t0Cは式 (5.36)に示される曲

面座標系上の反変成分を用いる．t
t0
B
L
の成分を見てみると，参照時刻 t0による違

いは無いことから，曲面座標系を用いた本定式化では total Lagrange 法，updated

Lagrange法の区別なく変位-ひずみ変換マトリクスを簡便に構成できることがわかる．

5.2.2 幾何剛性マトリクス

次に式 (5.42)左辺第 2項の離散化を行う．式 (5.45)に見られる通り，この項には

変位増分に関する変分と物質微分が混在しするため，通常は便宜上次式のようなベ

クトルを設けて離散化される．

ḋT =
{ (

∂u̇
∂r1

)T (
∂u̇
∂r2

)T (
∂u̇
∂r3

)T }
(5.56)

∂u/∂riの離散化については式 (5.47)，(5.48)に示した通りであるから，これらを用

いてベクトル ḋを離散化すると次式となる．

ḋ =
NP∑
I=1


ΨI,1

ΨI,2

ΨI,3

 U̇I =
NP∑
I=1

t
t0
B
NL

U̇I (5.57)

変分についても同様に離散化する．また，第 2Piola-Kirchhoff応力テンソルによる

応力マトリクスを次のように定義する．

t
t0
S̄ =


t
t0
S11I t

t0
S12I t

t0
S13I

t
t0
S21I t

t0
S22I t

t0
S23I

t
t0
S31I t

t0
S32I 0

 (5.58)
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Iは 3行 3列の単位マトリクスであり，t
t0
S33成分は 0である．以上をまとめると，式

(5.42)左辺第 2項は次のように離散化される．(∫∫∫
t
t0
S
ij
(δt0ENLij )̇[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

)
∆t

=δUT

∫∫∫
t
t0
B
T

NL
t
t0
S̄ t

t0
B
NL

[t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3 U

=δUT t
t0
K

NL
U (5.59)

t
t0
KNLは幾何剛性マトリクスである．

5.2.3 内力ベクトル

式 (5.42)右辺第 2項は初期変位マトリクスに用いた変位-ひずみ変換マトリクス

t
t0
BLを用いて離散化できる．∫∫∫

t
t0
S
ij
δt0ELij[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

=δUT

∫∫∫
t
t0
B
T

L
t
t0
Ŝ[tg1

tg2
tg3]dr

1dr2dr3

=δUT t
t0
Q (5.60)

t
t0
Qは内力ベクトルと呼ばれる．ただし，t

t0
Ŝは次式に示される応力ベクトルである．

t
t0
ŜT =

{
t
t0
S11 t

t0
S22 t

t0
S12 t

t0
S23 t

t0
S31

}
(5.61)

5.2.4 接線剛性方程式

以上で離散化された式 (5.42)の両辺から節点変位増分ベクトル δU の変分を除し

てやることで接線剛性方程式が得られる．

(
t
t0
K

L
+ t

t0
K

NL

)
U = t′F − t

t0
Q (5.62)
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各々の項について t0 は参照配置を示し，total Lagrange 法では t0 = 0，updated

Lagrange 法では t0 = tでありそれぞれ次式に示される．

t
0KL =

∫∫∫
t
0BL0C

t
0BL[G1G2G3]dr

1dr2dr3 (5.63)

t
0KNL =

∫∫∫
t
0BNL

t
0S̄

t
0BNL[G1G2G3]dr

1dr2dr3 (5.64)

t
0Q =

∫∫∫
t
0BL

t
0Ŝ[G1G2G3]dr

1dr2dr3 (5.65)

t
tKL =

∫∫∫
t
tBLtC

t
tBL[

tg1
tg2

tg3]dr
1dr2dr3 (5.66)

t
tKNL =

∫∫∫
t
tBNL

tT̄ t
tBNL[

tg1
tg2

tg3]dr
1dr2dr3 (5.67)

t
tQ =

∫∫∫
t
tBL

tT̂ [tg1
tg2

tg3]dr
1dr2dr3 (5.68)

また，t′F は時刻 t′における外力ベクトルであり，やはりRKによって離散化され，

仮定する荷重モードや向きなどに応じて定義される．

以上で，本定式化における接線剛性方程式が total Lagrange法とupdated Lagrange

法のそれぞれについて導かれた．

5.2.5 有限回転を考慮した定式化

以上に示した定式化は回転増分が微小であると仮定されたときのものである．荷

重増分による回転増分が小さく，かつディレクターを正しく更新している限り基本

的に問題となりはしないが，ひずみ増分，ひいては応力増分を厳密に評価するため

には，有限回転増分を考慮することが必要となる．このことから，本項では有限回

転増分を考慮した定式化への拡張を行う．

有限回転増分を考慮するために，有限回転テンソル t′
t Rを定義する．ここでシェ

ルのディレクター tV3の時刻 t′までの有限回転について回転の間は回転軸は変化し

ないものと仮定する．このとき回転軸を表すベクトルを t′
t θとし，その大きさ ωが

有限回転角を表すものとする．このとき，

t′

t θ = t′

t θiei (5.69)

ω = |t′t θ| (5.70)
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と表せる．次に軸性ベクトル t′
t θの成分を用いて反対称マトリクス

t′
t Φを定義する．

t′

t Φ =


0 −t′

t θ3
t′
t θ2

t′
t θ3 0 −t′

t θ1

−t′
t θ2

t′
t θ1 0

 (5.71)

式 (5.69)，(5.71)を∆tで除したものがいわゆるスピンテンソルとその軸性ベクトル

となり，微小回転の場合は次式の関係を持つ．

t′

t Φ
tV3 =

t′

t θ × tV3 =
tV̇3 (5.72)

従って，式 (5.72)より，I+1/nt
′
t Φはω/nを回転角とする∆t/n間の微小回転テンソ

ルを表すことになる．有限回転は無限の微小回転の集合と考えられることから，こ

れより有限回転テンソル t′
t Rは次式のように定義できる．

t′

t R = lim
n→inf

(
I +

1

n
t′

t Φ

)n

= I + t′

t Φ+
1

2!

(
t′

t Φ
)2

+
1

3!

(
t′

t Φ
)3

+ · · · (5.73)

なお，仮想仕事式の線形化による接線剛性の導出を考えたとき，2次の項まで考慮

すれば十分であるから，実質的には次式となる．

t′

t R = I + t′

t Φ+
1

2

(
t′

t Φ
)2

(5.74)

一方で厳密な有限回転テンソル t′
t RはArgyris [100]によって幾何学的関係から次式

として導かれている．

t′

t R = I +
sinω

ω
t′

t Φ+
1

2

(
sin(ω/2)

ω/2

)2 (
t′

t Φ
)2

(5.75)

回転角の大きさ ωが微小であるとしたとき，sinω/ω → 1，sin(ω/2)/(ω/2) → 1で

あるから，式 (5.74)と (5.75)が同等であることが分かる．有限回転増分を考慮して

変位増分を表せば，次のようになる．

u = umid +
r3

2
th(

t′

t R− I) tV3

= umid +
r3

2
th

t′

t θ × tV3 +
r3

2
th

t′

t θ × (t
′

t θ × tV3)

=

(
umid +

r3

2
th (−β1tV2 + β2

tV1)

)
+

(
−r

3

4
th (β

2
1 + β2

2)
tV3

)
= us + uex (5.76)
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ここで，usはこれまでに示した微小回転における変位増分，uexは有限回転増分を

考慮したことで追加された項である．有限回転増分項を分けて ∂u/∂riについて表

すと，次式のようになる．

∂u

∂ri
=
∂us
∂ri

− r3

2
th

(
β1
∂β1
∂ri

+ β2
∂β2
∂ri

)
tV3 −

r3

4
th(β

2
1 + β2

2)
∂tV3

∂ri

=
∂us
∂ri

+
∂uex
∂ri

, (i = 1, 2) (5.77)

∂u

∂r3
=
∂us
∂r3

− 1

4
th (β

2
1 + β2

2)
tV3

=
∂us
∂r3

+
∂uex
∂r3

(5.78)

この関係を用いて接線剛性方程式の離散化の際に示した 物質微分された Green-

Lagrangeひずみ増分の線形成分，非線形成分について改めて考えてみると，それ

ぞれ次式となる．

t0Ėij =
1

2

(
tgi ·

∂u̇s
∂rj

+ tgj ·
∂u̇s
∂ri

)
(5.79)

(δt0ENLij )̇ =
1

2

(
∂u̇s
∂ri

· ∂δus
∂rj

+
∂δus
∂ri

· ∂u̇s
∂rj

)
+

1

2

(
tgi ·

∂(δuex)̇

∂rj
+ tgj ·

∂(δuex)̇

∂ri

)
(5.80)

つまり，接線剛性マトリクスにおいては式 (5.80)の第 2項に関する項を新たに幾何

剛性マトリクスに加えるのみで済むことになり，残差力の収束計算の際には式 (5.75)

に示される厳密な有限回転テンソルを用いてディレクターを更新してひずみ増分を

求めることで有限回転増分を考慮した定式化となる．
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5.3 弧長増分制御の導入

荷重増分制御や変位増分制御では，増分の規定値が常に一定量増え続ける．この

ため，座屈後解析のような荷重-変位曲線にスナップが起こる現象では平衡点を探索

できずに計算が破綻してしまう．

limit of load control

limit of displacements control

Fig. 5.2: Example of ”snap back”

このようなケースで用いられるのが曲線の弧長により制御を行う弧長増分制御であ

る．弧長増分制御では各ステップの弧長増分∆lを規定値として計算を行う．

∆l
∆l

∆l

∆l

∆l

∆l

∆l

∆l

Fig. 5.3: Concept of arc-length control

本節では，野口らの用いた弧長増分制御 [101]について示す．時刻 tにおける外力 tF

がある一定の荷重モード fref に比例するものとして，比例荷重係数
tλを用いれば平

衡方程式は次のように表せる．

tQ(tU ) = tF = tλfref (5.81)
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従って，未知数 tU と tλ間の拘束条件式として

S(tU , tλ) = 0 (5.82)

を平衡方程式と連立して解くことにより tU と tλをそれぞれ導出できる．なお，こ

れらの連立方程式から得られる接線剛性マトリクスは非対称となるため，通常はこ

れらを同時に解くことは無く，外力ベクトルの線形性を利用して効率的に解を導出

できる．

=

Fig. 5.4: Example of arc-length controled iteration on step j − 1 → j

諸記号について説明すると，

mλ,mU：増分ステップmにおける収束時の比例荷重係数及び変位ベクトル

jλ, jU：増分ステップm+ 1における j回目の反復時の

　比例荷重係数及び変位ベクトル

λ(j),U (j)：j回目の反復時のmステップ収束時のからの増分

λ(j) = jλ− mλ, U (j) = jU − mU

∆λ(j),∆U (j)：j回目の反復時の j − 1反復時からの増分

∆λ(j) = jλ− j−1λ = λ(j) − λ(j−1)

∆U (j) = jU − j−1U = U (j) −U (j−1)
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図 5.7を参照して，j回目の反復時の∆U (j)は次のようにして求まる．なお，時刻

t→ t′の増分を考えていることを踏まえて左上の添字は省略する．

j−1K∆U (j) = jλfref − j−1Q

=
(
j−1λ+∆λ(j)

)
fref − j−1Q

= ∆λ(j)fref +
(
j−1λfref − j−1Q

)
= ∆λ(j)fref +

j−1R (5.83)

ここで，j−1Kは j−1U における接線剛性マトリクス，j−1Rは j−1U における残差荷

重ベクトルである．両辺に j−1K−1をかけると，

∆U (j) = ∆λ(j)∆U
(j)
I +∆U

(j)
II (5.84)

ただし，

∆U
(j)
I = j−1K−1fref (5.85)

∆U
(j)
II = j−1K−1j−1R (5.86)

この 2式を経て，式 (5.82)の反復毎の変位増分と弧長増分の拘束条件により∆λ(j)，

ひいては∆U (j)を求めることができる．次に弧長の拘束条件について考える．

5.3.1 超平面型拘束条件

変位と比例荷重係数に対する拘束条件式は，直前の収束点からの節点変位増分ベ

クトルU と比例荷重係数の増分 λに課されることが多い．図 5.3を参照して j回目

の反復時のベクトル r(j)，∆r(j)を表すと，次式となる．

r(j) =
[
U (j)T ; λ(j)

]T
, ∆r(j) =

[
∆U (j)T ; ∆λ(j)

]T
(5.87)

Riks が初めに示した拘束条件 [102,103]は次式である．

r(1)Tr(j) = S2
0 (5.88)

ここで，S0は弧長を示すスカラー量である．式 (5.88)は任意の jに対して成立し，j

を j − 1として式 (5.88)から引くと次式を得る．

r(1)T∆r(j) = 0 (5.89)
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1

r(1)=∆r(1)

2
3

∆r(2)

∆r(3)

Fig. 5.5: Ramm’s control

これは Rammの拘束条件式 [104]と呼ばれるもので，r(1)に垂直に解の更新を行っ

ていく図 5.5に示すようなイメージとなる．式 (5.84)，(5.85)，(5.86)及び (5.89)に

j = 1を代入して考えると，

U (1) =λ(1)K−1fref +K−1R

=λ(1)U
(1)
I +U

(1)
II ≈ λ(1)U

(1)
I (5.90)

r(1) =λ(1)
[
U

(1)T
I ; 1

]T
(5.91)

厳密に残差荷重ベクトルを考慮すればU
(1)
II = 0ではないが，実質的にはR(0) ≈ 0で

あるからU
(1)
II ≈ 0とおける．拘束条件式 (5.88)より，反復 1回目の r(1)が得られる．

λ(1) = ±S2
0/

√
U

(1)T
I U

(1)
I + 1 (5.92)

なお，正負符号は前回の増分mr = [mU − m−1U ; mλ− m−1λ]
T
と r(1)の内積が正と

なるものを選ぶことで，これまでの経路に戻ることが無く極限点を超えられる．以

降の増分に関しては，式 (5.89)に基づいて更新を行っていく．従って，j回目の反復

時における∆λ(j)は次のように求まる．[
U

(1)T
I ; 1

]T [
∆λ(j)∆U

(j)T
I +∆U

(j)T
II ; ∆λ(j)

]
= 0 (5.93)

∆λ(j) = −∆U
(1)T
I ∆U

(j)
II /(∆U

(1)T
I ∆U

(j)
I + 1) (5.94)

ただし，最初に得られた反復解のベクトル r(1)から垂直に解を更新していった場合，

場合によっては平衡解が得られないことがある．そのため反復計算ごとに超平面を
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更新することによって解の探索制度を上げることができる．具体的にはRammの拘

束条件式 (5.89)において，最初に得られたベクトル r(1)ではなく前回の反復までに

得られているベクトル r(j−1)を用いて解の探索を行う．このとき，各反復で得られ

1

r(1)=∆r(1)

2

3

∆r(2)

∆r(3)

r(2)

U(2)

λ(2)

Fig. 5.6: Update of hyperplane

る比例係数増分∆λ(j)は次式となる．

∆λ(j) = −U (j−1)T∆U
(j)
II /(U

(j−1)T∆U
(j)
I + λ(j−1)) (5.95)

5.3.2 超球面型拘束条件

前項の Rammの超平面型拘束条件に対して，Crisfield は次の超球面型拘束条件

[105]を示した．

r(j)Tr(j) = S2
0 (5.96)

この方法は j回目の反復点を，直前の収束点からの距離が一定になるように求める

方法である．この方法では，1回目の反復で求める解はRammの方法である式 (5.92)

と同様に求め，2回目以降は r(j) = r(j−1)+∆r(j)を式 (5.96)に代入して次式となる．

2r(j)T∆r(j) +∆r(j)T∆r(j) = 0 (5.97)
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∆l

Fig. 5.7: Crisfield’s control

∆λ(j)についての 2次式を得る．さらに∆r(j) =
[
∆λ(j)∆U

(j)
I +U

(j)
II ; ∆λ(j)

]T
を代

入すれば，次の比例係数増分∆λ(j)についての 2次方程式が得られる．

a(∆λ(j))2 + 2b(∆λ(j)) + c = 0 (5.98)

a = ∆U
(j)T
I ∆U

(j)
I + 1

b = ∆U
(j)T
I (∆U

(j)
II +U (j−1)) + λ(j−1)

c = ∆U
(j)T
II (∆U

(j)
II + 2U (j−1))

これを解けば∆λ(j)が得られる．この方法はRammの方法より多少収束が改善され

弧長を大きく取れることが知られているが，毎回解の選択を行わなければならず，式

(5.98)が必ず実根を持つ保証がないなどの問題も有している．

5.3.3 radial-returnによる超球型拘束

Rammの方法は最初の反復のみ解を選択すれば解は一意的に決定され，またCr-

isfieldの方法は弧長を大きくとることができた．ここでは双方の利点を活かした方

法として radial-return型の超球型拘束について説明する．

超球の半径は式 (5.96)より S0とおけるが，図 5.6に示されるRammの方法では，

直前の収束点から最初の反復点へのベクトル r(1)を除いてはベクトル r(j)の長さは
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S0とならない．そこで，反復点を半径方向に引き戻し，超球上に反復点が来るよう

に次のように補正を行う．

r(j) = S0r
(j)′/|r(j)′| (5.99)

ここで r(j)′は補正前の更新された反復点へのベクトルである．その補正点において

は，r(j−1)に直交する超平面は直前の収束点を中心とする半径 S0の超球面に対する

超接平面と当然ながら一致する．次の反復点を radial-returnにより超球上に引き戻

して求める手順を繰り返し，収束解を超球上に求める．

5.3.4 scaled arc-length method

弧長法の拘束に用いられる rや∆rの成分は先に示した通り節点変位増分ベクト

ルU と比例荷重係数 λである．シェルの変形について考えると，並進変位成分と

回転角成分の自由度をそれぞれ有しているため，rや∆rの大きさや内積値は諸量

について異なる次元の和として表される．従って，それぞれの絶対値が極端に違う

場合には小さい値の影響が無視される可能性が生じ，正しい平衡点に辿り着けない

ことが予想されるため，各々の変位成分についてスケーリングを施すことが望まし

い [106]．スケーリングのための係数としては種々考案されているが，本研究では最

初の増分ステップの平衡解の各自由度成分の最大絶対値を用いることとする．U，λ

をスケーリングを施したものとして扱い，最初の解の決定から収束解に至るまでの

流れを整理すると以下のようになる．

λ(1) = ±S2
0/

√
U

(1)T
I U

(1)
I + 1/λ2s (5.100)

∆λ(j) = −U (j−1)T∆U
(j)
II /(U

(j−1)T∆U
(j)
I + λ(j−1)/λs) (5.101)

r(j)′ =
[
U (j−1) +∆λ(j)∆U

(j)
I +∆U

(j)
II ; ∆λ(j)

]
(5.102)

r(j) = S0r
(j)′/|r(j)′| (5.103)

ここで，λsは λに関する係数である．
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5.4 曲面座標系を用いた定式化による数値解析例

本章に示した曲面座標系を用いた定式化による数値解析例として，矩形パネル

に座屈モードおよび やせ馬モードの初期たわみを導入した座屈/後座屈解析と文

献 [108–111]などに示される種々のベンチマーク問題を示す．共通のパラメータとし

て影響半径決定パラメータ h = 1.2a (a：粒子間距離)，せん断補正係数 κ = π2/12と

する．また例題 1, 2の物性値は弾性係数E = 206GPa, ポアソン比 ν = 0.3とする．

幾何学的境界条件は変位拘束や直線保持，周期連続境界条件などを問わず，第 3章に

示したMPC法を用いて与える．また，参照解には汎用FEAソフト MSC.Marc [96]

を用い，シェル要素による十分に細かい要素分割のモデルによる解を用いる．

5.4.1 正方形板の座屈解析

図 5.8に示されるような正方形パネルの座屈解析を実施した．計算モデルの寸法

は中立面の長さ a =1,000 mm, 幅 b =1,000 mm，板厚 th =10 mm であり，境界条

件は 図 5.8 に示される通りの周辺単純支持である．計算モデルは 図 5.9に示され，

21× 21の節点を (a)規則的に配置したモデルと (b)不規則に配置したモデルを用い

る．図 5.9 (a), (b) における各節点周りの領域は SCNIのための仮想的な積分領域で

ある．

x1

x2

T
y
in

g

Tying

E = 206 GPa

ν = 0.3

1000 mm

1
0

0
0

 m
m

x1

x3

Loads

Loads

10 mm

Fig. 5.8: Boundary condition of computational model
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(a) (b)

Fig. 5.9: Nodal configuration of the square plate [(a) regular arrangement (b) irreg-

ular arrangement]

ここでは，座屈モードの初期たわみを仮定し，次式によりX3方向の初期配置を与

える．

X3 = w0 = A0 sin

(
mπX1

a

)
sin

(
πX2

b

)
(5.104)

単純な曲面として 1半波の座屈モードについて考えるため，m =1である．ここでA0

は初期たわみの最大たわみ量を表し，本例題ではA0/th = 0.01, 0.1についてそれぞれ

解く．荷重は直線保持されたX1 = 1, 000 mmの辺にX1方向の点荷重P = 1.2×106N

を加える．解法は total Lagrange 法，updated Lagrange 法をそれぞれ用いて解く．

計算結果は図 5.10，5.11に示される．図はたわみの最頂部であるパネル中央のの荷

重-変位曲線であり，図 5.10は規則配置モデルの解，図 5.11は不規則配置モデルの

解である．A0/th =1e-4 の実線は初期不整の無いほぼ完全なオイラー座屈の解とし

て併せて示している．total Lagrange 法による解と updated Lagrange 法による解

は良好な一致を示しており，またそれらの解は参照解とも高精度に一致しているこ

とがわかる．これらの結果から，単純な初期たわみを与えた正方形パネルの座屈解

析では本手法によって妥当な解が得られていることが確認できる．
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A /t = 1e-4 0
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Fig. 5.10: Load-deflection curve (regular arrangement)
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A /t = 1e-4 0

A /t = 0.01 0

A /t = 0.1 0

h

h

h

Fig. 5.11: Load-deflection curve (irregular arrangement)
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5.4.2 長方形板の座屈解析

次にアスペクト比 a/b =3.0 の矩形パネルの解析を実施した．解析対象の寸法は

長さ a =2,550 mm，幅 b =850 mm，板厚 th =16 mm である．境界条件は前節と同

様な条件であり，全ての周辺を単純支持し，パネル長さ a方向 (X1方向)の直線保

持された辺に X1 方向の点荷重 P = 6.0× 106N を加える．計算モデルは図 5.12に

示され，61× 21の節点を (a)規則的に配置したモデルと (b)不規則に配置したモデ

ルを用いる．

(a)

(b)

Fig. 5.12: Nodal configuration of the rectangular plate [(a) regular arrangement (b)

irregular arrangement]

複雑な曲面形状の一例として，次式に示されるやせ馬モードを初期たわみとして仮

定した．

X3 = w0 =

∣∣∣∣∣A0max

11∑
m=1

A0m sin
mπX1

a
sin

πX2

b

∣∣∣∣∣ (5.105)

A0max は 6mmとした．ここで，A0m は初期たわみの形状を与える係数であり，表

の値を用いた．
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Table 5.1: Coefficients making initial deflection of thin-horse mode (a/b =3.0)

A0m A01 A02 A03 A04 A05

1.1458 −0.0616 0.3079 0.0229 0.1146

A06 A07 A08 A09 A010 A011

−0.0065 0.0327 0.0000 0.0000 −0.0015 −0.0074

これらの値は実際に測定されたパネルの初期たわみの値 [107]から得られた理想波形

における係数である ．式 (5.105)により与えられた矩形パネルの初期形状は図 5.13

に示される形状となる．
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Fig. 5.13: Thin-horse mode

解法は total Lagrange 法，updated Lagrange 法をそれぞれ用いて解く．計算結果は

図 5.14に示される．図は設定した荷重値に至るまでにX2 = 425mmにおけるたわ

みの分布をプロットしたものである．P = 2.0× 106N時点においてはパネルには座

屈たわみは発生しておらず，単純にやせ馬モードが少し成長したような分布となっ

ているが，座屈荷重を超えたP = 4.0× 106N時点と最終状態では，ほとんど純粋な

パネルの座屈モードへと推移しているのが見られる．本手法による解はそれぞれ参

照解と高精度に一致していることから，複雑な曲面形状を有するパネルの計算にお

いても本手法が適用できることが示された．
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Fig. 5.14: Distribution of deflection along X2=425 mm
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5.4.3 円筒シェルの座屈解析

円筒シェルの座屈解析を示す．計算モデルは図 5.15に示される．

free

r = 1.01
Pinched

L= 3.04

Pinched

Clamped

P

Fig. 5.15: Numerical model

物性値は，弾性係数 E = 2.065 × 107, ポアソン比 ν = 0.3である．また，板厚は

th = 3.00× 10−2である．離散化モデルは 1/2モデルであり，21× 21 = 441の節点

を規則的に配置したものを用いる．荷重点における荷重-変位曲線は図 5.16に示さ

れ，参照解との高精度な一致が確認できる．
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 P Present

Fig. 5.16: Load-deflection curve
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5.4.4 Shallow-roof の飛び移り座屈解析

Shallow-roof の飛び移り座屈解析を示す．計算モデルは図 5.17に示される．

Pinned
Pinned

free

free

r = 2.54

L= 0.254

P

Fig. 5.17: Numerical model

物性値は，弾性係数 E = 3.103 × 109, ポアソン比 ν = 0.3である．また，板厚は

th = 6.35× 10−3である．離散化モデルは，21× 21 = 441の節点を規則的に配置し

たものを用いる．荷重点における荷重-変位曲線を図 5.18に示す．弧長増分制御を導

入したことで，板の飛び移り座屈挙動を高精度に追跡できていることが確認できる．
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Fig. 5.18: Load-deflection curve
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5.4.5 捩ったはりの曲げ解析

捩ったはりの曲げ解析を示す．計算モデルは図 5.19に示される．

P

Clamped
L= 12.0

b = 1.1
x1

x3

x2

Fig. 5.19: Numerical model

物性値は，弾性係数 E = 2.90 × 106, ポアソン比 ν = 0.22である．また，板厚は

th = 3.20× 10−3である．離散化モデルは，121× 11 = 1331の節点を規則的に配置

したものを用いる．図 5.20は荷重点における荷重-変位曲線であり，参照解との一

致が確認できる．
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Chro's'cielewski[111]

Present Method

Fig. 5.20: Load-deflection curve
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5.4.6 長方形板の巻き上げ解析

長方形板の巻き上げ解析を示す．計算モデルは図 5.21に示される．

M

Clamped
L= 12.0

b = 1.0
x2

x3

x1

Fig. 5.21: Numerical model

物性値は，弾性係数 E = 1.20 × 106, ポアソン比 ν = 0.0である．また，板厚は

th = 0.10である．曲げモーメントとしてMmax = 50π/3を加える．離散化モデルは，

121× 11 = 1331の節点を規則的に配置したものを用いる．図 5.22は荷重点におけ

る荷重-変位曲線であり，参照解との一致が確認できる．このような大回転の問題に

おいて，微小回転の定式化では増分を重ねるごとに反復計算の回数が増大し収束解

を得ることが困難となるが，有限回転を考慮したことで高精度な解が得られたと考

えられる．
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Fig. 5.22: Load-deflection curve
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5.5 組合せ構造のための回転角成分の一般化

ここまで本章には曲面座標系を用いた一般化シェル理論の定式化について示した

が，板が持つ自由度はカーテシアン座標系におけるXi (i = 1, 2, 3)軸方向の並進

変位成分である ui (i = 1, 2, 3)，及び曲面上の局所直交基底ベクトル Vi (i = 1, 2)

まわりの回転角である βi (i = 1, 2)の 5自由度である．回転角成分 βi (i = 1, 2)は

それぞれVi (i = 1, 2)まわりの自由度でありカーテシアン座標系における回転角成

分とは異なるため，複数の板を組合せた構造系全体を通して回転自由度を一般的に

取り扱うことができない．そこで本節では，回転角成分 βi (i = 1, 2)をカーテシア

ン座標系の基底ベクトル ei (i = 1, 2, 3)まわりの回転角成分 θi (i = 1, 2, 3)に変換

し，板による任意の構造系を一般的に取り扱うための方法を説明する．

5.5.1 曲面上の回転自由度の一般化

本項では自由度を一般的に取り扱うために回転自由度 βi (i = 1, 2)を θi (i =

1, 2, 3)に変換する方法について説明する．ディレクターの回転量を ωとすると，ω

は Vi (i = 1, 2)まわりの回転角である βiと ei (i = 1, 2, 3)まわりの回転角成分 θi

をそれぞれ用いて次のように表せる．

ω = βiVi = θjej (5.106)

従って，回転自由度 βiは θi用いて次のように表せる．

βi = Vi · ejθj = Vi(j)θj (5.107)

FEAなどのクロネッカー・デルタ特性を持ち節点変位とその近似値が一致するもの

であれば，節点ごとの局所直交基底ベクトルを用いて次式のように単に節点変位ベ

クトルを変換してやればよい．

 β1I

β2I

 =

 V1I(1) V1I(2) V1I(3)

V2I(1) V2I(2) V2I(3)




θ1I

θ2I

θ3I

 (5.108)

しかしながら本手法では，第 2章に説明した通り βhi ̸= βiI であるからこのような

自由度の変換はできない．ただし，任意点での近似値 βhi，θ
h
i について考えれば式
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(5.108)のような関係は満たされる．そのため，∂u/∂riを近似するマトリクスΨ,iに

この関係を組み込めば，全ての自由度をカーテシアン座標系の自由度へと変換する

ことができる．ここで改めてu，∂u/∂riの定義を示す．ただし，有限回転増分を考

慮すると大変に煩雑な式となり，かつ ∂u/∂riにおいて接線剛性マトリクスの離散化

に用いられる項は微小変形項のみであるから，有限回転増分に関する項は省略して

表す．

u = umid +
r3

2
th(−β1tV2 + β2

tV1) (5.109)

∂u

∂ri
=
∂umid
∂ri

+
r3

2
th

(
−∂β1
∂ri

tV2 − β1
∂tV2

∂ri
+
∂β2
∂ri

tV1 + β2
∂tV1

∂ri

)
, (i = 1, 2)

(5.110)

∂u

∂r3
=

1

2
th(−β1tV2 + β2

tV1) (5.111)

式 (5.108)を考慮して自由度の変換を行えば，式 (5.109)，(5.110)，(5.111)はそれぞ

れ次のようになる．

u =umid +
r3

2
th(−(θ · tV1)

tV2 + (θ · tV2)
tV1) (5.112)

∂u

∂ri
=
∂umid
∂ri

+
r3

2
th

(
− ∂

∂ri
(θ · tV1)

tV2 − (θ · tV1)
∂tV2

∂ri

+
∂

∂ri
(θ · tV2)

tV1 + (θ · tV2)
∂tV1

∂ri

)
, (i = 1, 2) (5.113)

∂u

∂r3
=
1

2
th(−(θ · tV1)

tV2 +
(
θ · tV2)

tV1

)
(5.114)

式 (5.113)中の ∂/∂ri(θ · tVj)において，tVj は連続な関数として扱われることに注

意してそれぞれ展開すると，次式となる．

u =umid +
r3

2
th
(
θ1(

tV2(1)
tV1 − tV1(1)

tV2)

+θ2(
tV2(2)

tV1 − tV1(2)
tV2)

+θ3(
tV2(3)

tV1 − tV1(3)
tV2)

)
(5.115)
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∂u

∂ri
=
∂umid
∂ri

+
r3

2
th

[
θ1

(
tV2(1)

∂tV1

∂ri
+
∂tV2

∂ri
(1)

tV1 − tV1(1)
∂tV2

∂ri
− ∂tV1

∂ri
(1)

tV2

)
+θ2

(
tV2(2)

∂tV1

∂ri
+
∂tV2

∂ri
(2)

tV1 − tV1(2)
∂tV2

∂ri
− ∂tV1

∂ri
(2)

tV2

)
+θ3

(
tV2(3)

∂tV1

∂ri
+
∂tV2

∂ri
(3)

tV1 − tV1(3)
∂tV2

∂ri
− ∂tV1

∂ri
(3)

tV2

)
+
∂θ1
∂ri

(tV2(1)
tV1 − tV1(1)

tV2)

+
∂θ2
∂ri

(tV2(2)
tV1 − tV1(2)

tV2)

+
∂θ3
∂ri

(tV2(3)
tV1 − tV1(3)

tV2)

]
, (i = 1, 2) (5.116)

∂u

∂r3
=
1

2
th
(
θ1(

tV2(1)
tV1 − tV1(1)

tV2)

+θ2(
tV2(2)

tV1 − tV1(2)
tV2)

+θ3(
tV2(3)

tV1 − tV1(3)
tV2)

)
(5.117)

式 (5.115)，(5.116)，(5.117)についてRK近似を行うと，次式となる．

u =
NP∑
I=1


ψI 0 0 r3A′

1(1) r3A′
2(1) r3A′

3(1)

0 ψI 0 r3A′
1(2) r3A′

2(2) r3A′
3(2)

0 0 ψI r3A′
1(3) r3A′

2(3) r3A′
3(3)

UI

=
NP∑
I=1

ΨIUI (5.118)

∂u

∂ri
=

NP∑
I=1


∂ψI

∂ri
0 0 r3A′′

i1(1) r3A′′
i2(1) r3A′′

i3(1)

0 ∂ψI

∂ri
0 r3A′′

i1(2) r3A′′
i2(2) r3A′′

i3(2)

0 0 ∂ψI

∂ri
r3A′′

i1(3) r3A′′
i2(3) r3A′′

i3(3)

UI

=
NP∑
I=1

ΨI,iUI , (i = 1, 2) (5.119)

∂u

∂r3
=

NP∑
I=1


0 0 0 A′

1(1) A′
2(1) A′

3(1)

0 0 0 A′
1(2) A′

2(2) A′
3(2)

0 0 0 A′
1(3) A′

2(3) A′
3(3)

UI

=
NP∑
I=1

ΨI,3UI (5.120)
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ただし，A′
i，A′′

ijは次式である．

A′
i =

th
2
ψI

(
tV2(i)

tV1 − tV1(i)
tV2

)
(5.121)

A′′
ij =

th
2

[
ψI

(
tV2(j)

∂tV1

∂ri
+
∂tV2

∂ri
(j)
tV1 − tV1(j)

∂tV2

∂ri
− ∂tV1

∂ri
(j)
tV2

)
+
∂ψI
∂ri

(tV2(j)
tV1 − tV1(j)

tV2)

]
(5.122)

ここで得られたΨI，ΨI,iを 5.2節に示した構成式の離散化に用いれば，全ての自由

度がカーテシアン座標系における基底ベクトル eiに基づいた形に変換される．

5.5.2 曲面座標系の定式化における面内回転剛性

回転角成分の変換により任意の曲面について自由度を一般的に取り扱えるように

なったが，本来シェルはディレクターまわりの回転成分を持たないため，回転自由

度が 1成分増えたことにより接線剛性方程式は特異な連立方程式となる．そこで本

項では，3.2節で平板の線形解析に適用したKanok [95]の方法を曲面座標系に応じ

た形に書き換えることで，面内回転に関する剛性を持たせ特異性を回避する．

平板の定式化において，板の中立面を x1x2平面とすると，面内回転によるペナル

ティエネルギーWT は次式となる

WT = κTGthAK

[
θ3 −

1

2

(
∂u2
∂x1

− ∂u1
∂x2

)]2
= 0 (5.123)

Gはせん断弾性係数である．一方，曲面座標系内でこれを考えるとWT は次式に書

き換えられる．

WT = κT

∫
V
t0C

1212

[
β3|t0g1 × t0g2| −

1

2

(
tg2 ·

∂u

∂r1
− tg1 ·

∂u

∂r2

)]2
dV = 0 (5.124)

面内回転 β3の追加により生じるひずみ εβ3と応力Rβ3を次式のように定義する．

εβ3 =

[
β3|t0g1 × t0g2| −

1

2

(
tg2 ·

∂u

∂r1
− tg1 ·

∂u

∂r2

)]
t0g1 ⊗ t0g2 (5.125)

Rβ3 = 2κT t0C
1212εβ3

t0g1 ⊗ t0g2 (5.126)

式 (5.124)を仮想ひずみ δεβ3による仮想エネルギー δWT として，δWT = 0について

仮想仕事式と同様に増分分解，及び線形化を行うと次式となる．(
1

2

∫
V

t
t0
Ṙ
β3
δt0εβ3dV

)
∆t = −1

2

∫
V

t
t0
R
β3
δt0εβ3dV (5.127)
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線形化された仮想仕事式 (5.42)に式 (5.127)を加えると面内回転剛性を考慮した仮

想仕事式が得られる．(∫∫∫
t0C

ijkl
t0Ėklδt0ELij[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

+

∫∫∫
t
t0
S
ij
(δt0ENLij )̇[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

+

∫∫∫
κT t0C

1212
t0 ε̇β3δt0εβ3 [

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

)
∆t

= t′δR−
∫∫∫

t
t0
S
ij
δt0ELij[

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3

− 1

2

∫∫∫
t
t0
R
β3
δt0εβ3 [

t0g1
t0g2

t0g3]dr
1dr2dr3 (5.128)

ここでRKによる εβ3の離散化を考えるが，β3はディレクター
tV3まわりの回転角で

あるから，前項に示したようにβ3をカーテシアン座標系の回転角成分 θi (i = 1, 2, 3)

に置き換えなくてはならない．従って，式 (5.125)は次式となる．

εβ3 =

[
θ · tV3|t0g1 × t0g2| −

1

2

(
tg2 ·

∂u

∂r1
− tg1 ·

∂u

∂r2

)]
t0g1 ⊗ t0g2

=

[
(θ1

tV3(1) + θ2
tV3(2) + θ3

tV3(3))|t0g1 × t0g2| −
1

2

(
tg2 ·

∂u

∂r1
− tg1 ·

∂u

∂r2

)]
t0g1 ⊗ t0g2

(5.129)

これを踏まえてひずみの成分に関してRKによる変位-ひずみ変換マトリクスを構成

すると，次式のように離散化できる．

εhβ3 =
NP∑
I=1

t
t0
B
β3I

UI (5.130)

t
t0
B
β3I

= tg1(1)
∂ψI

∂r2

−tg2(1)
∂ψI

∂r1

tg1(2)
∂ψI

∂r2

−tg2(2)
∂ψI

∂r1

tg1(3)
∂ψI

∂r2

−tg2(3)
∂ψI

∂r1

r3tg1 ·A′′
21

−r3tg2 ·A′′
11

+aψI

r3tg1 ·A′′
22

−r3tg2 ·A′′
12

+aψI

r3tg1 ·A′′
23

−r3tg2 ·A′′
13

+aψI


(5.131)

ただし，a = |t0g1 × t0g2|であり，A′′
ij は式 (5.122)に示される．t

t0
B
β3
を用い，式

(5.127)を離散化して節点変位増分ベクトルの変分 δU を除すと次式となる．

t
t0
K

T
U = −t

t0
Q
T

(5.132)
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t
t0
K

T
=

∫∫∫
t
t0
B
T

β3
κT t0C

1212t
t0
B
β3
[t0g1

t0g2
t0g3]dr

1dr2dr3 (5.133)

t
t0
Q
T
=
1

2

∫∫∫
BT
β3
t
t0
R
β3
[t0g1

t0g2
t0g3]dr

1dr2dr3 (5.134)

従って，式 (5.132)を接線剛性方程式に加えれば面内回転剛性を持ったの接線剛性方

程式となる． (
t
t0
K + t

t0
K

T

)
U = t

t0
F −

(
t
t0
Q+ t

t0
Q
T

)
(5.135)

5.6 曲面座標系による定式化を用いた組合せ構造の幾何

学的非線形解析

本節では，曲面座標系による定式化を用いて組合せ構造の幾何学的非線形解析を

行う．

5.6.1 T型はりの曲げ解析

図 5.23(a)に示す，第 3章に示したT型はりの線形曲げ解析と同様のモデルを用い

て幾何学的非線形解析を行う．

1.0

0.25

0.5

P

(b)(a)

Fig. 5.23: Numerical model for T-shaped plate structure [(a) Dimensional diagram,

(b) Boundary condition]

物性値は第 3章と同様に弾性係数E = 2.06× 105，ポアソン比 ν = 0.3であり，板厚

は th = 0.01である．節点間距離は 0.025とし，規則的に配置したモデル (3.3.1 項，
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モデルA2)を用いる．境界条件は図 5.23(b)に示されるように x2x3平面に接する辺

を完全拘束し x1 = 1.0, x2 = −0.25の端部に点荷重 P = 0.1を加える．参照解には

汎用ソフトMSC.Marc [96]による十分に細かい要素分割の FEAの値を用いる．荷

重点の荷重-変位曲線を図 5.24に示す．FEAによる参照解と高精度に一致しており，

提案手法の妥当性が確認できた．
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Fig. 5.24: Load-deflection curve

5.6.2 捩ったT型はりの曲げ解析

図 5.25に示す捩った T型はりの幾何学的非線形解析を行う．物性値は弾性係数

E = 2.0×107,ポアソン比ν = 0.3であり，板厚は th = 0.25である．荷重はP = λPref

とし，Pref = 1, 000である．なお，組合せ構造であることと形状の複雑さを考慮し

て積分方法は SSCIを用いた．荷重点の荷重-変位曲線を図 5.26に示す．参照解には

Chróścielewski らによって解かれた値 [111]を用いる．図中の凡例は (h方向+b方

向)× L方向 の節点数を示しており，参照解においてはそれぞれの方向への要素数

を示している．本例題について理論解は無いが，まず参照解について見ても要素数

で経路が大きく変わっていることから，このような問題は曲げ変形の定式化や要素

数などが大きく影響する問題であると考えることができる．本手法の解について見
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ると，粗い分割では堅い解が出ているが，これは単純に一辺に 6節点ではこの問題

における精度に十分な節点数が得られていないことが原因と考えられる．一方で細

かい分割のモデルについては，細かい要素数の参照解について同様の解が得られて

いることが確認できることから，本手法による解は妥当なものであるといえる．

P
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L= 50.0

b = 14.0112

x1

x3

x2
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Fig. 5.25: Numerical model for twisted T-shaped plate structure
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Fig. 5.26: Load-deflection curve
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5.7 第5章結言

本章には曲面座標系を用いた RKPMによるシェルの定式化について示した．ま

た，座屈後挙動を取り扱うための弧長増分制御について示した．数値解析例として

低次の関数で表せない複雑な曲面形状の初期たわみを考慮した座屈解析を示し，高

精度な解の一致を確認した．前章までに示した定式化では任意の曲面形状を取り扱

うことは困難であったが，本章に示した定式化を用いることで任意曲面の問題を柔

軟かつ高精度に取り扱えることが示された．またシェルの種々のベンチマーク問題

に関しても高精度な解を得た．さらに，組合せ構造のための面内回転剛性を曲面座

標系の定式化に合わせた形に書き換え，板の組合せ構造物の幾何学的非線形解析に

よって提案手法の妥当性を検証した．
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第6章 結言

本研究の目的は，メッシュフリー/粒子法に基づいたシェル理論の定式化によって

板構造物の非線形解析を高精度に行うことである．本論文には，この目的に沿って

行った定式化と数値解析例による手法の検証を示した．以下にその概要を示す．

第 2章では，板曲げ問題における RKPMの概要を示し，面内変形成分と面外変

形成分を併せ持つ 5自由度の平板の線形問題の定式化を行った．また，メッシュフ

リー法における節点積分手法である SCNIと SSCIについて示し，これらの適用方法

について数値解析例により検証を行った．あらかじめ基本境界条件や荷重条件から

予測される応力場に対して適切に各々の積分法を適用することで高精度な解が得ら

れることを示した．

第 3章では，メッシュフリー法において基本境界条件を取り扱うための一手法で

あるMPC法について示した．MPC法の定式化の概要について示し，MPC法を適

用する上での問題点について究明し，回避策を検証した．問題の根本的な解決には

再考の余地があるものの，グローバルな計算精度に与える影響は少ないものと考え

られることがわかった．また，自由度を同期する手段を応用して三次元的な組合せ

構造物のモデル化を行い，参照解と高精度に一致する解を得ることで提案手法の妥

当性を確認した．

第 4章では，RKPMにより離散化された平板の幾何学的非線形問題の定式化につ

いて示した．提案手法の解は汎用FEAソフトウェアによる解と高精度に一致してお

り，定式化の妥当性が確認できた．また，第 3章にて提案したMPC法に関する応

力が振動するという問題に関して数値解析例で改めて検証を行ったが，少なくとも

局所的な誤差が問題とならないグローバルな変形に悪影響を与えうるものではなく，

直線保持や周期連続境界条件などの自由度を同期する境界条件が適切に与えられて
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いることが確認できた．

第 5章では，曲面座標系を用いたRKPMによるシェルの定式化について示した．

また，座屈後挙動を取り扱うための弧長増分制御について示した．数値解析例とし

て低次の関数で表せない複雑な曲面形状の初期たわみを考慮した座屈解析を示し，

高精度な解の一致を確認した．前章までに示した定式化では任意の曲面形状を取り

扱うことは困難であったが，本章に示した定式化を用いることで任意曲面の問題を

柔軟かつ高精度に取り扱えることが示された．またシェルの種々のベンチマーク問

題についても高精度な解を得た．さらに，組合せ構造のための面内回転剛性を曲面

座標系の定式化に合わせた形に書き換え，板の組合せ構造物の幾何学的非線形解析

によって提案手法の妥当性を示した．

以上より，本研究の目的は達成されたと考えられる．本研究の成果と今後の課題

を以下にまとめる．

1. 従来の FEAと同様な古典板理論に基づく定式化にメッシュフリー法の一手法

であるRKPMを適用し，線形解析，幾何学的非線形解析共に高精度に参照解

と一致する手法を開発した．

2. 曲面座標系を用いた定式化へと拡張することで，任意形状の板構造物の計算を

一般的に取り扱える手法とした．

3. 本手法の今後の展望として，損傷を持つ防撓パネルなどの様々な破壊力学的現

象や計算対象全体を節点/粒子でモデル化した流体構造連成問題などへの適用

が挙げられる．
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