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Abstract 

Spurious correlations are often induced both in regression analyses using ratio data and 

in logarithms of these ratio data (Kusakabe 2002a, b, 2011 ). Path analysis in the present study 

proves the process for the induction of spurious correlations in regression analysis. Population 

size always affects social variables, and therefore a correlation in a regression always consists of 

both direct e苛ectsand indirect effects via the population size between the relevant variables. In 

this sense, neither a per capita value nor a logarithm of per capita can be used in OLS regressions. 

From these analyses, the following results were elucidated.① In regression analyses using ratio 

data or logarithms of these, incorrect results came about in 20% of cases (Table 3). These results 

show that OLS regressions using ratio data artificially induce the incorrect spurious correlation 

due to indirect effects via the population size.② Second-order partial correlation is equivalent 

to the direct effect of the 4・variablerecursive model in the structural equation modeling and is 

highly useful for the test of causality of the variables in question. 

As an example, the current research critically analyzes the paper by Per Pettersson-Lidbom 

(2012 in Journal of Public Economics) and the negative correlation foill1d in that paper is shown 

to be induced by the spurious negative effect due to population size. 

Finally, I present the Law of Power Function in a broad sence for preventing the fallacious 

causal relationships between the social variables in the cross-section analyses. 

Keywords: Spurious correlation, Path analysis, Structural Equation Modeling, Second-order 

partial correlation, Causality 

1 



2 日下部長一

After decades of neglect of causαl analysis in economics, 

a surge of附 記restseems to be in progress. 

Judea Pearl 2009 

1 .はじめに

計量経済学を中心として，広く社会科学の統

計分析にあたっては，一般最小2乗法（ordinary

least square method, OLS）による回帰分析が行わ

れ．通常“人口あたり（以下， p巴rcapitaであらわ

す）”や“GDPあたり”などの数値やこの対数変換

値が用いられて解析される。これは．ひとえに“人

口効果（またはGDP効果）を除くために竹という，

おそらくは“客観的な’＼“科学的な”論考によっ

たわけで、，これを疑う人は皆無のようである。し

かし生物界や人間世界のさまざまな諸活動は相

加的世界ではなく相乗的世界であるがゆえに人間

生活にかかわるほとんどの社会現象は人口に対し

相乗的な“ベキ関数的関係”で表される（日下部

2011）。このような社会指標を“percapita”の数値

で表現するとさまざまな偏考がもたらされ．回帰

分析結果に“見せかけの相関”が多く生じること

を警告した（日下部2011）。本論で取り扱ういわ

ゆる“見せかけの相関”については“相関は因果関

係をしめすものにあらす”という警句で常に片付

けられ見過ごされて来た課題であるが．筆者の主

張する社会指標がもっベキ関数の性質によって生

じる“見せかけの相関”については，統計学始まっ

て以来，また，計量経済学始まって以来，いまだ

論じられてこなかった重要な課題なのである。

通常，計量経済学や社会科学一般では，実測値

のpercapitaやこの対数変換値を用いて，回帰分

析が行われる。本論文では，これらのpercapita 

やこの対数変換値が人口効果を介入させ．見せか

けの相聞を引き起こし誤った分析結果を与えるこ

とを示す。そして，これを克服するには人口効果

とGDPの効果を同時にのぞいた 2次偏相関を見

るのが良いこ とを示す。分析にあたっては，定量

的解析を正確にするために日本の都道府県やアメ

リカ50ナ｜・｜の社会指標を用いたクロス・セクション

分析を行っているが，問題とする人口効果は人間

の諸活動が関与するところには常に潜んでくる。

例えば．都市問題や過疎開題は今まで社会学の大

きな問題であったがこのような問題の中において

も定量的分析を行う時には大なり小なり percapita 

で比較するというような状況が出現する。こうい

う意味で社会科学全般を超えて日常生活にまでお

よぶ重要な課題なのである。

さらに，計量経済学における実例として

Journal of Public Economics (Pettersson-Lidbom 

20 I 2, 269-278）にのっている“議員定数を増やせ

ば行政支出が少なくすむ”（negativecouncil size 

effect）と主張する論文が． 実は，見せかけの相関

に起因する可能性が強いことを， 日本の都道府県

議会議員数とアメリカの州議会議員数の分析を通

して論じる。

2.分析方法と資料

用いた資料は 『現代アメリカ統計年鑑j と

NonProfit Almanachか らとっている。Onlineで

とったデータもある。囲内データに付いては f日

本社会統計年鑑jによる。分析手法は一般的な

単回帰 ・重回帰分析で＼ 4変数以上にかかわる

構造方程式分析にあたってはソフトパッケージ

Amos (Arbuckl巴＆ Wothke l 999）を用いた。本論で

展開したように 2次偏相関（Yule1922, Yule and 

Kendall 1973; McNemar 1962, Ley 1972, Kerlinger 

and Pedhazur 1973）を実用に用いた例はほとんど

なく，また現在，ほとんど解説した統計容がない

のでl次の偏相聞を合わせ，理解を探めるために

付録として解説しておく。

per capita （人口あたり）の相関分析では．実測

値を人口で、割った値どうしとこれらの対数変換値

どうしの分析を行っている。他の全ての分析では

実測値の対数変換値をそのままパス解析や2次

偏相関分析に用いている。統計的有意性はすべ

てt値で、示しているが， 5%有意水準を＊で示し．

有意でない時はnsで表している。

3.ベキ関数モデルが予測する“見せ

かけの相関”の検証

per capitaやこれの対数変換値で表したクロスセ
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表1 アメリカの社会指標を人口に対して 1次回帰した傾き（f3 ）と決定係数（R2），相関係数（A）の値．
(Table ~. Regression analyses for the v創 iouslog-transformed social indicators on population size. fl is the slope of the regression 

line, and R, R2 are the correlation coefficient and the coefficient of determinant, respectively.) 

Table 1 (a) Regression on population size 

Dependent variables β 

NPO：・ N。nprofitorganizatins 0. 841 

Suicide 0. 879 

VOTE: Turnout in the house of representative election 0. 895 

Wei fare: State expendi tυre for we I fare 0. 961 

Education: State expenditure for education 0. 976 

White: Nonhispanic white residents 0. 980 

GOP 1. 019 

Inc叩＂＇ Personal inc明裕 1.024 

Un師事llO開問nts 1. 059 

内blic support: Pub I ic support for NPOs 1. 094 

Murder 1. 292 

クションデータ聞の回帰分析で容易に見せかけの

相聞が生じることを簡単なベキ関数のモデルを用

いて説明しよう。

社会現象を表す多くの統計指標は．人口のベキ

関数で表現される（表 1）。 今，二つの統計指標

値(y，とY2）を人口xのベキ関数として表現すると，

y，＝α，＊X1・, 

Y2＝α／:r!• , 

と表現される。αとFは両側対数変換したときの

切片付）と傾き(jJ）に相当する係数である。したがっ

て， percapitaの値は，

y/x＝α，＊xP,-11となり，これを Yとし， Y2lxを

Xとおけば，

Y=c*X1. y=(/31-1）／伊け）.(c=α／（αみは定数）

となる。

同様にして， percapitaの対数値聞の関係は，

Y=y*X+ log cとなる。

これらの関係は因果関係の有無に関わらず生じ

る関数関係で見せかけの相関である。したがって，

これらのモデルから予測される相関は，percapita 

聞の相関でも，これらの対数変換値聞の相関で

も． ①人口に対しともに逓増型 （[J,> Iかつ/32> 

I）の指標間，または，人口に対しともに逓滅型 （[J,

<lかつ/32< I）の指標間では正の見せかけの相関．

②人口に対し逓増型と逓滅型の組み合わせ (/3,> 
lかつ/32< Iか.{J, < lかっfJ2> l）の場合は負の

見せかけの相闘が検出されることが予測される。

以下の3つの例で， percapitaやこれの対数変換

値を用いることによ って人口を介した見せかけの

相関が入り込むことを検証しよ う。

r' 

0. 908 

0. 878 
0. 960 
0. 933 
0. 978 

0. 966 
0. 974 
0. 982 
0. 972 

0. 949 
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” E司F 曹司F ・-・  ・’a’・F-- ー -・ F 司F

r p r' r 
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0. 966 We I fare 0. 924 0. 919 0. 959 
0. 989 Education 0. 944 0. 977 0. 988 
0. 983 White 0. 936 0. 939 0. 969 
0. 987 Inc叩1e 0. 997 0. 994 0. 997 

0 991 Un酎 叩loy隅 nts 1.009 0. 939 0. 969 
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Figure I. Path analyses decomposing the spurious 

correlations into the direct effect and the indirect effect 

among the variables: the population size, the number of 

mails and the number of the homes for the aged. (a) Path 

analys』samong the logarithm of the observed values. (b) 

Path analysis among the per capita of the observed values. 

(c) Path analysis among the logarithm of the per capita 

values. 

（図1 日本の都道府県郵便物数 （Mail）と老人介護
施設数 （Home）とのパス解析.(a）実測値の対数変換
値聞でのパス解析（b)per capita聞でのパス解析.(C) 

per capitaの対数変換値聞でのパス解析．）
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①例1 都道府県郵便物数と老人介護施設数との

相関 （Figure1 ) 

日本の都道府県の郵便物数伊2= 1.3052）と老人

介護施設数(fl.= 0.6736）の相関をパス図を用いて

分析しながら問題の所在を検討していこう。上述

のベキ関数モデルによる予測に従うとすれば， y

＝・1.07と推定されるから強い負の見せかけの相

関が検出されてもおかしくない。これらの変数

と人口の対数値を用いてパス解析を行うと Fi伊 re

l(a）に見られるような 3変数の関係を得る。郵便

物数（Mail）と施設数（Home）との直接効果 （パス

係数・標準偏回帰係数）は・0.123(t=・0.93勺であ

り，まったく有意で、はない。人口効果を除く l次

偏相関係数の値は， －0.138(t＝・0.93勺，人口と GDP

の効果をともに除いた 2次偏相関係数は ・0.104(t=

-0.67陥）で有意な効果は検出されなかった。

これら二つの変数のpercapitaの値をとって同

様なパス解析を行うと percapita聞の相関では，

-0.482(t=-3.69＊）となり Figurel(b）の結果を得る。

これは直接効果の の021(t=-0.22勺に人口を経由

した間接効果（見せかけの相関） ・0.833x 0.554 = 

・0.461が上積みされた値であることがわかる。

per capitaの対数変換値をとって同様なパス解析

を行うと Figurel(c）の結果を得る。たしかに郵便

物数と施設数のpercapitaの対数変換値聞の相関

は，予測していたように ・0.580(t=・4.78＊）となる

が，これは直接効果の －0.085(t＝・0.22叫）に人口を

経由した間接効果（見せかけの相関） -0.821×0.604 

＝・0.496が上積みされた値であることがわかる。

この例は，本来有意な負の相闘が検出されるべき

ではないのにper伺pitaまたはこの対数変換値を用い

たことによって引き起こされた見せかけの相関であ

る。つまり， 伊r伺 pita間，または，これらの対数変

換値をとって回帰分析を行っていることは，人口効

果を除いているのではなく 人口で割ることによっ

て違った形で人口効果を埋め込んでいることを示し

ている。これが今まで見過ごされてきた“人口あた

りの数値”で回帰分析することの問題点である。

②例2 都道府県県民所得と失業者数との相関

(Figure 2) 

日本の都道府県民所得（Income,/J2 = I. 122）と完

全失業者数（Unemployment,/J1 = l.027）との問では．

ベキ関数の法則に従えば有意になるかならないか

位の正の相関であっても良いのであるが， Figure

2に示すように．相関係数を計算すると percapita 

間では， －0.392(t=-2.86勺，これの対数変換値間で

は. -0.433(t＝・3.22ホ）と有意な負の値となる。予測

に反した負の相聞が検出されるということは，実

際にこれらの聞に見せかけの正の相関をしのぐ強

い負の効果が働いていると推測でき① と同様な計

算で負の強い直接効果が人口を介した正の効果に

よって打ち消されていることがわかる。この場合

は，統計的有意性の判断には影響がなかったが県

民所得と失業者数との直接効果（－0.773）が人口を

介した相関（0.340=0.600x 0.568）によって有意性

が過小評価された例に相当する。

(:=.:i-：：：~己nemploymc
J：を三f

1：譲之s.ploym<•I
↓4二登2一

いT~~~亡、
Log (I」詮2"322')
Figur巴 2.Path analyses decomposing the spurious 

correlations into the direct effect and the indirect effect 

among the variables: the population size, the personal 

income and the unemployment. (a) Path analysis among the 

logarithm of the observed values. (b) Path analysis among 

the per capita of the observed values. (c) Path analysis 

among the logarithm of the per capita values. 

（図2 日本の県民所得 （Income）と失業者数
(Unemployment）とのパス解析
(a）実測値の対数変換値聞でのパス解析.(b) per 

capita間でのパス解析.(c) per capitaの対数変換値
聞でのパス解析）
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①例 3 アメリカの殺人数と強姦数との相関

(Figure 3) 

アメリカ FBTの犯罪記録は7・8種の項目に分類

されている。この中で強姦（Forciblerape）だけは人

口に対して逓滅型の増加を示すが．他種の犯罪は

かなり強い逓増型の増加を示す。すると例えば殺

人数（Murder）と強姦数との相関は強い負の見せか

けの相関が検出されても良いはずで、ある。しかし

各種犯罪に共通する強い直接的効果が働きかけて

いるならば，結果として無相関かやや正の相闘が

検出されるくらいであろうことが推測される。

パス解析結果を Figure3に示す。予想通り per

capita間（0.123,t=0.95ぺFig.3(b））でも．対数変換

値間（0.161,t= 1.13°•, Fig.3( c））でも有意な相関とは

(>) L-Or忘之、
Lぷ

九世u

(<:=.:r；.~己
J；：長~1.13">)

Figure 3. Path analyses decomposing the spurious 
correlations into the direct effect and the indirect effect 
among the variables: the population size, the number of 

murders and the number of the forcible rapes. (a) Path 

analysis among the logarithm of the observed values. (b) 
Path analysis among the per capita of the observed values. 
(c) Path analysis among the logarithm of the per capita 
values. 

（図3 アメリカの州の殺人件数（Murder）と強姦
(Rape）とのパス解析.(a）実測値の対数変換値聞で
のパス解析.(b) per capita問でのパス解析. (c) per 

capitaの対数変換値問でのパス解析．）

なっていない。人口効果が介入した結果，有意

な正の直接効果が相殺されて有意で、なくなった

ことが明瞭にわかる。人口と GDPの効果をと も

に除いた 2次偏相関係数は 0.306{t=2.16＊）とな

る。殺人と強姦の対数値をとってパス解析する

とFigure3(a）に示すように，殺人と強姦との聞に

有意な効果（0.298,t=2.23＊）が検出される。殺人

率，強姦率の対数変換値をとってパス解析する

とFigure3(c）に示す結果になる。直接効果は有意

な0.380(t=2.27＊）であるが，人口を介する間接効

果（－0.380×0.574＝・0.218）によって相殺され有意で、

はない相関O.J 6 J (t= l.l 3°s）になったことがわかる。

有意性を検出すべきところが間接効果によって検

出されなくなったのである。

以上の例を見ると， percapita間，またはこの

対数変換値間でベキ関数の予測に合う統計的検定

の有意性が検出された時は 相関係数の値にして

2-3割増しくらいの間接効果が加算された見せか

けの相関の有意性を判断していることになる。逆

に，ベキ関数の予測にしたがわず，無相聞が検出

されたか逆方向の相闘が検出される場合は間接

効果に抗した強い直接効果が働いていることの証

拠となるのでAある。

これらの分析から見せかけの相闘がまぎれこむ

過程が理解でき，人口効果がpercapitaという値

を用いることによって埋め込まれることを確認で

き，回帰分析で、percapiぬの値を用いる危険性が理

解されたのではないだろうか。つまり， percapita 

やこの対数変換値を従属変数や独立変数に用いた

回帰分析はほとんど意味がないことになる。

それでは実際に，①このような人為的に間違っ

た判断がどれ位の頻度で起こっているのか，そし

て，②これを克服する統計的手法があるのかとい

うことを考えてみよう。

実は，通常これらの検討はなかなか難しいのだ

が，アメリカのソーシャル ・キャピタルの因果関

係を定量，検証．考察している過程でいくつかの

有効な知見を得たので次ぎに紹介する。アメリカ

の社会指標を検討対象としたのは途中，南北戦争

という大きな変動があったとはいえ．アメリカ各

州聞の地域特性がかな り安定的に社会指標に反映
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されているように感じられ（日下部 2012），因果

関係の検証に用いる社会指標として有効であると

感じられたからである。

4. 因果関係を検証する2次偏相関係

数とその検出力

( 1 ）見せかけの相聞を克服する 2次偏相関係数

一般に．このような見せかけの相聞を除くため

には第 3の変数の効果を除く“偏相関係数”の統

計的有意性を考える。Figure4(a）に示すように，

2変数X1・X2は第3の変数ぷの直接的効果を受

けている。この時. 2変数Xぃ名の正味の相関を

見るにはそれぞれの残差U1とU2の相関を検討し

なければならない。これが変数弔の効果を除いた

Xi，名の 1次偏相関である。したがって，人口効

果を除くためには人口に対する回帰偏差（日下部

2002, Ley 1972のいう partialscoreまたは residual

score), U1とU2聞の相関を測らねばならない。

3変数をX1,X2, X1とし，これらの相関係数を

均七：：：）'"'' 
4(b) 

均 t~I::
Figure 4. Path diagrams expressing the first・orderpartial 
correlation (a) and the direct effect between variables (b）ー
（図4 (a) 1次偏相関係数を表すパス図. (b）直接効
果を表すパス図．）

ー YJ2*3・r14*3x r24*3 
r12大34

パコ高子 x./1・Y24*32

Y12, Y23, Y13とすれば．広の効果をのぞいたX1,X2の

偏相関係r12・3は，

r12 -r13 x r23 

r12*3 ＝汀コ132x江コ云2

となる。

Fi伊re1～ 3で検討してきた見せかけの相関が介

入してくる過程を例示したモデルはFigure《b）であ

る。2変数X1とλらとの聞に見られる相関＇ 12は，直

接効果を示すパス係数P12と変数x;から 2変数x;,
Aへの置接効果p13とPnとの積Pn×Pnとの和， Y12= 

P12 + P11 x P:おとなる。つまり，例えば弔を人口とす

れば絶えず人口を介した効果PDx P21が介入してく

ることになる。これが見せかけの相関を引き起こ

す。よく間違いが起こるので注意しておきたいが，

パス係数伊）は標準偏回帰係数を意味しているので

その絶対値はかならずしも l以内になるわけで、は

なく， lを越える場合もある（例えばFi伊re2（め）。

多くの社会指標には人口と同時に産業活動を表

すGDPが影響を与えており．人口と同様にGDP

の対数値へ回帰するとすべて高い相闘を示す （表

1 ）。したがって，社会指標聞の因果関係の検証

としては，人口効果だけを除いて考えるだけでな

く，同時にGDPの効果も除いて考えた方がよい

と判断される。これはFigureS(a）に示すX1,x;, X1, 

Lの4変数のパス図として表現される。2変数Xi

とんの効果を除いて2変数X1. Xiの相闘を検出

するためには U1 と U2聞の相関 Cr1 2•34）を見なけれ

ばならない。これが2次の偏相関係数である。こ

れは付録の解説で示すように次の式で表現され

る。 i行自の式は，付録のFigureA2から誘導さ

れる 1次偏相関係数から成る式であり， 2行自の

式はFigureS(a）から誘導される通常の2変数相関

係数から成る式で．やや煩雑ではあるが同値であ

ることが証明される。

r12 -r12r342 -r13r23 -r14r24 + r14r23r34 + r13r24r34 

./ (1 -r342）ー（r132+ r142 -2r13r14行4)x./(l-r342）ー（乃32+ r242 -2r23r24円4)
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S(a) 

ぐヌx，←：：＞＂I r12*34 

X4」一一一’ X2-U2 ~ 

C ＇.＇.~1~：， 
Figure 5. Path diagrams expressing the second-order partial 

correlation (a) and the direct effect between variables in the 

recursive model in the structural equation modeling (b). 

（図5 (a) 2次偏相関係数を表すパス図 (b) 4変数
逐次モデルの構造方程式分析における直接効果を表す
パス図．）

( 2）パス解析の直接効果と 2次偏相関係数の有

意性検出力の比較

2次偏相関係数が実際どれほどの検出力がある

かを示すために，アメリカの州毎の社会指標10項

目（表 lの10項目 ：NPO数，下院議員選挙投票者数．

殺人数，公的NPO支援費．個人所得，地方行政

の教育費支出，地方行政の福祉費支出，自殺者

数，失業者数，非ヒスパニック系白人居住者数）

聞の45の組み合わせで相関分析を行った。同時に

因果関係の検証法として用いられる構造方程式分

析（A巾 ickle& Wotllke 1989, Bollen 1989, Schipley 

2000, Pearl 2009）による直接効果の推定と有意性

を解析した。構造方程式分析のパスモデルは人口

とGDPと分析対象の 2変数の 4変数逐次モデル

でFigure5(b）に相当し．モデルの構造上，この2

変数間の直接効果(pli)の有意性は2次偏相関係数

(r12つわ Figure5(a））の有意性とほぼ等価であること

が推測される。

分析結果を表2に示す。 l行目のゴシ ック体の

数字が2次偏相関係数で2行目のイタリック体が

構造方程式分析における直接効果である。これら

の聞にはある程度のばらつきが見られあが（）内

に示した t値はほぼ同じである。また， l例を除

いですべてで2次偏相関係数のt値がやや小さめ

になっている。影をつけた二つの相関（白人居住

者数と殺人および白人居住者数と自殺）で5%

有意水準 t= 2.01を挟んでいるがほぼ等しいと考

えて良い。つまり．構造方程式分析における直接

効果の有意性と 2次の偏相関係数の有意性はほと

んど同じと考えてよい。クロスセクションデータ

分析において2変数聞の直接的効果を検証する方

法としておそらく 2次偏相関係数を用いるのは適

表2 アメリカの各種社会指標聞の相関分析． 1行目は2次偏相関， 2行目は共分散構造分析における直接効果．（）
内はt値．
(Table 2. Correlation matrix among the social indicators in America. In each cell, the second-order partial correlations ar巴

express巴din bold numerals, and those of the direct effects in the structural equation model are in italics. The shaded cells indicate 

the discrepancies between them. The t values are expressed in the parentheses.) 

Vote ．』rcler
NI. --

I『剛圃 砧皿． ・・lf1町・ ＆』loIde 凶圃・loy・聞t .. ,te 
0. 726σ．聞 -0.脱 (-4.6$) 0. 741σ．制 0. 623 (6. 07) o.“’（3.3η 0. 462 (3. 40) ・-0.217←1.49) 0.僧拘（0.33) 0.291 (2.附 ll'O 

1.014(7.36) -0. 680「－4.76) 8‘8700. 73) 0. 150(4. 30) 且189(3.52) 。505α55) -0. 235（・I.56) 0. 082(0 35) 0. 422(2. 13) 

-0.“3(-3.31) 0.4総＠．附 0. 469 (3. 4S) 0. 212(1.46) 0. 220(1. 61) 0. 048 (0. 33) 0.149(1.01) 0. 422 (3. 12) Vote 
-0. 749(-3. 46) 乱760(3.65) I. 141 (3 62) 且360(1.52) 0. 275 (I. 58) 。063(0.34) 0 126(1. 05) 0. 437 (3. 25) 

-0. 212 (-1. 4め -0.427(-3.18) -0.118(-0. 80) 唱-0.蛸｛白-0.聞 o.忽S(l.67) 0.229(1.6η -0.277(-1.帥 ‘』rお同

-0. 218（ーI.52) -0. 102(-3. 30) -0. 041 (-0. 83) -0. 071 (-0. 68) 0. 175 (I. 64) 0. 114 (I. 64) -{) 158(-2 02) 

0. 463 (3. 41) 0.241(1.釘｝ 0. 677 (4. 73) -0. 270←1.鈎｝ 0.124(0.附 0. 030 co. 20) NI. SIC> 
0. 111 (3. 56) 0. 674 0. 74) 0. 755 (4. 94) ー丘213(-1.96) 。241(088) 0. 052(0. 21) 

0. 137(0.鈴｝ 0. 132(0. 89) ・-0.361 (-2. 62) -0. 310 (-2. 1鈴 0. 166(1. 13) Ir田園田

0. 200「0.9刀 0. 410(0. 93) -0. 109(-2. 63リ -0. 148(-2. 28) 0. 069(1. 17) 

0. 473 (3. 60) ・0.248 (-1. 71) 0. 240(1. ee) 0.1切(1.側 砧凪
0. 222 (3. 75) -0. 112（ーI.78) 0. 167(1. 73) 0.097(112) 

-0. 440(-3. 29) 0. 243 (1. 88) 0.018(0. 12) ’・Ifar・
-0 425 (-J. 43) 0. 360(1. 75) 0 023(0. 12) 

0. 113 co. 78) 0.279(1.崎 ＆』loide。073(0.79) 0 208α. 04リ

o. 179(1. 22) Ur閣・IDYii聞t。.2050. 27) 
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切であると判断できる。

( 3 ) per capita の値とこれの対数変換値の有意

性検出力の比較

因果関係を検証する手法として構造方程式解析

と同じように2次偏相関係数が可能で、あることを

示した。そこで， （2）で分析した45のすべての組

み合わせで，2次偏相関係数値ι独立変数と従

属変数にともにpercapitaの値を使ったときの相

関係数値と この対数変換値を用いたときの相関係

数値およびその有意性を評価する。

結果は表3の各セルの 2行目にpercapitaの相

関，3行自にこれの対数値聞の相関を示す。影を

つけた 9つの組み合わせ（9/45.20%）で有意性

判定についての不一致が見られる。違いを見ると

あきらかにpercapitaとこの対数変換値が同調し

て2次偏相関係数からずれている。ということは，

人口効果が介入した間接効果が見せかけの相関を

引き起こしている可能性が強い。Percapitaやこ

の対数変換値を用いた回帰分析は，独立変数の効

果を判断する検出法としては全く使えないことが

はっきりとわかる。

先に例③で少し触れたが，アメリカの刑犯罪は

7-8種の項目で記録されている。それらの7項

目間で同様の分析を行って表4に示す。2次偏相

関係数は21の全ての組み合わせで高い相関を示し

ている。つまりアメリカ50州のそれぞれの地域社

会に犯罪が起こり易い土壌とでも表現される因

子があると考えられる結果である。 しかし per

capitaやこの対数変換値を用いた場合は強姦との

組み合わせの3つの場合（3/21）で不一致が起こっ

ている。これらは，すでに例①で明らかにした人

口効果の介入によって生じた見せかけの相関であ

る。

以上の分析は， per capitaやこの対数変換値を

用いた回帰分析では独立変数の効果を判断してい

る2割ほどの場合で間違った判断をしている可能

性が高いということになる。また，因果関係の検

表3 アメリカの各種社会指標聞の相関分析． 1行目は2次偏相関， 2行目はpercapita聞の相関係数，3行自は
この対数変換値聞の相関係数 （）内はそれぞれのt値である．
(Table 3. Correlation matrix among the social indicators in Ame1 ica. In each cell, the second-order partial correlations are 

expressed in bold nwnerals, and those of th巴percapita data (the second line in each cell) and the logarithm(the third line in each 

cell) are in italics. The shaded cells indicate the discrepancies among them. The t values are expressed in the parentheses.) 

Vote 肱』rder NJ. Sic>. 1111同国 Em岨tlon hi far・釦loIde lhl・play・開t .. lte 

0. 72叩 ．聞 田0.臨（-4.開 o. 141 a.40> 0. 623 (5. 07) 0.制8(3.3η 0. 462 (3. 40) ・0.217(ー1.48) 0.脚（0.33) 乱291(2.0。幡司B

0. 768(8. 31) -0. 649(-5. 91) 日492(3.92) 0. 338 (2. 49) 。.562(4. 71) 0. 478(3 77) 0. 085(0. 59リ -0. 172「ー／.21) 0. 331 (2. 43) 

且784「8.13) -0 674（・6.31) 且599(5.18) 0. 418(3. 19) 0. 565 (4. 74) 0. 456 (3. 55) -0. 031 (-0. 21) -0. 157(-1. 10) 0. 36事（2.75) 

・0.斜3(-3.31) 臥綿3(3.60) 0.綱 {3.崎 0. 212.(1. 46) 0.包0(1.61) 0.048(0.鈎 0.148“.01) 0.俗宜（3.12) Vote 

-0. 601 (-5. 30) 0. 249 (/. 18) 0. 175(1 23) 0 280(2 02) 0. 256 (/. 83) 0. 249 (/. 78) -0. 054 (-0. 3tり 0. 483 (3. 82) 

-0. 601 （・5.20) 0. 321 (2. 34) 0 231 (/ 64) 0 293α，13) 0. 259(1 86) 0. 2161/. 53) -0. 044 (-0. 30) 立552(4.59) 

-0. 212（ー1.46)-0. 427 (-3. 11) -0.118伺 .80)・0.鵬（-0.銅 o. 228(1. 67) 0. 229 (1. 67) -o.mc-t凶 峰』r働r
-0. 161 （ーI.13! 一0189(-1 33) -0. 233（ー／.66) -0. 174 (-1. 22) -0. 055 (-0. 38) 0 314 (2 29) ー0551 (-4‘58) 

-0. 097 (-0. 6刀 -0 150(-1 05) -0. 207 H. 41! -0. 154 (-1. 01) -0. 071 (-0. 49) 0 359(2 6刀 -0 416卜31刀

0. 463 (3. 41) 0.241α.rT) 0. 677 (4. 73) -0.270←・1.鴎 0. 124(0.同 0. 030 (0. 20) N:lllo凪’”rt
0. 662「＇6.12) 0 455(3 54) 0 563(4. 72) ー0326(2 39リ 但090(0.63) -0. 070 (-0. 49) 

0. 676 (6. 36) 0 449(3 48) 。522(4.24) -o 422←3 23) 日081(0. 56) 。006(0.04) 

0. 137(0.悶 0. 132 (0. 88) ・0.361（－・2.62)・0.310（法11) 0. 11!(;(1. 13) I田園田

ト 0472(3 71) 0.193(1.37) -0. 447 (-3. 46) -0 208 (-1 48) -0. 082(-0. 5刀

0 481 (3 80) 。155II. 09) -0. 505 (-4. 05) -0 202(-1 43) -0. 051 (-0. 36) 

0. 473 (3. 60) ・0.246（－ー1.71) 0. 240(1.崎 0.1鴎（1.08) 砧掴tlon
0. 493(3 93) -0. 168(-1. 18) 0. 071 (0. 49) 0. 041 (0. 29) 

0. 467(3 66) -0. 274(-1. 98) 0 069(0. 48) 0. 121 (0. 85) 

-0. 440 (-3. 29) 0. 243 (1. 68) 0. 018(0. 12) 恥Ifar・
-0. 278(-2. 00) 且171(/_ 20) 。020(0.14) 

-0. 353「－2.62) 0. 176(/ 23) 0. 109(0. 76) 

0. 113(0. 78) 0.279(1.冊 制。l伽
-0. 025 (-0. 18) 0. 324 (2. 38) 

-o 011 (-0. 08) 0. 204(/. 44) 

0. 179 (1. 22) lhl・play・町t
0. 005 (0. 04) 

立145「1.01) 
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表4 アメリカ 50州の刑犯罪7種についての相関分析． 1行自は2次偏相関，2行目はpercapita聞の相関係数，
3行目はこの対数変換値聞の相関係数．（）内はt値である．
(Table 4. Correlation matrix among the crimes in America. In each cell, the second-order p創1ialcorrelations are expressed in the 
bold numerals and those of the per capita data and the logarithm are in the Italics. The t values are expressed in the parentheses.) 

h” 除地bery Aaa8l』It 加rglary Lar馴 1y-the代
勘旬rvehicle 

世w代

0.30・(2.18) 0. 7訂a.1肪 0.側（6.鈎） 0. 562 (4. 56) 0.308位.1刃 0. 423 (3. 13) 
0. 123(0. 95) 0. 754 (7. 95) 0. 667 (6. 21) 0. 623 (5. 51) 0. 268 (I. 93) 0. 428 (3. 28) 肱』rder

0. 161 (1. 13) 0. 799 (9. 21) 0. 731 (7. 42) 0. 622 (5. 51) 0. 332 (2. 44) 0. 547(4. 53) 。.333(2.37) 0.副淘（3.8刀 0.528(4.1η 0. 418(3.伺） 0.繊 (2.80) 

-0. 034 (-0. 23) 0. 445 (3. 45) 0. 357 (2. 64) 0. 326 (2. 39) 0. 203 (1. 44) 
h” 

0. 071 (0. 49) 0. 388 (2. 91) 0. 431(3.31) 0. 389 (2. 93) 0. 267(1. 92) 

0. 611(5.18) 0.飽8(5.駒） 0.394位．鈍） 0.釘7(4.74) 

0. 566 (4. 75) 。目 431(3. 31) 0. 162(1. 14) 0. 511 (4. 12) Rot削 ry

0. 657 (6. 03) 0. 552(4. 58) 0. 314 (2. 29) α669(6. 24) 

0. 666 (5. 99) 0. 528(4.1刀 0.駒17(3.96) 

0. 622 (5. 51) 0. 438 (3. 3 7) 0. 371 (2. 76) Aas副 it 

0. 655 (6. 00) 0. 515 (4. 17) 0. 594 (5. 11) 

証法として2次偏相関係数はきわめて有効である

ことを強く示している。

5. 実例：地方議会議員定数と地方行

政支出の相関

社会科学の中で最もよく OLS回帰分析が用

いられるのは計量経済学であろう。最近，英文

誌Journalof Public Economicsに掲載された Per

Pettersson-Lidbom (2012）の論文を検討してみる。

取り扱われている問題は．地方議会議員数と地方

行政支出の関係で，「一般には，“議員数が増える

と行政支出も増えるH ように考えるだろうが，フィ

ンランドとスウェーデンの分析から得られた結

果は逆で，“議員数が増えると行政支出は減る”，

つまり“負の有意な相関が検出された”」という

ものである。この分析結果から，このような効果

がもたらされる可能性について議論を展開してい

る。

この論文の最大の欠陥は“どのような測定値に

0. 7360.30) 0. 672(6.伺）

0. 687 (6. 55) 0. 522 (4. 24) 加r1lery

0. 733 (7. 46) 0. 656 (6. 02) 

0.6駒(5.84)

0. 506(4. 06) lar側 tY-

0. 621 (5. 49) 世禍，ft

対して回帰分析を行っているか”についての問題

意識が全くないことである。つまり， percapitaや

この対数変換値を回帰分析に用いることの人為的

効果についての配慮が全くなく従属変数や独立変

数として使われている。表（Table3-6 in Pettersson-

Lidbom 2012）の下にNotesとして記載されている

のは独立変数にpercapita spendingの対数値，独

立変数に Councilsize （議員数）の対数値と記載

されている。

一般に，社会指標のクロスセクションデータ

では上述したよラに“ベキ関数の法則” （日 下部

2011）が経験的に成り立つ。後の日本とアメリ

カの分析で示すように地方議会議員数も地方行

政支出もほぼ人口のベキ関数として表現できる。

今，人口を x，支出を Y1，議員数を Y2，とすれば，

Y1＝α1*x'¥ Y2＝α2＊が，と表現され る。 Pettersson-

Lidbomが従属変数（ηとしたlogper capita spending 

は log(y/x)=log（α1本X"l"')=logα1＋仏・l)logx.と表現

され，独立変数（め とした logcouncil sizeは log

Y2=logα2+/J2 log xと表現される。 人口の対数値を
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独立変数（X =log x）とすれば， Y=logα1+(flパ）＊X

の人口対数値との直線関係で表される。また，

log council sizeを独立変数（X=log y2）とすれば，

Y=y*X -log α1+logα2 , (y=(fli-1 )//J2），となり，議員

数の対数値との関係は，おおむね係数yの直線と

して表現され，因果関係の有無に関わらず有意な

相関が検出されてもおかしくないのである。一般

に，行政支出は人口にたいし逓減型の増加を示す

ので、Aは1より小さ く， したがって直線の傾き y

は負になることが予測される。フィンラン ドとス

ウェーデンのデータが手に入らないので直接検証

することが難しいがPettersson-Lidbomの分析結果

は単なる見せかけの相関である可能性が強い。日

本とアメ リカの地方議員数の例を分析しながらこ

れを示す。

( 1 ）日本の地方議員数と地方行政支出との相関

日本の都道府県議会議員数と行政支出を対数変

換して人口の対数値に回帰するとおおむね直線回

帰できる （表5）。これらの対数変換値を用いて

パス解析を行うと Fi思江e6(a）に示すパス図を得る。

都道府県人口と GDP，地方議会議員数，行政支

出との聞の4変数逐次モデルを設定し AMOSで

パス解析すると地方議会議員数と行政支出との聞

に正ーの．在意立直接J劫｜暴＿＿_(Q,_Z-7.~.ふJ'.:'_2＿・5-2＿~）＿＿＿が検出で、

きる。人口と GDPの効果をともにのぞいた2次

の偏相関係数（r1 2•34） は 0.299(t=2.23＊）となり．直接

効果よりやや大きい。つまり“議員数が増えれば

表5 日本とアメリカの地方議会議員数と地方歳出に
ついての人口にたいする回帰分析．
(Table 5. The regression analysis for the Jog-transformed 

council size and the expenditure both in Japan and America. 

f3 is the slope of the regression line, and R is the con-elation 
coefficient.) 

Dependent /3 Corre I at ion (r) 

JAPAN 

Counc i I Size 0.435 0. 9774 

Expenditure 0. 912 0.9863 

AMERICA 

Counci I Size 0. 163 0.3387 

Expenditure 0. 982 0.9852 

行政支出は増える η ということが明らかである。

以上のような，議員数と行政支出との関係を．

Pettersson-Lidbom (2012）が分析した手法にならっ

て行ってみるとどうなるであろうか？まず，単純

に人口で割ったpercapitaどうしを比較してみる。

Figure 7(a）で示すように“正の有意な相関”を示す。

これは“ベキ関数の法則”によって予測できる当

然の結果であり，当然，見せかけの相関が疑われ

る。ここで注意したいのは （支出／人口）の値で

ある。行政支出は人口に対する逓滅型の増加関数

だから人口で、割った値にすると無条件に人口効果

が埋め込まれる。これは人口の対数値を横軸に

とって表したFigure7(b）に示されている。この傾

向は， Pettersson-Lidbom(2012）が従属変数として

用いた （支出／人口）の対数値をとっても変化し

ない（Figure7(c））。 Percapitaの支出の対数値は人

口の対数値に対し， Y=logα1＋伊1・l)*Xの直線関係

で表現されたので傾きを計算すると β1-1 = 0.912 

-I = -0.088となり Figure7(c）の回帰直線の傾き

(a) JAPAN 
0.717(t=6.57勺（R2=0.976~.

Log F。pulation－惨 LogExpenditure 

，、...0.587(1=3.27つ E
I o.986 、h I o.21scド2.52つ

司‘ LogGDP 工 L心gCouncil S日C

凪396（戸2.21つ 2
x2=o.4ss; dtヒI;Prob.=0.484; 

(R~＝0.960) 

Gfl=0.990; RMSEA=0.000; AIC=IB.91 

(b) AME悶 CA

Log Population 
0.367（作2.20*)

' 0.986 
' 0.619(t=3.70*t 

司 LogGDP 
・1.082(1=-1 31 ns) 

x2=0.485; df=I; Prob.=0.484; 

Log Expenditure 
(R2=0.976) 

Log Council Size 
(R2=0.960) 

GFl=0.995; R仲tSEA=0.000;A IC=l 8.49 

Figure 6 Estimated causal model for council剖zeand 
expenditure both in Japan and Amerira. 

Figure 6. Path analysis showing the direct positive effect 
between the council size and the expenditure in the Japanese 
local governments (a). In America, the effect cannot be 

detected (b). 

（図6 日本（a）とアメリカ (b）における地方議会議員
数と地方歳出との共分散構造分析）
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Figure 7. The regression analyses between the council size and the expenditure. (a) The regression between the per capita 

observed values. (b) The regression of the per capita expenditure on the population size. (c) The regression of the logarithm of 

the per capita expendi旬reon the logarithm of the per capita expenditure. (d) The regression of the logarithm of the per capita 

expenditure on the logarithm of the council size. 

（図7 日本の地方議員数と地方歳出との回帰分析. (a) per capita聞の回帰分析. (b）人口の対数値にたいするper

capitaの地方歳出の回帰分析.(c）人口の対数値にたいするpercapitaの地方歳出の対数値の回帰分析. (d）議員数の

対数値にたいするpercapitaの地方歳出の対数値の回帰分析．）

Log population 

いて演縛したように，因果関係の有無にかかわら

ず負C関数関係が表われるのである。

これをPettersson-Lidbom(2012）が回帰分析した

と想定されるように．人口の対数値，議員数の対

・00885にほぼ一致している。 また独立変数を議

員数の対数値とすると予測される回帰直線の傾き

は y= (0.912・1)/0.435＝・0.2023となり Figure7(d) 

の傾き －0.1687に近い。先にベキ関数モデルを用
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数値と percapita spending （行政支出）の問でパス

解析を行ってFigure8に示す。 Pettersson-Lidbom

(2012）が検出した負の相関は確かにー0.422(t=・3.23,

Figure 8(b））となるが，これはすでに詳述 したよ

うに直接効果1.431と人口を介した効果0.977×

（ー1.896）の和によ ってもたらされた見せかけの

相関であることが明瞭に理解できる。おそら

く， Pettersson-Lidbom(2012）はフィンランドやス

ウェーデンの町村の分析で同じような結果を真の

直接的負C効ー果と判断して議論をすすめたのであ

ろう。

( 2）アメリカの地方議員数と地方行政支出との

相関

アメリカの議員数は人口に対し強い逓滅型の増

加を示し対数変換値の相聞は低い（0.339＊，表5）。

つまり，アメリカでは議員数はあまり人口に依存

しない，つまり，都市人口の大小に関わらず議員

·:=.:ir·~~之、
同 Cou

：訓話三三
↓jニをぎゴー

Figure 8. Path analyses decomposing the spurious 

corr巴lationsbetween the council size and the expenditure 

into the direct effect and the indirect effect via the 

population size. (a) Path analysis among the logarithm of 

the observed values: the population size, the council size 

and the expenditure. (b) Path analysis among the variables: 

the logarithms of the population size, the council size and 

the logarithm of the per capita expenditure. Note that the 

negative spurious correlation (r＝・0.422)is contradicto1y to 

the positive direct effect (p= l.431) between the log council 

size and the log per capita expenditure 

（図8 日本の地方議会議員数と地方歳出とのパス解
析. (a）対数値問でのパス解析.(b) per capita歳出の
対数値と人口，議員数の対数値とのパス解析．）

数の上限が見られるので、ある。したがってパス解

析を行うと Figure6(b）で示したように議員数に対

する人口とGDPの効果が検出されず議員数の独

立性が示される。当然、，議員数と行政支出との問

に直接効果は検出されない。日本と対照的な結果

である。

6. 考察

回帰分析において従属変数や独立変数に per

capitaやこの対数変換値などを用いた場合，“見せ

かけの相関”が生じることは理解できたであろう。

したがって，従来“人口効果を除くために”といっ

て人口で割っていた操作は実は“人口効果を埋め

込む”ことになっていたのである。これが今日ま

で，特に計量経済学を中心として慣習的に踏襲さ

れてきた回帰分析手法における不適切な，かつ間

違った点なのである。この問題点を指摘したもの

は今まで洋の東西を問わず誰もいない。それほど

“常識的な慣習”だ、ったのである。

本論では典型的なクロス ・セクションデータを

用いて見せかけの相闘が生じてくる過程を分析し

てきたが，これは定量的評価を正確にしたいため

であった。本論で示したような percapitaの値が

持つ問題は，多かれ少なかれ，人間活動のおよぶ

所では常に見られるのである。例えば，都市問題

や過疎開題を論じる時に当然．定量的考察が必要

となる。 この時， percapitaで比較するような状

況は広く社会科学全般から日常生活にまで見られ

る。このような時にも問題によっては対象となる

二つの現象の背後に人口を介した効果が多く紛れ

込んでいる可能性を考える必要がある。パス解析

では

Y12 = P12 + P1J×P23 

と表現され，「二つの変数の相関は互いの直接効

果に．背後の人口を介したこつの効果の積を加え

たものになる」ことを覚えていた方がよい。

普通，計量経済では独立変数や従属変数にper

capitaやこの対数変換値を用いた分析が広く行わ

れてきた。実例として検討した Pettersson-Lidbom

の論文は正にその典型で独立変数のcouncilsize 

の効果が有意な負の相関として検定されている。
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これがどれ位の信頼度があるかはこの有意性を信

じるわけにはいかないし 補正することもでき

ない。なぜなら．回帰分析モデルが悪いのでは

なく．見せかけの効果を介入させる不適切な値，

per capitaやこの対数変換値を用いていることが

間違いなのである。従来，見せかけの相関は“時

として起こる不可解な現象”として見過ごされて

きて不聞にされてきたが，本論で分析したように

per capitaやこの対数変換値を分析に用いること

で，たえず起こっていることがわかる。このよう

な不適切な値を統計的手法として用いることが問

題なのである。Percapitaという値は，ある量の

実測値を人口という実測値で、割った値であり，こ

れがどのような確率分布をするのかについては誰

にもわからないという意味においても回帰分析に

用いることは不適切である。実際にこの分布を見

るといかにきたないかがわかる。

このような見せかけの相関が生じることを防ぐ

には， 2次の偏相関係数を推定すれば良いこと を

示した。アメリカの刑犯罪各種間の因果関係がこ

れによって適切に検証できることは， 2次偏相関

の有効性と検出力の確かさを明らかにしている。

7. まとめ：「ベキ関数の法則Jにつ

いて

社会科学分野においては．特に，計量経済学を

中心としてpercapitaやperGDPを用いた回帰分析

が日常的に行われ，回帰係数の統計的有意性や相

関の度合いにもとづいて独立変数の効果が判断さ

れ，有意性があればあたかも因果関係があるかの

ように解釈されて政策論議にまで展開されるよう

なことがおうおうにして行われてきた。しかし，

本論で考察してきたようにこのような回帰分析手

法は必然的に見せかけの相聞を生じさせており．

統計学の手法としては不適切かつ間違った手法で

ある。過去数十年，慣習的に踏襲されてきた回帰

分析結果にもとづく計量経済学の多くの課題（例

えばBa汀0 1997など）は再検討されなければなら

ない。

社会科学分野における因果関係についてのあい

まいな論議をさけるためにも経験則として以下の

3つの事項を「広義のベキ関数の法則」としてま

とめておきたい。

①社会指標の多くは人口にたいしてベキ関数関係

にあり． したがって，任意の社会指標はたがい

にベキ関数で表現される。

②このような任意の社会指標聞の回帰分析にper

capitaやperGDPで表した社会指標値や，これ

を対数変換した値を用いると必然的にベキ関数

関係を生じ，因果関係の有無に関わらず見せか

けの相関が常に引き起こされる。

③このような見せかけの相関をさけ．直接的効果

や因果関係を検証するためには，人口と GDP

の効果をともに除いた二つの社会指標聞の2次

の偏相関係数Cr.2•34）が統計的に有意となること

を基準とするのがよい。これは，人口と GDP

を変量として組み入れた4変数逐次モデルの構

造方程式分析によって有意な直接的効果を検証

する手法と等価で、ある。

最終稿に目を通していただいた山出俊弘博士，

および．英文校聞をお願いしたJosephLauerさん

に感謝いたします。
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( 1 ) 1次の偏相関係数と部分相関係数について

二つの変数の関係に第三の変数が関与している場合がある。このような時に第三の変数の効果を取り除

いた(partialout）二つの変数の実質上の相関を検出することが大切である。このような時に用いられるのが

偏相関（partialcorrelation）の概念である。

Figure A lを見ながら偏相関係数の考えと式の誘導について解説する。

2変数X，とXiがあって．ともにX3の影響を受けている。その効果はパス係数， PnとP2Jで表される。変

数x，とXiは広以外に未定項u，と叫の効果をそれぞれ受けている。このu，とViの相聞が広の効果を除い

たx，と吊の偏相関係数Y12・3を意味する。x，とViの相関，およびζ とu，の相関はpartcorr巴lati on，または

semi-partial correlationと呼ばれている部分相関を意味する。本文でもふれたが．パス係数は標準偏回帰係

数であり，相関係数とは異なり，その絶対値がlを越えることもある。

パス図から互いの相関関係で表現される式を導き出すには二つの方法がある。

①パス解析の基本規則から誘導する方法

｛規則］パス図における 2変数問の相関は．2つの変数がたどるパスすべてのパス係数の積和になる。

ただし 二つ以上のパスを同時に受ける変数

（→X←）．いわゆる合流点（Collider,Pearl 2009）を

途中に含むパスは除く 。

この規則に従えば，図Alにおいて， Xi→ぷ→弔の

パスでr13× r23(=Pn×P23），も う一つのパス， Xi→U1→

Y12• 3→Ui→弔のパスで、U1 × U2 × rロ明したがって，

Y12 = Y13×Yz3 + U1×U2 X Y12・3

が．ただちに誘導される。

②構造方程式から相関関係を誘導する方法

パス図からXiと九についてのこつの同時方程式が

得られる。

x, =p13×X3 + U1 x U1 

X2 = P2J×X3 + U2 x U2 

これらの式は操作変数法により互いの相関係数で

表される連立方程式に変換される。かかわる変数，

XI> X2, X3, U1, U2を上記二つの方程式に掛けて期待値

をとると．1 0個の連立方程式が得られる。うち6

つの方程式から．

川 ＝u,＝石コ三
rx.u, = U2 ＝石て三

r13 = Pn 

r23 = P23 

Figure Al ri2•3 : a first-order partial correlation 

《：二）TJ2•3
Figure A2 r12•34 : a second-order partial correlation defined 
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A formula for a s舵 ond-orderpa此凶 correlation,r12•34 
between X1 Qnd X2 

Yt2*3・YJ4*3X Y24*3 

,.12*34 = 

~ 1 ・ r14＊子 x~ 1・＇24*32

Figure Al expresses the first-order partial correlation. A2 is 

the second-order partial correlation expressed using the first・

order correlations. A3 is the second-order pa口ialcorrelation 

expressed using the zero-order correlations目

（図A1 1次偏相関係数を表す.A2 1次偏相関係数で
表される 2次偏相関係数.A3通常の相関係数で表さ
れる 2次偏相関係数．）
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が得られ，残りの二つから偏相関係数を持つ式

r12 = r13×r23 + u l×U2×r12・3
が得られる。 この式から偏相関係数を表す一般式が求まる。

r12・rnx r23 
fl'?*'l = － J下石Ex.／τ了五子

残る二つの式は

rx,u. = U1 x r12・3

rxu, = U2 x r12・3

であり，さきに述べた部分相関 （partcorrelationまたはsemi”partialcorrelation）に相当する式である。

(2) 2次偏椙関係数について

2次偏相関係数については， Yule(1922), Yule and Kendall (1950), Ezekiel (1941), McNemar (1969), Karlinger 

and Pedhazur {l 973), Ley( 1972）などが記載しているが式の誘導はYule& Kendal {l 950）に演緯的に記載され

ているのみで煩雑である。ここではすでに述べた 1次偏相関係数にならってパス図Al・A3で説明する。本

文図 4(a）でも示した 1次偏相関係数を表す図Alにおける 2変数 X1と九をそれぞれX1勺， x;.3でおきかえ

て図A2のパス図がえられるo X1・3, X2•3 はpartialscore (Ley 1972）で，第3の変数の効果を除いた残差を意

味し回帰偏差 （日下部2002）に相当している。図Alでの Ui，日に相当する変数である。図A2は，これら

のpa巾alscoreから第4の変数Lの効果を除くことを表現したパス図である。このパス図から l次偏相関

係数と同様な計算を行えば2次偏相関係数 （r12引） を表す式が導かれる。もちろん変数の組み合わせによっ

て他の5つの場合の2次偏相関係数（r13・24・ r23引など）も考えることができる。

この2次偏相関係数の式は 1次偏相関係数の関数で表現されているが，式を誘導して行くと通常の2変

数相関係数で表現される式が導かれる。

r12*3・r14*3x r24*3 

r12*34 = 一一一一一一一一
./ I・r14*32x./ 1 -r24*32 

r12・r12r342-r13r23 -r14r24 + r14r23r34 + r13r24r34 

J (1－円42）ー（r132+ r142 -Zr13r14r34 ) x ,/ (I -r342 ）ー（r232＋円42-Z乃3r24r34)

Figure A2のパス図は，Fi別問A3で示した逐次4変数のパス図と同等で，Figぽ巴 A3のパス図から同時方

程式をたてて導いて行けば，煩雑で、はあるが上記の2変数相関係数で表現される閉じ式が導かれる。

同じ誘導を繰り返せば高次の偏相関係数が得られる。

例えば， 3次の偏相関係数は，
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n次の偏相関係数は，

r r12*34…（目＋l）・ r1（目＋2)*34…（n+l)X 1'2(n+2）六3イ目＋l)
12*34 ... (n+2) = 

,/ 1 ・1't(n+2)*34・バn+t)2X./ 1 -1'2(n+2)*34 ... (n+t)2 

で表わされる。


