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概要

本論文は、筆者が広島大学大学院工学研究科システム工学専攻において行ったディジタ

ルフィルタの設計に関する石iJf究をまとめたものである O

第 l章は序論であり、本研究の背景および従来行われてきた研究の概要、問題点を述べ

た後、それらの問題点に対する本研究の関係について示している O

第2章では、最大誤差制約条件下で最小2来誤差をもっ 2次元 FIRフィルタの設計法

について論じている O まず、重み付き最小2乗法によるフィルタ設計法と、最大誤差を制

約するための重み係数更新アルゴリズムについて論じた後、設計に要する計算量の低減を

図るために、 Lagrange乗数法による設計法を提案している。次に、直線位相フィルタを

設計する場合と、実質的な遷移域幅を固定する場合の設計法の変更点が、それぞれ示され

ている。最後に、数値例を与え理論の有効性を確認している O

第 3章では、安定性の保証された 2次元 IIRフィルタの設計法について論じている O ま

ず、 Roesserモデルと Fornasini-rVlarchesini (FM)第2モデルの記述を行いその安定条件を
示した後、これらの 2つの状態空間モデルに基づく安定な分母多項式係数の設計法につい

て論じている O 次に、分母多項式係数を固定して分子多項式係数を設計する方法を述べて

いる O 本設計法の特長は、分母多項式係数の設計法と分子多項式係数の設計法を分離独立

させることで、分子多項式係数の設計を線形最適化問題に帰着した点であり、これによっ

て計算量の低減を図っている O 設計例では、従来法と比較して計算時間が2分の l以下に

なっていることを確認している。

第 4章では、多次元ディジタルフィルタの空間領域設計について論じている。まず、

Roesserモデルによる分母分離形多次元ディジタルフィルタの状態空間記述が与えられる。

次に、所与の多次元 FIRディジタルフィルタを形式的に l次元システムを用いて表現し

た後、平衡実現による低次数近似と最小分解の繰り返しによってフィルタを設計する手法

について論じている。数値例では、 2次元および3次元ディジタルフィルタの設計を実行

し、理論の正当性を検証している O

第 5章では、適応アルゴリズムを用いた、 FM第 2モデルに基づく、 2次元状態空間

ディジタルフィルタの設計について論じている O まず、出力信号に対する各係数行列の勾

配を計算し、それを用いた LMS適応フィルタを構成している。次に、状態変換を行い、

参照信号を入力の一部として利用するによってフィルタ次数を低減する手法についても論

じている。数値例では、これらのアルゴリズムを 2次元ガウシアンフィルタの設計に応用
した例を示している。

第6章は、本論文の結論であり、本研究による成果をまとめた後、今後に残された研究

課題について言及している O
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第 1章

序

1.1 

=会

日間

本研究の背景

実データの多くが本来は多次元信号である。昨今、 CCD画像センサ、 X線や NMRコ

ンピュータ断層写真撮影センサ、地震用アレイ、音響用アレイ等の多次元センサアレイが

広く利用できるようになり、近年のハードウエア技術や並列処理技術の発展に伴うディジ

タル演算能力の飛躍的な向上や、 LSI及び MOS半導体メモリの進歩により大容量のメ

モリが安価に入手できるようになってきたこと等があいまって、多次元ディジタル信号処

理は最近益々重要になってきている O 多次元ディジタル信号処理の応用分野には、画像処

理、地球物理信号処理、センサアレイ信号処理等が含まれており、その範囲は今後ますま

す拡大する傾向にある O

多次元信号が l次元信号と異なる点として、 1)データ量の多さ、 2)標本化構造の多様

さ、 3)周波数割I(あるいは空間軸)に関する対称性の存在、 4)数学的な取り扱い方の相違、

などが挙げられる。このため、多次元信号の処理に l次元信号処理の理論の拡張が利用で

きない場合も多く存在する。この l例として、代数の基本定理の欠如に起因するシステム

の安定性の問題が挙げられる。 l次元の場合、システムの伝達関数の分母多項式が l次と

2次の多項式に分解できることが保証されており、安定性のチェックやシステムの安定化
が容易に行えるが、多次元の場合、分母多項式の低次多項式への分解が保証されておら

ず、安定性のチェックやシステムの安定化が非常に困難になる O こうした問題に対処する

ためには、多次元信号の特徴を考慮した信号処理手法の確立が必要になる。

さて、多次元ディジタル信号処理には rFT、フィルタリング、スペクトル推定、デー

タ圧縮、標本化梢造変換、その他多くのものが存在するが、中でも多次元ディジタルフィ

ルタと多次元 FFTはその中心的な重要な役割を演じている。特に多次元ディジタルフィ

jレタの用途は画像の平滑化や強調、地震波やレーダ一、ソナーの信号処理、標本化構造

変換の前後処理、その他広範囲に及んでおり、従来から非常に多くの研究が活発に行われ

ている。一般に、多次元ディジタルフィルタは非巡回形 (FIR)と巡回形(IIR)に大別され



るO 非巡回形は線形位羽:1が厳密に得られると共に、 安定性が常に保証されるという特長が

ある。一方、巡回)r~ では、日~-~J の設計イ上織が与えられた と き、非巡回形に比べて比較的少

ない記憶容査とお(鉾呈で所与のフィルタ特性を実現できるという利点がある。多次元ディ

ジタルフィルタを非巡戸13院をJI:Jいて実現するか、巡回形で実現するかについては周囲の状

況や使用目的、経済性を方1]1床して決定されるこ とになる O また、設計仕様については周波

数領域または空11¥j飢域のいずれかで与えられる。 さらに、周波数領域の設計仕様は振幅応

答と位相特性({作遅延)とに分けられる O このように、 多次元ディジタルフィ ルタの設計

法は仕様の与え方によっても違ってく る。従って、フィルタ構造や設計仕様に対応して多

次元ディジタ ルフィ ルタの設計問題を論じる必要ーがある O これらのフィルタの設計法に関

する既存の研究とその問題点について以下で概説する O

周波数領域での代表的な 2次元 FIRディジタルフィルタの設計法 [1]，[2]として、 1)窓

関数法、 2)周波数標本化法、 3)マクレラン変換等の周波数変換による方法、 4)何 らかの

基準に基づいた最適設計法、等が挙げられる。これらのうち 1)"，3)の手法は比較的容易

にフィルタを設計できるものの、何らかの基準において最適なフィルタを得ることができ

ないと いう欠点がある。イ可らかの意味で最適なフィルタを得るためには 4)の手法を用い

る必要があり、多くの場合、設計基準と して最小2釆誤差基準 [3]"，[5]かミニマックス基

準 [6]"'[8]のどちらか一方が用いられる。これらの基準に基づく最適設計法はすでに幾っ
か提案されているが、これらの基準は最大誤差又は2乗誤差の一方のみを考慮したもので

あり、他方の基準に関しては全く考慮きれていない。一般に、設計基準の最適性は入力信

号のスペクトルに依存する。そのためこれらのいずれか一方の設計基準を用いてフィルタ

を設計した結呆が常に最適であるとは限らないという問題点が存在する。この問題に対し

て、最近 Lagrange来数法を用いることで、忌大誤差を制約した条件のもとで阻止域の2

釆誤差が最小となる l次元 FIRフィルタを設計する手法が提案されている [9]0しかし、

多次元の場合においてこれに類する研究は発表されておらず、また、 2次元の場合には l

次元のそれと異な り、干11J或端が点でなく称!または点の集合で与えられるなどの理由から文
献 [9]の手法を単純に多次元に拡張するのは困難であるという問題点がある。
周波数領域における 2次元 IIRフィルタの設計法 [10]として、 1)1次元アナログフィ

ルタからの変換による方法、 2)低次元分解に基づく方法、 3)最適化に よる方法、等が挙

げられる。ある意味で最適なフィルタを得るためには 3)の手法を用いる必要があるが、

この場合には同時に安定性の検証も行われなければならない。先に述べたように伝達関数

表現における 2次元 IIRフィルタの安定性の検証は非常に困難である。また、 2次元IIR

フィルタの設計ではフ ィルタ係数は非線形最適化手法によって、決定されるため、計算量が

非常に大きくなるという欠点があった。この問題を解決するため、伝達関数表現における

分母多項式係数と分子多項式係数を独立に取り扱うことで、分母多項式係数の設計で群遅

延特性を、分子多項式係数の設計で、振IIJ市特性をそれぞれ分担して近似し、さらに分母多項

式の構造を分間切手に限定することによって、安定なフィルタを比較的少ない計算量で設計

する手法が提案されている [16].[23]0しかしながら、この手法では分母分離形しか取り扱

，) 

われておらず、一般形での設計法については言及されていない。 一方、 2次元局所状態空

間モデルによるフ ィルタ設計法ではリア プノフ方程式に基づく安定条件が導出されてお

り、これに基づくフィ ルタ設計法が既に提案されている[13]，[14]。しかしながら、この手
法ではフィルタパラメータの全てが非線形最適化手法で求められてお り、設計に必要な計

算量が非常に大きなものになると いう問題点が存在している。

一般に、空間領域における設計では設計仕様としてインパルス応答が与えられ、それを

近似するような差分方程式もしくは状態空間モデルを求めることになる。空間領域の設計

には伝達関数 (差分方程式)に基づいた手法も存在するが、そのほとんどは状態空間表現

に基づくものである O 状態空間モデルを用いることには、 1)係数感度や丸め誤差に対す

る特性の優れたフィルタが得られること、 2)構造が並列処理に向いていること、 3)近似

と実現を同時に行うことができ、多次元の場合困難な伝達関数から状態空間モデルへの低

次元実現を考える必要がないこと、などの利点がある O しかしながら、従来の状態空間モ

デルを用いた設計問題のほとんどは、 l次元もしくは2次元ディジタルフィルタの設計に

関するものであり、多次元デ ィジタルフィルタの設計法としては、伝達関数表現によるも

のしか見かけ られない [:24]'"[3s]。したがって、以上のような利点を持つ、状態空間モデ
ルによる多次元ディジタルフィルタの設計法を開発することは重要な研究課題である。

ところで、近年適応信 号処理に|到する研究が活発に行われている O 適応フィルタの構

造として最もよく用い られているのは適応 FIRフィルタであるが、フィルタ性能の向上

や演算量の軽減を目的として適応 IIIlフィルタ [45]，[46]や状態空間適応フィルタ [47]等
が提案されている。2次元の場合においても適応フィルタに関する研究 [49]'" [60]は活発

に行われており、最近Roesserモデルに基づく 2次元状態空間適応フィルタが提案された

[59]0 2次元の場合よく知られている局所状態空間モデルとして、 Roesserモデルの他に

Fornasini-rVIarchesini第2モデル [20]が挙げられるが、これに基づく 2次元状態空間適応

フィルタはまだ提案されていない。

1.2 本研究の内容

本研究は前節で述べられた諸問題の解決を目的として行われた研究をまとめたものであ

り、その内容は以下に示す通りである O

第2章では、周波数領域における 2次元FIRフィルタの設計法について論じている。こ

こでは最小2来近似やミニマックス近似を行った際に発生する問題点を避けるため最大誤

差制約条件下で、最小2来誤差を有する 2次元 FIRフィルタの設計法について提案してい

るO 本手法では l次元の場合における研究 [9]を2次元のそれに拡張する際に発生する諸

問題を避けるために、通過域を等リップルとする条件を取り除き、繰り返し重み付き最小

2来法を用いることで2次元の場合におけるフィルタ設計を可能にしている。また、繰り

返し重み付き最小2来法によって制約すべき評価点が限定できた後で、 Lagrangeの未定

乗数法を用いることによって設計に必要な計算量を低減する手法を与えている O さらに、

3 



所与の仕様が線形位相で周波数軸や原点に対して対称性をもっ場合のフィルタ設計法につ

いても考察している。また、最大誤差に対する制約を緩めることによって実質的な遷移域

幅が広がるという問題点について考察し、最大誤差に対する制約条件とは別に、帯域端の

誤差に対して新たに制約条件を課することによって、この問題点を解決する方法について

述べている。数値例では、複素係数フィル夕、線形位相フィル夕、実質的な遷移域幅を固

定した線形位相フィルタの 3つについてフィルタ設計をおこない、いずれの場合において

も本設計法が有効性で、あることを椛認、している O

第3草では、安定性の保証された2次元 IIllフィルタの設計法について論じている。こ

こではフィルタ設計を分子多項式の設計と分母多項式の設計に分離し、分母多項式として

2次元局所状態空間モデ、ルより得られる多項式を用いることによってフィルタの安定性を

保証する一方、分子多項式係数の設計を分母多項式係数の設計と独立に取り扱うことに

よって設計に要する演算畳を低減する方法を提案している O まず、安定な2次元局所状態
空間モデルと伝達関数表現との関係を示した後、交互変数法 [22]による分母係数の最適

化法を示し、続いて分子多項式の係数の最適化について論じている。分子多項式の係数決

定は線形方程式を解くことによって行われるため、これに必要な演算量は従来法と比較し

て非常に少なくなる。設計例では、 Fornasini-Marchesini第 2モデルに基づく従来法と本

方法に要した計算時間を比較し、実際に演算量が低減されていることを示している。

第4章では、 Roesserモデルに基づく多次元 IIRディジタルフィルタの空間領域設計法

について述べている。最初に、フィルタを記述した後、分母分離形多次元ディジタルフィ

ルタが多入力多出力の 1次元ディジタルフィルタの縦続接続によって表現できることを

示している。続いて、フィルタの設計問題について定式化している。まず、所与の多次元

FIRディジタルフィルタを形式的に多入力多出力の i次元 FIRディジタルフィルタで表

現した後、それを状態空間モデルで実現し、平衡実現 [40]を用いることで低次数モデル

による近似を行っている。続いて、得られたフィルタに対して最小分解を施し、それに

よって得られる 2つの rIRフィルタに対して同様の平衡実現、低次数モデルによる近似
を行っている。それを繰り返し、得られた l次元多入力多出力ディジタルフィルタを組み

合わせることによって、多次元ディジタルフィルタを得ている O また、実現、近似される

l次元 FIRディジタルフィルタが l入力、もしくは l出力であるときには平衡実現によ

る近似の代わ りにイ ンパルス応答グラミアンによる近似を行い、部分的に逆行列の計算を

不要にして、設計に要する計算量を低減している O この結果、 2次元 IIRディジタルフィ

ルタの設計の際には逆行列の計算が一切不要になる O この章で述べられている手法は従来

2次元の場合において提案された低次元分解 [38]の考え方を多次元に拡張したものであ

るが、本方法を 2次元IIRディジタルフィルタの設計に応用した場合でも、従来法より少

ない計算量でフィルタを設計することが可能である。また、本方法で得られたフィルタの

安定性は常に保証されている。

第 5章では、適応アルゴリズムを用いた、 Fornasini-Marchesini第 2モデルに基づく 2
次元状態空間フィルタの空間領域設計法について論じている。ここでは、係数感度と中間

4 

伝達関数の関係か ら勾配を求めるための新しいシステムを導出し、それを用いて LMSア

ルゴリズムによる適応フ ィルタを構成している。また、状態空間モデルの特長であるフィ

ルタ構成における自由度を利用し、参照信号を入力信号の 1部として用いることによっ

て、状態空間モデルの次数を低減し、適応に必要な計算量を削減する方法についても論

じている O 設計例では、これらのアルゴリズムを 2次元ガウシアンフィルタの設計に応用

し、理論の有効性を確認している。

。



るという欠点を持っているため、繰り返しの途中でフィルタの係数決定法を Lagrangeの

未定釆数法に切手不えることによって、計算畳の低減を図る手法を提案している。また、最

大誤差に対する 111リ約条件が厳しい場合と緩やかな場合では、実質的な遷移域幅が異なる O

これは通常、有J:城端で、設計誤差が最大値をとるためであるO 選移域の変動幅は設計される

フィルタの次数や仕織によって異なるが、この変動が許容できない場合には、実質的な遷

移域l隔を回定したフィルタ設計法が必要になる O 本章では、この問題についても考察し帯

域端の最大誤差に対して新たな制約条件を課することによってこの問題を解決する手法を

提案している O

本章の構成は次の通りである O まず、第2節ではフィルタの記述と問題の定式化を行

い、第3節ではフィルタ設計のアルゴリズムについて述べている。第4節では、設計され

るフィルタに完全な線形位相を保証した場合の変更点について説明し、第5節では実質的

な遷移域幅を固定する場合について考察している。第6節では、複素係数をもっ低域通過

フィル夕、完全な線形位相をもっダイヤモンドフィルタの設計例と、さらに後者と同じ仕

様をもち、実質的な遷移域帽を固定した場合についての設計例を示し、本手法の有効性を

確認している O

コ主ニ
与豆

最大誤差を制約した最小2乗誤差FIR

2 弟

フィルタの設!計

にコ諸2.1 

フィルタ記述と問題の定式化

2次元 FIRフィルタの周波数応答は、一般に次式で与えられる。

2.2 

(2.1 ) 
JJ(ω1川 2)=乞乞 h(nlぅ-112)e-j(nJω1十町叫)

= h1c(ω1 ，ω2) 

h = [ん(0ぅ0)... h7，(0，八r2- 1) hT(1，O) ... hT(l， N2 - 1) ... hT(N1ー 1，N2-1) 
hi(O，O)・・・ hj(O，N2 - 1) hj(l， 0) '" h心ぅN2-1)...hi(N1-1，N2ー 1)]t 

但し、

がある O

後者によってフィルタを設計する際、最も広く用いられる評価基準として最小2乗[3]""[5]
基準とミニマックス [6]"-'[8]基準の 2つが挙げられる O これらの基準に基づくフィルタ設計

法は多くの研究者によって研究がなされており、これまでに様々な最適設計法が提案され

ている O しかしながら、実際の応用に当たってはこれら 2つの基準のいずれか lつを用い

ることが必ずしも最適であるとは限らない。例えば、入力信号が広範囲にわたってほぼ一

様に分布している場合、阻止域のエネルギーが大きくなるミニマックス基準によるフィル

タよりも、誤差のエネルギーが最小となる最小2乗基準によるフィルタを用いる方が望ま c(ω1ぅω2)= [1 ... e-j(N2ー1)同 f 仰 e-j(ω1十(N2ー1)叫) ... e -j ( (N1 -1 )凶1+(N2ー1)ω2)

J ... je-j(N2-1)叫 je-Jω ... je-J(ω1+(N2-1)ω2 ) 
. je-j((N1-1)凶1+(的 -1)w2)]1

ここで、九7'(i，j)ぅhl(i，j)はそれぞれインパルス応答 h(i，j)の実部、および虚部を表す。

本節で取り扱うフィルタ設計問題とは、月rr望の周波数応答 Hd(ω1，ω2)が与えられたと
き、これをある意味で近似する複素三角多項式 (2.1)式を与えるん(i，j)を求める問題、す
なわち近似問題を指す。フィルタの設計問題に関しては、従来より様々な研究が行われて

いるが、それらの研究のなかで近似の|緊の評価関数として最もよく用いられているのは、

次に示す 2つである。

しい。しかし、最小2来フィルタはよく知られるギブス現象によって阻止域端での利得が

大きくなるため、入力信号が阻止域端で大きなスペクトルを持つ場合には不適切である。

ほとんどの場合、入力信号のスペクトルは不明であり、このことは阻止域において両方の

基準を考慮する必要があることを意味している O そこで、本章では最大誤差をある一定の

大きさに制約するという条件のもとで、 2来誤差が忌小となる 2次元 FIRフィルタの設

計法について提案している。具体的な設計アルゴリズムとして、重みイ寸き最小2乗誤差に

基づくフィルタ係数決定の繰り返しによって最大誤差を制約しながら 2乗誤差を最小化す

る手法を提案している O この手法はフィルタ設計に必要な繰り返し回数が非常に大きくな

7 

2次元 FIRディジタルフィルタの設計法は、マクレラン変換などの変数変換に基づく

設計法をはじめとする間接的な手法 [2]と、なんらかの評価基準に基づく最適設計法の 2

つに大別される O 前者は、一般に非常に簡単な手続きでフィルタを設計することが可能で

あるという利点を持つが、一般にある基準に対して最適なフィルタを得ることはできな

い。そのため、何らかの基準に対して段通なフィルタを得るためには、後者を用いる必要

6 



E(h) = ，m以|の，q) 1 
(p，q)εQ 

(2.3) 

定義;ベクトル m を大きさ η の実ベクトルとし、 f(m)をベクトル m のすべての要
素で微分可能な関数とする O このとき 、jの m に関する導関数を次のように定義する。

。I θI1 
3mδ1Il: I 

但し、 miはベク トル m の第 i要素である。

式 (2.5)を αで微分すると、次式が符られる。

θE(α)θ f，""，，""， . f.. .¥f.lf rT I 1I " _¥  

寸a 万三(工L内">，q)(c1(p， q)αーん(川))(c1(川 )α-ん(p，q))率)
\ (p ， q ) ε~ J 

=三:乞tυ(pぺ){ c"(p， q) (内 ぺ)α ーん(p，q)) + c(p， q)(内 ，q)αーん(p，q))"} 
(p，q)εQ 

=2ご乞ω(p，q)Re[c*(p， q)c1(p， q)α-c"(p， q)Hd(pぅq)] 
(p，q)εQ 

1) 2釆誤22関数
F(h) =乞乞|ε(p，q)12 (2.2) 

2)最大誤差|羽数

但し、

のうq)= Hd(p， q) -H(p， q) 

であり、 (pぅq)は周波数評価点 (ωlp，ω2q)の略である。また、 Q は周波数平面全体より遷
移域を除いた領域である。

しかしながら、これらの評価基準では最大誤差又は 2乗誤差の一方のみを考慮し、 他方

を完全に無視しているため、入力スペクトルが不明のときにはこれらのフィルタが必ずし

も適当であるとは限らない。そこで、本章では次に示す評価関数を最小化することによっ

て、フィルタを設計する O =Qα -d 

E(α) = L L IH(p， q) -Hd(p， q)12 (2.4a) 但し、
(2.6) 

但し

Qニ乞乞内3ぅq)Re[c"(p，q)c1(p， q)] 
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(2.4b) 

d=乞乞ω(1λq)Re[HcL(p，q)c*(p， q)] 
(p，q)εQ 

である。また、H.e[.]は・の実音[)を示し、汁ま複素共役を表す。式 (2.6)を0とおくことに
よって、 αは次の線形方程式を解くことによって求められる。

α= Q-1d (2.7) 

重み係数 ω(pぅq)は、評価点 (p，q)における誤差の相対的な大きさを制御するパラメータ
で、このパラメータが大きくなるほどその評価点における誤差は小さくなる。従って、式

(2.4b)における制約条件を満たすフィルタを設計するには、式 (2.4b)の制約を満たさな

い評価点における誤差を制約条件下に収めるための重み係数の更新と、更新された重み係

数を用いたフィルタ設計を繰り返せばよい。

本手法では、重み係数の更新を次のように行う。

ψπ+1 (pぅq)
ωn+1 (p， q) = l}1a;[ψη+1 (p， q) 1 

(p，q) 

5p，55はそれぞれ設計者によって設定される迎過域及び阻止域における最大誤差であり、
flp，fl5は辺過域及び阻止域を表す。すなわち、 n= flp u nsである。

2.3 フィ jレタ設計

2.3.1 重み付き最小2乗j去による設計アルゴリズム

最初に、重みイすき最小2乗誤差に基づく設計、すなわち、次に示す評価関数を最小化す

るフィルタ係数を求める問題を考える O

E(α)=乞乞ω(p，q) IH(p， q)ーん(p，q) 12 

=55山 )I仇 )α _HcL(p， q) 1
2 

(2.5 ) 
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(2.8) 

但し、 ω(pぅq)は評価点 (p，q)における重み係数を表す。
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但し、

|ム‘
O(p， q) = ~ r 

(p， q)εDp 

I 5s， (p， q)εOs 

ここで、添字 η は第 η 回目の繰り返しである事を意味する。また、ァは試行錯誤的に決

定される重み係数の収束を制御するパラメータである O

本手法のような、主み係数の更新とフィルタ係数決定の繰り返しによってフィルタを設

計する手法は、しばしば l次元および多次元ミニマックスフィルタの設計にも用いられて

いる。しか し、最大誤差の最小化を目的とするこれらのアルゴリズムとは異なり、本アル

ゴリズムは最大誤差を制約条件以下に制約しつつ 2来誤差を最小化するのを目的としたも

ので、孟み係数の吏新はftjlj約条件を越える最大誤差を制約するためだけに用いられている

ことに注意する必要がある O 本アルゴリズムの考え方を l次元的に図示したものを図 2.1

に示す。

I E(ω1，ω2) I 

ω1，ω2 

I r(ω1，ω2) I 

ω1，ω2 

I E(ω1，ω心|

ω1，ω2 

I r(ω1，ωの|

8l...一一一一一一- ・・- 一

ω1，ω2 

図2.1.重み係数による最大誤差制約ア jレゴリズム(太線は実質的に重み係数が更新され

る部分を表す)。

10 

2.3.2 Lagrange乗数法による設計アルゴリズム

前前jで示したアルゴリズムを用いることによって、所望のフィルタを設計することが可

能である O しかし、このアルゴリズムでは繰り返 し過程において、設計されたフィルタが

所望の仕様に近づくにつれ、収束に必支ーな繰り返し回数が多くなってしまう O これは、繰

り返しが進むたびに実質的に重み係数を更新する箇所が減少し、また、重み係数の更新量

が小さくなるためである O これを避けるために、より効率的にフィルタ係数を求めるアル

ゴリズムを次に考える。

上記のアルゴリズムが収束点に近づいたとき、実質的に重み係数を更新しなければな

らない評価点は、制約条件を越える誤差を持つ評価関数の極大値に位置する点とその付

近に限定されてくる。この状態のときには重み係数の更新量はごく小さなものとなってい

るため、重み係数の更新によって評価関数の極大値をもっ評価点自体が大きく動くことは

ない。このような状態、すなわち、誤差を制約すべき評価点が限定された状態であれば、

それらの評価点における誤差が与えられた仕様を満たすフィルタ係数を直接求めることに

よって、フィルタ設計に必要な繰り返し回数を減らすことができる O この具体的なアルゴ

リズムとして、次のものが考えられる。

(i)誤差が極値をとる許制i点のうち、誤差が制約条件を越えているものをすべて求める。
但し、ここでの4亙他をとる許刊1点とは

ε(ρ土1，q)三ε(ρ，q) かつ ε(J人q土1)三ε(pぅq)

である点をt日すものとする。

(ii) (i)で求められた評価点(以下制約点と呼ぶ)に次の制約条件を課して、 Lagrangeの
未定来数法を用いてフィルタ係数をみつける。

但し、

Ct(Pi， qi)α= Hd(Pi， qi) ， i = 1723・・.，/11 

E(Pi) qi) 
Hd(Pi， qi) = Hd(Pi， qi) -O(pi， qi) 

IE(pi，qi)1 

また、 Mは得られた制約点の総数である O

式(2.9)における制約条件は、次のように書き換えられる。

但し、

C 

e 

Cα -e=O 

[C(Pl' qd C(P2，白)・・・C(p仏 q!'v[)]t 

[ん(jJl，q1)ん(川2) ん(p川

11 

(2.9) 

(2.10) 



この条件下における最適解は、次式によって与えられる(付録)。

但し、

α = [ドI一Qσ-1セ勺1勺bCCt刊(C叫CQ-σ一→、七川1Ct)引tり)吋Q → 
十Q
一」1Ct代(CQ-斗lCt)一le

Q = 2二I:Re[c"(p， q)CI(pぅq)] 
(p，q)ξQ  

d = I:乞Re[l1a(Pぅq)ピ(p，q)] 
(p，q)ξQ  

C = [Re[c(Pl，qdl Im[c(pl，ql)] ... Re[C(PM，qM)] Im[c(PM，qM)] p 

(2.11) 

g二 [Re[Hd(Pl，qdlIm[Hd(pl，qdl .. . Re[Hd(PM，qM)] Im[Hd(PM，qM)]]t 

但し、 lm[.]は・の虚部を表す。

(i ii)新しく求められた係数が所望の仕様を満たしていれば終了し、そうでなければ以上

の過程を繰り返す。

このアルゴリズムの考え方を l次元的に示したものを図 2.2に示す。

ステップ (i)からステップ (iii )を数回繰り返すことによって、所望の仕様を満たすフィ

ルタを設計することができる。但し、所望の仕様が短めてミニマックスの仕様に近い場

合には、制約点の数が多くなり、所望の特性を満たすフィルタを得-るのが困難な場合もあ

る。一般にl!j!J約点の数がフィルタ係数の数を越えた場合には、 Lagrangeの未定乗数法で

はフィルタ係数を求めることができない。

結局、本設計法はまず重みイすき最小2来誤差に基づく手法を用いて、誤差を制約すべき

評価点をある程度見極めたよで、 Lagrangeの未定乗数法を用いて最適解を求めるもので

あると言える O 具体的なフィルタの設計法のフローチャートを図 2.3に示す。ここで、 α

はあらかじめ与えられたパラメータである。 αが大きすぎれば、 Lagrangeの未定乗数法

によって適当な解が得られない場合があり、 αが小さければ、図 2.3における前半部分の

繰り返し回数が多くなる。

本手法を用いれば、与えられた仕様が合理的なものであれば、その仕様を完全に満た

すフィルタを設計することができる O しかし、 5pヲ5sの値が合理的であるかどうかは簡単

には判別できないため、これらの値を完全に任意に設定するのは困難である。そのため、

実際に本手法でフィルタ設計を行う場合には、なんらかの手法を用いてプロトタイプフィ

ルタを設計し、得られたフィルタの特性からこれらの値を設定する必要がある。

12 

|ε(ω1，W2)1 

8 

I t:(ω1，ω)1 

5 

|ε(ω1，W2)1 

ωiω2 

図 2.2.Lagrange来数法による最大誤差制約アルゴリズム (・は制約点をあらわす)。

2.4 線形位相を保証した場合

設計されるフィルタのインパルス応答が実数であるとき、インパルス応答に対称性を課

すことによって、完全な線形位相が実現できる事が知られている。また、このとき振幅特

性の対称性に応じてインパルス応答に適当な制約を加えることによって、フィルタ係数の

数を減少させ、フィルタ設計に必要な計算量を低減することが可能であることも知られて

いる。本節では、これらの条件が課されたときに発生する設計アルゴリズムの変更点につ

いて述べる O

線形位相をもっ2次元ディジタルフィルタの周波数特性は、次式によって与えられる O

13 



Start る関数であり、次式のよ うに与えられる。

C九1，九2(ωぃω2) = 

cos η1ω1 COSη2ω2 + cos n2ω1 COS n1め ( 8分対称、のとき)

COS川 ω1COS n2い)2 象限対称のとき)

s
g
 

δ

n

 

P

E

T

 

δ
培

句

作
句
ぬ

E

m
w
m
 

E
S
-
-

汀

δ

n

F

「
、
.
，
.
4

H
A
d
n
 

以

m
u

Set W(p.q)=L cos(η1ω1+η2ω2) (原点対称、のとき)

Solve Eq.(5). 

このとき、フィルタの位相はフィルタ係数に関係なく決定される。そのため、この場合

フィルタの振幅特性のみを考慮してフィルタ設計を行えばよい。このとき、 Hd(Pi，qd， C 
および gはそれぞれ次のように定義しなおされる O

ilc1(pi， qi) = Uc1(Pi， qi) -O(Pil qi)ε(pi， q1) 
|ε(pi， 9i) I 

〉

Find local maxima. 

C = [C(PlぺdC(P2，q2) ... C(P，I¥I[，qM)]t 

9 = [H(んd心I

但し、 Hd(Pi，qi)は (pi，qdにおける所望の振Ipffi特性である。

Upclate w(p.g). 

Solve Eq.(9). 

No 

2.5 実質的な遷移域幅を固定した場合

(πJ，九2)EL
(2.12) 

通過域、阻止域における最大誤差の設定は、実質的な遷移域幅に影響を及ぼす。これは

通常ディジタルフィルタの最大誤差は帯域端で発生するためである。すなわち、遷移域の

振幅特性の最大傾斜は最大誤差が最も小さいミニマックスフィルタで最も急峻であり、最

大誤差に対する制約を緩めるにつれ次第にゆるやかになる。つまり、実質的に遷移域が広

がっていく。これを具体的に示すため、 l次元等リップルフィルタ及び文献[9]による通
過域等リップル、阻止域最小2乗誤差フィルタの振幅特性を図 2.4に示す。これを防ぐた

めには、通過域及び阻止域内での最大誤差に対する制約とは別に、帯域端における最大誤

差を設定し、それを固定する必要がある。

従って、この場合最大誤差に対する制約条件は次のように設定される。

End. 

図2.3.本設計法の流れ図

H(ω1州 2)ニ iI(ω1，ω2)e-j(ムヂ凶1+宍二叫)

H(ω1，ω2) =乞乞 α(η1，η2)九 η2(ω1川 2)

= htc(ω1 ，ω2) IH(p， q) -J-Id(pヲq)1<ι? (Jλq)εnp1 
I JJ (p， q) -H c1 (p， q) I三ろ ? (p， q) E np2 

(2.13) 
I fl (p， q) -H d (p， 9) I ~ι ? (p，q)εns1 
I H (p; 9) -H d (p， q) I 三 Ó~ ， (pぅq)εns2

但し、

h = [α(0，0)α(0，1)・ .]t

c(ω1，ω2) = [cOO(ωぃω2)COl(ω1 ，ω2)" .jl. 

ここで、 Lはフィルタの対称性とフィルタ次数に応じて決定される整数対であり、 α(口1，n2) 
は実数のフィルタ係数である。また、 Cn1川 (ω1ぅω2)はフィルタの対称性に応じて決定され

但し、 flp2とns2はそれぞれ通過域端および阻止域端を表し、 np1とns1はそれぞれ通過域
および阻止域からnp2とns2を除いた領域である o Ó~ とにはそれぞれ通過域端及び阻止域端

14 15 



(a) 
(b)-・・・・-

(c)一一---ー

O 
ω/π 

図2.4(a)ミニマ ックス基当lEで設計された l次元フィル夕、 (b)通過域で等リップル及び阻
止域で最小 2来基準で設計された l次元フィルタの比較。ここで、 (c)は振幅仕様

を示す。

における最大誤差の制約条件であり、 5pと5sを大きく設定することによって、実質的な遷

移域幅が広くなるのを防ぐために設定される。すなわち、 5~ ~ 5P1に三 5sである O

2.6 設言十例

以下の設計例では、設計されたフィルタを次に示す評価関数を用いて評価する O

(乞乞IHd(p，q) -H(p， q) I2γ 

= i (p，q)三口川2 t x 100 

εh∞= ， m，a_~ IHd(p， q) -H(p， q) I 
(p，q)Eil 

なお、本節における設計例では通過域、阻止城、フィルタ次数、 5p、6;、6;を固定して、
んのみを変動パラメータと してフィルタの設計を行う O 本設計例の中では、通過域におけ

る最大誤差を同ーとする制約条件が課されているため、通過域における最大誤差について

は、以後言及しない。すなわち、設計例の中での最大誤差に関する記述は、すべて阻止域

を対象としたものであるとする。

16 

2.6.1 設計例 1 低域通過フィルタの設計

評価点 (ωlp，ω2q)を、次の ように設定する O

7了 7f

以 lp二 32])'叫J2q=35q(-32三])，q三32)

所望の周波通応答は、次式の通 りである O

但し、

Hd(ωlA)=(f{-j(叩 1+川)}ぅば 0.4介
l u， 'f > 0.67f 

ア二ゾ(ω1-0.125π)2 + (ω2 -0.125π) 
Tl =乃二 3

設計仕様の振幅特性を図 2.4に示す O また、設計されるフィルタの次数を 9x 9とする。

まず、文献 [7]の手法にしたがってプロトタイプフィルタの設計を行った。プロトタイ

プフィルタの最大誤差が 0.0924であったことから、通過域における最大誤差をん=0.0924

と設定し、阻止域における最大誤差んを 0.100，0.110， 0.120，' . " 0.170としたと主のそれ

ぞれの場合について、本手法による設計を行ったO このときの設計結果を表 2.1に示し、

これをプロットしたものを図 2.5に示す。図2.5よりん=0.110付近では最大誤差の制約

条件をわずかに絞めることによって、大rl1mに2釆誤差を低減できることがわかる O また、

5s二 0.170付近では逆に 2来誤差をはどんど減少させることなく最大誤差を大幅に低減で

きることが確認できる O プロトタイプフィルタおよび本手法でん=0.110，0.170としたと
きの振r11~特性および振rl1日誤差を図 2 . 6 から図 2 . 9 に示す 。

ω2 

ωl 

~ Passband ~ SLOpband 
図 2.4設計例 lにおける設計仕様の振幅特性
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表2.1設計例 lの設計結果
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6" = 0.100 0.100 10.62 8+1 

0，， =0.110 0.110 10.21 8+1 

os=0.120 0.120 9.87 8+1 

os=0.130 0.130 9.62 9+1 

6s = 0.140 0.140 9.46 9十l

65=0.150 0.150 9.38 7+4 

6$ = 0.160 0.160 9.36 5十1

0$ = 0.170 0.165 9.36 5+1 

εっ
'-14 

( a) 

Prototype filter. 

12 

10 

ε∞，S (b) 

図2.6(a)プロトタイプフィルタの振幅特性および (b)誤差関数の振幅特性図2.5設計例 1の設計結果
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(a) (a) 

、‘B
h
g
'''

、h
u
r--

、
(b) 

図2.8(a)本手法によるフィルタの振IIJm特性および (b)誤差関数の振幅特性 (8
5
ニ0.170)

図2.7(a)本手法によるフィルタの振幅特性および (b)誤差関数の振幅特性 (8s二 0.100)
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2.6.2 設言十例 2 線形位相ダイヤモンドフィルタの設計

評価点 (ωlp，ω2q)を、次式によって設定する O

ωlp=LP3ω2q=Lq (0三p，q三必)y 48'; ~ 'I 48 、

所望のフィルタの振111m特性を、次のように定義する。

f 1， 1ω11 + 1ω21三0.4πHd(ω1 :ω2) = ~ l 0， 1ω11 + 1ω21三0.6π
設計するフィルタの次数を 11x11とする。
設計例 lと同様にプロトタイプフィルタの設計を行い、得られたフィルタの最大誤差
0.119より、本設計例における通過域の最大誤差をん=0.119と設定し、阻止域における
最大誤差を 8s= 0.119，0.130ぅ0.140，'.・ 10.220として，設計を行った。それぞれのんに対
する設計結果を、表 2.2および図 2.10に示す。図 2.10より、本設計例でも設計例 lと同
様の結果が得られているのが確認できる。プロ トタイプフィルタおよび本手法において
8
5
=0.140， 0.220としたときの設計結果の振幅特性および振幅誤差を図 2.11から図 2.13に
示すO

ω2 

ωl 

- pωand ~ Slゆ and
図2.9設計例 2における設計仕様の振幅特性

つつ

表 2.2設計例 2における設計結果

||ε∞，5 Iε2 I Nur町 rof iterations 

Prototxpe 110.119117.11 1 

ん=0.119 0.119 15.17 13+3 
ん=0.130 0.130 13.03 7+2 
ん=0.140 0.140 12.47 7+1 
ん=0.150 0.150 1l.97 8+1 
65 = 0.160 0.160 11.53 8十l
8s 二 0.170 0.170 1l.15 9+1 
ん=0.180 0.180 10.85 9+1 
ん=0.190 0.190 10.62 6+1 
85 ニ 0.200 0.200 10.48 4十l
ん=0.210 0.210 10.42 4十l
6s = 0.220 0.212 10.42 4十l

ε2 

18 

. Prototype filter. 

16 

14 

12 

0.15 0.2 

ε∞，S 

図 2.10設計例 2における設計結果
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(a) (a) 

、、E1
a
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〆
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図2.11プロトタイプフィルタの (a)振幅特性および (b)振幅誤差 図2.12本手法によるフィルタの(a)振幅特性および (b)振幅誤差(5
sニ0.140)
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2.6.3 設計例 3 実質的な遷移域幅を固定した場合

価ーでは前節と同様の仕様で、実質的な遊捌IjJffiを固定したときの例印。周波数評

、フィ jレタ次数を前節と同様に設定し、通過域端および阻止域端での最大誤差をプロ

トタイプフィ jレタと等しいら=死二 0.119と設定した。このとき、阻止域の最大誤差を

8s = 0.119，0.130，"-'，0.150と設定したときのそれぞれの設計結果を表 2.3および図 2.14に
示す O 表 2.3および図 2.14より、正規化 2乗誤差と阻止域における最大誤差との関係は

設計例 1，2と同様であることがわかるが、帯域端の最大誤差が制約されているため、その
変化の度合は設計例 2と比較すると小さい。また、本設計例を通して、通過域端および阻

止域端の最大誤差はいずれも 0.119であった。このことより、本設計例では実質的な遷移

域幅が変化していないことが確認できる。

本手法によって設計された 8s= 0.140におけるフィルタの振幅応答を図 2.15に示す。

2.7 結 にコ

(a) 

本章では、最大誤差と 2乗誤差の双方を同時に考慮するため、最大誤差制約条件下で

最小2乗誤差となる 2次元 FIRフィルタの設計法について考察した。具体的な設計手法

として、まず重み付き最小2乗法の逐次繰り返しによって、ある程度最大誤差を制約した

後、 Lagrangeの未定来数法を用いることによって、正確に最大誤差に対する制約条件を

満足するフィルタを得る方法を提案した。つぎに、完全な線形位相を保証した場合での変

更点について述べ、さらに、実質的な逃移減帽を固定する手法について言及した。最後

に、数値例を示し、本手法の有効性を検証した。

(b) 

図2.13本手法によるフィルタの(a)振幅特性および (b)振幅誤差 (8s=O.220)
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表 2.3設計例 3における設計結果

パラメータ 11ε∞，S 1 ε2 1繰り返し回数

文献 (7) 11 0.119い7.11I 15._95 __  

• Prototype filter. 

u 

ん=0.119 0.119 15.17 13十3

Os = 0.125 0.125 14.29 7+2 

ん=0.130 0.130 13.88 7+3 

Os = 0.140 0.140 13.68 7+2 

Osニ 0.150 0.143 13.68 7十l

ε2 

(a) 

16 

14 

0.12 0.13 0.14 

ε∞，5 

図 2.14設計例 3における設計結果

、‘町、
.軍
'e''

、hu
，ri-
‘、

図 2.15実質的な遷移域幅を固定したフィ jレタの (a)振幅特性および (b)振幅誤差

(Os=0.140) 
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で具体的なフィルタ設計法について論じているO まず、矩形入出力マスクを持つ Roesser

モデルに基づくフイ jレタについて分母係数および分子係数に関する設計法をそれぞれ示し

た俊、 FM第2モデルに基づく三角形入出力マスクをもっフィルタを設計する際の相違占

について記述している O 第4節で、は、本手法を低域通過フィルタおよび帯域通渦フィZタ
の設計に用いた数値例を示している。ここでは、本手法と FM第2モデルに五づく従来

法で要する計算時間が比較され、実際に設計に要する時間が低減されていることが確認さ
れる O

コ主二
与三第 3

構造的安定フィルタの記述3.2 IIRフィルタの2次元構造的に安定な
ここでは、分母係数を設計する|僚に用いられる 2次元局所状態空間モデルについて論
じ、それが構造的に安定であるための条件を示す。

設計

l次元 IIRディジタルフィルタと 2次元 IIRディジタルフィルタの最も大きな相違点の

ーっとして、安定性の問題が挙げられる。これはよく知られているように、 1次元の場合、

多項式がl次と 2次の多項式の積に常に分解できるのに対し、 2次元多項式では一般に低

次の多項式に分解できないという事実に由来している。このため、伝達関数表現による従

来の 2次元 IIRフィルタの設計問題では、フィルタの構造として分母分離形 [15]，[16]，[23]
や低次数フィルタの縦続接続形 [17]，[18]が広く用いられていた。一方、 2次元局所状態
空間モデルのうち、よく用いられている RoesserモデルおよびFornasini-Marchesini (FM) 

第2モデルに関しては、 Linら[13]および Hinamoto[14]によって Lyapunov方程式に基

づいた安定条件が導出されており、これに基づいたフィルタ設計法がすでに提案されてい

るO しかしながら、これらの手法はフィルタのパラメータの最適化が全て非線形最適化

法を用いて行われているため、設計に要する演算量が非常に大きくなるという欠点があっ

た。そこで、本章ではフィルタ設計を分子多項式の設計と分母多項式の設計に分離し、安

定性の検証の必要な分母:多項式の決定のみに状態空間モデル用いることによって、設計に

要する演~~査を低減する方法を提案している O 本手法は、まず分子係数を固定して交互変
数法に基づいて分母係数およびフィルタゲインを決定した後、分母係数を固定して、分子

係数を決定するという手)1¥貨の逐次繰り返しによってフィルタを設計する方法である。本手

法では、分母係数の決定法は従来法と同様の非線形最適化を用いているものの、分子係数

は線形方程式を解.くことによって決定されるため、従来法と比較して必要な計算量が少な

くてすむという利点がある。

本章の構成は次の通りである O まず、第 2節で Roesserモデルと FM第2モデルそれぞ

れについて伝達関数表現と常に安定な構造を持つ条件について述べている。次に、第3節

Roesserモデル

Roesserによって提案された 2次元局所状態空間モデルは次式によって記述される。
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y(i，j) = [ Cl 

3.2.1 
にコ緒3.1 

(3.2) 

(3.3) 
、EEE
'
h
'
ι
e
E
E
J

月

LC
 

lJ(Zl) Z2) = c(Z -A)一lb+ d 
Etclj(Z -A) '-. 
=c .~b+d iベZ-A) V I 
L乞bklzfzfl

LεαkiZI匂l

b = [:: J 
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但し、
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(3.6) 

関数は、次式によって与えられる。

H(z]) -2'2)ニ h(zlz21八'-Z2F]-z]F2)一](Z291+ Z192) + d 
l.. elclj(zlz21N -Z2F] -zlF2) =ト(ZlZ2I，V-22Fl-zlF2j(ゐ91十Z192)+ d 
乞乞 bklzfd
1'=01.:+1=1 

L乞
7'=01.+1=7 

-k -1 
αklZ1'Z2 

式 (3.2)からわかるように、このシステムは矩形の入出力マスクを持つ。行列 A が次の

構造を持つとき、式 (3.1)のシステムは常に安定になることが知られている。

(3.4 ) A=UAV 

r凡+n十l川十n η±竺+1で土π
II 11 U~~十口 1 V = I1 11 U~+η 
j=I ;=j+1 i=1 J=I+1 

A = cliag {sin DI1' sin D221 ・JiI10m+い

ut = 
但し、

式(3.6)から明らかなように、このシステムは三角形の入出力マスクを持つ。行列 F，、Fヮ
が次の構造を持つとき、式(3.6)のシステムは常に安定になることが知られている O

ゐ

J 

(3.7) 。
但し、

N-l N 

Rt = 11 11 u込?
J=1 I=J+1 

2;=方仁川nDl1' sin 022，' "， sin DN，N} 

ここで、 U;は式 (3.4)の場合と同様の pXpの直交行列である。

2N 

rr Uiv 
J=I+1 

日V 二J 

. 

-sin Di，j 

cos Di，j 

cos Oi，j 

司
，

J
Aσ 、1・l

円

δ

。
uy= 

1 

設計アルゴリズム3.3 

UJJは ]JXpの直交行列である。
字 、P ザペL
'--'-- '-、

ここでは、フィルタの設計法について論じる O まず、矩形入出力マスクの IIRフィルタ
の設計法を示し、つぎに三角形入出力マスクの場合の相違点を述べる。

Fornasini-Marchesini(FM)第2モデル

FornasiniとNlal'chesi n iによって 2度目に提案された 2次元局所状態、空間モデルは、次

3.2.2 

式によって記述される。

矢巨形マスク IIRフィルタの設計3.3.1 

ここでは、次式で与えられる矩形入出力マスクの IIRフィルタの設計について考える O
このフィルタは、 Roesserモデルから導かれる有理伝達関数に対応する。

(3.5) 

a(i+1，j+1)=F1♂(i，j + 1) + F2a(i + 1，j) 

+91 u(九j+ 1) + 92U( i +しj)
y(i，j) = ha(i，j) + du(川;) 

(3.8) 

2ご2ごbMJkzFl
H(Z1' Z2) = !(-， ktl=o h 

det(lm+π - AZ-
1
) 

工工bk1z;-勺l

2:5:{tklzfzfl 

ここで、 a(九j)は NX 1の局所状態ベクトル、 u(九j)はスカラ入力、 y(九j)はスカラ出
力、さらに、 F1，Fゎ91，92，hおよびdは適当な大きさの実行列である。式 (3.5)の伝達
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但し、 ω(p，q)は評利li点(p，q)における重み係数であり、 Hd(p，q)は所望の周波数応答を
表す。また、

f{ [1 UO 1 .•. UO'，凡 blO ••. Umπ] 

[600 601 ・・ .bOn 610 ・・・ Umnl 

b 

但し、 b
oo
= 1である。行ゲiJAから αklは容易に計算できる O 本設計法においては、 分母

係数と分子係数を交互に繰り返し設計する O

振IIJ~ と位相の両特性を近似するため、分母係数とゲインを設計するための評価関数を次
のように定義する O

である O

周波数応答 H(p:(1)は、次のように書き換えることができる。「
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IJ(p， q) =乞乞ffbklaq

(3.9) 

(3.12) 

但し、

ぃ ρ一j(kωlp+1ω2q)
xpq=m η 

2ε~ 乞乞 α似仲州ν川'1パ，必「♂εf♂♂-寸づj(k'い(μ(1.'ν，ω lp+1片州+μl川，

式 (ρ3.11り)を b弘んk削fで微分し 0とおくことによつて、次式が得られる O

但し、

(p，q) 評価点 (ωp，ωq)の簡略形

M (p， q) -Md(pぅq) (p，q)における実際の振幅応答と所望の振幅応答の差

Ti(P， q) -Tdi(P， q) (p， q)における実際の群遅延と所望の群遅延の差 (i=し2)

ωm (p， q)，ωナ山 : 振Ipffi応答、群遅延の誤差に対する相対重み係数(i= 1，2) 

e = [811 812 ... 81n 021 ・・・ D2n ・・ Dmnl 
(3.13) Re [ν ~Ig] = Re[ν~IX]b 

但し、
式 (3.9)の最小化にあたっては、文献[13]，[14]と同様に、 。の調整は交互変数法を用い

て行う。ここで、 0が一通り更新されるたびにゲイン Kの更新を行う O 式 (3.9)を Kで

微分し Oと置くことによって、]{は
ω(O?L2)x;;;ω(l，O)Xお・cd的 ω(L[，L以tLlt
H J ( 0: L 2) 11 d ( 1 ， 0) ... IJd ( L 1 ， L 2 ) jY] 

Xお xd-Xおη

卜u(O，0)X~6. 
[1山(0う0)

XJt 

v円1n
""OL2 
¥/円1η
J 孟 10

V10 
....OL2 

/'10 
""10 

V'O"凡
.'OL2 

1"0η 
J 込 10

¥/υo 
.'OL2 

、ノ00
."10 

司/00
'''L1 L2 

νkl 
g 

(3.10) 

L乞.̂1d(p，q )111 (p， q) 

乞乞A1(p，q)2 

X 

¥/γn'，凡
..... L1L2 

これを(丸l)= (0，0)・・・ (n1，η)で考える と、次式が得られる。

|乞Lbμ -j(凶 lp川匂1)1
A1(p， q) = T1:oto 
II: I:akle-ルIpk+叫 ql)

から計算できる O 但し、

1"10 
"""L1L2 

v'On 
...." LIL2 

(3.14) Re[ytg] = Re[ytX]b 

Y = [Yoo Y01 ... YOn ・・・ Ymn] 

従って、 Re[ytX]が正則のとき評1illi関数 E(b)を最小化する係数ベクトル bは

b = (lle[ytX])-l . Re[ytg] 

但し、
分母係数を設計した後、分母を回定して分子係数を決定する。分子係数を設計するため

の評価関数を、次のように定義する O

(3.11) 
円
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(3.15) 
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八I
によって計算できる。

以上より、フィルタの設計法は次のように要約される O

ffbdU 

AJ (p. q) = 

H(p， q) =工工
Uu二(;川

とおいて、 式 (3.9)を*小化するように交互変数法を用いて分母係数 αklを設計し、

次に、式 (3.10)からゲイ ン [くを設計する C これを L回繰り返し更新する。

ん=1=0

1)分子係数を

ε-j(kwlp十lω2q)

ヤ」

N

乞
一一
k
内X
 

2)分母係数を回定して、式 (3.11)を最小化するように分子係数 bklおよびゲイン K を

設計する。
-j(k'ω)p+I'ω20) αk'l，e -，--'p，. -.ql 

61 N-1 ・・・ 6NO]

r=O k'+I'=γ 

b ニ /([1601 '" 60N 610 ・・
3)分子係数を回定して、式 (3.9)を最小化するように交互変数法を用いて分母係数 αkl

を設計し、次に式 (3.10)からゲイン Kを設計する。これを L回繰り返し更新する O
円
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x= 

2)，3)を繰り返すことによって、評価関数の値をより小さくすることができる。ここで、
分母係数を設計する|僚に用いる評価関数と、分子係数を設計する際に用いる評価関数は見

かけ上は異なっており、分子係数の更新を行なった後、式 (3.9)の値が分子係数更新前の

値より大きくなることも起こり得る。その場合でも、更に分母係数の更新を行なうことに

よって、評価関数の値を小さくすることができることがある。そのため、ここでは分母係

数の更新を行なった時点での誤差関数の値が、前回の分母更新の際の誤差関数の値よりも

大きくなった時点で係数の更新を打ち切り、前回の結果を係数として採用している O
vNO 
""L1L2 

vlN-J 
....， LI L2 

1ノ10
./'. LI L2 

/"ON 
" LI L2 

vOO 
，'， LI L2 

. YON YlO・ .YIN-l '" YNO] Y = [yυo 

である O三角形マスク IIRフィルタの設計

ここでは、次式で与えられる三角形入出力マスクの IIRフィルタの設計について考え

る。このフィ jレタは F~d 第 2 モデルから i浮かれた有理伝達関数に対応する。

3.3.2 

設計例3.4 

ここでは、交互変数法の探索ステップ αんを次のように設定する。

k = 1，2，' πjdk， αk 

dk-1十2
INT[kj3]

位し、 INT[.]はの整知1)を表す。分母係数決定時におけるパラメータベクトル Oの各要

素の初期値はすべて 0.1とおき、ゲイン Kの初期値を lピ=1とする O また、設計偏差を

L2ごUk/e-J(w1pk+ω2ql)
"'=0 k+I=1 

2ご芝川tC-j(ω11川 町 1)
'1'=0 k+I=.， 

一一

一

d1 

dk 

N 

L乞 {JKlzfzfl
H(zぃZ2) = 1¥ -::;-;rr=O k+l=r 

let(I N - Z了1F1 - Z:;1 F2) 
N 

5ご5ご九lzfzF1
7・=Ok+l=r
- N 

Z乞 αklzfzzl
r=O k+l=r 

但し、 boo= 1である。 αμ は F1とF2から容易に計算できる。係数の設計法は矩形入出
力マスクの場合と同様で、式 (3.9)および式 (3.11)の評価関数が用いられる O 但し、

(3.16) 

[ 011 ・012.¥'021 ・ 022!へ... ON2N ON+1 N+2 ・ BN+12N

O入'+2¥+3 ・・・ 0.¥'+2以・・ ・。2!V-1，2N]
一
。
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評価するため、以下に示す正規化2来誤差を用いる O

(三=~(ル1J ( p ，q)一_M(p;q)) 2γ 
戸一 j 口 --> x 100 
乙h旬川7川川y凡1一 Lε=2乞....J叫¥1叫凶{白似dバiパ(ω}J;qげ1

ρ，q川qり)Ei1 ) 

(乞乞(Tdi(p，q) -Ti(p， q))2 i "2 
IIp，q)E¥1 X 100， i = 1，2 

C
T1 = i ~乞 Tdi(p ， q )2

3.4.1 設計例 1 低域通過フィルタの設計

次の仕様によって与えられる低域通過フィルタを設計する O

振IjfIT;仕様は、次のように与えられる O

1.0， 0.0く 7・く 0.1

0.8， 0.1 <γ く 0.2

0.44， 0.2く 7・く 0.3

0.1/1， 0.3 < "・く 0.4
fvf J(pぅq)= ~ 

0.4く 7・く 0.50.03， 

0.002， 0.5 < rく 0.6

0.001， 0.6 < r S; 1.0 

0.0ヲ そのイ也

但し、

ゾωL+ω~q/π
い)lp 一 1i • (p -10)/10 ， -10 S; p ~三 9

いi1，() π q/10う O 三pS; 10 

(3_17) 

通過域は 1三OA1i とし、通過域における群遅延を Tdi= 3.0， i = 1，2とする。また、各重
み係数を次のように設定する。

ωm(Pぅq) = 叫 I(p， q) =叫p，q)=l，i=l，2 

Rm = 0.5/12:乞111J(p， q) 1 
l(p，q)εi1 

38 

RT =025/[Z)22-叶?i=12
矩形入出力マスクフィルタの設計

フィルタの次数を (m，η)= (3，3)とする。
L = 10とおき、係数に関する最適化を 14.回繰り返した結果、以下に示すフィルタが得
られた。

1( = 0.001166 

l.000000 -1.321650 0.713613 -0.158437 

[αij 1 
-1.314689 1.648965 -0.807204 0.151973 

一一
0.744138 -0.882004 0.380920 -0.053425 

-0.181136 0.204290 -0.076509 0.007727 

1.000000 3.467313 4.977327 1.486399 

[bij] 
4.157282 3.179034 -0.330989 5.448184 

一
5.497049 -0.417681 6.647359 3.785360 

2.757275 4.747086 3.723685 3.593797 

このフィルタの振幅特性を図 3.1に、群遅延特性を図 3.2に示す。

図 3.1矩形入出力マスクをもっ低域通過フィルタの振幅特性
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三角入出力マスクフィルタの設計

フィルタの次数を八1= !1とする。
L = 20とおき、係数の更新を 8回行った結果、以下に示すフィルタが得られた。

J{ = 0.001227 

1.000000 -1.494467 0.986784 -0.330467 0.041826 

[αij] = 

-l.239595 l.475852 -0.703064 

0.652381 -0.537711 0.131311 

0.136813 * 
車 本

-0.172892 0.075504 米 〉ド 本

0.018507 車 功〈 本 均〈

l.000000 2.851480 4.708566 0.920212 -0.886100 

3.963252 3.987310 -4.625246 4.268581 * 
[bij] = 5.992568 -6.055965 12.42206 〉ド 本

( a) 2.721223 4.374989 〉ド 〉ド * 
-0.995091 対〈 '" '" コド

このフィルタの振1115応答、群遅延を図 3.3および図 3.4に示す。

、11
J

E
h
u
 

J
1
1

、

図 3.2矩形入出力マスクをもっ低域通過フィルタの(a)ω1に関する通過域での群遅延およ

び(b)ω2に関する群遅延

図 3.3三角形入出力マスクをもっ低域通過フィルタの振|隔特性
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3.4.2 設計例 2 帯域通過フィルタの設計

振幅仕様は、次のように与えられる。

!i1d(川)二JE/(E2十O川

但し、

E = )2;exp [-(小ペ)/0.5]
通過域はゾdp+dq/π 三0.6とし、通過域における群遅延を Tdi= 3.0，ニ 1，2とする。
各重み係動は設計例 lの場合と同様に与える。

矩形入出力マスクフィルタの設計

フィルタの次数を (m，吋=(3，3)とする o L = 20とおき、係数に関する最適化を 4回
繰り返した結果、以下に示すフィルタが得られた。

(a) 
!( = 0.000692 

1.000000 -1.022714 0.074044 -0.247729 

[αヮ]
-0.952465 1.127359 -0.843447 0.305709 

0.696409 -0.848361 0.706565 -0.261887 

-0.236134 0.316901 0.271234 0.106013 

1.000000 59.94774 8.094024 78.00468 

68.09140 26.53547 -83.04501 35.11772 
[Uij] 

11.18099 -71.97759 -134.0233 -105.9767 

83.27105 17.11785 -164.8418 -127.6884 

このフィルタの振幅応答、群遅延を図 3.5および図 3.6に示す。

、、
且冒.，，，，
3
0
 

''''s-‘‘、

図3.4三角形入出力マスクをもっ低域通過フィルタの(a)ω1に関する通過域での群遅延お
よび(b)ω2に関する群遅延
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(a) 

図 3.5矩形入出力マスクをもっ帯域通過フィルタの振幅特性

1
0
 

f
t
Et

、

図3.6矩形入出力マスクをもっ帯域通過フィルタの (a)ω1に関する通過域での群遅延およ
び(b)ω2に関する群遅延
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三角入出力マスクフィルタの設計

フィノレタの次数を N= 4とする O
L = 15とおき、係数の更新を 13回行った結果、以下に示すフィルタが得られた O

J( = 0.003335 
「

1.000000 -1.081080 0.753459 -0.298143 0.060404 

-1.013249 0.821656 -0.371212 0.086627 * 
[αij] 一 0.674788 -0.348953 0.080105 〉ド * 

-0.254753 0.075880 本 本 本

0.047347 半 牢 〉ド 本

l.000000 -11.95713 -3.196857 -5.649917 -17.24187 

-1l.35535 3.858667 -5.342132 9.853837 * 
[bij] 一 -7.498787 78.04677 〉ド

* 
-5.706957 19.33471 本 * 本 ( a) 

-19.19068 牢 〉ド 本 * 

このフィルタの振幅応答、群遅延を図 3.7から図 3.8に示す。

、11J
'

t
h
u
 

〆
f
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、、

図 3.8矩形入出力マスクをもっ帯域通過フィルタの(a)ω1に関する通過域での群遅延およ

ぴ (b)ω2に関する群遅延

図 3.7三角形入出力マスクをもっ帯域通過フィルタの振幅特性
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提案された設計法と、従来法との比較を表3.1および表3.2に示す。これらの表から、本設

計法によって従来法と同程度のフィルタが設計されていることがわかる。また、三角形入

出力マスクフィルタの設計における本手法と、従来法との計算時間の比較を表3.3に示す

(NEC EVvS4800/3100主記憶 32MBぅ78MIPSを使用)。この表から、従来法と比較して

本手法の計算時間が半分以下になっていることがわかり、本手法の有効性が確認できる O

表 3.1低域通過フィルタの設計における従来法との比較

lフィ Jレタ次数 |εm Iε71 I ~~ I係数の数

3.5 結 Eコ

本手法(矩形マスク) (3，3) 17.38 4.10 5.14 31 

文献 [18] (4，4) 24.36 9.32 8.18 33 

文献[13] (3，3) 16.49 5.95 7.11 31 

本手法(一角形マスク) N=4 16.71 6.46 9.57 29 

文献 [14] Kニ4 17.68 6.10 7.49 29 

その安定性の検証の繁雑さから、伝達関数を用いた 2次元 IIRディジタルフィルタは

分母分離形や低次数フィルタの縦続形でしばしば設計されてきた。これに対して、本章で

は、安定性の保証された、より一般的な 2次元IIRフィルタの一設計法を提案した。本設

計法では、分母多項式を局所状態空間モデルの安定行列に基づいて決定しているため、繁

雑な安定判別を行なう必要がない。また、分母多項式と分子多項式を交互に独立に設計し

ているため、分母係数は非線形最適化問題を解くことによって決定されるが、分子係数の

設計は線形最適化問題に帰着がで、き、従来の方法と比較して計算量が低減されるという利

点を持つ。

本手法(矩形マスク) (3う3) 22.94 14.40 16.22 31 

文献 [18] (4バ) 58.86 15.11 14.62 33 

本手法(一角形マスク) N=4 20.15 19.62 18.71 29 

文献 [14] N=4 19.58 17.17 19.50 29 

表 3.2布:域フィルタの設計における従来法との比較

11フィルタ次数 |εm I eT1 I é~ 1係数の数

表 3.3本手法と従来法の設計時間の比較

l本手法 文献ド4]
設計例 111 907sec 4270sec 

設計例 2II 1508sec 3131sec 
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第 4章

多次元状態空間フィルタの空間領域設計

4.1 概要

第2章および第3章が周波数領域での設計問題を取り扱ったのに対し、本章では空間領

域でのフィルタ設計を取り上げる O 空間領域の設計では、設計仕様としてインパルス応答

が与えられ、それを近似するようなインパルス応答をもっ伝達関数又は状態空間モデルを

求めることが問題になる O 多次元IIRデイヅタルフィルタの設計問題の多くは伝達関数表

現による周波数領域設計[24]rv[30]であって、状態空間モデルによる空間領域設計に関す
る研究はほとんど見かけない。そこで、本章では Roesserモデルに基づく多次元ディジタ

ルフィルタの空間領域設計について論じている。本手法では、多次元分母分離形IIRディ

ジタルフィルタが多入力多出力 l次元 IIRディジタルフィルタの縦続接続で表すことが

できることを用い、多次元 IIRディジタルフィルタの設計を複数の l次元ディジタルフィ

ルタの設計問題に帰着している O 具体的には、まず所与の多次元 FIRディジタルフィル

タを形式的に多入力多出力 l次元フィルタで表し、それを状態、空間モデルで実現または低

次数近似している O 低次数化は平衡実現を用いて行われる。この手法では、もとのフィル

タが安定である限り、低次数イヒされたフィルタは必ず安定となる O 次に、低次数化された

フィルタに最小分解を施し、得られた 2つの FIRフィルタに同様の実現、低次数近似を

行っている。これを繰り返し、得られた l次元多入力多出力フィルタを組み合わせること

によって多次元IlRディジタルフィルタを梢成している。また、平衡実現による近似では

逆行列の計算が必要になるが、低次数近似されるフィルタが l入力もしくは l出力のとき

には、平衡実現による近似の代わりにインパルス応答グラミアンを用いた近似をおこな

い、部分的に逆行列の計算を不要にしている O この結果、 2次元 IIRディジタルフィルタ

の設計では、逆行列の計算が一切不要になる。本手法の考え方は、 2次元の場合において

提案された従来の低次元分解の考え方を多次元に拡張したものであるが、本方法を 2次
元フィルタの設計に用いた場合には、従来法で必要であった特異値分解が不要であること

と、逆行列の計算が不要であるという理由から、従来法より少ない計算量でフィルタを設
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計することが可能である O

本章の構成は次の通りである。まず、第3節で分母分離形多次元ディジタルフィルタの

状態、空間記述について示している O 第4節では、具体的な設計法について述べており、最

小実現による状態空間モデルでの実現法が示された後、平衡実現による低次数近似および

インパルス応答グラミアンによる近似法が示されている O 第5節では、 2次元および3次

元ディジタルフィルタの設計例を示し、本手法の有効性を検証している。

4.2 分母分離形多次元伝達関数と状態空間記述

次式で与えられる m 次元分母分離形ディジタルフィルタについて考える O

但し、

/¥ N(Zll Z2，' • . 1 Zm) 
正(Zl.Z'>.・・ ¥Z竹 、1

¥ 守川 Dl(ZdD2(Z2) . .. Dm(zm) 

NJ N2 N"， 

N(Zl' z2，" ': Zm) 乞乞乞 qt1121mZJ21522zJm
'1 =0 12=U im =0 

Di(Zi) = 1 + PilZi-1 + ... + p川 Z7Ng?i=132γ ・'， m

式 (4.1)は、次のように書き換えられる O

但し、

(Z21・・・ ，Zm)
H(Zl)Z2)'" ぅZm)= G1(zd 

D2(Z2) ... Dm(zm) 

一 [ldl??ZJN11
G1(ZI)ー

N2 Nm 

N2，，m(zu ，zm)=乞-乞 Qi22mZ522zJm
12=0 im=O 

QOi2…im 

Qi2・im = I 
qN1i2・・ im I 

さらに、式(4.2)は次のように変形できる。

N2，".，m-l (Z2'・・" Zmーd
H(Z11 Z2，"'， Zm) = G1(ZJ) 、Gm(Zm)

02( Z2)・・ .Dm-l (Zm-l 
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(4.1 ) 

(4.2) 

( 4.3) 



但し、
但し、

.. lT 
|l.z二人 '. z二Nml

Gm(Zm) = J:…  
Dm(zm) 

++一
2

m
一2
m
一

mが偶数のと き

m が奇数のとき

N2 Nm-l 

N2，....m-1(Z21...' Zm-l) 乞乞 Q z-12z-zm-1 12・・im-1"'2 Nm-1 r T _-Nk_1 T I I(Nl +1)oo.(Nk_ 2+ 1) ヲ ， Z~~~k-lI(N1+1)oo.(Nk_2+1) I 
Gkー1(Zk-d = J: 

Dk-1(Zk-l) 

i2=0 im-l =0 

Qi2OO'lm-1 [Qi2.ooimー10 Qi200.im_INm ] 

式(4.3)に対し、式 (4.2)と同様の操作を行うことによって、次式が得られる o

N3， 内 -1(Z3，・・ .，Zmー1)
H(Z1，Z2γ-v zm)=GI(Z1)G2(Z2)n3(Z3) -Dm-1(zm-11Gm(zm) ( 4.4) 

r T _ -Nk+l T 1 T 
|.l. (Nk+2+1 ・(Nm+l)γ・1ぷk+l .l. (Nk+2+1)…(Nm+l) I 

Gk+1(Zk+d = J: 
Dk+l(Zk+d 

Nk 

Nk(Zk)ニ乞 Qikzf
但し、

|1 N1 + 1， z;l 1 Nd 17 ぅZFN2IN1+1l
G2 (Z2) = L Ti (_ ¥ 

ii;=O 

N 3，oo'，m-l (Z3γ ・'，zm-d= L'" 乞 Q33 2m-lZ523・・・42-1 Qik = 

QOik 

，m が偶数のとき

QNk_11k I 
N3 Nm-I 

QOi3...im_1 [QikO ... Q仙 +1]'mが奇数のとき

(Nk十1+1)...(Nm+1)入力 (N1+ 1)・・・(Nk_1+ 1)出力の l次元フィルタ H(Zk)= 
Nk(Zk)/Dk(Zk)は、次のように表される。

Qi3・J，n-lニ

QN2;300';mー l

同様に、式 (4.4)は次のように変形される O

N3，...，m-2(Z3γ・.，Zm-2) 
H(ZlFZ2?...3Zm)-GI(ZI)G2(Z2) G l(zm-l)G川 (Zm) -.......l¥""l).......'l¥"'.l) D3(Z3)'" Dm-2(zm-2) '-"m-

(4.5) 

直(Zk)=安針
二 Ck(zklnk-Aω)-1 Bk + Dk 

= [ekム，][ (z.ln， ~ A..) :Ki [;;l 
( 4.7) 

但し、

[INm+11Z二L1IN山ヲZ1?YNmJ
G m -1 ( Zm 

_ d = J: 
" m-ll Zm-1 

N3 Nm-2 
N3， r2(Z33・・・ 1Zm-2) = L ... 2二 Qi3・im-2Z313・・ 422 

13=0 im_2 =0 

但し、

Dk = DklDk2， rank Dk = 7'k. 

Q九日-2 [Qi3…。 Qi3oo.im_2Nmー 1 ] 

上記の操作を繰 り返すことによって、次に示す結果が得られる:

Nk(Zk) 
H(ZlヲZ2，"'，Zm) = G1(Zr)... Gk-1(Zk-d一一一fGk+1(Zk+l)'" Gm(Zm) -， ; 

Dk(Zk) 

引が最小で、あるとき、これを丘(Zk)の最小分解と呼ぶ。特殊な場合として、白(Zk)が定

行列である場合を考えると、これは文献[38]で与えられている2次元分母分離形ディジ
タルフィルタの低次元分解と等価になる。すなわち、式(4.7)は文献[38]の拡張と見なす
ことができる O

式(4.6)および(4.7)から、次に示す2つの 1次元フィルタが得られる。

( 4.6) 
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ここで、

ILlkJ [;;]=[;;][Ci+l b+111 i=12 7 

( 4.8) (4.11 ) 

[(¥ D，，] = [に][C; b;d > i = k+ 1> k十2.....m

/+. ] [に] と置くことによって、伝達関数 (4.10)式は次のように書き換えられる。

H(Zl， Z2，・・.)zm) = H1(Zl)H2(Z2)・・ Hm(zγn) (4.12) 

但し、

Dit-l =Dit-l，l DKー1，2，rankDk_1二九一1

Dk+l = Dk+l，lDk+l，2' ranlくDk+l= Tk+l・

但し、

H1(Zi) = Ci(zjlni - Aut1 13i + .Di1.Di2 

この操作を、次式が得られるまで繰り返す。
C1 = C1， Dl1 二 Dl1 ' 13m = Em' Dm2 = Dm2・

= [e1川(ペム1)一1 ~][え!

[ ;;J J 仏叫川(いω川z勾ωm川)= とιωmバ山(υ山z
=中[伊とm丸叶1][小] [ (2卜] [ (2m

1卜γ(μ同M山z匂川mI
( 4.9) 

式(4.12)は、 m次元分母分離形フィルタが i入力多出力 l次元フィルタと、 (m-2)個

の多入力多出力 l次元フィルタと、多入力 l出力の i次元フィルタの縦続接続で与えられ

ることを示している。式 (4.12)の右辺の各々のセクションの状態方程式および出力方程
式は、次式によって与えられる O

ド1(山 1)= A11Xl(P) + 131Y2(fl) 
y(μ) = C1Xl(μ) + D11D12Y2(μ) 

但し、 D1= Dl1D12であり、 Dm= DmlDm2で、ある。これより、次式が得られる O
( 忽町州叫2バ山(ω川川川μ川川…川+付叩叫σの州…2υ2)=凡=寸A幻仙州叫忽叫州叫2バ山(い一μ
ν釣2(ωμ)= O2伊忽2(ωωμ川)+ DnD2お3Yめ3(ωμ)

(4.13) 

'
k
 
'
K
 
A
 
一
O

九

F
1
 

2
K
 

7
N
 

p
a
l
li
-
-
l
l
L
 

7
-V
 

M
E凶

m

1

1

川
川
J

z

l

 

V
N
n
u
 

b
-
C
 

J

[

 

ん

い

二

H
 

(4.10) 

l~， J主1W;(Z;) [之| (gm(μ+σm) = AmmXm(fl) + 13mU(μ) 

Ym(μ) = OmXm(μ) + .Dm1.Dm2U(μ) 

吹い)=[(zIn;Ai)一1:![;12211i= μ二 (k1うたわ・ .，km ) ぅ kz之0

但し、 但し、

σi = (0，.. .，0， 1，0，.. .，0)， 
(i) 
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b
b
.
 

ここで、、であり、 Xi(μ)，i =し23 vmは nix 1の大きさをもっ状態ベクトル、 u(μ)はスカラ入
力、 y(μ)はスカラ出力、払(μ)?i=2333 ・;mは適当な大きさを持つ出力ベクトルであ

るO また、 k1，九・・・，km は空間変数を表す。式(4.13)から全体のシステムは、次式によっ
て記述される。

X] (μ) 

X2(μ) 

X1 (μ+σd 

X2(μ+σ2) 

(4.15) 

i=k+l，k+2ィ・・，m.

[宇一ICJ Pi-lDJ1 1 
D;_I.'2C， D，-J.ID"2 I 

[A-l b-l l 
Ci Di-1.i I 

+ Bu(μ) 

Xm (μ) 

ニ A

X.，山L十σm)
(4.14) 

X 1 (μ) 

X2(μ) 

である。

状態空間行列A，B，Cおよび Dの導出に必要な行列Ai，i+lぅB円台ZうDi.i-1は式 (4.15)の
ように単に行列を分割するだけで得られ、実際には、式 (4.11)に示される行列の分解は

必要ないことに注意する必要がある。

+ Du(μ) 

Xm(μ) 

y(μ) = C 

但し、

フィルタ設計法
E} 11 Di，i+lCm 

B2日Di，i+1Cm

B1C3 A12 AJ1 

4.3 
A'23 A22 

(4.16) 

所望の m 次元ディジタルフィルタが次式によって与えられるとする。

Z
 

J
I
J
 

h
ヤム
J

川
乞
同

一一Z
 

Z
 

7却F
 

AI/'ーl
。

A=  

A'mrn 

(4.17) 

ここで、式 (4.16)は次のように書き換えられる O

F(Zl' Z2γ ・.，Zm) = G1(zd... Gk一L(ZkーdFk(Zk)Gk+1(Zk+d. .. Gm(Zm) 
.， T 

?(bmJm2)T?b:l ?(B2EDit+lbJ 
¥
1
1
1
1
/
 

内

D'十
《

D
山

H
d

《

B

，J
i
l
l
-
h
h
¥
 

B
 

blElbベc=[。1J11027 JllEbii+10m
D=[b11Elbwlbn21 

.57 56 



但し、

12+l?mが偶数のとき
k = <. ム 1 1 
!ニオニぅmが奇数のと き

G1(Zd = [1， zi¥・.，ZiN1]， Gm(zm) = [1， z;/，"" z斗Nmp

Gi(Zi) =片山l)...(N，ー 1川 ?Z7NzI川 l)...(Niー 1刊)]， i = 2，3，"'，k-1 

Gi (Zi)ニ [I(N，川 (Nm+l)""，Z戸

Nk 

Fk(Zk) =乞Ftkzftk

であり、 Fikは次式にしたがって再帰的に計算される行列である O

ん12"'lm
Fi2…1m F i2...im_l [Fi2...im_10 Fi2...im_1Nm ] 

fN1i2 ・1m

FOi3・Im-1

Fi3…im -1 

FN2i3・・lm-1 

FOik 

m が偶数のとき

Fik = FNk_1ik 

[FtkO F州 +1]， mが奇数のとき

Fk(Zk)は次に示すように表すことができる O

Fk(Zk) = Co (zklc -Ao)ー1Bo + Fo 

= C (ZkIμ_A)-lB+Fo 
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(4.18) 

但し、

であり、 F は

o 1η ・・・ O 

Ao = I . 1 ， Boニ
I凡

0 ・・・ ・・・ 0 

Co=[In 0 ・・・ 0] 

μ= rank [Bo AoBo 

Fl F2 

= rank 
Fz 

FNk 

A~-l Bo] 

FNk 

。

F1 

F2 

FNk 

A = (FtF)-l FtAoFヲ B=(FtF)-lFtBo， C=CoF 

れ二 (N1+ 1)・・・(Nk_1+ 1)) cニ nNk

[Bo AoBo ，.. A~-l Bo] 

に含まれるμ個の線形独立な列から成る大きさと× μの行列で、ある。

次に、 Fk(Zk)の最小実現 (A，B，C)μから平衡実現が求められる O 可制御性および可観
測性グラミアンK、明/が以下に示すリアプノフ方程式を解くこと によって求められる。

K ニ AKAt+ BBt 

W=AtWA+CtC 

正定行列wは、次のように分解できる O

w = stS. 

SKStに国有値一固有ベクトル分解を施すことによって、次式が得られる
O

SKSt = U2J2Ut 

ここで、 E はSKStの固有値の平方根を要素にもつ対角行列である。
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(4.19) 

( 4.20) 

(4.21 ) 



式(4.18)から、式(4.28)を導出するのと同様の手続きを繰り返すことにより、次に示

す結果が得られる。

F1(引)=G1(zd[ムIJ21] 
N1 

=乞丸11Z;-!1 

( 4.22) T = S-lU :IJ1/2ヲ

とおくことによって、次式が得られる。

( 4.29) 

このとき、 F1(zI)およびベクトルである O

人 (Zm)= [に]Gm(Zm) 
Nm 

= 2乞=I人i心日い"川y
但し、 fil1(fimm)は適当な大きさの行(列)

Fバzm)はそれぞれ次のように表される。

( 4.23) 

ここで、 E

T-1 KT-t = TtWT = :IJ. 

式(4.23)より、 (T-1AT， T-1 B， CT)μ は平衡実現であることが確認できる。
を次のように 2つに分解する。

(4.24) 

E=[El O l 
o E2 

E1 = diag(σ1 ，の σp)

E2 = diag(σp+l，σp+2γ ・・1σμ). 

( 4.30) 
F1(zd = e(Z11N1 -A)-l B + f01 
F m(Zm) = C(Zm1 Nm -At1 B + fOm 

( 4.25) 

この分割にしたがって、状態空間行列は次のように表すことができる。

-
本ウ =[で|A

 一一T
 
A
 

T
 但し、

本

f11 

121 

O このとき、実現(Akk，Bk) Ck)pは(AぅBぅC)μの低次元近似となっている。すなわち、

C = [1 B=  
1Nt-l 

O 
A=  ( 4.26) F山d~ Hk(Zk) = Ck(Zk1p -Akk)一1Bk+FO'

f2m .，. fNmm]' C = [11m 

IN11 

。
B二

。

O 

。
O 

O O 

。
A=  

このとき、式(4.17)は次のように表される。

F(Zl' Z2，" .) Zm) ~ G1 (zd・・・ Gト 1(Zk-l)Hk(Zk)Gk+1(Zk+l)'"Gm(Zm) 

=G1(Zd...Gト 1(zトd[ムム1] 

[ 

(zklp 
-0 
Au)一1 01 r Bk l 
I I柑 IGk+1 (Zk+d . . . GバZm)o 1q I I Dk2 I 1 Nrn-l 

( 4.27) 。
F1(Zdおよび Fm(Zm)のインパルス応答グラミアンを、それぞれQおよびQと表す。 Qお
よびQは以下に示すリアプノフ方程式を解くことによってそれぞれ求めることができる。

。
rank(Fo) = q. Fo = Dk1Dk2 ， 

但し、

(4.31) 
Q=λQAt + Bl3t 

Q=A-QA+C-C ( 4.28) 

いま、

Fk-1(Zk-l) = Gk-1(Z川

61 60 

を定義する。



但し、 V(i;j，k;l)は行列Vのi行から j行およびk列から l列を取り出したものである。行

列AllぅB1'C1， Amm' 13m およびCm は、式 (4.36)を用いることによって逆行列を求める
ことなく導出できることに注意されたい。

以上の結果より、次式が得られる。

QとQに固有値一固有ベクトル分解を施すことにより、次式が得られる O

(4.32 ) 

:i m l~1 rr Wi(Zi) I :m I 
i=k十 Ium2 I 

( 4.37) 
但し、 Vi(ぉ)(i= 1，2γ ・ム-1)ぞよびWi(Zi)(i二 k+1ぅk+2，・・ ，m)は式(4.10)および式
(4.8)と同様に定義される O また、 D11およびD叫は101= D11D12 および~/o71'l DmlDm2 
をそれぞれ満足するスカラであるOH(Zl，Z2' ・，Zm)が求まると、状態空間孟テリレは (4.14) 
および (4.15)を用いることによって容易に導出することができる。

以上の議論から、フィルタ設計アルゴリズムは以下のようにまとめられる
O
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A

一
一
一
一

一V

《

v

h

v

λ

V

 

T

T

 

一V

A

V 。
但し、 vおよび V はそれぞれQおよび Qの固有ベクトルから成る直交行列であり、

( 81 どん+d

( 8iどん+r)

~=diag(51 ， 52γ ・・ ， 5N1 )， 

~ = diag(51，52，'"う5Nm)，

設計アルゴリズム

所与の m 次元FIRディジタルフィルタの係数を{ム，.，imlO三九三 Nk， k = 1，2，・・ .，m}
とする。( 4.33) 

はそれぞれQおよび Qの固有値から成る対角行列である。
いま、

..11 = diag( b1， b2γ ・ • ，br) 

~1 ニ diag(51，52， . • .うん). 

に選ぶ。この分割にしたがって、状態空間行列は次のように表される O 1) 式 (4.18) より A ， B ， C および~Fo を求める O

2)式 (4.19)を解き、グラミアンK および W を求める。CV  = [C1 

3)式 (4.20)-(4.22)より行列Tを求める。(4.34 ) 

CV  = [Cm 

九
[
~1 
1
う

内 =[で]?
 

?
 

「
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
」

「
1
I
l
l
l
1
1
1
J

牢

本

木

本
A

A

 

-
-
一
一

一
V

A

V

-
A
A
A
 

T

T

 

-
V
A
V
 

本

4)式 (4.24)より次数pを求め、式 (4.25)から行列AH，I3kおよびCkを求める O

6) 1)-5)と同様の手続きを用いることによってFk-1(Zト dおよび、Fk+1(Zk+dからFト 2(Zk-2)
および、Fk+2(Zk+2)を求める。

5)式(4 . 28) より Fトl(Zkー d および~Fk+l(Zk+d を求める O

本

このとき、 (All，I31，とdおよび (Amm，13m， Cm)はそれぞれ(λ，B，e)および (AぅE，e)
の低次数近似となる。すなわち、

( 4.35) 
F1(Zl)2H1(Zl)=C1(Z11-A11)-lbl+fol 

F m(Zm) ~ Hm(zm) = Cm(ZmII -Amm)-l Bm + fOm' 7) F1(zdおよび Fm(Zm)が求まるまで 6)を繰り返す。

8)式 (4.30)から行列 λ，E，Cぅ101ヲムβ台および 10mを求める。式(4.30)が正準形であることから、状態空間行列は次のように求められる。

9)式 (4.31)を解き、グラミアン QおよびQを求める。

10)式(4.32)より行列v，..1，VおよびAを求める。
11)式(4.36)より行列 All'I31， C1， Amm， BmおよびCm を求める O

( 4.36) 

Al1 = V(l: N1 -1，1: r)fV(2: _N1，1:ァ)
B 1 = V (1 : N1， 1 :ァ)tB，01二 V(lぅ1: m) 
Amm = V(2 : Nm : 1 : ItV(1 : Nm -1，1 : 1) 
Bm = ¥1(1，1 : I)t， Cm =台ψ(1: Nm， 1 : 1) 
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設計例4.4 

本章では、得られたフィルタの評価に以下で示す正規化2乗誤差および正規化最大絶対
値誤差を用いる。

12)式 (4.14)および (4.15)を用いて局所状態空間モデルを導出する。

本アルゴリズムを図示したものを図 4.1に示す。

ハF
e
l
--
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I
I
I
l
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l
i
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!i
」

q
J
h
 
、、、hE
，，，，m
 

、，u
I'' m

 
[三三(];1

[さ
ε2 i F(Zl'z2，.....'Zm-l知)~ 

ロlax I t~ - h: 
(0，...，0)壬(it，ー，1m)三(Nt，…，Nm )IJ'I"'

lm 山 I}…1mI 
----x 100. 

maxlL11ml 
(0，...，0)三(i1，・・.，im)三(Nt，...，Nm))，

一ε∞ ト{;j...目EFk(Zk) 

但し、 hit"'imは得られた局所状態空間モデルのインパルス応答である。

す実現，近似

ヨ日凪C
k… 2次元フィルタの設計

本設計例では、次式によって与えられる「ガウシアンフィルタ」のインパルス応答を近

似する 2次元分母分離形ディジタルフィルタを設計する O

設計例 14.4.1 

-
K
 
z
 

a--zE !
 

Fk+1 (Zk+l) Fk-l (Zk-l) 

1i}i2 二 0.256332exp{ -0.103203[(i1 - 4)2 + (i2 -4)2]} 

F(ZlぅZ2)= G1(Zl)F2(Z2) 

G1(Zr) = [1， Z~l ，・・ 1ZJ101

F2(ゐ)=乞fJ22FJ

fj2ニ (]Oj，]ljγ・"!tOj)T 

イ豆し、 ^T}=八(2= 10とする O
いま、

とおく。但し、

分解近似，実現，
EE-----'v 

F2( Z2)を式(4.30)における FバZm)とみなし、式 (4.31)と式(4.32)を用いることによっ
て、次式が得られる。

図4.1設計アルゴリズム
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OlOニ 0.00000.
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ら》らであることから 1= 3とした。このとき、式(4.36)より

が得られた。次に、

-0.16074 

An = I 0.45996 0.59513 -0.17254 

-0.13791 0.75442 0.35615 

B2 = [ 0.47734 

「

0.08728 

0.17975 

0.30114 

0.41042 

0.45504 

0.30114 

0.17975 

0.08728 

0.03448 

0.01108 

D21 = 102 = 

-0.63596 

0.04064 

0.08369 

0.14021 

0.19109 

0.21187 

0.19109 

0.14021 

0.08369 

0.04064 

0.01605 

0.00516 

100 
110 

flO，O 

0.51120、I
T

0.00747 

0.01539 

0.02578 

0.03513 

0.03895 

0.03513 

0.02578 

0.01539 

0.00747 

0.00295 

0.00095 

Dnニ1.

F1(zd = G1(zd[e¥ D2d =乞filzl¥
i=O 

とおき、式 (4.31)および式 (4.32)を用いることで、

81 = 3.53929 82 = 0.43226 83二 0.02261 84 = 0.00066 85ニ 0.00003

86 = 0.00001 87 = 0.00001 88二 0.00001 89 = 0.00000 810二 0.00000.

66 

が得られたo 8-; ';}> d4より、 i= 3と選ぶ。このとき、式 (4.36)から次式が得られる。

0.86382 0.45996 -0.13791 I 

Al1 = I -0.16074 0.59513 0.75442 I 
I -0.01102 -0.17254 0.35615 I 

I 0.80782 0.37612 0.06915 0.08728 I 

B1ニ I0.37612 0.17512 0.03219 0.04064 I 
I 0.06915 0.03219 0.00592 0.00747 I 

と1= [ 0.47734 -0.63596 0山 o] 

Dll = 1ぅ D12= 101 

式 (4.14)におけるその他の行列は式 (4.14)および式 (4.15)から次のように求められる O

I 0.80782 0.37612 0.06915 I 

A12 = I 0.37612 0.17512 0.03219 I 
I 0.06915 0.03219 0.00592 I 

Bl = [ 0附 28 0 側 64 0.00747]T 

C2 = [0.08728 0ω64 0.00747] 

D = 0.00943 

但し、 B ニ [Bi，B~V およびc = [e1ラ C2lである。本手法および従来法との比較を表
4.1に示す。この表より本手法で従来法と向精度のフィルタが得られていることがわかる。

4.4.2 設計例 2 3次元フィルタの設計

所与のフィルタのインパルス応答を

1i1i223 = 0.256332 exp{ -0.103203[(i1 - 5)2 + (i2 -id2 + (i3 -5)2]) 

とする。但し、 N1= 12，八12= 16， N3 = 12である O
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いま、
F(Zl，Z2ぅZ3)= (;1(Zl)~2(Z2)(;3(Z3) 

とおく。但し、

(;1(Z1) = [l，zl¥・・ 1zf121

F2(Z2) =乞FKzf

JOk1 JOk12 

Fk = 
h凶 f1k12 

J12k1 f12k12 

G3(Z3) = [1， z3"¥-v  Z5121T 

式(4.18)より行列Ao，Boおよび COを導出し、 [Bo，AoBo ， ・・・ ， A~Bo] の階数からμ= 16 

とおき、式 (4.18)より F2(Z2)の最小実現(A，B，C)μをもとめた。式 (4.19)""(4.21)をも

ちいて対角行列Eが以下のように計算された。

σ1 = 3.92324 σ2 = 1.85902 σ3 = 0.76614 σ4 = 0.29269 

σ5 = 0.10611 σ6 = 0.03688 σ7 = 0.01234 σ8 = 0.00399 

σ9ニ 0.00130 σ10 = 0.00058 σ11 =0.00047 σ12 = 0.00043 

σ13 = 0.00041 σ14 = 0.00039 σ15 = 0.00039 σ16 = 0.00038 

式 (4.24)において p=4と選んだ結果、式 (4.25)より次式が得られた。

0.89584 0.22077 -0.03017 0.00617 

-0.25888 0.73518 -0.28190 0.05841 
A2 ニ

0.06231 0.37547 0.59649 -0.30517 

-0.03871 -0.07922 0.44507 0.47697 

68 

T 

0.03171 0.02791 -0.01665 0.00826 

0.08029 0.07066 -0.04214 0.02090 

0.16534 0.14553 -0.08679 0.04304 

0.27700 0.24381 -0.14540 0.07210 

0.37753 0.33228 -0.19817 0.09827 

0.41857 0.36841 -0.21971 0.10895 

B2 0.37753 0.33228 -0.19817 0.09827 

0.27700 0.24381 -0.14540 0.07210 

0.16534 0.14553 -0.08679 0.04304 

0.08029 0.07066 -0.04214 0.02090 

0.03171 0.02791 -0.01665 0.00826 

0.01019 0.00897 -0.00535 0.00265 

0.00266 0.00234 -0.00140 0.00069 
J 

0.01898 0.01833 -0.01092 0.00408 

0.06853 0.04918 -0.01509 -0.00418 

0.17520 0.07147 0.01781 -0.03393 

0.32199 0.01043 0.10189 -0.04495 

0.43178 -0.17539 0.14062 0.03230 

0.42808 -0.38424 0.00875 0.12628 

C2 0.31693 -0.45205 -0.22078 0.06356 

0.17631 -0.34849 -0.33400 -0.12120 

0.07392 -0.18744 -0.26682 -0.21885 

0.02338 -0.0ケ238 -0.13686 -0.16995 

0.00558 -0.02037 -0.04810 -0.07964 

0.00100 -0.00421 -0.01195 -0.02472 

0.00014 -0.00064 -0.00213 -0.00530 

行列~oの特異値を調べた結果、 q= 1が得られた。このとき、行列F。は次のように分解
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れた O

0.88977 0.41087 0.10834 -0.13111 

I -0.21611 0.71738 -0.62419 0.12032 
Al1 = 

-0.05457 0.27009 0.52821 0.77590 

0.02025 -0.06839 -0.26714 0.31653 

0.67666 -0.25224 0.04323 0.00504 -0.46034 

B1 = I 
0.4 3365 -0.62276 -0.19675 0.04079 0.09271 

-0.00161 0.31730 0.44553 0.13808 -0.04702 

0.01926 -0.01095 0.21022 0.28435 0.04401 

された。

D2，1エト0.07978 -0.18216 -0.27525 -0.27525 -0.18216 

-0.07978 -0.02312 -0.00444 -0.00056 

-0.00005 0.00000 0.00000 O.OOOOO]T 

D2，2 = [-0.01845 -0.04669 -0.09616 -0.16111 -0.21957 
-0.24344 -0.21957 -0.16111 -0.09616 

-0.04669 -0.01845 -0.00593 

この結果、次式が得られた O

C1 = [0.39771 -0似 63 -0ω8 0.44436] 

81 = 5.73559 52ニ 2.62467 53 = 0.96471 ム=0.27569 
85 = 0.04735 6G = 0.00380 67 = 0.00012 68 = 0.00000 

69 = 0.00000 610 = 0.00000 611 = 0.00000 812 = 0.00000 

61 = 7.03242 62 = 1.25505 83 = 0.10216 64二 0.00485

85 = 0.00015 66ニ 0.00000 87 二 0.00000 58 = 0.00000 

89 = 0.00000 610 = 0.00000 811ニ 0.00000 812 = 0.00000 

0.89585 -0.16822 -0.01381 -0.00393 

A33 = I 
0.39819 0.66221 -0.19637 -0.01002 

-0.11454 0.68828 0.42691 -0.18737 

0.14967 -0.16113 0.85989 0.23174 

F3( Z3)を式 (4.29)における F明 (Zm)とみなし、式(4.30)および式(4.32)を用いることで

次式が得られた。

E3 = [0.41103 -0.6附 O別 85 -0.36114] T 

84 ~ 85 および 84 >>んより、 r=I=4と選ぶ。このとき、式(4.36)より次式が得ら

0.69550 0.43142 0.11092 0.01605 

0.61215 0.37972 0.09762 0.01413 

-0.22645 -0.05822 -0.00842 

0.18103 0.11230 0.02887 0.00418 

-0.40450 -0.25091 -0.06451 -0.00933 
L 

Dll = Dn  = 1下 DI2=f01 ) D21 = 103 
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式 (4・14)におけるその他の行列は、式 (4.14)および式 (4.15)から次のように得られた。

0.67666 -0.25224 0.04323 0.00504 

0.43365 -0.62276 -0.19675 0.04079 

A12 = I 
-0.00161 0.31730 0.44553 0.13808 

0.01926 -0.01095 0.21022 0.28435 

C2 = [ 0ω98 0.01833 -0.01似 O似 08] 

0.69550 0.43142 0.11092 0.01605 

0.61215 0.37972 0.09762 0.01413 
A23二|

-0.36507 -0.22645 -0.05822 -0.00842 

0.18103 0.11230 0.02887 0.00418 

T 

B2 = [ 0.03171 0.02791 -0.0附 O側 26] 

0.18621 0.11551 0.02970 0.00430 

-0.03750 -0.02326 -0.00598 -0.00087 
A13二 B1C3= 

0.01902 0.01180 0.00303 0.00044 

-0.01780 -0.01104 -0.00284 -0.00041 

Bl = [ 0州 9 -0.00171 0.0附 -0.00081] T 

C3 = [0.03227 0.02002 0.00515 0.00074] 

D = 0.00147 

但し、 Bニ (BLB13B:)およびc= (とl'C2，C3)である。得られたフィルタの設計偏
差を表4.2に示す。
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4.5 まとめ

本節では、最小分解と平衡実現に基づく低次数化を用いた空間領域における m 次元分

母分離形ディジタルフィルタの設計法について論じた。必要とされる計算量を削減するた

め、 m 次元ディジタルフィルタが l次元ディジタルフィルタの縦続接続で与えられるこ

とを示した。また、インパルス応答グラミアンを用いることで、部分的に逆行列を不要と

し、計算量を削減する方法を示した o 1.次元 FIRディジタルフィルタから実現される状

態空間モデルはすべての極を複素平面上の原点に持つため、それを低次数化した IIRフィ

ルタの安定性は常に保証されている。設計例では 2次元および3次元 IIRディジタルフィ

ルタの設計例を示し、本理論の正当性を確認した。

表 4.1設計例 lにおける設計結果と従来法との比較

(N]，N2) ε2 仁 MaxI¥egative Ripple 

本手法 (3，3) 2.92 3.87 always > 0 

文献 [38] (3，3) 2.92 3.87 always > 0 

文献 [42] (3，3) 2.92 3.92 always > 0 

表 4.2設計例2における設計結果

(N1ヲN2，N3) ε2εMax  N egati ve Ri pple 

本手法 (4，4，4) 7.63 6.00 -0.01010 
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第 5章

FM第2モデルに基づく 2次元状態空間

フィルタの適応設計

5.1 概要

2次元適応フィルタは、ノイズ除去や画像強調などの分野で使われており、活発に研究

が行われている O 適応フィルタの回路構成のうち、最も広く用いられているのはトラン

スパーサル FIRフィルタ [49]"'[56]であるが、これは零点のみが調整可能であるため、所

望の特性を得るために必要な次数が高くなる場合があるという欠点を持つ。一方、 IIR適

応フィルタ [43]̂-' [46]， [57]，[ 58]は極と零点の両方を調整することが可能であり、 FIR適応
フィルタと比較して、低い次数で所望の特性を実現できる。さらに、状態空間適応フィル

タ[47]を用いれば、係数感度や丸め誤差についてより良い特性が得られることが知られ

ている。近年、 2次元においても Roesserモデルに基づく状態空間適応フィルタ [59]が提

案され、フィルタ設計や画像処理等への応用例が示されている。また、状態空間モデルは

元来高速処理実現に適しているという特長があり、 2次元状態、空間適応フィルタに関する

高速処理向き実現に関する研究 [60]も行われている。

ところで、 Roesserモデルと並んでよく知られている 2次元局所状態空間モデルに Fornasini-

Marchesini(FM)第2モデルがある。これまでに提案された 2次元状態空間適応フィルタ

に関する研究は、ほとんどが Roesserモデルに関するものであって、 FM第 2モデルに

関する適応フィルタの研究はほとんど見かけない。本研究では、状態空間モデルとして

FornasinトMarchesini第2モデルを用いた状態空間適応フィルタについて考察し、これを

フィルタ設計に応用している。ここでは、係数感度と中間伝達関数の関係から勾配を求め

るための新しいシステムを導出し、それを用いて LMSアルゴリズムによる適応フィルタ

を構成している O また、状態空間モデルの特長であるフィルタ構成における自由度 [48]を

利用し、参照信号を入力信号の l部として用いることによって、状態空間モデルの次数を

低減し、適応に必要な計算量を削減する方法についても論じている。設計例では、これら
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のアルゴリズムを 2次元ガウシアンフィルタの設計に応用し、理論の有効性を確認して

いる。

5.2 FM第2モデルと中間伝達関数

本節では FornasiniとMarchesiniによって 2度目に提案された 2次元局所状態空間状態、

空間モデル [20]

忽(i+ l，j + 1) = AIX(i，j + 1) + A2X(i + l，j) 

+b1u(しJ.+ 1) + b2u(i + 1，j) 

y(i，j) = ctx(人j)+ du(i，j) 

(5.1 ) 

について考える。但し、 x(しj)はηx1局所状態ベクトル、 u(i，j)はスカラ入力、 y(i，j)
はスカラ出力であり、 A1，A2，b1，b2，cおよびdは適当な大きさをもっ実係数行列である O
式(5.1)の伝達関数は、次式によって与えられる。

Y(Z1，Z2) 
H(Z1' Z2) = 

U(ZlぅZ2) (5.2) 
= cT(1π-zJlAl-251A2)ー1(z:I1bl+ Z21b2) + d 

但し、 U(Z1，Z2)および 1"(ZI，Z2)は入力および出力の Z変換をそれぞれ表す。状態空間モ
デルのパラメータを適応させるために、このモデルに対する係数感度の式が用いられる。

以下に示す 3つの中間伝達関数を定義する。

X(Zl，Z2) 
F(Z1，Z2)= 

U(Zl)Z2) 

=(In-zflAl-zFlA2)-l(zflbl+zJlb2) 
(5.3) 

GI(Zl，Z2) = z;lcT(1η-zJlA1-zJIA2)-1ぅ k= 1ぅ2 (5.4) 

但し、 X(Zl'ZZ)は状態ベクトル x(i，j)の Z変換を表し、 Y(Zl'ZZ)= GI(ZlぅZ2)εdZl，Z2)，
である O また、 εk(Zl，Z2)(k = 1，2)は遅延器 zF1Inへの入力信号を表す。
定義 1:行列Q をmxη の実行列とし、 1(Q)を行列Qのすべての要素で微分可能な
関数であるとする。このとき、 fのQに関する導関数を次のように定義する O

θ1 rt ¥ 1 81 
Sn =一=[(sQ)ωl 二一 (5.5) δQ = l~SQ)kIJ) SQkl θqkl 

但し、 qklは行列Qの第 (kぅ1)要素である。

勾配信号を求めるため、出力信号を各係数行列で微分したものが中間伝達関数の立場で

表せる O
θY(Z}， Z2) ァ

= Gk(Z1，Z2)X1(Zl，Z2) 
θAk 
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(5.6) 



δY(Zl' Z2L = GdZlぅZ2)U(Z}，Z2)
θbk 

5.3 LMSアルゴリズム
(5.7) 

θY(Zlフ);γ2二 X(Z}，Z2)
C 

(5.8) 

2次元適応フィルタのブロック図を図 5.1に示す。いま、 u(i， j)およびr(i，j)が定常過

程であるとする。誤差信号 ε(i，j)を参照信号r(i， j)と出力信号y(i，j)の差とする。適応過
程において適応フィルタの係数は、 2乗誤差 E[e2(i，j)]を最小化するように更新される。
誤差平面における最小値を求めるために、勾配信号による最急降下法が用いられる。デー

タの大きさを lvJx N とする。すなわち、 {(i ， j)IO 三 i 三 M ーし O~j~N-1} とする O
フィルタ係数の更新に最急降下法を用いると、ある係数pを更新するための更新式は、次

のように与えられる。

O)/(Z]，Z2)=U(Zl，Z2)?k =l?2(5.9)  
θd 

式 (5.6)"，(5.9)より明らかなように、 Cの適応に必要な勾配信号は状態変数ベクトルを、

また、スカラ dを適応させるために必要な勾配信号は入力信号 υ(i，j)を用いればよいこ

とがわかる。しかし、 Akおよび、九を適応させるため必要な勾配信号を得るためには、そ

の中間伝達関数がGk(Zl，z2)(k = 1，2)と等しく なるような新たなシステムが必要になる。

これらのシステムは、次式によって与えられる O

W1(i + 1，j十1)= Ai(しj+ 1)W1(i，j + 1) + AI(i + l，j)W }(i + l，j) 

+c(しj+ l)aT(i，j + 1) 
(lOa) 

θE[ε2(i，j)] 
p(i'，j')ニ p(i，j)-μ 

θp(しj)

但し、 μは適応アルゴリズムの収束を制御するステップサイズパラメータで、 p(i'，/)は

(i ，j)において更新される係数を表す。ここで、指標 (i'，j')は係数更新の方向に応じて、
次のように与えられる O

(1)水平方向:

(5.12) 

W2(i + l，j + 1) = Ai(しj+ 1)W2(i，j + 1) + AI(i + l，j)W2(i + 1，j) 
十c(i+l，j)ぷ(i十l，j)

v}(i + 1j + 1) = Ai(i，j + l)v}(i，j + 1) + AI(i + l，j)Vl(i + 1，j) 

+c(九j+ 1)υ(しj+ 1) 

匂2(i+1，j+1)=Ai(しj+ 1)v2(i，j + 1) + Ar(i + 1，j)v2(i + l，j) 

+c(i +しj)u(i+1，j)

(lOb) 

/=j+1， jく N-1のとき

i'二i+ l，j'ニ oj=N-1のとき

(2)垂直方向:
(lla) i'ニ 1十lう t く ~1 -1のとき

i'二0，/= j + 1 i = lvJ -1のとき
、、‘E-a
，，J
‘b
 

1
i
 

4
s
i
 

，，
，Et
、、 (3)斜め方向:

i+jが偶数のとき
但し、

x(i+1，j+1)=Al(人j+1)a(しj+ 1) + Az(i + l，j)a(i + 1，j) 

+b1(i，j + l)u(i，j + 1)十九(i十l，j)u(i+ l，j) 

であり、上記のシステムの初期値はすべて 0であるとする O ここで、 Ak(i，j)および

ん(i，j)(た=1，2)はそれぞれ点 (川)におけるAkおよび、んの推定値で、あり、次節に示す
方法によって更新される。

i' = i + 1， j'ニ j-1，i<1I1-1かつ j=f 0のとき
i' = i + 1， j' = j， i < /vJ -1かつ)= 0のとき
if =h j/=j +lぅ i=lvJ-lのとき

i+jが奇数のとき

i' = i -1， j'二j+ 1， jく N-1かつ tヂ0のとき
i' = i， j' = j + 1， jく N-1かっ iニ Oのとき
i'二i+ 1， j'二)， j=N-1のとき
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+ 
u(ij) 

e(i，j) 

図5.1F~rI 第 2 モデルに基づく状態空間適応フィルタのブロック図

通常、 LMSアルゴリズムにおいては、 2乗誤差の期待値のかわりに瞬時値が用いられ

るO このとき、係数の更新式は次のように書き直される O

θy(しj)
p(んj')= p(i，j)十2μ(i，j)一一一

θp( i， j) 

式 (5.13)より、フィルタ係数の適応は次式によって与えられる O

Adi'，j') = Ak(i，j) + 2με(九j)Wk(i，j)う kニ 1，2

bk(i'，j') = bk(i，j) + 2μe(i，j)旬k(i，j)， k = 1，2 

c(i'，j') = c(i，j) + 2μe(i，j)x(しj)

( 5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

d(i'，j') = d(しj)+ 2μe(しj)u(i，j) (5.17) 

但し、 Wk(i，j)および、叫(i，j)(k= 1，2)は式 (5.10)および式 (5.11)から与えられる新し
いシステムから導出される勾配信号である。以上の議論より、 2次元状態空間フィルタを

構成することが可能である O

5.4 低次数FM第2モデル

状態空間モデルの大きな特長のーっとして、フィルタ構成の自由度が挙げられる。本節

では、これを利用してフィルタ次数を下げ、適応に必要な計算量を低減する手法について

論じる。
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状態変換行列を適当に選ぶことによって、一般性を失うことなく、行列Coを次のように
表すことができる。

C6 = [ 0 ・・・ o 1 1 (5.18) 

式 (5.1)および式(5.18)から状態空間ベクトルxo(人j)は、次式のように分割できる。

但し、

I x(i，j) I xo(i，j) = I -¥"， Jj  
l xN(i，j) I 

xN(i，j) = y(i，j) -du(i，j) 
更に、状態空間マトリクスを次のように分割する O

一[Aldll~=lfAOI = I _; 
9jα1 

ぃ山 b田=出
式(5.19)と式 (5.20)を式 (5.1)に代入すれば、次式が得られる O

但し、

x(i + 1，j + 1) = AIX(人j+1)+A2x(i十1，j)
+a1y(人j+ 1) + a2y(i + l，j) 

+b1u(しj+ 1) + b2u(i + 1，j) 

y(i，j) = 9[ x(i -l，j) + gf x(i，j -1) 
+αly(i-1，j)+α2y(i，j -1) 

+dlu(i -l，j) + d2u(人j-1) + dou(人j)

bl = b1 - al d， b2 = b2 -a2d 
dl二 b1一α1d， d2 = 02一α2d

(5.19) 

(5.20) 

(5.21 ) 

ここで、式 (5.21)において実際の出力 y(i，j)を理想の出力 μ(i，j)に置き換えることが
できれば、これは x(i，j)を状態ベクトルとした 2入力のシステムとみなすことができる。
簡単のため、式 (5.21)を次のように書き換える。

x(i十1，j+ 1) = AIX(九j+ 1) + A2X(i + l，j) 

+BIU(人j+1)+B2包(i+ 1，j) 
y(i，j) = g[ x(iーしj)+ gf x(i，j -1) 
+df包(i-1， j) + d; U ( i ，j -1) + d叫しj)
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(5.22) 



但し

BI = [al I bd， dT = [α1 I dd ， 1 = 1，2 
I u(人j) I 

包(hj)=||
|ω(i，j) 1 

式(5.22)より出力信号の Z変換が、次のように得られる O

Y(Z]，Z2) = [(訂1g?+5191)(I-zfAl-zTAd-1

(Z;-1 Bl + Z;-1 D2) + z;-ld1 + z;-ld2] U(日 2)+ d引 ZI，Z2) 
( 5.23) 

但し、 Y(z]，Z2)， X(ZI' Z2)， U(Z]ス2)， U(Z1' Z2)はそれぞれy(i.j)ぅx(i，j)，u(i，j)，u(人j)の Z
変換を表す。このとき、出力 Y(Z1，Z2)に関する各係数行列の導関数は、次のように与え

られる。 。Y(Z1' Z2)=z-l(I-z「IA1-zrA2)ー1
θAI -'<'-1 、

・(Z1191+ Z2192)XT(ZI，Z2) 
δY (ZI' Z2)=zfl(I-zJlA1-zzlA2)一1
8B1 

(Z1191十Z2192)UT(ZI1Z2) 

θY (ZI' Z2) 
二 ZI-1X(ZI，Z2)

θgl 
θY (ZI' Z2) 

= ZI-IU(Z]， Z2) 
EJdl 
θY(Z1，Z2) 

=U(ZI，Z2)， 1=し2
θd。

したがって、この|時の係数更新式は次のように与えられる。

A1(k+1)ニ A1(k)+2μεCi，j)W(i-1，j) 

A2(k + 1) = A2(k) + 2μe(i，j)W(人j-1) 
B1(k + 1) = B](k) + 2με(i，j)V(i -1，j) 
B2(k + 1) = B2(k) + 2με(九j)V(しj-1) 
9] (k十1)=9](k)+2με(人j)x(i-1，j) 

92(k + 1) = g2(k) + 2μe(人j)x(i，j-1) 
d1 (k + 1) = d] (k) + 2μe(i，j)u(i -1，j) 
d2(k + 1) = d2(k) + 2μe(i，j)u(i，j -1) 

dO( k + 1) = d( k) + 2μe(i，j)u(i，j) 
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(5.24) 

(5.25) 

但し、

W(i+1，j+1)=Ai(しj+1)W1(しj+ 1) + Af(i + 1，j)W1(i + 1，j) 

十gl(i，j+ 1)xT(人j+ 1) + g2(i + 1，j)xT(i十1，j)

V(i+1，j十1)= Ai(i，j + 1)V1(i，j + 1) + Af(i + 1，j)V1(i + 1，j) 

+gl (i，j + 1)uT(人j十1)十g2(i+ 1，j)uT(i + 1，j) 

本手法によってフィルタ次数を下げ、ることによって、適応に必要な演算量を低減するこ

とが可能になる。例えば、元の次数が八r= 4のとき、本手法を用いてフィルタの次数を

下げたときの一回の適応に必要な来算回数は 202から 162となり、およそ 20%の計算量

の削減になる O しかしながら、本節で得られたフィルタが元のフィルタと同程度の性能を

持つためには、フィルタ出力と所望の出力が十分に近くなることが必要であり、フィルタ

の次数が低い場合など、この条件が満足されない場合には、元のフィルタと低次数化され

たフィルタでその性能がかなり異なる可能性のあることに注意する必要がある。

5.5 数値例

ここでは、フィルタ設計に本手法で提案された適応フィルタを応用した数値例を示す。

5.5.1 設言十例 1 f2次元ガウシアンフィルタJの設計

次式で与えられるガウスフィルタのインパルス応答を次数4のフィルタで近似する。

hd(人j)= 0.256332 exp{ -0.103203[(i -4)2 + (j -4)2]) (5.26) 

但し、 N= !vI = 10である。また、設計されたフィルタを以下に示す正規化2乗誤差で
評価する。

ε2 

乞乞(h(i，j)-hd(i.j))2 

N M 

5ご2ごり(i.j) 
i=O j=O 

ステップサイズパラメータμをμ=1.0 X 10-2とし、繰り返し回数を 1.21X 107とする O 初
期値として所望のインパルス応答を 0三2，j~ 2の範囲で分母分離形 Roesserモデルで実
現し、 FM第二モデルに埋め込んだものを使用する。このときの係数行列は次式で与えら

れる。
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A1 

A2 

0.000000 1.000000 0.039996 0.067007 

0.000000 0.000000 0.067007 0.112259 

0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

0.000000 0.000000 1.000000 0.000000 

b1 = [0.019421 0.032537 0.000000 0.000000] t 

b2 = [0.000000 0.000000 1.000000 0.000000 r 
c = [1.000000 0.000000 0.0似 1 0.032537] 
d = 0.009130 

このときの正規化2来誤差はε2ニ 98.679860であった O 設計結果を次に示す。

0.455623 0.128063 -0.080156 0.121000 

-0.013275 0.228108 0.002739 -0.058453 
Al 

0.116625 0.049272 0.584706 -0.094266 

-0.044501 -0.071365 0.714722 0.428102 

0.561062 0.542485 -0.131132 -0.005710 

-0.177631 0.481823 -0.139481 0.120184 
A2 

0.023666 0.092671 0.124754 -0.061968 

0.068525 -0.005413 0.071094 0.525130 

b1 = [0.255053 0ω635 0.072660 -0.005似 r
b2 = [-0.251289 0ω951 0.041209 0.055190 r 
c = [0.108111 0.0削 3 -0.073180 0.778363] 
d = 0.009430 

このときの正規化 2乗誤差はε2= 2.165942であり、文献 [38]で示されている設計結果

ε2 = 2.92より良好な結果が得られていることがわかる O
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5.5.2 設計例 2 低次数化した FM第 2モデルの場合

次に、同じ仕様を低次数化した FM第2モデルを用いて設計した例を示す。初期値と

して、設計例 lで用いた初期値をc= [0・・ o1]となるように変換し、式 (5.22)に従って

低次数化したものを用いた O繰り返し回数を1.21X 107とし、ステップサイズパラメータ

μをμ=1 X 10-2としたO
初期値を次に示す。

[。…00000

Al 0.000000 0.000000 0.000000 

0.112259 0.067007 0.000000 

[00000001山

A2 0.000000 0.000000 0.000000 

0.000000 0.000000 0.000000 

0.000000 。叶|。…∞Bl 一一 0.000000 0.000000 う B2= I 0.0000001.000000 
0.000000 0.032537 I I 0.0000000.000000 

91 一 0.039996 

92 一 [0.000000 0附 37

d1 oω421 ] t ， d2 = [ 0.000000 
do 0.009430 

設計結果を次に示す

[030279701叫

Al -0.011711 0.282371 -0.015964 

0.020487 0.004935 0.139194 

0.902364 

A2 一 -0.138132 0.532735 -0.165785 

-0.021053 -0.079042 -0.078751 

03458741 「OM
B1 0.035089 0.341487 I ， B2 = I 0.121606 0.820449 

-0.178456 -0.020357 I I -0.428517 -0.059802 
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g1 一 0.068017 

g2 0.043433 

d} 一 0.019421 rう d2= [ 0.735612 oω421 r 
do 一一 0.009430 

これを式(522)に従って逆変換し、設計偏差を求めた結果正規化2来誤差ε2ニ 3.65が得

られた。設計例 lと比較して少し劣る結果が得られているが、これは所望の出力と実際の

出力のずれによる影響によるものと考えられる。

5.6 結日

本節では、適応アルゴリズムを用いた FM第 2モデルに基づくディジタルフィルタの

空間領域設計について論じた。まず、中間伝達関数の立場から出力信号に対する各係数行

列の勾配信号を表し、勾配信号を求めるための新しいシステムを導出した。次に、 LMS

アルゴリズムに基づく適応アルゴリズムについて論じた。さらに、状態空間モデルの特長

であるフィルタ構造の自由度を利用して参照信号を入力の一部として用いることでフィル

タの次数を低減し、計算量を減少させる手法についても論じた。最後に、数値例を示し理

論の有効性を確認した。
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本章では、前章までで提案された設計法のまとめをおこない、得られた成果について概

観した後、今後に残された問題について言及する O

第2章では、最大誤差制約条件下で最小2釆誤差となる 2次元 FIRフィルタの設計法
について論じた。最大誤差を制約するために、まず重みつき最小2乗誤差に基づくフィル

タ設計の逐次繰り返しによる手法を提案し、ついで設計に要する計算量を削減するため、

繰り返しの途中でフィルタ係数決定を Lagrange乗数法に切替える手法を提案した。その

後、設計されるフィルタに対して線形位相を保証する方法について述べ、さらに実質的な

遷移域を固定した場合についての考察を行った。最後に設計例を示し、本理論の有効性を

検証した。

本設計法を用いることによって、ミニマックスフィルタで得られる最大誤差よりわずか

に大きな最大誤差を設定することで、大幅に2乗誤差が低減されたフィルタを得られるこ

と、逆に最小2フィルタとほとんど変わらない2乗誤差をもちながら、大幅に最大誤差を

小さくしたフィルタが得られることが確認された O これより、最大誤差もしくは 2乗誤差

のみを考えればよい場合を除けば、ミニマックスフィルタや最小2乗フィルタはかなり不

適切なフィルタであることが確認され、より効果の高いフィルタを本手法によって得るこ

とが可能になった。

本章で述べられた手法は最大誤差と 2乗誤差の双方が考慮されるフィルタを設計する際
に有効であるが、 2来誤差と最大誤差問の重みつけを行うことができないため、得られた

フィルタがどの程度2釆誤差または最大誤差を重視したものであるのかが非常にわかりに

くく、これを判断するためには最小2来フィルタやミニマックスフィルタを別に設計する

必要がある O また、実際問題として、本手法でフィルタを設計する際に必要なパラメータ

を求めるためには、プロトタイプフィルタの設計が不可欠である。今後の課題としては、

プロトタイプフィルタの設計なしに適当な設計パラメータを決定する手法の開発などが挙

げられる O

第3章では、構造的に安定な一般形2次元 IIRフィルタの設計法について論じた。本

手法は、安定判別の必要な分母多項式に、既に安定となる構造の与えられている 2次元局
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所状態空間モデルより導出される多項式を用いることによって、フィルタの安定性を保証

し、分子多項式を線形方程式を解くことによって求め、フィルタ設計に要する計算量を削

減する方法である。局所状態空間モデルとして Roesserモデル又はFM第2モデルを使用
し、おのおのより導出される矩形入出力マスクまたは三角形入出力マスクを有する 2次元

IIRディジタルフィルタについてその設計法を論じた。
本手法を用いることによって、フィルタ設計に必要な時間を従来法と比較して 2分の l

から数分の lに減少させることが可能になった。

しかしながら、本手法でも従来同様分母多項式は非線形最適化によって求められてい

る。このため、本手法を用いても次数が大きいフィルタを設計することは依然として困難

である O この問題を解決するためのより高速な分母多項式の係数設計アルゴリズムの開発

が今後の課題として挙げられる。

第4章では Roesserモデルによる多次元IIRディジタルフィルタの空間領域設計法につ
いて論じた。まず、分母分離形多次元ディジタルフィルタが多入力多出力 l次元IIRフィ
ルタの縦続接続によって表現できることを示した。ついで多次元FIRディジタルフィル
タを形式的に多入力多出力の l次元FIRディジタルフィルタで表し、それを状態空間モ
デルで実現し、平衡実現を用いて低次数近似する手法を示した。さらに低次数近似した

フィルタに最小分解を施し、得られた 2つの FIRフィルタに対して同様の実現、近似を
繰り返すことでフィルタを設計したO また、実現、近似される l次元フィルタが l入力も

しくは l出力のときに平衡実現の代わりにインパルス応答グラミアンによる近似を用い

ることで逆行列の計算を不安にし、計算歪の低減を図った。

従来の多次元IIRディジタルフィルタの設計法のほとんどは伝達関数表現による周波数
領域での設計法であったが、本手法を用いることで実現が不要で、高速処理向きの状態、空

間モデルによるフィルタの設計が可能になった。

本手法では、フィルタ設計に非線形演算を用いないため、比較的高速なフィルタ設計が

可能であるが、得られたフィルタは一般に所定の評価基準に対して最適というわけではな

い。今後の課題として、得られたフィルタをベースにさらに最適化を進め、何らかの評価

基準で最適になるフィルタの設計法が考えられる。

第5章では、適応アルゴリズムを用いた、 FM第2モデルによる2次元ディジタルフィ
ルタの空間領域設計について論じた。最初に中間伝達関数の立場から、出力に対する状態、

空間モデルの各係数についての勾配をもとめ、勾配信号を導出するための新しいシステ

ムについて論じた。次に、 LY1Sアルゴリズムによる適応フィルタについて論じた O さら

に、参照信号を入力の一部として用いることによってフィルタ次数を低減し、計算量を減

少するアルゴリズムについて論じた。

本手法によって、 Roesserモデルより更に一般的をもっ、 FM第2モデルによる適応フィ
ルタを構成することが可能になった。

今後の課題としては最適なステップサイズの導出などが考えられる。
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となる O これより

付録 A

入=2[(CQ -1 CT)ーlcQ-ld一(CQ-1CT)一1e] 

が導ける。式 (6.7)を(6.5)に代入して

α ニ Q-1d_ Q-1CT((CQ-1CTt1CQ-1占

+Q-1 CT(CQ-l CT)-le 

二 [1-Q-1CT(CQ-1CTtIC]Q-1d 

十。-1CT(CQ-1 CT)一le

(6.7) 

式(2.11)の導出
を得る。これは式 (2.11)に一致する。

式 (2.10)で、次の与えられる制約条件下で評価関数

企(α=乞乞|αtc(ω1，W2)- Hd(p， q)1
2 

(p，q)εQ 

=αtQα-2atd + 2:2二Hd(p，q? 
(p，q)εQ 

、、，，，，，・34
円

h
u

J
'
a
E
E

、、

を極小にする点αでは、 Lagrange関数

L(α?入)= E(α)+λt(Cα-e) (6.2) 

について 。L DE D入t(Cα-e) 
θαθα'θα  
= 2Qα -2d + Ct入

= 0 

(6.3) 

および

θ入

8L 
ニしα-e

( 6.4) 

= 0 

が成り立つことが必要である [12]0式(6.3)より

α=01-jGV入 (6.5) 

が得られる。式(6.5)を式 (6.4)に代入して

C(QI-jQV入)-e=O (6.6) 
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