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1 . 緒論

1.1 研究背景

船の諸性能は航海の大半を占める深水域の特性が基本となる一方で，港湾や運河，そし

て大型河川などに代表される制限水域の性能評価は海上交通の安全性から不可避なテーマ

といえる．実際，昨今に至る海上輸送の効率化の結果として，専用化/大型化した船舶が

多種多様な運動性能を有して輻輳する状況を鑑みる時，操船者に強いられる緊張は想像に

難くない．制限水域の操船を難しくする理由としては，低速故に大きな横運動を伴う事，

舵効きが低下する事，プロペラ操作が繁雑な事，そして船体沈下等の浅水影響から船底座

礁の危険が高い事などが挙げられる．国際海事機関では，低速時の操縦性能，浅水域にお

ける旋回性能及び船体沈下量など多岐に渡る情報をまとめた操船ブックレット [1]の作成

を要求しており，操船者の判断材料として大いに役立っているものと思われる．

一方，このような浚渫作業により航路を切り開いた場所では，しばしば泥が水底に堆

積する事が知られいてる．実際 1994年の調査報告 [2]では，ユーロポート/ロッテルダム

（オランダ），ゼーブルージュ（ベルギー），エムデン（ドイツ）等のヨーロッパ主要港

湾域，バンコク湾やメキシコ湾，ミシシッピ河の三角州等に 1～4mの泥層の存在が確認

された. 泥成分としては，土砂,カオリナイト/ベントナイト等の粘度鉱物，そしてその他

有機物が挙げられ，季節，場所に応じた組成，粒径によって，泥層特性は大きく異なる事

になる．一例を挙げると，ユーロポート（ロッテルダム港湾域）の平均泥層密度は，夏

場が 1240kg/m3，冬場は 1140kg/m3とされ，動粘性係数については，それぞれ 1200cSt，

120cSt [3]とされる．またミシシッピ河三角州の泥層密度は 2000kg/m3とのデータ [4]も

あり，泥の性質が幅広く変化する様子がうかがえる．

こうした状況において特筆すべきは，水の層と泥の層から成るいわゆる”二層流”の形

成である．航行の安全性を保障するには十分な水深の確保が欠かせない訳だが，二層流域

の場合，水底を従来通り剛壁位置と考えるのか，泥層上面とみなすかは議論の余地があ

り，泥のレオロジーに着目した航行上の限界水底（nautical bottom）という概念的な指
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標が用いられてきた．ここでは例としてゼーブルージュのケースを取り上げるものとし，

水深に対する泥の降伏応力，密度の調査結果を Fig.1.1 [5] [6]に示す．図内の周波数値は

音響測深時のものである．一般に泥はビンガム塑性流体の性質，すなわちせん断応力があ

る臨界点に達した時にニュートン流体のように流動を起こす性質を有しており，その臨界

点を表す降伏応力は泥のレオロジー特性と関係がある．まず流体密度は水深約 13.7mに

位置する水層と泥層の境界面直下で急増し，その後は水深に比例して徐々に増加してい

く様子が見て取れる．一方，泥の降伏応力は水深 15m付近まではほぼゼロであるが，そ

の水深を境に急激な増加を確認できる．一般に航行上の限界水底は，このような泥のレ

オロジー特性が変化する水深位置の密度で定義する事が通例であり，長い間ゼーブルー

ジュでは，「流体密度が 1150kg/m3に達する位置」を限界水底として採用してきた．同様

に，ロッテルダムでは 1200kg/m3，フランス領ギアナのカイエンヌでは 1270kg/m3の水

深位置を航行上の限界水底に設定してきた [7]．しかしながら例に挙げたゼーブルージュ

では，1987-1997年の 10年間で泥のレオロジー特性が大きく変化した事が確かめられる

など，航行上の限界水底を設定する事の難しさ，そしてその曖昧さがうかがえる．実際，

限界水底とみなす泥層の密度及びその水深位置によっては，船底が水層と泥層の境界面に

接近して，あるいは貫通しての航行を強いられると思われ，その時の船の諸性能が，通常

の水域での性能と比較して大きく異なるであろう事は容易に想像されるところである．

Fig. 1.1: Rheology profile of the mud layer in the harbour of Zeebrugge [5][6]
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以上のような事情を背景として，特に多数の運河を持ち港湾間流通が密なヨーロッパ

では，二層流域での船の運動特性に早くから関心が集まり，精力的な研究が続けられてき

た．翻って我が国では，これまで本分野の問題が広く認知されてきたとは言い難く，そこ

で起こる船の諸性能の特徴的な変化に対して十分な知見の獲得には至っていない．泥の堆

積による二層流の形成が制限水域の航行安全性を脅かす重要な問題の一つであるとの認識

に立てば，操船ブックレット同様に操船者への十分な情報提供が望ましいと考えられる．

同時に一連の情報が船の航行限界を知る上で役立ち，適切な浚渫規模の目安となれば，二

層流域の安全航行に寄与できるものと期待される．

1.2 既往の研究

二層流域で船舶が経験する現象に，”死水現象（Dead water phenomenon）”が挙げら

れる．これは 1893年にノルウェーの北極探検家Fridtjof Nansenにより初めて報告された

と言われており，当初，北極海航行時に船速低下を招く奇妙な現象として恐れられてき

た. この原因が，氷河から溶け出した純水とその下にある海水間の内部境界面（両層の

間にある密度が跳躍する境界面）に誘起された内部波の造波抵抗に因る事は，今では広

く知られるところである．一方近年では，前項で述べたように水底に泥が堆積して形成

された二層流域が注目を集めており，本状況を模擬した種々の水槽試験が行われてきた．

Vantorre [8]は，浚渫船を対象として船速に対する姿勢変化，プロペラ特性，舵による船

体横力とモーメントなど多岐に渡る項目を明らかにした．同時に内部波の計測を行った．

またDelefortrie等 [9]は，主にコンテナ船を用いて伴流係数，スラスト減少係数など船体，

プロペラ，舵の各種干渉係数を評価した．引き続いてDelefortrie等 [10]は，二層流域に

おける操縦運動数学モデルの新規的な提案を行っている．この他にも Sellmeijer等 [3]は，

模型試験（タンカー）から同定した流体力微係数を用いて，旋回試験や Zigzag試験等の

運動シミュレーション計算（数学モデルは perturbation法）を実施する事で，二層流域の

操縦特性について貴重な知見を得ている．しかしながら、そもそも二層の実験は実施可能

な施設が限られ，経費の負担も大きい．このため船舶推進抵抗，操縦性分野における実

験的アプローチは，現在，ベルギーのゲント（Ghent）大学を中心とした研究チームが主

導している状況にあり，他には見当たらないように思われる．当機関からは上に挙げた研

究 [8][9][10]以外にも幾つかの研究成果 [11][12]が発表されている．

これに対して理論的解法に基づく数値計算によるアプローチは，過去にも多くの研究者

が取り組んできた．ここでは二層流域を直進航行する船体による定常造波問題を中心に，
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その幾つかをまとめておく．Sabuncu [13]は，水底の有無，自由表面の有無を変更して

種々の二層の状況を考え，ポテンシャル流場を仮定して薄い船や没水体の造波抵抗式を導

いた（計算例は無し）．Miloh等 [14]は変温躍層を対象に両層をポテンシャル流れで取り

扱い，自由表面を剛壁，上層は浅い（下層水深は無限）とする事で長波近似を適用した．

そして薄い船の仮定の下で船体が両層に跨る場合も含めて造波抵抗式を導いている（試計

算は bi-convex hull）. Zilman等 [15]は下層に粘度のある泥層のケースを取り扱い，上層

をポテンシャル流れ，下層流れは線形化したナビエストークス方程式を浅水域の仮定によ

り簡略化したものを支配方程式とした. そして船体（完全没水楕円体/回転放物体）が上

層にある状況を想定して，下層の動粘性係数の違いによる抵抗増加の差を論じている. ま

た内部波を 3次元的に示した例としてはTulin等 [16]の研究がある. そこでは上層にある

半没水楕円体が内部波の臨界速度以上で航行するケースに焦点を当て, 長波近似の下で二

階の双曲型偏微分方程式を解く事により流場を求めている. 以上に挙げたこれらの研究で

はいずれも自由表面は剛壁として取り扱われ，議論の対象にはなっていない. その理由の

一つに内部波の臨界速度は一般に小さい事から，その船速域の自由表面波は小さく無視で

きるという考え方があるようである [14]. しかしながら単一ソースによる定常造波問題を

扱ったYeung等 [17]に依れば，密度比によっては低速であっても自由表面上に内部波と

の干渉結果として大きな干渉波が現れる事が示されており，二層流域における造波抵抗を

幅広い密度比で厳密に論じるには，この波面間の干渉影響は考慮に値すると思われる. 自

由表面条件を剛壁以外で扱った研究としてはDoctors等 [18]の例があるが，Wigley船型

を対象に薄い船の仮定の下で議論されている. また両波面の波形に対する記述は無い.

以上より，二層流域を直進する船体の定常造波問題を扱った過去の研究をまとめると，

次の事がいえると思われる．

(i) 船体形状ならびに自由表面波と内部波の干渉影響の双方を厳密に考慮した上で，船

体の定常造波問題を解いた例は無い．

(ii) 船体が造る自由表面波と内部波の波形を併せて示した例は無い．

(iii) 実用船型を対象に計算した例は無い．

一方，操縦運動時の船体をはじめ，揚力を発生する物体（揚力体）を対象に二層流域の

定常造波問題を解いた例は，知見する限り，未だ見当たらないように思われる．理由に，

そもそも問題の認知度が低い事，流場のモデル化が複雑な点などが考えられる．対して一

層の深水域であれば、これまでにも揚力（横力）に対する自由表面の造波影響を論じた研

究成果が多数発表されてきた．ここでは参考までにその幾つかを挙げると，まず水中翼を

4



対象として，揚力線理論に類似した立場から全没揚力面の定常理論を構成した西山 [19]，

渦システムの造波グリーン関数による定常揚力面問題の解法を示した堀 [20]の研究など

がある．また船を想定した研究に，薄翼理論に造波の影響を考慮した野中 [21]や，揚力

体理論に基づき斜航時の循環流れを表し，これに造波影響を考慮する為にランキンソース

法を用いて流場を解いた中武等 [22]の研究などを挙げる事ができる．この他にも剥離渦

による横力（いわゆる通常の揚力）と造波による横力（造波横力）は分離して取り扱える

との立場を採用し，造波横力に焦点を絞って議論した堀等 [23]や宋 [24]といった研究も

挙げられる.

1.3 本論文の目的

本論文では，二層流域を直進航行する船体や，舵角を有して前進する舵の定常造波問題

に対して，新しい解法による理論計算を試みるものである．

まず目的の第一は，前節の研究レビューを踏まえて，精度良く解が求まり，かつ汎用性

が高い新たな定常造波問題の解法を構築する事である．つまり過去になされて来なかった

前節の（ⅰ），（ⅱ），（ⅲ）に対処した計算が行えて，かつ揚力体への適用が可能な解法を

提案する．ここで揚力体を扱う場合には，線形の渦モデル（随伴渦の流出角が 0度）を仮

定する．本解法の概略を述べると，同問題を線形ポテンシャル理論に基づく境界値問題と

して取り扱い，各境界面に特異点を分布させる事で速度ポテンシャルを定義する. この時，

速度ポテンシャルの核関数に内部境界条件（内部境界面の力学的・運動学的境界条件）と

水底条件を満たすグリーン関数を採用する事で，自由表面，船体表面，そして揚力面（揚

力体の場合のみ）に分布させた特異点の強さを求める事になる. ここで自由表面条件をも

満たすグリーン関数を敢えて用いない理由は，船体表面の要素が自由表面に接近した時

に現れる特異性を回避する為である．本解法の主なメリットを挙げると，まず内部境界面

の造波と水底の影響をグリーン関数を通じて厳密に解に反映できる．また薄い船の仮定，

自由表面剛壁の仮定を必要としない為，肥型船を含む任意の形状に対して高速域まで求解

する事も可能である．その際に自由表面波と内部波の相互干渉を考慮できる点は今回の大

きな特徴といえる．加えて二層流域の定常造波問題が深水域の同問題における速度ポテン

シャルの核関数の変更として定式化される為，プログラム開発時に有利な面を有している.

目的の第二は，本解法を用いて，二層流域を直進航行する船体の定常造波問題を解く事

である．今回提案する解法は，従来の解法には無かったメリットを有しており，前節で挙

げた（ⅰ），（ⅱ），（ⅲ）のような，過去の研究で取り組まれて来なかった計算に対処可能

である．そこで痩せ型船/肥型船の造波抵抗や姿勢変化を造波現象と関連付けて詳細に論
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じる事で，死水現象（本論文では“二層流域で船の造波抵抗が急増する現象”と定義）を

はじめ事象理解の新たな一助とする．

目的の第三は，本解法を用いて，舵角を有して前進する舵の定常造波問題を解く事であ

る．今回，解析対象に舵を取り上げる理由として，本解法では線形の渦モデルを仮定する

事から，同渦モデルが有効な揚力体形状が望ましかった点が挙げられる．また舵特性の把

握は，二層流域の船の操縦性を理解する上で不可欠であり，十分な検証が望まれる実状を

鑑みての事である．本論文では基礎検証として舵の単独性能に着目し，内部波の造波影響

を明らかにする事で，新たな知見の獲得を目指す．

1.4 本論文の構成

本論文は全 7章から成り，各章の構成は以下の通りである．

まず第 1章は緒論である．研究背景と既往の研究をまとめ，本論文の目的，そして構成

を記してある．

第 2章では，まず二層流域における船体の定常造波問題の仮定を述べる．そして自由表

面が存在しない上層無限/下層有限水深の状況を考え，上層を一定速度で進行するソース

のグリーン関数を導出する．本グリーン関数は内部境界条件と水底条件を満足するように

求められ，内部波を誘起する造波グリーン関数である．併せて本章では，波の臨界速度，

臨界フルード数について説明する．またグリーン関数の数値計算法をまとめる．

第 3章では，痩せ型船への適用を念頭に，一様流れの速度ポテンシャルに，自由表面と

内部境界面の造波（波面間の干渉影響を含む）と水底の影響を表す速度ポテンシャルを足

し合わせる事で流場を定義する．そしてまずは単一ソース及び没水回転楕円体の定常造波

問題を解き，Yeung等 [17]のグリーン関数を用いた計算結果との比較を通じて，今回提

案する解法の妥当性を検証する．続いてWigley船型を対象に計算を実施し，痩せ型船の

二層流域における造波抵抗と造波特性の関係を論じる．

第 4章では，肥型船への適用を念頭に，まず船体周りの流れを，“二層流域の自由表面

を鏡面に見立てた深さ方向に対称な流場を，船体の二重模型が航行する時の流れ”で近似

する．その流れには，内部境界面の造波と水底の影響が考慮される．そしてそれに自由表

面の造波の影響と波面間の干渉影響を表す速度ポテンシャルを足し合わせる事で流場を定

義する．本章では大型タンカーの ESSO OSAKAを対象に，一層浅水域及び二層流域で

の造波抵抗や姿勢変化（船体沈下量/トリム角）を計算し，肥型船に及ぼされる浅水影響

や内部波の造波影響を明確化する．

第 5章では，まず二層流域における揚力体の定常造波問題の仮定を述べる．そして第 2
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章同様に，自由表面が存在しない上層無限/下層有限水深の状況を考え，舵を想定した矩

形翼（翼厚は無視）が，上層を迎角を有して航走する場合の流れの速度場を定義する．続

いて内部境界面の造波と水底の影響を速度場に反映させるに当たり，内部境界条件と水底

条件を満足する渦点のグリーン関数を導出する．また渦輪/馬蹄渦によるグリーン関数を

構築する．いずれも内部波を誘起する造波グリーン関数である．併せて本章では，渦輪に

よるグリーン関数を取り上げて，その誘導速度の計算方法を述べる．

第 6章では，第 2章で導出したソースによるグリーン関数と第 5章で導いた渦系による

グリーン関数を併用して，二層流域での舵の定常造波問題を定式化する．計算は，まず造

波を伴わない一層の状況で実施する．具体的には，無限流体中と水底の近くで作動する状

況を考えて，舵の基本的な特性を明らかにする．続いて自由表面下に十分没水した舵が内

部境界面に接近する状況を想定して，内部波の影響による舵特性の変化を調査する．

最後の第 7章ではまとめと今後の課題を述べる．
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2 . ソースによるグリーン関数

　本論文では，二層流域を直進航行する船体の定常造波問題を境界値問題として解く．定

式化の詳細は次章以降に譲るが，その際，速度ポテンシャルの核関数に内部境界条件と水

底条件を満たすソースのグリーン関数を採用する. 本グリーン関数は自由表面が存在しな

い上層無限/下層有限水深の二層流域で内部波を誘起する造波グリーン関数である．まず

本章では，それの導出を示し，続いて波系変化の重要な起点となる波の臨界速度/臨界フ

ルード数に言及する．そして最後にグリーン関数の数値計算法をまとめる．

2.1 問題の仮定

本論文で扱う船体の定常造波問題は，次の仮定に従うものとする．

(a) 船体が造る波の波高は小さい．

(b) 造波に対する下層の粘性影響は小さく無視できる．

(c) 両層共に非粘性,非圧縮のポテンシャル流れとする.

(d) 両層は混合しない. 内部境界面は常に明瞭である．

(e) 船体は上層側にのみ存在する.

まず仮定（a）は，本論文では低い船速を取り扱う事に因る．一方，下層側の粘度を考

慮しないと仮定した（b）と（c）は，現実状況と照らし合わせた時に議論の余地がある点

は否めない. 実際，Zilman等 [15]の計算結果によると，下層の動粘性係数は特に造波抵

抗のピーク値に影響を及ぼすとされる. しかし今回は問題の取り扱い易さ及び両波面の造

波には重力影響が主要因である点を重視し，本仮定を設ける事とした．同様に仮定（e）

についても，問題を簡略化する観点から，今回は船体が内部境界面を貫通する事は無い

と考えた．また仮定（d）に関して，Fig.1.1より，実状況において密度躍層は比較的明瞭
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に現れていると思われるが，船体通過時には泥の巻き上がりが起こり，両層の境界が曖昧

になる事が懸念される．しかしVantorre [8]によるドラグサクション浚渫船の模型を用い

た内部波の一点計測結果を参照すると，[FN = 0.013 - 0.081，h1/d = 1.2，h2/d = 0.175，

ρ2/ρ1 = 1.11]の状況下で内部波の波動を明瞭に補足できている事から，低速域では，同

仮定の妥当性があるものと思われる（記号の意味は，主要記号一覧表を参照の事）．

2.2 ソースによるグリーン関数の導出

船体表面をソース分布で表現する事を念頭に，本節ではソースによるグリーン関数の導

出を示す．以下，仮定（a），（b），（c）に基づき，線形ポテンシャル理論に立脚して考える．

2.2.1 Yeung等のグリーン関数と研究概要

同様の仮定の下で二層流のグリーン関数を導いた例として，Yeung等の研究 [17]を挙

げる事ができる．Yeung等は両層有限水深の上層を定常進行するソースを考え，自由表面

条件，内部境界条件，そして水底条件を満足するグリーン関数を導いた．これは自由表面

波（波数 k1）と内部波（波数 k2）を誘起する造波グリーン関数であった．続いてYeung

等は，無限遠方での波の性質を知る為に，停留位相法（the method of stationary phase）

を用いてグリーン関数を漸近展開し，停留点における各波数の波の等高線を示すと共に，

振幅関数の挙動を明らかにした．またグリーン関数を漸近展開せずに直接計算する事で，

ソース近傍の局所波を考慮した三次元の波紋図を描き，二層流域における造波特性の理解

を深めている．しかし当論文では単一ソースを用いた検証に留まり，物体形状を考慮に入

れた計算はなされていない．

2.2.2 本章のグリーン関数

本章では上層無限/下層有限水深の上層を定常進行するソースを考え，内部境界条件と

水底条件を満足するグリーン関数を導出する．Yeung等のグリーン関数との違いは，自由

表面を考慮していない点にある．その理由を次に記す．

既に述べたように，本論文の目的の一つは二層流域における船体の定常造波問題を解く

事にある．通常，一定速度で前進する船体周りの流場を表す速度ポテンシャルの核関数に

Yeung等のグリーン関数を用いる場合，船体が自由表面を貫通する事に由来して水線上に

線積分項（Line Integral）[25]が現れる．ここで線積分項と自由表面付近の船体表面の要

素間では，接近する極限において特異性を有する事が知られており，数値積分が困難とな

る事が懸念された．この問題の最も簡単な解決策として，線積分項が幅方向についての積
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分である事を考慮し，船体は概ね細長いという仮定の下で線積分項自体を無視する方法

が考えられる．しかしWigley船型（L/B=10，B/d=1.6）を解析した日下等 [26]による

と，この程度の船幅であっても線積分項の考慮が有意な造波抵抗値を得る上で不可欠な事

が指摘されており，実用船型を適用対象とする本論文には適さない．そこで本問題の根本

的な解決策として，線積分項が現れない速度ポテンシャルの積分表示を考える事とした．

これは内部境界条件と水底条件のみを満足するグリーン関数を速度ポテンシャルの核関数

に適用する事で得られる．本表示では特異点を自由表面上にも分布させる必要があるが，

グリーン関数が自由表面条件を満たさない事から特異性は現れず，安定した計算を期待で

きる．

同状況（上層無限/下層有限水深）でのグリーン関数は，Sabuncu [13]が過去に導出を

試みた例があるが，上層を航行する細長い没水体（slender body）の造波抵抗を Lagally

理論により定式化する事が目的であり，下層のグリーン関数の表示は与えられていない.

また上層のグリーン関数に関してもコーシーの主値積分などは実施しておらず，特異性が

除去された形では与えられていない．こられの事から，今対象とする両層のグリーン関

数の全形を直接に数値積分できる形式で示した例は無いと思われ，一連の導出過程を示

す事には意義があると思われる．その際，内部波の放射条件について，Sabuncuが上流波

を打ち消すような付加項を意図的に足し合わせる方法で満足させたのに対し，ここでは

Rayleighの仮想摩擦係数を考慮する事にする.

2.2.3 フーリエ変換と逆変換

xy平面を内部境界面に一致させ，x軸は向かって左方向を，z軸は鉛直上方を正とする

ような右手座標系 o - xyzを考える（Fig.2.1）. 本座標系はソースと共に移動する等速移

動座標系である. また下層水深を h2，上下層の各密度を ρ1，ρ2 と定義する．なお自由表

面は考えていない．いま仮定（e）より上層（ξ, η, ζ）に位置するソースが x軸正方向に等

Fig. 2.1: Coordinate system and the sketch of a source
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速度 U で移動する時，両層のグリーン関数が満たすべき支配方程式は各々（2.1），（2.2）

式となる. δはデルタ関数である．ここで上付き添字 ”1”は上層側，”2”は下層側を意味

する．以後，統一的に表す場合は”m(= 1, 2)”を用いる事とする.

∇2G(1)s = δ(x− ξ, y − η, z − ζ) (2.1)

∇2G(2)s = 0 (2.2)

次に両層のグリーン関数が満たすべき境界条件について説明する. 仮定（d）より，内

部境界面は一枚の波面のように振る舞う事から，そこでの動力学的条件と運動学的条件を

基に（2.3）,（2.4）式の内部境界条件が得られる．いずれも仮定（a）より，内部波高は

小さいとみなして z = 0を中心に線形化を施したものである. （2.3）式においてRayleigh

の仮想摩擦係数μを考慮する事により，内部波の放射条件を自動的に満足させる事ができ

る. また（2.5）式は水底条件を表している.

γ

Ã
k0
∂G

(1)
s

∂z
+
∂2G

(1)
s

∂x2
− μ

∂G
(1)
s

∂x

!
= k0

∂G
(2)
s

∂z
+
∂2G

(2)
s

∂x2
− μ

∂G
(2)
s

∂x
z = 0 (2.3)

∂G
(1)
s

∂z
=
∂G

(2)
s

∂z
z = 0 (2.4)

∂G
(2)
s

∂z
= 0 z = −h2 (2.5)

ここで

k0 = g/U
2 γ = ρ1/ρ2 (2.6)

gは重力加速度を表す．また支配方程式と一連の境界条件を満たす各層のグリーン関数を

次のように定義する.

G(1)s =
1

r
+G

(1)
s0 (2.7)

G(2)s = G
(2)
s0 (2.8)

ここで

r =
p
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2 (2.9)

造波関数 G
(m)
s0 は，グリーン関数が各種境界条件を満たすように求められる関数であり，

ラプラス方程式を満足する.

∇2G(m)s0 = 0 (2.10)
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造波関数を求めるに当たり，フーリエ変換の手法を適用する. いま任意の関数G(x, y, z)

のフーリエ変換後の関数を g(kx, ky, z)とする時，両者の間には次の関係がある．

g(kx, ky, z) = F [G(x, y, z)] ≡
1

2π

Z ∞
−∞

Z ∞
−∞
G(x, y, z)e−i{kx(x−ξ)+ky(y−η)}dxdy (2.11)

G(x, y, z) = F−1[g(kx, ky, z)] ≡
1

2π

Z ∞
−∞

Z ∞
−∞
g(kx, ky, z)e

i{kx(x−ξ)+ky(y−η)}dkxdky (2.12)

ここでF [　]がフーリエ変換，F−1[　]がフーリエ逆変換を表す．（2.3）-（2.5）,（2.10）式

をフーリエ変換/逆変換する事で，造波関数として最終的に次式が得られる（導出の詳細

は補遺Aを参照の事）．本式は，物理的にはθ方向に伝播する波数 kの波の重ね合わせ

を表している．なお θ = 0の方向がソースの進行方向を意味する．

G
(m)
s0 =

1

2π

Z π

−π

Z ∞
0

H
(m)
s [k, θ]

∆[k, θ]
eikωdkdθ (2.13)

ここで

H (1)
s [k, θ] = 2γae

−k(z+ζ) sinh kh2

− {γa− (1− γ)b}ek(h2−z−ζ)

+ {(1 + γ)a+ γb}e−k(h2+z+ζ) (2.14)

H (2)
s [k, θ] = γ(a+ b){ek(h2+z−ζ) + e−k(h2+z+ζ)} (2.15)

∆[k, θ] = 2γa sinh kh2 + be
kh2 + ae−kh2

a = k + k0 sec
2 θ + iμ sec θ

b = k − k0 sec2 θ + iμ sec θ
ω = (x− ξ) cos θ + (y − η) sin θ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.16)

2.2.4 経路積分

以後（2.13）式の実部（Re）をとるものとする. またRayleighの仮想摩擦係数μは経路

積分実施後に 0とする．θの積分範囲（−π,−π/2），（π/2,π）に対し，それぞれ θ = θ−π，
θ = θ + πという変数変換を行い，変換後に再度 θ→θと置き換える事で次式が得られる.

G
(m)
s0 =

1

π
lim
μ→0

Re

(Z π/2

−π/2

Z ∞
0

H
(m)
s [k, θ]

∆[k, θ]
eikωdkdθ

)
(2.17)
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ここで e−ikω(θ) から eikω(θ) への置き換えは, いま造波関数の実部を採用する事から可能で

ある. ∆[k2, θ] = 0とすれば，任意の θの根として次式を得る. ここで k2 は進行する内部

波の波数であり，次式で定義される.

k2 =
k0 sec

2 θ(1− γ) tanh(k2h2)

1 + γ tanh(k2h2)
− iμ sec θ (2.18)

続いて z = ζ 平面を考え，ソース位置を原点とする極座標系 ō - rψを導入する.

(x− ξ) = −r cosψ
(y − η) = r sinψ

ω = −r cos(θ + ψ)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (2.19)

流場の対称性より，以後 0 ≤ (y− η)の領域のみを対象とする．つまり 0 ≤ ψ ≤ πである．

（2.17）式における θの範囲を考慮すると，ωの正負と θ範囲の間には次の関係が成立する.

ω < 0 ↔ −π/2 < θ < π/2− ψ

ω > 0 ↔ π/2− ψ < θ < π/2

)
(2.20)

（2.18）式より本問題では複素平面 σ（虚数単位:i）の第 4象限に 1つの根が存在する. そ

こでジョルダンの補助定理を考慮し無限遠円弧上の積分値が 0となるように，ω > 0の時

には σ = u(1 + i)の複素経路を，ω < 0の時には σ = u(1 − i)の複素経路を有する扇形

経路を設定する（Fig.2.2を参照）．そして留数定理を適用すると次式が得られる. ここで

Imは虚部を意味する．

Fig. 2.2: Integration contour

(Left: ω > 0 / Right: ω < 0)
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G
(m)
s0 = − 1

π
Re

(Z π/2−ψ

−π/2

Z 0

∞
(1− i)H

(m)
s [u(1− i), θ]
∆[u(1− i), θ] e

+iu(1−i)ωdudθ

+

Z π/2

π/2−ψ

Z 0

∞
(1 + i)

H
(m)
s [u(1 + i), θ]

∆[u(1 + i), θ]
e+iu(1+i)ωdudθ

)

+2Im

(Z π/2−ψ

−π/2

H
(m)
s [k2, θ]

∆0[k2, θ]
eik2ωdθ

)
(2.21)

ここで∆0 は∆の kによる偏微分である. 上式 2つの重積分項は複素共役の関係にあり，

両項の実部のみ採用する事を考えればまとめる事ができる. 整理すると最終的に次式が得

られる.

G
(m)
s0 =

1

π

Z π/2

−π/2

Z ∞
0

F
(m)
s [u, θ]

FL[u, θ]
e−u|ω|dudθ

+2

Z π/2−ψ

−π/2

H
(m)
s [k2, θ]

∆0[k2, θ]
sin(k2ω)dθ (2.22)

ここで第 1項はソース近傍の局所波を，第 2項が進行波を表している. H
(m)
s [k2, θ]は，

（2.14），（2.15）式において μを消去し，（2.18）式を解いて得られる k2 を代入したもので

ある. また F
(m)
s [u, θ]，FL[u, θ]，∆

0[k2, θ]はそれぞれ次のように表す事ができる.
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F (1)s [u, θ] = eu(2h2−z−ζ)Es1 + e
−u(z+ζ)Es2 + e

−u(2h2+z+ζ)Es3 (2.23)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Es1 = {2(1− γ2)u2 + (1− γ)2k20 sec
4 θ}

{cosu(z + ζ − |ω|) + sin u(z + ζ − |ω|)}
− 2(1− γ2)uk0 sec

2 θ cosu(z + ζ − |ω|)
− 2(1− γ)2uk0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|)

Es2 = {2(1 + γ)2u2 − (1− γ)2k20 sec
4 θ}

{cosu(2h2 + z + ζ − |ω|) + sin u(2h2 + z + ζ − |ω|)}
+ 2(1− γ2)uk0 sec

2 θ

{cosu(2h2 + z + ζ − |ω|)− sin u(2h2 + z + ζ − |ω|)}
+ {2(1− γ)2u2 − (1− γ)2k20 sec

4 θ}
{cosu(2h2 − z − ζ + |ω|)− sinu(2h2 − z − ζ + |ω|)}

− 2(1− γ)2uk0 sec
2 θ

{cosu(2h2 − z − ζ + |ω|) + sin u(2h2 − z − ζ + |ω|)}

Es3 = {2(1− γ2)u2 + (1− γ)2k20 sec
4 θ}

{cosu(z + ζ − |ω|) + sin u(z + ζ − |ω|)}
+ 2(1− γ)2uk0 sec

2 θ cosu(z + ζ − |ω|)
+ 2(1− γ2)uk0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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F (2)s [u, θ] = 2γu{eu(2h2+z−ζ)Es4 + eu(z−ζ)Es5 + e−u(z+ζ)Es6 + e−u(2h2+z+ζ)Es7}
(2.24)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Es4 = 2(1 + γ)u{cosu(z − ζ + |ω|)− sinu(z − ζ + |ω|)}
+ 2(1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z − ζ + |ω|)

Es5 = 2(1− γ)u{cos u(2h2 + z − ζ + |ω|)
− sin u(2h2 + z − ζ + |ω|)}

− 2(1− γ)k0 sec
2 θ sin u(2h2 + z − ζ + |ω|)

Es6 = 2(1 + γ)u{cosu(2h2 + z + ζ − |ω|)
+ sin u(2h2 + z + ζ − |ω|)}

− 2(1− γ)k0 sec
2 θ sin u(2h2 + z + ζ − |ω|)

Es7 = 2(1− γ)u{cos u(z + ζ − |ω|) + sinu(z + ζ − |ω|)}
+ 2(1− γ)k0 sec

2 θ sinu(z + ζ − |ω|)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
FL(u, θ) = e

2uh2EL1 + 2EL2 + e
−2uh2(1− γ)2EL3 (2.25)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

EL1 = 2(1 + γ)2u2 − 2(1− γ2)uk0 sec
2 θ

+ (1− γ)2k20 sec
4 θ

EL2 = 2(1− γ2)u2 cos 2uh2

− 2uk0(1− γ)(sin 2uh2 − γ cos 2uh2) sec
2 θ

− (1− γ)2k20 cos 2uh2 sec
4 θ

EL3 = 2u2 + 2uk0 sec
2 θ + k20 sec

4 θ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
∆0[k2, θ] = 2{1 + γh2k2 − (1− γ)h2k0 sec

2 θ} cosh h2k2
+ 2(γ + h2k2) sinhh2k2 (2.26)
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2.2.5 臨界速度/臨界フルード数の定義

波面がある場合，ソース等の波源が進行する事で波が発生する. この波の紋様はケルビ

ン波と呼ばれ，波頂線がほぼ進行方向と直角になる横波と波源から後方に八の字型に広が

る発散波から成る. ケルビン波の波長や波高は波源の進行速度に応じて変化するが，深水

域の場合，波の存在領域は速度に依らず波源後方の半頂角 19.28°の内部に限られる. 一

方，水深が浅い場合には，波源の進行速度が増すにつれて波の存在領域が広がり，ある速

度に達した時点で横波が消失する現象が起こる. この速度は臨界速度と呼ばれ，前後で波

系の様相が劇的に変化する事になる. 以下，各状況に応じた波の臨界速度及び臨界フルー

ド数を定義しておく.

一層浅水域

水深を h，波源の進行速度をU とする時，水深ベースのフルード数 Fhを次のように定

義する.

Fh = U/
p
gh (2.27)

ここで Fhが 1に達すると横波が消失する事が知られている．つまり進行する自由表面波

（波数 k1）の臨界フルード数 Fhc1は 1である．この時，臨界速度は次式となる.

Uc1 = Fhc1
p
gh =

p
gh (2.28)

二層流域（上層無限/下層有限水深）

Fig.2.1のような自由表面がない上層無限/下層有限水深の二層流域を考える. この場合，

内部境界面には（2.22）式に基づき波が誘起される. ここでは前項までの結果を引用して

内部波の臨界速度の導出について考えたい. まず進行する内部波の波数 k2は，μを 0とし

た後の（2.18）式から求まる. いま k2を任意の値を取る変数 kに置き換えて（2.18）式を

表すと，次のように書く事ができる．

k = f(k) =
1

2
k0 sec

2 θΩ(k) (2.29)

ここで

Ω(k) =
2(1− γ) tanh kh2
1 + γ tanh kh2

(2.30)

横軸に波数 k，縦軸に f(k)及び g(k) = kをとって描いたグラフをFig.2.3に示す．f(k)の

性質より，k = 0における傾きが g(k)の傾き（ = 1）より小さくなった時に f(k)と g(k)の
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交点が無くなる事が分かる. すなわち（2.29）式の解である内部波の波数 k2が存在する為

には，次の条件を満たす必要がある.

∂f(0)

∂k
= k0h2 sec

2 θF 2hc2 > 1 (2.31)

ここで

F 2hc2 =
1

2h2

∂Ω(0)

∂k
= 1− γ (2.32)

波源の進行速度を表す水深ベースのフルード数Fh|h→h2 を用いる事で，（2.31）式は次のよ

うに書き換えられる.

sec2 θ >
F 2h
F 2hc2

(2.33)

Fh < Fhc2の状況であれば（2.33）式は常に満たされる. しかしFh > Fhc2の状況では，内

部波の伝播角度 θに次の制約が生じる.

|θ| > θc = cos
−1
³Fhc2
Fh

´
(2.34)

すなわち（2.32）式で定義される Fhc2を内部波の臨界フルード数として，波源の進行速度

を表すフルード数 Fhがそれを超過した時，（2.34）式より，伝播角度によっては内部波の

波数を定義できない事が分かる．その結果、横波は消失する事になる. この時の臨界速度

は次式で定義できる.

Uc2 = Fhc2
p
gh2 (2.35)

Fig. 2.3: Graphical solution for k2
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二層流域（両層有限水深）

次章の Fig.3.1に示すような両層有限水深の二層流域の場合，進行波として，自由表面

上には波数 k1の自由表面波が，内部境界面上には波数 k2の内部波が誘起される．加えて

両波面が干渉し合う為に，自由表面上には内部波による干渉波（波数 k2）が，内部境界面

上には自由表面波による干渉波（波数 k1）が現れる. なお波数 k1，k2 は，各層水深，密

度比，波源の進行速度に応じて変化する．

この状況における水深ベースの波の臨界フルード数は，Yeung等 [17]により次のよう

に求められている.

F 2hcn =
1

2
+ (−1)n+1

s
1

4
− (1− γ)h1h2
(h1 + h2)2

(n = 1, 2) (2.36)

ここで n =1，2が，それぞれ自由表面波と内部波に対応している. また臨界速度は次式で

定義される.

Ucn = Fhcn
p
g(h1 + h2) (n = 1, 2) (2.37)

いま γ = 1とする時，密度差が無くなる事から状況は一層浅水域となる. この場合，自

由表面波の臨界速度Uc1は（2.28）式に一致する. 一方，h1が無限に大きいと仮定する時，

内部境界面近くの流場は，Fig.2.1で示した自由表面が無い二層流域の流場と同じとみな

せる．この場合，内部波の臨界速度 Uc2は（2.35）式に一致する．

次章以降，船体の定常造波問題を解く際には，この両層有限水深の二層流域が対象とな

る．そこで密度比と水深比に対する波の臨界フルード数を Fig.2.4に示しておく.

Fhcn

γ

h1
h1+h2

Fhc1

Fhc2

Fig. 2.4: Critical Froude numbers in two layer fluids of finite depth
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2.3 グリーン関数の数値計算法

まず本節では，造波関数を構成する単積分項（進行波）と重積分項（局所波）の数値積

分法に言及する．詳細は次章以降に譲るが，今回提案する解法では特異点（グリーン関

数）を自由表面上にも分布させる必要があり，計算時間の長期化が懸念された. この為，

計算効率の高い数値積分法の活用は必須であり，ここではその概略を説明する.

続いて面要素内に均一強さで分布したソースによる誘導速度の計算法としてHess and

Smith法を説明する．一方，造波関数による誘導速度の計算法については，要素内部で代表

点を決めて造波関数の微分値を求め，要素の面積を掛ける事で面積分する方法（monopole

法）を採用するものとし，ここではそれ以上の説明は行わない．

2.3.1 造波関数の数値積分法

複雑な造波関数の定積分を解析的に解く事は困難を窮める. よって積分値を得る為には

数値積分法が必要となる. 数値積分法には，分点の取り方，その分点での関数値に乗ずる

重みの決め方に応じて様々な公式が提案されているが，本論文では造波関数の単積分項を

計算するに当たり二重指数関数積分公式（Double Exponential formula : DE公式）を適

用した. これは変数変換型公式の 1種であり，被積分関数の変数変換に工夫を施す事で解

の収束効率を高めたものである. 一方，重積分項にはガウス型積分公式を適用した. こち

らは補完型公式の 1種であり，分点と重みの双方を任意変数とする事で，近似多項式の次

数を上げて少ない分点数で高い精度を得る事ができる.

計算時の注意点として，DE公式適用の単積分は一定精度で収束計算させたが，ガウス

型積分公式適用の重積分については，両積分区間共に標準 60の分点数を設定した上で，

計算時間の観点から収束計算はさせていない．

二重指数関数積分公式（DE公式）

DE公式の原理は森の著 [27]に詳述されており，ここではその一部を抜粋してまとめる.

まず次の関数 f(x)の定積分を考える.

I =

Z 1

−1
f(x)dx (2.38)

積分区間内に分点 xi をとりそこでの関数値 f(xi)を計算する. 各々の f(xi)に適当な重み

ωiを乗じて和をとる事で，基本的な積分公式が得られる.

I =
X
i

ωif(xi) (2.39)
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ここで（2.38）式に次の変数変換を考える.

x = ϕ(t) (2.40)

関数 ϕは次の関係を満足する解析的な増加関数である.

ϕ(−∞) = −1, ϕ(∞) = 1 (2.41)

変数変換後の（2.38）式は次式のように書ける.

I =

Z ∞
−∞
f(ϕ(t))ϕ0(t)dt (2.42)

一般に無限区間の積分に等間隔な刻み幅∆bで分点を設けて台形則で積分する時，高精度

な積分値が得られる事が知られている. そこで上式に対しても台形則を適用する事で，次

のように近似できる.

I ' ∆b
∞X

i=−∞
f(ϕ(i∆b))ϕ0(i∆b) (2.43)

ここで最も少ない分点数で最も高い精度の積分値を得るべく，次に示す変換変数の適用を

考える.

x = ϕ(t) = tanh
³π
2
sinh t

´
(2.44)

この時に（2.42）式の被積分関数は，積分変数 |t|の増大と共に二重指数関数的に速やか

に減衰する事が分かる.

f(ϕ(t))ϕ0(t) ∼ A · exp(−B · exp|t|) (2.45)

ここでA,Bは任意変数である．この急減衰の性質を利用すれば，（2.43）式の無限和を有

限項N で打ち切っても問題はなく，DE公式として次式が得られる．

I ' ∆b

NX
i=−N

f
³
tanh

³π
2
sinh(i∆b)

´´ π cosh(i∆b)/2

cosh2(π sinh(i∆b)/2)
(2.46)

つまりDE公式の分点と重みは次のように定義される.

xi = tanh
³π
2
sinh(i∆b)

´
, ωi = ∆b

π cosh(i∆b)/2

cosh2(π sinh(i∆b)/2)
(2.47)

次に任意区間（a, b）の積分を考える.

I =

Z b

a

f(x)dx (2.48)

この場合には，まず次の変数変換式（x→ xnew）により積分区間を（− 1, 1）に変更した

上で，（2.44）式を適用すればよい.

x =
b− a
2
xnew +

b+ a

2
(2.49)
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ガウス・ルジャンドルの積分公式

ガウス型積分公式の内，本論文では直交関数系のルジャンドル多項式を利用したガウ

ス・ルジャンドルの積分公式を適用する. 川上の著 [28]が積分原理の解説に詳しい為，こ

こではその一部を引用して説明する.

（2.38）式に示した f(x)の定積分を再度考える. この積分は分点 xiと重みωiを用いて，

（2.39）式に近似できる. 任意の f(x)を多項式で表す場合，n個の分点 xiと n個の重み ωi

で計 2n個の変数を有する為，最高次の近似多項式の次数は 2n-1次となる. ここで一般的

な 2n-1次多項式の表現を検討したい. まず次に示す n次の関数を定義する.

ϕn(x) =
nY
j=1

(x− xj) (2.50)

この関数は分点 xiで 0になる性質を有する．

ϕn(xi) = 0 (i = 1, 2, · · ·, n) (2.51)

ϕn(x)を xで微分し，分点 xiを代入するとすると次式が得られる.

ϕ0n(xi) =
nY
j=1
j 6=i

(xi − xj) (2.52)

n個の分点 xi で f(xi)となるような n-1次のラグランジュの補間式 pn−1(x)は，（2.50）,

（2.52）式を用いる事で次のように表せる.

pn−1(x) =
nX
i=1

(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)
(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

f(xi)

= ϕn(x)

nX
i=1

f(xi)

(x− xi)ϕ0n(xi)
(2.53)

続いて n個の分点 xiで f(xi)と等しくなるような任意の 2n-1次多項式 f(x)は，次のよう

に表せる．

f(x) = pn−1(x) + ϕn(x)(b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bn−1xn−1) (2.54)

ここで b0, b1, · · ·, bn−1は任意変数である．実際，分点位置において第 1項は f(xi)となり，

第 2項は 0となる事が分かる．この f(x)の表現式を（2.38）式に代入する.Z 1

−1
f(x)dx =

Z 1

−1
pn−1(x)dx+

Z 1

−1
ϕn(x)(b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·+ bn−1xn−1)dx (2.55)
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ここで上式第 2項がゼロと仮定する. つまり次の仮定を設ける.Z 1

−1
ϕn(x)x

k = 0 (k = 0, 1, 2, · · ·, n− 1) (2.56)

この時の（2.55）式を（2.39）式で近似すれば，次の関係が成り立つ.Z 1

−1
pn−1(x)dx =

nX
i=1

ωif(xi) (2.57)

ここで（2.53）式を考慮する時，重み ωi として次式を得る.

ωi =

Z 1

−1

ϕn(x)

(x− xi)ϕ0n(xi)
dx (2.58)

以上の議論においては，n次多項式の関数 ϕn(x)に対して（2.51）,（2.56）式という 2つ

の仮定を設けた. これら 2つの仮定を満たす関数として，ルジャンドルの多項式を考える

事ができる. ルジャンドルの多項式は次のように定義される.

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (2.59)

改めて（2.50）式で定義された ϕn(x)として（2.59）式を考えるに当たり，係数の調整を

経て，最終的に次の近似多項式が得られる.

ϕn(x) =
2n(n!)2

(2n)!
Pn(x) (2.60)

よって（2.58）式より重み ωiが求まる. また上式は（2.51）式を満たす事からして，次の

関係が成り立つ.

Pn(xi) = 0 (2.61)

すなわちこの積分公式における分点は，ルジャンドルの多項式のゼロ点である. なお任意

積分区間への適用は，（2.49）式の変数変換により積分区間を（−1, 1）とした上で積分公

式を適用すればよい．
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2.3.2 Hess and Smith法

Hess and Smithの方法 [29]とは，一定速度で進行する無限流体中の物体周りの流れを，

ポテンシャル流場を仮定して求めるものである. この際に物体表面を分割し，各面要素に

配置したソースによる誘導速度を考慮する事になる. Hess等は面積分を解析的に処理す

る事で，ソースによる誘導速度を対数項や三角関数項の線形和で表した．これにより数値

計算の容易化及び精度の向上を見込める.

いま Fig.2.5に示すように，（ξk, ηk, 0）を四隅点（k = 1, 2, 3, 4）にもつ 1枚の面要素 S

を考える. 面要素に均一分布したソース（吹き出し）の面密度を 1とする時，速度ポテン

シャルは次のように定義できる.

Φ =

ZZ
S

− dξdηp
(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2

(2.62)

この時，任意の流場点 P への誘導速度は次式より求まる.

∂Φ

∂x
=
η2 − η1
d12

log
³r1 + r2 − d12
r1 + r2 + d12

´
+
η3 − η2
d23

log
³r2 + r3 − d23
r2 + r3 + d23

´
+
η4 − η3
d34

log
³r3 + r4 − d34
r3 + r4 + d34

´
+
η1 − η4
d41

log
³r4 + r1 − d41
r4 + r1 + d41

´
(2.63)

∂Φ

∂y
=
ξ1 − ξ2
d12

log
³r1 + r2 − d12
r1 + r2 + d12

´
+
ξ2 − ξ3
d23

log
³r2 + r3 − d23
r2 + r3 + d23

´
+
ξ3 − ξ4
d34

log
³r3 + r4 − d34
r3 + r4 + d34

´
+
ξ4 − ξ1
d41

log
³r4 + r1 − d41
r4 + r1 + d41

´
(2.64)

∂Φ

∂z
= tan−1

³m12e1 − s1
zr1

´
− tan−1

³m12e2 − s2
zr2

´
+ tan−1

³m23e2 − s2
zr2

´
− tan−1

³m23e3 − s3
zr3

´
+ tan−1

³m34e3 − s3
zr3

´
− tan−1

³m34e4 − s4
zr4

´
+ tan−1

³m41e4 − s4
zr4

´
− tan−1

³m41e1 − s1
zr1

´
(2.65)

ここで

rk = [(x− ξk)
2 + (y − ηk)

2 + z2]
1
2

ek = z2 + (x− ξk)
2

sk = (y − ηk)(x− ξk)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (2.66)
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S

Fig. 2.5: A plane quadrilateral

d12 = [(ξ2 − ξ1)
2 + (η2 − η1)

2]
1
2 m12 =

η2−η1
ξ2−ξ1

d23 = [(ξ3 − ξ2)
2 + (η3 − η2)

2]
1
2 m23 =

η3−η2
ξ3−ξ2

d34 = [(ξ4 − ξ3)
2 + (η4 − η3)

2]
1
2 m34 =

η4−η3
ξ4−ξ3

d41 = [(ξ1 − ξ4)
2 + (η1 − η4)

2]
1
2 m41 =

η1−η4
ξ1−ξ4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.67)

2.4 本章のまとめ

まず本章では，二層流域における船体の定常造波問題の仮定を述べた．そして自由表面

が存在しない上層無限/下層有限水深の状況を考え，その上層を一定速度で進行するソー

スによるグリーン関数を導出した．本グリーン関数は内部境界条件と水底条件を満足する

ものであり，その特徴と意義については，Yeung等のグリーン関数 [17]との比較を通じ

て述べてある．両層のグリーン関数は（2.7），（2.8）式で定義され，内部境界面の造波と

水底の影響を表す造波関数は（2.22）式の形にまとめる事ができる．

続いて本章では，一層浅水域における自由表面波，上層無限/下層有限水深の二層流域

における内部波，そして両層有限水深の二層流域における自由表面波ならびに内部波の臨

界速度/臨界フルード数を定義した．

最後にグリーン関数の数値計算法について言及した．本論文では造波関数の単積分項に

二重指数関数積分公式を，重積分項にガウス・ルジャンドルの積分公式を適用する．そこ

で本章では各積分公式の概略を述べた．また面要素に均一分布するソースによる誘導速度

の計算方法として，Hess and Smithの方法をまとめた．
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3 . 二層流域における痩せ型船の定常造波問題

　本章では，一様流れの速度ポテンシャルに，船体による両波面の造波（波面間の干渉影

響を含む）と水底の影響を表す速度ポテンシャル（定常撹乱ポテンシャル）を足し合わせ

る事で流場を定義する．ここで定常撹乱ポテンシャルの核関数には，前章で導出した内部

境界条件と水底条件を満たすソースのグリーン関数を用いる．

本章の構成として，まず直進する船体の定常造波問題を定式化する．そして単一ソース

と没水回転楕円体を対象に問題を解き，この定式化に基づく解法の妥当性を検証する．最

後にWigley船型を取り上げ，造波抵抗と造波模様の特徴について明らかにする．

3.1 定式化

コンスタントパネル法に基づく境界値問題として定式化する．

3.1.1 速度ポテンシャルの定義

船体と共に移動する等速移動座標系 o - xyz（Fig.3.1）を定義する．ここで xy平面は内

部境界面に一致させ，船体ミッドシップの直下に原点がくるものとする．そして x軸方向

と船体長さ方向をそろえ，z軸を鉛直上方に，y軸は右手系を採用する. また h1は上層水

深を表す．いま一定船速 U で x軸正方向へ進む船体を考える時，この船体周りの流場を

表す速度ポテンシャルは次のように定義できる.

Φ(m) = −Ux+ φ
(m)
1 (3.1)

ここで第 1項は x軸負方向への一様流れを表し，O(1)のオーダである. 一方第 2項の φ
(m)
1

は船体による両波面の造波（波面間の干渉影響を含む）と水底の影響を表す速度ポテン

シャルを意味し，仮定（a）より微小オーダO(²)と考える. これを本章では，「定常撹乱ポ

テンシャル」と呼ぶ事にする．今回示す定式化では，前章で求めたグリーン関数を定常撹

乱ポテンシャルの核関数に用いる訳だが，このグリーン関数は自由表面条件を満たしてい

ない為，特異点（ソース）を船体表面のみならず自由表面上にも分布させる必要がある.
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そこで φ
(m)
1 を次のように定義する.

φ
(m)
1 = −

ZZ
SF+SH

σ1G
(m)
s dS (3.2)

ここで SF，SH はそれぞれ自由表面，船体表面を意味する．また σ1はソース強さを表す．

G
(m)
s は（2.7）及び（2.8）式で定義された各層のグリーン関数である. 以下，コンスタン

トパネル法にならい各面要素上でソース強さは一定とする.

3.1.2 境界値問題

支配方程式

両層共にポテンシャル流れを仮定している為，各層の速度ポテンシャルはラプラス方程

式を満たす.

∇2Φ(m) = 0 (3.3)

境界条件

下層速度ポテンシャルが満たすべき全境界条件は，下層グリーン関数（2.8）式を核関

数に用いる事で既に満足された. 一方，上層速度ポテンシャルが満たすべき内部境界条件

もまた，上層グリーン関数（2.7）式により満足されている. よってここではその他の境界

条件をまとめる．

k0
∂φ

(1)
1

∂z
+
∂2φ

(1)
1

∂x2
= 0 z = h1 (3.4)

∂Φ(1)

∂nH
= 0 on SH (3.5)

ここで（3.4）式は，2.1節の仮定（a）より，自由表面に誘起される波は十分小さいとみ

なして，静水面（z = h1）を中心に線形化した自由表面条件である．k0は（2.6）式で定義

される．また（3.5）式は船体表面条件を表す．nH は船体表面の外向き法線方向を表す．

Fig. 3.1: Coordinate system and the sketch of a ship
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放射条件

解を唯一に定める為には上記の境界条件に加えて，波が下流方向にのみ伝播する事を

規定する放射条件を考慮しなければならない. グリーン関数導出時に，内部境界条件は

Rayleighの仮想摩擦係数を処理した事で，内部波の放射条件は数学的に厳密に満足され

たと考えてよい. よってここでは，自由表面波の放射条件の満たし方について述べる.

ソースを自由表面上に分布させて定常造波問題を解くランキンソース法の場合，Dawson

が提案した有限差分近似型・放射条件考慮法（Dawson法）[30]，そして安東等の選点を

シフトする方法（選点シフト法）[31] が知られている. Dawson法とは，自由表面条件の

主流方向二階微分の項を上流差分近似する事で, Rayleighの仮想摩擦係数に類似する微小

な高次項を自由表面条件に付加する事と同等の働きを得て, 下流方向にのみ波流れを生じ

る方法である．一方，選点シフト法は，自由表面条件を課す選点を特異点分布位置の一要

素分上流側にずらして取る事で上流波消しを実現する方法であり，波減衰が少ない優れた

方法として知られている．両手法の数値的操作と放射条件の関連性は，瀬戸 [32]が二次

元線形定常造波問題を例にとり，その理論的根拠を明らかにしている．

これら二つの方法の内，今回はDawson法の適用を考えた．本論文では，二層流域とい

う特殊な状況に加えて，核関数に（ランキン）ソースではなく，内部境界条件と水底条件

を満たすソースのグリーン関数（等方性は無い）を用いている．この為，要素をずらした

場合に，瀬戸が示したような巧妙かつ洗練された上流波消しとの対応関係が曖昧になる恐

れがあった．また船体近傍の流場に関しては，Dawson法でも精度良く波流れを解く事は

可能と思われ，それの適用を決めた次第である．

次に具体的な手順を述べる．（3.2）式で定義される上層定常撹乱ポテンシャル φ
(1)
1 は，

（2.7）式よりソースと造波関数 G
(1)
s0 の項に分離できる事が分かる. そこで自由表面条件

（3.4）式のx方向二階微分値に関して，ソース項はHess and Smith法で計算した一階微分

値に 4点上流差分近似を適用する事で求め，一方，造波関数項は，monopole法に従い面

要素内の代表点で解析的に二階微分を実行してから，要素の面積を掛ける事で計算した．

以下，4点上流差分について説明する．自由表面を x方向に分割し，自由表面条件を満

足する各面要素に上流側から番号 iを割り振る事にする．あるソース jから面要素 iへの

x方向誘導速度をCXi,j と表す時，4点上流差分によるCXi,j の x方向微分の近似値は次

式で計算できる．

∂CXi,j

∂x
' CAi · CXi,j + CBi · CXi−1,j + CCi · CXi−2,j + CDi · CXi−3,j (3.6)
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ここで

CDi = (xi−1 − xi)2(xi−2 − xi)2(xi−2 − xi−1)(xi−2 + xi−1 − 2xi)/Di
CCi = −(xi−1 − xi)2(xi−3 − xi)2(xi−3 − xi−1)(xi−3 + xi−1 − 2xi)/Di
CBi = (xi−2 − xi)2(xi−3 − xi)2(xi−3 − xi−2)(xi−3 + xi−2 − 2xi)/Di
CAi = −(CBi + CCi + CDi)

Di = (xi−1 − xi)(xi−2 − xi)(xi−3 − xi)(xi−3 − xi−1)(xi−2 − xi−1)
× (xi−3 − xi−2)(xi−3 + xi−2 + xi−1 − 3xi) (3.7)

3.1.3 造波抵抗の定義

φ
(1)
1 を微小オーダO(²)の大きさと仮定した事で，上層流場の流れの圧力 pは線形化し

たベルヌーイの定理より求める．

p− p0 =
1

2
ρ1{U2 −∇Φ(1) ·∇Φ(1)}

' ρ1U
∂φ

(1)
1

∂x
(3.8)

ここで p0は無限遠方の流れの圧力を表す．また ρ1は上層の流体密度である．造波抵抗Rw

は船体表面の圧力積分値として次式で算出できる.

Rw =

ZZ
SH

(p− p0) · nHxdS (3.9)

ここで nHxは船体表面の外向き法線ベクトルの x方向成分である．造波抵抗係数Cwは物

体の浸水面積Asを用いて次のように定義される．

Cw =
Rw

1/2ρ1AsU2
(3.10)

3.1.4 波高の定義

各波面の線形化された動力学的条件より，自由表面上の波の波高 ζF，内部境界面上の

波の波高 ζI は，それぞれ次のように定義できる.

ζF =
U

g

∂φ
(1)
1

∂x

¯̄̄̄
¯
z=h1

(3.11)

ζI =
U

g(1− γ)

n∂φ(2)1
∂x
− γ

∂φ
(1)
1

∂x

o¯̄̄̄¯
z=0

(3.12)

ここで gは重力加速度である．また γは（2.6）式で定義される密度比である．
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3.1.5 本定式化の利点

今回示した定式化の特徴として，（3.2）式で定義したように，定常撹乱ポテンシャルの

核関数に内部境界条件と水底条件を満足するグリーン関数を用いた点が挙げられる．これ

により，次の利点が見込まれる．

• 核関数に用いるグリーン関数は自由表面条件を満足していない．よって船体表面の

要素が自由表面に接近した場合であってもグリーン関数に特異性は現れず，安定し

て計算できる．またその速度ポテンシャルの表示に，水線上の線積分項が現れない

点も特徴といえる．以上の事は，任意船型の取り扱いを容易とする．

• （3.2）式に示される通り，特異点（ソース）を自由表面と船体表面にのみ分布させ

ればよく，解くべき未知数（ソース強さ）の総数を減らせる．

• 内部境界面の造波と水底の影響はグリーン関数を通じて厳密に考慮する事が可能．

特に内部波の放射条件は数学的に厳密に処理されている．

• 自由表面と内部境界面の造波を両波面の干渉影響を含めて計算できる．

• 本問題は，深水域の定常造波問題における速度ポテンシャル（定常撹乱ポテンシャ

ル）の核関数の変更として定式化される．よってアルゴリズム的には，深水域プロ

グラムを容易に二層流域対応プログラムに拡張可能である．
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3.2 没水体による定常造波問題 -解法の妥当性検証-

前節では，速度ポテンシャル（定常撹乱ポテンシャル）の核関数に内部境界条件と水底

条件を満たすソースのグリーン関数を用いる事で流場を定義し，船体による定常造波問題

を定式化した．本節ではこの定式化に基づく解法の妥当性を検証するべく，単一ソース及

び没水回転楕円体を対象に計算を実施する. 比較対象に，Yeung等のグリーン関数 [17]を

用いた場合の計算結果を示す．このグリーン関数は，2.2.1項で述べたように，両層有限

水深の二層流域上層を進行するソースによる造波グリーン関数であり，自由表面条件も数

学的に厳密に満たす事から，没水体に関してはより精度の高い計算結果を期待できる.

3.2.1 単一ソースによる造波特性

単一ソースによる定常造波問題について考える. Fig.3.1において船体の代わりにソース

を（0, 0, h1/2）に置き，h1/h2=2（h1=2m, h2=1m），γ = 0.83の状況を想定する. この時，

自由表面波（波数 k1）及び内部波（波数 k2）の水深ベースの臨界フルード数は，（2.36）式

より Fhc1 = 0.981，Fhc2 = 0.196である. ここでは緒論で述べた死水現象（二層流域で船

の造波抵抗が急増する現象）が起こるとされる内部波の臨界フルード数 Fhc2 直前に着目

し, Fh = 0.186(= 0.95Fhc2)でソースが進行しているものとする. 自由表面と内部境界面

を半面当たり主流方向に 80分割（Nx = 80），横方向に 30分割した時の本解法による計

算結果とYeung等のグリーン関数を用いた計算結果を Fig.3.2（波紋），Fig.3.3，Fig.3.4

（波高の等高線分布），そして Fig.3.5，Fig.3.6（y = 0の波形）に示す. ここで Fig.3.2に

おいて各図形右上の数字は波高倍率を示す. また Fig.3.3，Fig.3.4では，両計算結果の波

高の等高線分布を半面ごと隣り合わせに示してある.

いまソースのフルード数 Fhが Fhc1に対して十分低速である事から，波数 k1は大きく，

その波振幅は小さい. よって図の上では認識できず，各図に現れている波は波数 k2に基づ

くものといえる. まず内部境界面に着目するとフルード数が Fhc2 直前である為，波数 k2

は小さく，長い波長の内部波が誘起されている. また波源後方の半頂角は大きく，発散波

の伝播方向は横波のそれに近い. 一方で自由表面上には，内部波による干渉結果として，

内部波から半波長位相がずれた波の誘起を確認できる. 両波面の波高には顕著な差が見ら

れ，Fig.3.2の波高倍率及びFig.3.5，Fig.3.6の縦軸スケールより，自由表面上に現れる干

渉波は内部波に比して約 1/20倍の波高である事が分かる．

本解法の計算結果と Yeung等のグリーン関数を用いた計算結果を比較すると，まず

Fig.3.3，Fig.3.4より本解法において肩波がわずかに弱まる傾向が見て取れ，またFig.3.5，

Fig.3.6からは両者の波高に若干の差がある事が分かる. しかし両者の一致度は概ね良好と
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(Present)

80 · ζF/h
(Yeung Green)

80 · ζF/h

(Present)

4 · ζI/h
(Yeung Green)

4 · ζI/h

Fig. 3.2: Wave patterns generated by a source in two layer fluids, Fh = 0.186

[Upper] on the free surface (Left: Present method / Right: Yeung Green)

[Lower] on the interface (Left: Present method / Right: Yeung Green)

いえる. 特に今回導出したグリーン関数は自由表面を考慮せず求めたものであり，（2.18）

式より計算される内部波の波数は 0.584rad/mである. これは 0 ≥ x/h ≥ −15の範囲内に

およそ 4波長の波が現れる事を意味する. しかし特異点を自由表面上に分布させ，その強

さを自由表面条件を満足させるように解いた事で，Yeung等のグリーン関数が示す内部波

の波数（=0.436rad/m:文献 [17]内の式より算出）に修正されている事が分かる.

また本解法では，3.1.2項で説明した通り，自由表面条件に有限差分近似型の放射条件を

課す為，主流方向分割数が解の収束性に影響する事が懸念された. そこで主流方向分割数

を 60分割（Nx = 60）として計算を行い，両波面の y = 0における波形をFig.3.5，Fig.3.6

に示したところ，主流方向 60分割，80分割間でほとんど差が見られないという結果が得

られた. これは内部波による自由表面上の干渉波の形成には，上層定常撹乱ポテンシャル

の核関数の内，有限差分近似型の放射条件を課したソース項よりも，造波関数G
(1)
s0 の項

に基づく誘導速度が大きく寄与するからと思われる. この事から，波源の進行速度が死水

現象が起こる内部波の臨界速度に近い場合であっても，本解法において主流方向分割数を

ある程度確保すれば，実用上は問題ない精度が得られる事が分かる.
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[Present]
[Yeung Green]

Fig. 3.3: Wave contours on the free surface in comparison between the present method

(left half) and Yeung Green (right half), Fh = 0.186

[Present]
[Yeung Green]

Fig. 3.4: Wave contours on the interface in comparison between the present method (left

half) and Yeung Green (right half), Fh = 0.186
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Fig. 3.5: Wave profiles on the free surface at y = 0, Fh = 0.186

Fig. 3.6: Wave profiles on the interface at y = 0, Fh = 0.186

3.2.2 没水回転楕円体による造波抵抗

続いて没水回転楕円体の造波抵抗に焦点を当て，本解法の妥当性を検証する. Tabel 3.1

に回転楕円体の諸元を，Fig.3.7には表面分割の様子を示す．回転楕円体の表面は半面当

たり 500（長さ方向:25,深さ方向:20）分割とし，自由表面は 4.0 ≥ |x/ea|，2.7 ≥ |y/ea|の
領域を半面当たり 2400（主流方向:80,横方向:30）分割とした．

Table 3.1: Main particulars of a prolate spheroid

Long Dia. 2ea 1.5(m) Short Dia. 2eb 0.3638(m)

深水域

まず深水域の造波抵抗を計算する．自由表面から回転楕円体重心までの垂直距離（没水

深度）を f1，焦点距離を ecと定義する時，没水深度を f1/2ec = 0.3, 0.375, 0.5の 3ケース

に変化させて計算を行った．Fig.3.8に本解法による計算結果，Yeung等のグリーン関数

を用いて計算した時の結果，そして別所の実験結果 [33]を併せて示す．この実験結果は，

測定値から別途測定した模型支持スオード（sword）の固有抵抗を差し引き，更にHughes
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Fig. 3.7: Element division of the prolate spheroid

式をもとに摩擦抵抗を差し引いて得られた値との事である．縦軸は造波抵抗係数Cw，横

軸は焦点間距離ベースのフルード数 FN である. ここで深水域とは内部境界面/水底が無

限下に存在する状態とみなせる為，自由表面/回転楕円体表面への内部境界面/水底影響を

表す造波関数G
(1)
s0 は 0となり，本解法は自由表面及び回転楕円体表面にソースのみを分

布させた状態となる. つまり，深水域で，一様流れに重ねる波流れを解くランキンソース

法に一致する．またYeung等のグリーン関数は，自由表面条件のみを満たすいわゆる定

常の自由表面グリーン関数に一致する.

Fig.3.8よりYeung等のグリーン関数を用いた計算結果と実験結果との整合性は良い. 一

方，本解法が有限差分近似型の放射条件を課して自由表面波を解いている事に一因して

か，没水深度によっては本解法による計算結果と実験結果との間に多少の差が見受けられ

る. しかしながら，本解法は実験結果の傾向を概ね捉える事ができていると思われる.

二層流域

没水深度 f1/2ec = 0.3，船速 FN = 0.3のケースに着目する. Fig.3.8より深水域ではこ

の時の造波抵抗係数はほぼ 0である. いま二層流域の状況として下層水深 h2 を無限，密

度比を γ = 0.83とし，回転楕円体の重心位置と内部境界面までの垂直距離 f2を徐々に小

さくしていく状況を考える．この時の内部境界面位置 2ec/f2に対する造波抵抗係数Cwの

変化を Fig.3.9に示す．ここで深水域は 2ec/f2 = 0（f2 →∞）に相当する.

これより内部境界面位置の上昇（f2 の減少）に伴い，造波抵抗係数が増大していく様

子が分かる．これは内部波の造波影響が顕著になる事が原因と考えられる．本解法で用い

るグリーン関数もまた内部境界条件（及び水底条件）を数学的に厳密に満たす事から，内

部波に関してはYeung等のグリーン関数を用いた計算結果とほぼ同精度で計算できると

思われ，両者の良好な一致を確認できる．

なお内部波の焦点間距離ベースの臨界フルード数 FNc2 を求めると，2ec/f2 = 4の内部
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境界面位置で船速（FN = 0.3）に等しくなる．つまりその位置を起点に内部波の波系は

変化するものと思われる．しかし本結果では，2ec/f2 = 4に近い位置でも造波抵抗係数に

連続的な増加が見受けられた．これは波系変化に伴う造波抵抗の変化よりも，内部境界面

位置の上昇（内部境界面と回転楕円体のクリアランスの減少）による造波抵抗の増大が強

く反映されたからと考えられる．

[33]

Fig. 3.8: Wave making resistance of the prolate spheroid in deep water

Fig. 3.9: Wave making resistance of the prolate spheroid in two layer fluids
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3.3 Wigley船型による定常造波問題

前節では単一ソースと没水回転楕円体による定常造波問題の検証を通じて，提案した解

法の妥当性を確認できたと考える．今回，核関数に自由表面条件を満たさないグリーン関

数を用いた事で，船体のように自由表面を貫通する場合にも安定した計算を期待できる

（2.2.2項参照）．そこで本節では二層流域を航行するWigley船型を対象に，その定常造

波問題について考える.

3.3.1 Wigley船型について

Wigley船型は数式船型であり，次式で定義される.

y =
B

2

©
1−

¡2x
L

¢2ª©
1−

¡z − h1
d

¢2ª
(3.13)

ここで L, B, dはそれぞれ船長，船幅，喫水を表すものとする．寸法比率は L/B = 10，

B/d = 1.6に設定した. 船体表面の分割の様子を Fig.3.10に示す．船体半面当たり長さ方

向に 25分割，深さ方向に 10分割の計 250分割とした．

Fig. 3.10: Element division of Wigley Hull

3.3.2 計算条件

二層流域の状況と，自由表面の分割方法について説明する.

状況設定

ここでは死水現象に焦点を当てるべく，船長ベースのフルード数FN で 0.2以下を計算対

象とした. まず上層の流体密度は 1000kg/m3，下層の流体密度は 1200kg/m3を想定した．

これはユーロポート（ロッテルダム港湾域）の夏場及び冬場の平均泥層密度 1240kg/m3，

1140kg/m3 [3] を参考に決めたものである．また緒論で述べたように下層密度は場所に応

じて幅広い事から，1500kg/m3のケースも計算対象に加える．

37



Fig. 3.11: Illustrations of two layer fluids

下層水深は泥の堆積深

さが 1～4mという調査報

告 [2] を参考に，喫水比

h2/dで 0.1と 0.3とし，上

層水深については通常最

も厳しいとされる浅水状

態が喫水比 1.2の水深であ

る点を考慮し，h1/dで 1.2

と 2.0に設定した.　

これら水深比が異なる 4

通りの状況を Fig.3.11 に

示す．そして計8通りの二

層状況について，自由表面

波（波数k1）と内部波（波

数 k2）の船長ベースの臨

界フルード数 FNc1，FNc2

をTable 3.2にまとめる.

Table 3.2: Critical Froude numbers, FNc1 and FNc2, in two layer fluids

γ h1/d h2/d FNc1 FNc2

0.83 1.2 0.1 0.283 0.0312

0.83 1.2 0.3 0.302 0.0507

0.83 2.0 0.1 0.361 0.0316

0.83 2.0 0.3 0.375 0.0526

0.67 1.2 0.1 0.282 0.0444

0.67 1.2 0.3 0.297 0.0728

0.67 2.0 0.1 0.359 0.0449

0.67 2.0 0.3 0.372 0.0752
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Fig. 3.12: Convergence of the solution versus division numbers

自由表面の分割方法の検討

前述したように，本解法では自由表面条件に有限差分近似型の放射条件を課して解く.

3.2.1項の議論より自由表面の主流方向分割密度は，内部波の臨界速度前後の低速域では

ほとんど計算精度に影響無いが，船速が増加するにつれてその重要度は増すと思われる.

そこで二層状況 [γ = 0.83，h1/d = 1.2，h2/d = 0.3]を対象に，船速 FN = 0.049，0.2

に対して自由表面主流方向分割数（Nx）と造波抵抗の収束性を調査した. まず主流方向

（1.0 ≥ x/L ≥ −2.0）を等間隔に 50から 100分割した. この時の分割間隔は∆x0 = 3L/Nx

である. 横方向は半面領域（2.0 ≥ y/L ≥ 0.0）当たり 30分割，船体表面は 3.3.1項で述べ

た通り半面 250分割としてある. 収束結果をFig.3.12に示す. ここで横軸はNx，縦軸は主

流方向を等 100分割した時の造波抵抗係数CW0に対する誤差値（%）である.

FNc2直前の FN = 0.049（CW0 = 6.0E-4）の場合，少ない分割数でも 2%程度の誤差で

ある. 一方 FN = 0.2（CW0 = 6.9E-4）の場合，80分割時であっても約 6%の誤差がある.

そこで特に圧力変化が大きな船首尾前後 1/4船長の範囲（0.75 ≥ |x/L| ≥ 0.25）において

分割密度を向上させる事とし, 次式より分割間隔∆xを算出した.

∆x = 0.9∆x0 (3.14)

またそれ以外の範囲の分割間隔を次式で定義した. ここで Intは切り捨てて整数にする事

を意味している.

∆x =
3L− 0.9∆x0Ns
Nx −Ns

， Ns = Int
³ L

0.9∆x0

´
(3.15)
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Fig.3.12より船首尾近傍の分割密度を向上させた場合，解の収束性に改善が見られる. 80

分割であれば，FN = 0.049の時に 0.3%，FN = 0.2の時に 1.3%に収束しており，本論文

ではこの程度の分割数/分割密度で十分と判断する. よって以後の計算においては，自由

表面を半面 2400（主流方向 : 80，横方向 : 30）分割とし，船首尾近傍のみ主流方向分割密

度を向上させた分割方法を採用する. 尚，内部波を計算する際には，内部境界面に自由表

面と同じ分割方法を適用する.

3.3.3 計算結果

本項では，造波抵抗と両波面の造波の関連性を明らかにする事を目的とする.

[造波抵抗]

Fig.3.13，Fig.3.14は，それぞれ γ = 0.83，0.67の時の造波抵抗係数の計算結果である.

ここで本計算結果において，船速フルード数 FN と内部波（波数 k2）の臨界フルード数

FNc2 が非常に接近したケースでは物理的に有意な波形が得られなかった. 理由として，

FN = FNc2 の時に内部波の波長が無限大となる事が挙げられる．いま自由表面条件は有

限差分近似型の放射条件を課して解く為，後述するように，自由表面上に内部波の干渉波

が強く現れるこの船速域において，数値計算が不安定になったと考えられる．この点は将

来的な改善課題としたい.

まず全般的な傾向を述べる. 船速が FNc2 より十分小さければ，二層状況問わず造波抵

抗係数は深水域と同じくほとんど 0である. しかし船速が FNc2 に接近すると造波抵抗係

数は急増し，超過後はなだらかに減少を始める．参考までに乾等の文献 [34]を参照して，

一層浅水域における S-201船型のラストハンプ付近の造波抵抗係数の傾向と比較すると，

本結果の方が，ピーク直前の推移が極めて急変化する特徴を有している．そして船速が

FNc2を上回り，より大きくなるに連れて，造波抵抗係数は緩やかな増加に転じている. こ

の増加傾向が深水域の造波抵抗係数曲線に沿っている事からして，速度増加に伴い自由表

面波（波数 k1）の形成が船体周囲流場に影響を及ぼし始めたと考えられる.

続いて二層状況の違いに着目する. 密度比が同じであれば，内部境界面までのキールク

リアランスが小さい（上層水深が浅い）ほど，あるいは下層水深が深いほど，造波抵抗係

数は大きな変化を示している. 一方，密度比の差異は FNc2 のシフトとして現れる. 密度

比が小さい（下層密度が大きい）ほど FNc2 は大きくなる傾向にあり, より大きな船速か

ら造波抵抗係数の急増が生じている.

また今回計算対象とはしなかったが，更に高速域になると自由表面波の臨界フルード数

FNc1に近づく事から，造波抵抗係数は再び急激な増加を示すと思われる.
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Fig. 3.13: Wave making resistance of Wigley Hull in two layer fluids (γ = 0.83)

Fig. 3.14: Wave making resistance of Wigley Hull in two layer fluids (γ = 0.67)

[波紋]

二層状況 [γ = 0.83，h1/d = 1.2，h2/d = 0.3]の場合について，船速がFN = 0.04，0.049，

0.06，0.16，0.20の時の波紋を Fig.3.15，Fig.3.16に示す. これは FN/FNc2 = 0.79，0.97，

1.18，3.16，3.94に対応する. 各図右上に波高倍率を示す.

まず船速がFN = 0.04時点の造波は，両波面共に十分小さい. 船速がFNc2直前のFN =

0.049のケースでは, 内部境界面上の 90度近い半頂角の内側領域に，波数 k2に基づく内部

波が誘起されており，自由表面上においても，この内部波の干渉結果として半波長位相が

ずれた同様の波形が見て取れる. この時の波高倍率に着目すると，内部波高はその自由表

面上への干渉波の波高に対して約 50倍と非常に大きい. また船速が FNc2を超過したケー
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ス（FN = 0.06）では，両波面から波数 k2の横波が消失し，発散波のみが残る事を確認で

きる. さらに船速を上げた場合（FN = 0.16, 0.2），内部境界面上の発散波は V 字型に隆

起し，自由表面上では波数 k1 の自由表面波が顕著に現れ始めている. この為自由表面上

における内部波の干渉影響は相対的に小さくなり，FN = 0.2のケースではその干渉波を

もはや図上で視認できない. 一方，波数 k1 の自由表面波による内部境界面上への干渉波

もまた，本結果を見る限りはほとんど現れていない.

[船体表面圧力分布]

波紋を示した各船速時において，それぞれ等高線を 20本引いた時の船体表面圧力分布

をFig.3.17に示す. 合わせて同速度での一層浅水域（h/d = 1.2）における結果を示す. 実

線が正圧，点線が負圧である. まず一層浅水域の結果は，船速が FN = 0.06程度までなら

船体前後半部で圧力分布がほぼ等しく，造波抵抗はほとんど 0だと推測できる. 一方，二

層流域のFN = 0.049，0.06の両ケースでは，Fig.3.15の波紋図より，船体周囲流場に内部

波の造波影響を大きく受けると思われ，低速であるにもかかわらず船体前後の表面で圧力

分布の非対称性が顕著に現れている. 結果として同船速域での造波抵抗の増大を確認でき

る. また船速が FN = 0.16，0.2のケースでは，二層流域と一層浅水域の船体表面の圧力

分布が似ている事から，自由表面波による圧力変化が船体表面で顕著になる様子がうかが

える.
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1100 · ζF/L
(FN = 0.04)

22 · ζI/L
(FN = 0.04)

1100 · ζF/L
(FN = 0.049)

22 · ζI/L
(FN = 0.049)

1100 · ζF/L
(FN = 0.06)

22 · ζI/L
(FN = 0.06)

Fig. 3.15: Wave patterns generated by Wigley Hull in two layer fluids (1)

(Left：on the free surface / Right：on the interface)
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220 · ζF/L
(FN = 0.16)

22 · ζI/L
(FN = 0.16)

220 · ζF/L
(FN = 0.20)

22 · ζI/L
(FN = 0.20)

Fig. 3.16: Wave patterns generated by Wigley Hull in two layer fluids (2)

(Left：on the free surface / Right：on the interface)

(in two layer fluids) (in shallow water)

Fig. 3.17: Pressure distributions of Wigley Hull in two layer fluids and shallow water

(From above, FN = 0.04, 0.049, 0.06, 0.16, 0.20)
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3.4 本章のまとめ

まず本章では，直進する痩せ型船を対象に，二層流域の定常造波問題を境界値問題とし

て解く新たな方法（定式化）を示した．ここで流場は，一様流れの速度ポテンシャルに船

体による両波面の造波（波面間の干渉影響を含む）と水底の影響を表す速度ポテンシャル

（定常撹乱ポテンシャル）を足し合わせる事で定義した．本解法の特徴として，定常撹乱

ポテンシャルの核関数に内部境界条件と水底条件を満足するグリーン関数を用いた点が挙

げられる．これにより期待される利点は，3.1.5項にまとめた通りである．

続いて本章では，単一ソースと没水回転楕円体の定常造波問題を解いた．そしてYeung

等のグリーン関数を用いた計算結果との比較を通じて，今回示した解法が十分妥当なもの

である事を確認した．

最後に，痩せ型船としてWigley船型を取り上げて，定常造波問題を解いた．その結果，

内部波（波数 k2）の臨界速度付近の船速域で，造波抵抗係数が急増する事を確かめた（死

水現象の発生）．密度比が同じであれば，内部境界面までのキールクリアランスが小さい

（上層水深が浅い）ほど，あるいは下層水深が深いほど，造波抵抗係数は大きな変化を示

した．そして密度比が小さい（下層密度が大きい）ほど，内部波の臨界速度は大きくな

る傾向にあり，より大きな船速から造波抵抗係数が急増する事が分かった．また二層状況

[γ = 0.83，h1/d = 1.2，h2/d = 0.3]に着目して，造波の特性と船体表面の圧力分布の関

連性を調査した．波紋図より，内部波の臨界速度直前で，内部波の波長が長くなり，波高

が急増する事，そして超過後はその横波が消失し，波系の様相が大きく異なる事を確認し

た．この時の船体表面には強く特徴的な波圧が現れる様子を示し，同船速域で造波抵抗が

増大する背景を明らかにした．一方，船速が増すと，自由表面波（波数 k1）が次第に大

きく誘起され始め，その波圧が船体表面上で顕著になる様子が観察された．
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4 . 二層流域における肥型船の定常造波問題

　本章では，肥型船への適用を念頭に，まず船体周りの流れを，“二層流域の自由表面を

鏡面に見立てた深さ方向に対称な流場を，船体の二重模型が航行する時の流れ”で近似す

る．その流れには，内部境界面の造波と水底の影響が考慮される．そしてそれに自由表面

の造波の影響と波面間の干渉影響を表す速度ポテンシャルを足し合わせる事で，流場を定

義するものとする．

本章の構成として，始めに今述べた流場で船体の定常造波問題を定式化する．そして大

型タンカーESSO OSAKAを対象に，一層浅水域，二層流域での造波抵抗，姿勢変化（船

体沈下量/トリム角）を計算し，肥型船が受ける浅水影響や造波影響を明らかにする．

4.1 定式化

コンスタントパネル法に基づく境界値問題として定式化する．座標系はFig.3.1に従う.

4.1.1 速度ポテンシャルの定義

いま船体周りの流場を表す速度ポテンシャルを次式で定義する.

Φ(m) = φ
(m)
0 + φ

(m)
1 (4.1)

ここで第 1項が“二層流域の自由表面を鏡面に見立てた深さ方向に対称な流場を，船体の

二重模型が航行する時の流れ”を表す速度ポテンシャルである．これを本章では，「二重

模型ポテンシャル」と呼ぶ事にする（無限流体中を航行する二重模型周りの流れを表すも

のではない事に注意）．二重模型ポテンシャルには船速U相当の一様流れの項が含まれる

事から，O(1)のオーダで取り扱い，次のように定義する．

φ
(m)
0 = −Ux−

ZZ
SF+SH

σ0G
(m)
s dS (4.2)

ここで SF,H はそれぞれ自由表面と船体表面を表す．σ0は二重模型ポテンシャルのソース

強さである．（4.2）式では，核関数に内部境界条件と水底条件を満たすグリーン関数（2.7），
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（2.8）式が用いられており，内部境界面の造波と水底の影響が考慮されている事が分かる．

またこの二重模型ポテンシャルは，自由表面を剛壁と考えた場合の二層流域において，船

体周りの流れを表す速度ポテンシャルと言い換える事ができる．

一方，（4.1）式の第 2項は，船体による自由表面の造波の影響と波面間の干渉影響を表

す速度ポテンシャルである．これを本章では，「定常撹乱ポテンシャル」と呼ぶ事にする．

定常撹乱ポテンシャルは，仮定（a）より微小オーダO(²)と考えて，次のように定義する.

φ
(m)
1 = −

ZZ
SF+SH

σ1G
(m)
s dS (4.3)

ここで σ1は定常撹乱ポテンシャルのソース強さを表す．核関数には，二重模型ポテンシャ

ルと同様に，内部境界条件と水底条件を満たすグリーン関数（2.7），（2.8）式を用いている．

以下，コンスタントパネル法にならい，各面要素上でソース強さ σ0と σ1は一定とする.

4.1.2 境界値問題

支配方程式

両層共にポテンシャル流れを仮定している為，各層の速度ポテンシャル，つまりは各層

の二重模型ポテンシャルと定常撹乱ポテンシャルはそれぞれラプラスの方程式を満たす.

∇2Φ(m) = 0 → ∇2φ(m)0,1 = 0 (4.4)

境界条件（二重模型ポテンシャル）

二層流域の自由表面を鏡面に見立てた深さ方向に対称な流場を考える．ここでは二重模

型ポテンシャルが満たすべき境界条件の内，その核関数であるグリーン関数（2.7），（2.8）

式が満足していない境界条件のみをまとめる.

∂φ
(1)
0

∂z
= 0 z = h1 (4.5)

∂φ
(1)
0

∂nH
= 0 on SH (4.6)

ここで（4.5）式が剛壁の自由表面条件，（4.6）式が船体表面条件である. nH は船体表面の

外向き法線方向を表す．

境界条件/放射条件（定常撹乱ポテンシャル）

ここでは定常撹乱ポテンシャルが満たすべき境界条件の内，その核関数であるグリー

ン関数（2.7），（2.8）式が満足していない境界条件のみをまとめる. まず自由表面条件は，

Dawson [30]が提案した二重模型周りの流れを考慮した形式を用いる．
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∂φ
(1)
0

∂l

2
∂2φ

(1)
1

∂l2
+ 2

∂φ
(1)
0

∂l

∂2φ
(1)
0

∂l2
∂φ

(1)
1

∂l
+ g

∂φ
(1)
1

∂z
= −∂φ

(1)
0

∂l

2
∂2φ

(1)
0

∂l2
z = h1 (4.7)

これは φ
(1)
0,1のオーダを考慮して，静水面（z = h1）の位置で線形化した自由表面条件であ

る．ここで lは，二重模型ポテンシャルによる自由表面上の流れの流線に沿う座標を表す．

gは重力加速度である．この流線座標を o - xyz系の座標系で書き換えると次式を得る.

n
2
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∂φ
(1)
0

∂y

³∂2φ(1)1
∂xy

+
∂2φ

(1)
1

∂yx

´
+
∂φ

(1)
0

∂y

2
∂2φ

(1)
1

∂y2
+ g

∂φ
(1)
1

∂z

= −∂φ
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0

∂x

2
∂2φ

(1)
0
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− ∂φ
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0
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0
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+
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0

∂yx

´
− ∂φ

(1)
0

∂y

2
∂2φ

(1)
0

∂y2
z = h1 (4.8)

一方，船体表面条件として船体表面を貫かない条件を考える.

∂φ
(1)
1

∂nH
= −∂φ

(1)
0

∂nH
on SH (4.9)

また自由表面条件には波の放射条件を課さなければならない．ここでは 3.1.2項と同様

にDawson法の適用を考え，具体的には次の通りとした．（4.3）式で定義される上層定常

撹乱ポテンシャル φ
(1)
1 は，（2.7）式よりソースと造波関数の項に分離できる事が分かる．

そこで（4.8）式の ∂2φ
(1)
1 /∂x

2に関して，ソース項はHess and Smith法で計算した一階微

分値に 4点上流差分近似を適用する事で求め，一方，造波関数項は，monopole法に従い，

面要素内の代表点で解析的に二階微分を実行してから，要素の面積を掛ける事で計算し

た．なおその他の二階微分値については，両項共に，一階微分値を周囲の要素と二次補間

して，その勾配から求める事にした．

4.1.3 造波抵抗/沈下量/トリム角の定義

φ
(1)
0,1のオーダを考慮して線形化したベルヌーイの定理より，上層流場の流れの圧力 pは

次式で定義できる.

p− p0 =
1

2
ρ1(U

2 −∇φ(1)0 ·∇φ(1)0 − 2∇φ(1)0 ·∇φ(1)1 ) (4.10)
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ここで p0は無限遠方の流れの圧力を，ρ1が上層の流体密度を表す．この時，船体に作用

する x, z方向の流体力 Fx,z 及び y軸周りの流体モーメントMy は，船体表面の圧力積分

値として次式で算出できる.

Fx = −
ZZ

SH

(p− p0) · nHxdS (4.11)

Fz = −
ZZ

SH

(p− p0) · nHzdS (4.12)

My =

ZZ
SH

(p− p0) · (nHzx0 − nHxz0)dS (4.13)

ここでnHx,zは，それぞれ船体表面の外向き法線ベクトルの x, z成分を意味する．また x0,

z0は船体重心（xG, 0, zG）を基準とした座標値である.

x0 = x− xG， z0 = z − zG (4.14)

造波抵抗Rw は次式より算出する.

Rw = −Fx (4.15)

なお造波抵抗係数Cwは（3.10）式で定義される．船体沈下量 ζS（≥ 0）とトリム角 θT（船

尾トリム:正）は，z方向の流体力ならびに y 軸周りの流体モーメントの釣合い式を連立

させる事で算出できる.

ρ1g

ZZ
Aw

(ζS − x0θT )dS + Fz = 0 (4.16)

ρ1g

ZZ
Aw

x0(ζS − x0θT )dS −My = 0 (4.17)

ここでAw は船の水線面積を表す．

4.1.4 波高の定義

φ
(m)
0,1 のオーダを考慮して線形化された各波面の動力学的条件より，自由表面上の波の

波高 ζF，内部境界面上の波の波高 ζI はそれぞれ次のように定義できる.

ζF =
1

2g
(U2 −∇φ(1)0 ·∇φ(1)0 − 2∇φ(1)0 ·∇φ(1)1 )|z=h1 (4.18)

ζI =
1

2g(1− γ)
{(U2 −∇φ(2)0 ·∇φ(2)0 − 2∇φ(2)0 ·∇φ(2)1 )

−γ(U 2 −∇φ(1)0 ·∇φ(1)0 − 2∇φ(1)0 ·∇φ(1)1 )}|z=0 (4.19)

ここで γは（2.6）式で定義される密度比である．
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4.1.5 一層浅水域の定常造波問題の定式化

次節では，一層浅水域の状況も計算対象に加えており，ここではその定式化を示してお

く．今回示した二層流域の定常造波問題の定式化は，速度ポテンシャル（二重模型ポテン

シャル＋定常撹乱ポテンシャル）の核関数の変更のみで，一層浅水域の定常造波問題に拡

張でき，プログラムの融通が容易に行える．いま z = 0に水底がある一層浅水域を考える

時，（4.2），（4.3）式の核関数にソースとその水底鏡像を採用すればよい．

G(m)s → 1

r
+
1

rb
(4.20)

ここで rは（2.9）式で定義されている．また rbを次式で定義する．

rb =
p
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z + ζ)2 (4.21)

4.1.6 低速域での肥型船の造波抵抗の取り扱いについて

一般にランキンソース法などで，低速域の造波抵抗を圧力積分で求める場合，計算精度

が低下する事が知られている．理由の一つに，積分する際，船首と船尾で相互に打ち消し

合う圧力のため「桁落ち」が生じて，元々小さい造波抵抗に誤差を生じる可能性が指摘さ

れている [35]．

本章では，船尾の曲率変化が大きな肥型船を扱い，その造波抵抗を圧力積分で求める事

から，この問題に直面する事になった．船体表面と自由表面の分割方法をトライ・アンド・

エラーで検証したが，完全には本問題の解決に至らなかった為，ここでは次のように造波

抵抗を決定した．なお船体沈下量とトリム角に関しては，特別な取り扱いをしていない．

[一層浅水域での造波抵抗（Fig.4.2）]

二重模型ポテンシャルに基づく流れのみを考えた時，僅かに正の造波抵抗を示した．理

想流体であれば本来ゼロである為，その値は計算誤差とみなして，強制的にゼロと考え

た．また定常撹乱ポテンシャルの波流れに因る造波抵抗が，FN ≤ 0.15の船速域で僅かな

がら負の値を示した為，やはり計算誤差とみなして，ゼロと考えた．

[二層流域での造波抵抗（Fig.4.4，Fig.4.5）]

本章の定式化では，二重模型ポテンシャルに内部波の影響を含むため，その流れに基づ

く造波抵抗はゼロとはならない．また二層流域の場合，FN ≤ 0.15の船速域でも内部波が

生じて造波抵抗は適当な値を示す為，そもそも計算誤差の有無の判定が難しい．今回は

FN = 0.02の極めて低速時であれば波は無いと仮定して，いずれの二層状況でも造波抵抗

はゼロになるべきと考えた．そしてその時の造波抵抗係数（ 6=0）を計算誤差とみなして，

全船速の結果から一律控除する事にした．
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4.2 肥型船による定常造波問題

本節では，一層浅水域と二層流域における肥型船の定常造波問題を解く. 喫水が深く，

広い船底面積を有する肥型船が浅水域を航行する場合，大きな浅水影響を受けて，造波

抵抗の増大や，船体沈下/トリムによる船底座礁の危険が深刻化する．また二層流域では，

内部波が顕著に誘起される事が予想され，浅水影響と併せて船体運動への影響が懸念され

る. 以上の事から，浅水影響ならびに内部波の造波影響を正確に見積もる事は，肥型船の

安全運航に寄与する重要な情報となり得る. そこで本節では，肥型船の造波抵抗，船体沈

下量そしてトリム角の推定を試みる.

4.2.1 対象船型について

計算対象として，代表的な大型タンカーESSO OSAKAを考える. 船体主要目をTable4.1

に示す．ここで重心位置の z座標は静水面位置（zG=h1）と考えた．また船体表面分割の

様子を Fig.4.1に示す．船体半面当たり長さ方向に 44分割，深さ方向に 12分割の計 528

分割とした．

Table 4.1: Main particulars of ESSO OSAKA

Length L(m) 325.0

Breadth B(m) 53.0

Draft d(m) 22.1

Brock Coef. Cb 0.831

Gravity point xG/L 0.031

Fig. 4.1: Element division of ESSO OSAKA
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一方，本解法では自由表面条件に有限差分近似型の放射条件を課して解く為に，自由

表面の主流方向分割数と解の収束性に関連がある事は既述した通りである. 本節では詳細

な調査を省いたが，3.3.2項の議論を踏まえると，主流方向に 80分割程度した上で船首尾

近傍の主流方向分割密度を向上させれば，十分な精度が得られると期待される．よって自

由表面は，半面 2700（長さ方向:90 / 深さ方向:30）分割とした. 面要素の配置については

Fig.4.6，Fig.4.7を参照されたい. また内部波の計算時には，内部境界面に自由表面と同

じ分割方法を適用した.

4.2.2 一層浅水域における定常造波問題

一般に浅水影響は次の 3つの現象に分けて考える事ができる [36]．

(i) 船体と水底との距離が狭くなった為に水流が制限されて，船体との平均相対流速が

無限水深の場合より大きくなる．

(ii) 船底下方の流速が大きくなる為に圧力の低下を生じる．

(iii) 造波現象が深水域の場合とは異なり，いわゆる浅水波ができる．

これらは浅水域で抵抗増加，船体沈下及びトリムを引き起こす原因となる. そこでまずは

通常の浅水影響を明確にする事を目的に，一層浅水域を対象に計算を実施した．

状況設定

水深として h/d = 1.2，1.5を想定する. 水深比と自由表面波（波数 k1）の船長ベースの

臨界フルード数 FNc1 の関係をTable 4.2にまとめる．

Table 4.2: Critical Froude number, FNc1, in shallow water

h/d FNc1

1.2 0.286

1.5 0.319

計算結果：[造波抵抗と姿勢変化]

浅水域の造波抵抗係数（4.1.6項の説明を参照），無次元化した船体沈下量及びトリム

角（船尾トリム:正）の計算結果を Fig.4.2 に示す.　横軸は船長ベースの船速のフルード

数 FN である．また比較の観点から深水域の結果も併せて載せる.
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まず造波抵抗係数の結果に着目する. 船速が FN ≤ 0.2の範囲であれば，浅水域と深水

域での値に大差はない. しかし船速が自由表面波の臨界フルード数に接近するに連れて，

造波抵抗係数に急激な増加が見られる. そして特に h/d = 1.2の場合，造波抵抗係数曲線

に大きなハンプ（hump）とホロー（hollow）が現れている.

次に船体沈下量とトリム角を議論する. まず船速に比例して，船体沈下量と船首トリム

角が共に増加する事が分かる．より浅水域ほどその増加量は大きく，船速が FN ≤ 0.2の
低速域であっても浅水影響が明確に現れている様子が見て取れる. 浅水域における船体

沈下量の理論推定式としてはTuck and Taylor [37]の式がよく知られており，これは船速

が臨界フルード数に対して十分小さい（FN << FNc1）という仮定の下で次のように表さ

れる.

ζS = 0.13(U
2∇d/hL2) (4.22)

ここで∇dは船の排水量を表す．上式では，単位として長さに ”feet”，船速に ”knots”が

用いられている. 一方，芳村 [38]は単位に ”m”と ”m/s”を用いて上式を次のように書き

換えた.

ζS
L
= 1.5

³d
h

´³ Cb
L/B

´
F 2N (4.23)

（4.23）式による船体沈下量の推定値をグラフにプロットした時，FN << FNc1 の範囲で

あれば，今回の計算値と概ね良く一致している. これは本計算値の妥当性を示す根拠の一

つとみなせる. また船速が臨界フルード数に接近するに連れて，船体沈下量が急増し，ト

リム角にも激しい変化が見受けられる．これは同船速域にて造波による船体周囲流場の変

化が著しいからと思われ，船体表面の圧力分布が急激に変化する事を示唆している．
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[38]

Fig. 4.2: Wave making resistance(above), sinkage(middle), trim(below) of ESSO OSAKA

in shallow water
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4.2.3 二層流域における定常造波問題

二層流域を想定して，大型タンカーESSO OSAKAの定常造波問題を解く．そして浅水

影響と併せて論じる事で，内部波の造波影響を明確化する.

状況設定

ここでは前章のWigley船型と同じく死水現象に焦点を当てる為に，船速は FN ≤ 0.21
を計算対象とした. また二層流域の状況は次に述べる通りである.

上層の流体密度は 1000kg/m3，下層の流体密度は夏場のユーロポート（ロッテルダム港

湾域）の平均泥層密度 1240kg/m3 [3]を設定した．そして上層水深は h1/d = 1.2，1.5，2.0

とし，下層水深は h2/d = 0.1と 0.3を想定した. 計 6つの状況を Fig.4.3に図示する.

Fig. 4.3: Illustrations of two layer fluids
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Table 4.3には，自由表面波（波数 k1）と内部波（波数 k2）の船長ベースの臨界フルー

ド数 FNc1，FNc2 をまとめる. この表より FNc2 << FNc1 である事が分かる．なお今回計

算対象とする船速域では，全状況において船速が FNc1以下であった事を付記しておく．

Table 4.3: Critical Froude numbers, FNc1 and FNc2, in two layer fluids

γ h1/d h2/d FNc1 FNc2

(A) 0.81 1.2 0.1 0.295 0.0351

(B) 0.81 1.2 0.3 0.314 0.0571

(C) 0.81 1.5 0.1 0.328 0.0353

(D) 0.81 1.5 0.3 0.345 0.0582

(E) 0.81 2.0 0.1 0.376 0.0356

(F) 0.81 2.0 0.3 0.391 0.0593

計算結果：[造波抵抗と姿勢変化]

二層流域における造波抵抗係数（4.1.6項の説明を参照），無次元化した船体沈下量及び

トリム角（船尾トリム:正）の計算結果をFig.4.4（h2/d = 0.1），Fig.4.5（h2/d = 0.3）に

示す．横軸は船長ベースの船速のフルード数FN である．また比較の為，二層流域の全水

深と等しい一層浅水域の計算結果を併せて示す.

まず造波抵抗係数の結果に着目する. 船速が内部波の臨界フルード数 FNc2 に接近する

と造波抵抗係数は急増し，超過後はなだらかに減少を始める. そしてFN = 0.17付近から

造波抵抗係数は再度増加に転じている．上層水深が浅い（内部境界面までのキールクリア

ランスが小さい）ほど，あるいは下層水深が深い程，顕著な変化を示している．一連の変

化は，3.3.3項で論じたWigley船型の結果と同じ傾向にある.

続いて船体沈下量とトリム角に着目する. まず下層水深が浅い状況（Fig.4.4）では，両

者共に一層浅水域の結果と大差は無い. 厳密には，船速が FNc2 に接近した場合に若干の

変化が見られ，船速が増すに連れて一層浅水域の値を僅かに下回るようである．いずれに

しても内部波の造波影響は限定的と思われる．

一方，下層水深が深い状況（Fig.4.5）では，特徴的な変化が現れている．特に内部境界

面までのキールクリアランスが小さいほど，その変化は大きい．ここでは二層状況（B）

に着目する．まず船速が FNc2 に接近すると大きな船体沈下が起こる. しかし船速が増す

と一層浅水域の結果と目立った差はない. トリムに関しては，FNc2に近い船速を境に船首

トリムから船尾トリムへと急変化している. そして船速が増すと再度船首トリムに転じる

が，その時のトリム角は一層浅水域の場合と比較して小さいようである.
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Fig. 4.4: Wave making resistance(above), sinkage(middle), trim(below) of ESSO OSAKA

in two layer fluids, h2/d = 0.1
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Fig. 4.5: Wave making resistance(above), sinkage(middle), trim(below) of ESSO OSAKA

in two layer fluids, h2/d = 0.3
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計算結果：[波紋]

二層状況（B）について，船速 FN = 0.04，0.05，0.07，0.13，0.17，0.21の波紋を Fig.4.6，

Fig.4.7に示す. 図上の数字は波高倍率である。

船速に応じた波系変化の経緯は，3.3.3項で論じたWigley船型のものと同じである. つ

まり船速が内部波の臨界フルード数 FNc2に接近した時に顕著な内部波（波数 k2）が誘起

され，その干渉影響と思われる波が自由表面上にも観察される. そして船速が増すと，内

部波からは横波が消失して波系の様相が変化し，自由表面上には波数 k1 の自由表面波が

次第に大きく現れ始める. また船速がFN = 0.21の時，V字型に隆起した内部波の表面が

わずかながら波打つ様子を確認でき，顕著な自由表面波に因る干渉影響が，内部境界面上

に現れている様子がうかがえる.

計算結果：[船体表面圧力分布]

二層状況（B）について，波紋を示した各船速時の船体表面圧力分布を Fig.4.8に示す.

また同船速での一層浅水域（h/d = 1.5）の結果も併せて示す. それぞれに等高線を 20本

引き，実線が正圧，点線は負圧を意味する.

船速に応じた船体表面圧力分布の一連の変化は，3.3.3項で論じたWigley船型のものと

同じといえる．まず船速がFN = 0.04の場合，二層流域と一層浅水域での結果に大きな差

はない．しかし船速が微増し，内部波の臨界フルード数FNc2に接近した時（FN = 0.05），

内部波に起因する顕著な波圧が現れており，「造波抵抗と姿勢変化」の欄で論じたような

二層流域での特徴的な造波抵抗と姿勢変化の背景を確認できる．さらに船速が増すと，自

由表面波による波圧が船体表面に強く現れ始めると思われ，両者の圧力分布は似た傾向を

示している．
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300 · ζF/L
(FN = 0.04)

10 · ζI/L
(FN = 0.04)

300 · ζF/L
(FN = 0.05)

5 · ζI/L
(FN = 0.05)

250 · ζF/L
(FN = 0.07)

10 · ζI/L
(FN = 0.07)

Fig. 4.6: Wave patterns generated by ESSO OSAKA in two layer fluids (1)

(Left：on the free surface / Right：on the interface)
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50 · ζF/L
(FN = 0.13)

10 · ζI/L
(FN = 0.13)

25 · ζF/L
(FN = 0.17)

10 · ζI/L
(FN = 0.17)

10 · ζF/L
(FN = 0.21)

10 · ζI/L
(FN = 0.21)

Fig. 4.7: Wave patterns generated by ESSO OSAKA in two layer fluids (2)

(Left：on the free surface / Right：on the interface)
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(in two layer fluids) (in shallow water)

Fig. 4.8: Pressure distributions of ESSO OSAKA in two layer fluids and shallow water

(From above, FN = 0.04, 0.05, 0.07, 0.13, 0.17, 0.21)
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4.3 本章のまとめ

本章では，肥型船への適用を念頭に，（4.2）式で表される二重模型ポテンシャルに，（4.3）

式の定常撹乱ポテンシャルを足し合わせる事で流場の速度ポテンシャルを定義し，船体の

定常造波問題を定式化した．特徴として，内部境界条件と水底条件を満たすグリーン関

数を両ポテンシャルの核関数に用いた点が挙げられる．ここで二重模型ポテンシャルが表

す流れには，内部境界面の造波と水底の影響が考慮される．一方，定常撹乱ポテンシャル

は，自由表面の造波の影響と波面間の干渉影響を表す役割を担っている．

続いて通常の浅水影響を明確化する事を目的として，大型タンカー ESSO OSAKAを

対象に，一層浅水域における定常造波問題を解いた．その結果，船速が増して自由表面波

の臨界速度へ接近すると，造波抵抗と船体沈下量は急増し，トリム角にも激しい変化が確

認された．一連の変化は水深が浅いほど著しい.

最後に二層流域を航行する同船を対象に，定常造波問題を解いた（FN ≤ 0.21）．まず

船速に応じた造波抵抗係数の変化は，3.3.3項のWigley船型の結果と同じ傾向にあった．

また船体沈下量と姿勢変化について，下層水深が浅い状況では，両者共に一層浅水域と目

立った差はないが，下層水深が深い状況では，特徴的な変化が示された．具体的には次の

通りである．二層状況（B）[γ = 0.81，h1/d = 1.2，h2/d = 0.3]の結果を取り上げると，

船速が内部波の臨界フルード数 FNc2 に接近した時に，大きな船体沈下が起こる. トリム

に関しては，FNc2 に近い船速を境に船首トリムから船尾トリムへと急変化している. そ

して船速が増すと再度船首トリムに転じるが，その時のトリム角は一層浅水域の場合と比

較して小さいようである．同状況の波紋図より，FNc2 に接近した船速で内部波の顕著な

造波が観察された．また船体表面には，強く特徴的な波圧分布が現れる事を確認した．
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5 . 渦系によるグリーン関数

　本章では，二層流域を直進する船体（非揚力体）の定常造波問題の解法を，揚力体へと

拡張する事を考える．揚力体周りの流れを考える時，線形理論であれば，翼厚による排除

流れ，循環流れ，そして両波面の造波と水底の影響の重ね合わせで取り扱える．排除流れ

に内部境界面の造波と水底の影響を取り込むには，第 2章で導出したソースによるグリー

ン関数を応用すればよい．一方，有限翼周りの定常な循環流れは，渦理論において，平面

形内の束縛渦面と翼幅範囲の後流にある随伴渦面から成る渦系によって置換される．よっ

て循環流れに同じ影響を考慮するには，渦を扱ったグリーン関数が新たに必要となる．

以下，本章の構成について述べる．ここでは第 2章同様に，自由表面が存在しない上層

無限/下層有限水深の二層流域を考える．まず舵を想定した矩形翼（翼厚は無視）が，上

層を迎角を有して航走する場合の流れの速度場を定義する．続いて内部境界面の造波と

水底の影響を速度場に反映させるに当たり，内部境界条件と水底条件を満足する渦点のグ

リーン関数を導出する．また渦輪/馬蹄渦によるグリーン関数を構築する．いずれも内部

波を誘起する造波グリーン関数である．最後に，渦輪によるグリーン関数を取り上げて，

その誘導速度の計算方法を述べる．

5.1 問題の仮定

揚力体の定常造波問題は，2.1節（a）-（e）の仮定を踏襲するものとする．加えて次の

2つの仮定を設ける．

(f) 迎角は小さい（横流れは小さい）．

(g) 随伴渦は翼後縁から流出角 0度で放出される（線形渦モデル）.

5.2 二層流域の速度場の定義

堀 [20]は，自由表面下の浅深度域を水中翼が高速航走する事を想定し，まず静水面に

平行な投影翼面と，主流方向に強さを変える事なく後流に流出する随伴渦面を対象に，流
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Fig. 5.1: Coordinate system and the sketch of vortex system

力モデルを示した. そして渦システム（渦系）による自由表面の造波関数を重畳する事で

速度場を定義し，自由表面影響を取り入れて定常揚力面の数値解析を行った．

本節では，堀が示した一連の式展開にならい，二層流域での速度場を定義する．ここで

自由表面が存在しない上層無限/下層有限水深の二層流域を考え，舵を想定した矩形翼が，

その上層を迎角を有して定常航走している状況を扱う．なお翼厚は無視して考える．

5.2.1 上層速度場の定義

揚力面（翼面＋随伴渦面）の渦輪表現

座標系 o - xyzをFig.5.1に示す．本座標系は xy平面を内部境界面にとり，x軸は向かっ

て左方向を，z軸は鉛直上向き方向を正にとる右手系とする．また翼面と共に移動する等

速移動座標系である．いま xz平面上に置かれた翼面 SC が，迎角（x軸を基準）に相当す

る角度 α方向に一定速度U で航走しているものとする．この時，翼面と，仮定（g）より

その延長線上に流出した随伴渦面 SW を対象に，yの負軸向きダブレットを面分布させる

事で，流場内の揚力面をモデル化する. 以下，揚力面による上層速度場の表現について，

順を追って考えていく．

まずダブレットの面密度 Γを区分的な面要素内で一定とする時, 上層流場の速度ポテン

シャルは次式で定義できる.

Φ(1) =
1

4π

ZZ
SC+SW

Γ(ξ, ζ)
n
− ∂

∂y

³1
r

´o
dξdζ

' 1

4π

X
j

Γj

h ZZ
(SC+SW )j

n
− ∂

∂y

³1
r

´o
dξdζ

i
(5.1)
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ここで rは（2.9）式で与えられる．また速度場はこの勾配で定義される.

v(1) = ∇Φ(1)

' 1

4π

X
j

Γj

h ZZ
(SC+SW )j

∇
n
− ∂

∂y

³1
r

´o
dξdζ

i
(5.2)

ここで”平面におけるグリーンの定理”の適用について考える. xz平面上の面要素Dを右

側に見るような時計周りの周回経路を cとした時，C1 級の任意関数 f(x, z), g(x, z)に対

して次の関係が成り立つ.ZZ
D

³∂g
∂x
− ∂f

∂z

´
dxdz = −

Z
c

(fdx+ gdz) (5.3)

この（5.3）式を（5.2）式に適用する事で，面積分を線積分に変換する事ができる.

v(1) =
1

4π

X
j

Γj

Z
cj

−
n ∂

∂y

³1
r

´
dζ
o
i+

n ∂

∂x

³1
r

´
dζ − ∂

∂z

³1
r

´
dξ
o
j +

n ∂

∂y

³1
r

´
dξ
o
k

(5.4)

ここで i, j,kは，x, y, z軸の単位ベクトルである．また cj は，xz平面上にある翼面と随

伴渦面の矩形要素の周回経路を表す．cj の単位接ベクトルは，次のように定義できる．

tΓ(tξ, tζ) = tξi+ tζk (5.5)

（tξ,tζ）は周回経路の線素を dsとした時の x，z軸の方向余弦であり, 副変数 ξ,ζ を介して

次の関係にある.

dξ

ds
= tξ,

dζ

ds
= tζ (5.6)

（5.6）式の関係を用いて，（5.4）式を次のように書き換える.

v(1) =
1

4π

X
j

Γj

Z
cj

h
−
n ∂

∂y

³1
r

´
tζ

o
i+

n ∂

∂x

³1
r

´
tζ −

∂

∂z

³1
r

´
tξ

o
j +

n ∂

∂y

³1
r

´
tξ

o
k
i
ds

(5.7)

（5.5）式を用いて整理する事で，線積分項で表されるベクトル・ポテンシャルの回転によっ

て速度場を表現できる. 最終的に次式を得る.

v(1) = − 1
4π

X
j

Γj∇×
Z
cj

tΓ
r
ds (5.8)

これはビオ・サバールの法則に従った時計回りの渦輪 cj による速度場と等価であり, ダ

ブレットの面密度 Γj に相当する強さの渦糸によって構成されている事が分かる．この時，

（5.5）式は渦輪を構成する渦糸の単位方向ベクトルとみなせる．
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Fig. 5.2: Mirror image of a vortex ring

鏡像の考慮/造波関数の勾配の重畳

本節の冒頭に引用した堀の文献では，速度場を，ベクトル・ポテンシャル項の自由表面

に対する正鏡像を考慮したものに，自由表面波を表す造波関数の勾配を重畳する事で定

義した. この場合，縦渦成分（渦の軸が流れに平行）による誘導速度は自由表面上で x,z

方向成分共に 0となり，縦渦成分からの造波作用は生じない. つまり造波関数は横渦成分

（渦の軸が流れに直交）のみに支配される事から，その表現を簡略化でき，数値計算上有

利になる. そこで本問題においても内部境界面上で縦渦成分 tξ の造波作用を打ち消すべ

く，Fig.5.2に示す通り，ベクトル・ポテンシャル項（渦輪 cj）の正鏡像 c0j を内部境界面

下に考えた. ここで t0Γを c0j を構成する渦糸の方向ベクトルとする時，（5.8）式に相当する

速度場は次のように定義できる.

v(1) = − 1
4π

X
j

Γj∇×
nZ

cj

tΓ
r
ds+

Z
c0j

t0Γ
r
ds
o

(5.9)

渦輪 cj と正鏡像 c0j の関係を考慮して整理すると，次式が得られる.

v(1) = − 1
4π

X
j

Γj∇×
Z
cj

n³1
r
− 1

r0

´
tξi+

³1
r
+
1

r0

´
tζk
o
ds (5.10)

ここで

r0 =
p
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z + ζ)2 (5.11)

（5.10）式に内部境界面の造波と水底の影響を反映させるべく，造波関数G
(1)
v0 の勾配を重

畳する．

v(1) =
1

4π

X
j

Γj

Z
cj

h
−∇×

n³1
r
− 1

r0

´
tξi+

³1
r
+
1

r0

´
tζk
o
+∇G(1)v0

i
ds

≡ 1

4π

X
j

Γj

Z
cj

(vΓ +∇G(1)v0 )ds

≡ 1

4π

X
j

Γj

Z
cj

∇G(1)v ds (5.12)
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以上により，上層速度場を定義できた．ここで上層グリーン関数の勾配∇G(1)v は，強さ

4πの渦点による速度場に対応し，ベクトル・ポテンシャルの回転によって生じる速度場

vΓと造波関数G
(1)
v0 の勾配の和で定義される．なお vΓは具体的に次のように書き表せる.

vΓ = uΓi+ vΓj + ωΓk

= − ∂

∂y

n1
r
+
1

r0

o
tζi+

h ∂
∂x

n1
r
+
1

r0

o
tζ −

∂

∂z

n1
r
− 1

r0

o
tξ

i
j +

∂

∂y

n1
r
− 1

r0

o
tξk (5.13)

5.2.2 下層速度場の定義

2.1節の仮定（e）より，下層側には揚力面は存在しない．よって上層速度場（5.12）式

の第 1,2式において，ベクトル・ポテンシャルの回転によって生じる速度場の項を排除し

た形式で下層速度場を定義すればよい．

v(2) =
1

4π

X
j

Γj

Z
cj

∇G(2)v0 ds

≡ 1

4π

X
j

Γj

Z
cj

∇G(2)v ds (5.14)

ここで下層グリーン関数の勾配∇G(2)v は，強さ 4πの渦点が上層にある時の速度場に対応

する．これは造波関数G
(2)
v0 の勾配に等しい．

5.3 渦点によるグリーン関数の導出

前節では，揚力面（翼面＋随伴渦面）の渦輪表現を検討し，内部境界面の造波と水底の

影響を表す造波関数の勾配を重畳する事で，両層の速度場を表した．その核関数（グリー

ン関数の勾配）は，強さ 4πの渦点が上層にある時の速度場に対応している事から，本状

況で造波関数を求め，両層のグリーン関数を具体化する事を考える．以下，Fig.5.1の揚

力面を渦点に置き換えて考えるものとする．

5.3.1 フーリエ変換と逆変換

（5.12），（5.14）式を基に，渦点によるグリーン関数の勾配と速度場の関係を改めてま

とめておく. この関係を持って両層のグリーン関数の定義とする.

∇G(1)v = vΓ +∇G(1)v0 (5.15)

∇G(2)v = ∇G(2)v0 (5.16)
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いま上層（ξ, η, ζ）に位置する渦点を考える時，両層のグリーン関数が満たすべき支配方程

式は次の通りである．ここで δはデルタ関数を意味している．

∇2G(1)v = δ(x− ξ, y − η, z − ζ) (5.17)

∇2G(2)v = 0 (5.18)

一方,各層の造波関数は共に特異性を含まず,全流場点においてラプラス方程式を満足する.

∇2G(m)v0 = 0 (5.19)

次に両層のグリーン関数が満たすべき境界条件について説明する. まず（5.20）,（5.21）

式は内部境界面での動力学的条件と運動学的条件を基に得られる内部境界条件である．い

ずれも仮定（a）より，内部波高は小さいとみなして z = 0を中心に線形化を施したもの

である. ここで（5.20）式では，仮定（f）より y方向の流れ（横流れ）を微小オーダO(²)

として処理した事で，直進時の線形内部境界条件（2.3）式と同じ形式となっている．ま

た内部波の放射条件を満たすべく，（5.20）式にはRayleighの仮想摩擦係数 μを考慮した.

水底条件は（5.22）式で表される.

γ
n
k0

³
ωΓ +

∂G
(1)
v0

∂z

´
+

∂

∂x

³
uΓ +

∂G
(1)
v0

∂x

´
− μ

∂G
(1)
v0

∂x

o
= k0

∂G
(2)
v0

∂z
+
∂2G

(2)
v0

∂x2
− μ

∂G
(2)
v0

∂x
z = 0 (5.20)

ωΓ +
∂G

(1)
v0

∂z
=
∂G

(2)
v0

∂z
z = 0 (5.21)

∂G
(2)
v0

∂z
= 0 z = −h2 (5.22)

ここで k0と γは（2.6）式で定義される．いまベクトル・ポテンシャル項の正鏡像を考慮

した事から，（5.13）式より内部境界面上では次式が成り立つ事が分かる．

ωΓ|z=0 = 0 (5.23)

（5.19）-（5.22）式に対してフーリエ変換の手法を適用する事で，造波関数G
(m)
v0 が得られ

る（詳細は補遺Bを参照の事）. その際に（5.23）式を考慮する事で，内部境界面上の造

波に縦渦成分 tξ は寄与せず，造波関数には横渦成分 tζ のみが含まれる事になる．

G
(m)
v0 = −γtζ

π

Z π

−π

Z ∞
0

H
(m)
v [k, θ]

∆[k, θ]
eikωdkdθ (5.24)
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ここで

H(1)
v [k, θ] = −k tan θ{ek(h2−z−ζ) − e−k(h2+z+ζ)} (5.25)

H(2)
v [k, θ] = k tan θ{ek(h2+z−ζ) + e−k(h2+z+ζ)} (5.26)

∆ = 2γa sinh kh2 + be
kh2 + ae−kh2

a = k + k0 sec
2 θ + iμ sec θ

b = k − k0 sec2 θ + iμ sec θ
ω = (x− ξ) cos θ + (y − η) sin θ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.27)

5.3.2 経路積分

以後（5.24）式の実部（Re）をとるものとする. またRayleighの仮想摩擦係数μは経路

積分実施後に 0とする．θの積分範囲（−π,−π/2），（π/2,π）に対し，それぞれ θ = θ−π，
θ = θ + πという変数変換を行い，変換後に再度 θ→θと置き換える事で次式が得られる.

G
(m)
v0 = −2γtζ

π
lim
μ→0

Re

"Z π/2

−π/2

Z ∞
0

H
(m)
v [k, θ]

∆[k, θ]
eikωdkdθ

#
(5.28)

ここで e−ikω(θ) から eikω(θ) への置き換えは, いま造波関数の実部を採用する事から可能で

ある. ∆[k2, θ] = 0とすれば，任意の θの根として次式を得る．これは（2.18）式で示した

ソースの造波関数G
(m)
s0 のものと一致している.

k2 =
k0 sec

2 θ(1− γ) tanh(k2h2)

1 + γ tanh(k2h2)
− iμ sec θ (5.29)

続いて z = ζ 平面を考え，渦点位置を原点とする極座標系 ō - rψを導入する.

(x− ξ) = −r cosψ
(y − η) = r sinψ

ω = −r cos(θ + ψ)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (5.30)

ソースの時とは異なり，渦点周りの流場には y軸対称の関係性はない．よって極座標系の

回転角は−π < ψ ≤ πの範囲が対象となる. ここで（5.28）式における θの範囲を考慮す

ると，ωの正負と θ範囲の間には次の関係が成立する.

1) 0 < ψ ≤ π ω < 0 ↔ −π/2 < θ < π/2− ψ

ω > 0 ↔ π/2− ψ < θ < π/2

)
(5.31)

2)− π < ψ ≤ 0 ω < 0 ↔ −π/2− ψ < θ < π/2

ω > 0 ↔ −π/2 < θ < −π/2− ψ

)
(5.32)
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（5.29）式より本問題では複素平面 σ（虚数単位:i）の第 4象限に 1つの根が存在する. そ

こでジョルダンの補助定理を考慮し無限遠円弧上の積分値が 0となるように，ω > 0の時

には σ = u(1 + i)の複素経路を，ω < 0の時には σ = u(1− i)の複素経路を有する扇形経

路を設定する（Fig.2.2を参照）. そして留数定理を適用すると次式が得られる．ここで

Imは虚部を意味する．

G
(m)
v0 = +

2γtζ
π
Re

(Z T1A

T1B

Z 0

∞
(1− i)H

(m)
v [u(1− i), θ]
∆[u(1− i), θ] e

+iu(1−i)ωdudθ

+

Z T2A

T2B

Z 0

∞
(1 + i)

H
(m)
v [u(1 + i), θ]

∆[u(1 + i), θ]
e+iu(1+i)ωdudθ

)

−4γtζIm
(Z T1A

T1B

H
(m)
v [k2, θ]

∆0[k2, θ]
eik2ωdθ

)
(5.33)

ここで∆0は∆の kによる偏微分である. また各積分範囲の上下限値は，ψの範囲に応じ

てそれぞれ次のように定義される.

1) 0 < ψ ≤ π T1A = π/2− ψ, T1B = −π/2
T2A = π/2, T2B = π/2− ψ

)
(5.34)

2)− π < ψ ≤ 0 T1A = π/2, T1B = −π/2− ψ

T2A = −π/2− ψ, T2B = −π/2

)
(5.35)

（5.33）式の 2つの重積分項は複素共役の関係にあり，両項の実部のみ採用する事を考え

ればまとめる事ができる. 整理すると最終的に次式が得られる.

G
(m)
v0 = −4γtζ

π

Z π/2

−π/2

Z ∞
0

F
(m)
v [u, θ]

FL[u, θ]
u tan θe−u|ω|dudθ

−4γtζ
Z T1A

T1B

H
(m)
v [k2, θ]

∆0[k2, θ]
sin(k2ω)dθ (5.36)

ここで第 1項は渦点近傍の局所波を，第 2項が進行波を表す. H
(m)
v [k2, θ]は，（5.25），（5.26）

式に，（5.29）式を解いて得られる k2 を代入したものである. また FL[u, θ]，∆
0[k2, θ]はそ

れぞれ（2.25），（2.26）式と同じに表される．以下，F
(m)
v [u, θ]についてまとめる．
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F (1)v [u, θ] = e−u(z+ζ)Ev1 − e−u(z+ζ−2h2)Ev2 + e−u(z+ζ+2h2)Ev3 − e−u(z+ζ)Ev4
(5.37)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ev1 = (1 + γ)u{cosu(z + ζ − |ω|+ 2h2) + sinu(z + ζ − |ω|+ 2h2)}
− (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|+ 2h2)

Ev2 = (1 + γ)u{cosu(z + ζ − |ω|) + sinu(z + ζ − |ω|)}
− (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|)

Ev3 = (1− γ)u{cosu(z + ζ − |ω|) + sinu(z + ζ − |ω|)}
+ (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|)

Ev4 = (1− γ)u{cosu(z + ζ − |ω|− 2h2) + sin u(z + ζ − |ω|− 2h2)}
+ (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|− 2h2)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

F (2)v [u, θ] = eu(z−ζ+2h2)Ev5 + e
−u(z+ζ)Ev6 + e

u(z−ζ)Ev7 + e
−u(z+ζ+2h2)Ev8

(5.38)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ev5 = (1 + γ)u{cosu(z − ζ + |ω|)− sin u(z − ζ + |ω|)}
+ (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z − ζ + |ω|)

Ev6 = (1 + γ)u{cosu(z + ζ − |ω|+ 2h2) + sin u(z + ζ − |ω|+ 2h2)}
− (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|+ 2h2)

Ev7 = (1− γ)u{cosu(z − ζ + |ω|+ 2h2)− sinu(z − ζ + |ω|+ 2h2)}
− (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z − ζ + |ω|+ 2h2)
¤

Ev8 = (1− γ)u{cosu(z + ζ − |ω|) + sin u(z + ζ − |ω|)}
+ (1− γ)k0 sec

2 θ sin u(z + ζ − |ω|)
¤

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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5.4 渦輪によるグリーン関数の表現

実際の速度場は，（5.12），（5.14）式で定義されたように，離散的な渦輪による誘導速度

で構成される．そこで本節では, 導出した渦点の造波関数G
(m)
v0 を用いて, 閉じた渦輪の造

波関数G
(m)
vr0 を構築する．Fig.5.3に示すように，時計回りの矩形状の渦輪 cを xz平面上

に考える時，その渦輪による造波関数は次式で表される.

G
(m)
vr0 =

Z
c

G
(m)
v0 (ξ, ζ, tξ, tζ)ds

=

Z ζa

ζb

G
(m)
v0 (ξa, ζ, 0, 1) +G

(m)
v0 (ξb, ζ, 0,−1)dζ

+

Z ξa

ξb

G
(m)
v0 (ξ, ζb, 1, 0) +G

(m)
v0 (ξ, ζa,−1, 0)dξ (5.39)

但し，いま内部境界面に対してベクトル・ポテンシャル項の正鏡像をとっている事から，

縦渦成分 tξ に起因する波は生じない. この為，横渦成分 tζ が 0の時には，（5.36）式より

G
(m)
v0 は 0となる. よって渦輪による造波関数として次式が得られる.

G
(m)
vr0 =

Z ζa

ζb

G
(m)
v0 (ξa, ζ, 0, 1) +G

(m)
v0 (ξb, ζ, 0,−1)dζ (5.40)

また両層の速度場は次のように表現できる．

∇G(1)vr =
Z
c

vΓds+∇G(1)vr0 (5.41)

∇G(2)vr = ∇G(2)vr0 (5.42)

この関係を持って，渦輪によるグリーン関数G
(m)
vr の定義とする．

Fig. 5.3: Vortex ring
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5.5 馬蹄渦によるグリーン関数の表現

翼面と随伴渦面に渦輪を配置する事は，翼面に馬蹄渦を配置する事と等価といえる．そ

こで本節では，導出した渦点の造波関数G
(m)
v0 を用いて, 馬蹄渦の造波関数G

(m)
vh0 を示して

おく．Fig.5.4に示すように，ある渦線 lb（束縛渦）とその両端から x軸負方向へ延びる半

無限長の 2本の渦線 lf1,2（随伴渦）から成る 1つの馬蹄渦を xz平面上に考える時，それ

による造波関数は次式で表される．

G
(m)
vh0 =

Z
lb+lf1+lf2

G
(m)
v0 (ξ, ζ, tξ, tζ)ds

=

Z ζa

ζb

G
(m)
v0 (ξa, ζ, 0, 1)dζ

+

Z ξa

∞
G
(m)
v0 (ξ, ζb, 1, 0) +G

(m)
v0 (ξ, ζa,−1, 0)dξ (5.43)

但し，いま内部境界面に対してベクトル・ポテンシャル項の正鏡像をとっている事から，

縦渦成分 tξ に起因する波は生じない. この為，横渦成分 tζ が 0の時には，（5.36）式より

G
(m)
v0 は 0となる. よって馬蹄渦による造波関数として次式が得られる.

G
(m)
vh0 =

Z ζa

ζb

G
(m)
v0 (ξa, ζ, 0, 1)dζ (5.44)

また両層の速度場は次のように表現できる．

∇G(1)vh =
Z
lb+lf1+lf2

vΓds+∇G(1)vh0 (5.45)

∇G(2)vh = ∇G
(2)
vh0 (5.46)

この関係を持って，馬蹄渦によるグリーン関数G
(m)
vh の定義とする．

Fig. 5.4: Horse-shoe vortex
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5.6 誘導速度の計算方法

本節では渦輪によるグリーン関数を対象に，誘導速度の計算方法を示す．

[ベクトル・ポテンシャルの回転項]

強さ 4πの渦糸Q1Q2による流場点 P への誘導速度 vは，ビオ・サバールの法則 [39]よ

り，次式で計算できる（Fig.5.5参照）．

v(P ;Q1, Q2) =
r1 × r12
|r1 × r12|2

n r2
|r2|
− r1
|r1|

o
· r12 (5.47)

Fig. 5.5: Vortex segment

（5.41）式のベクトル・ポテンシャルの回転項は，内部境界面に対して鏡像関係にある一

対の渦輪による誘導速度を表す．よって次のように書き下せる．Z
c

vΓds = v(P ;Qi,j, Qi,j+1) + v(P ;Qi,j+1, Qi+1,j+1)

+ v(P ;Qi+1,j+1, Qi+1,j) + v(P ;Qi+1,j, Qi,j)

− v(P ;Q0i,j, Q0i,j+1)− v(P ;Q0i,j+1, Q0i+1,j+1)
− v(P ;Q0i+1,j+1, Q0i+1,j)− v(P ;Q0i+1,j, Q0i,j) (5.48)

ここでQが正像，Q0が鏡像を意味し，下付添字（i,j）は，Fig.5.3に図示した渦輪（正像）

の四隅点に対応している．Qi,j とQ0i,j が鏡像関係にあるものとする．

[造波関数の勾配項]

（5.41），（5.42）式の造波関数の勾配項については，まず渦糸の中点で造波関数の勾配

を計算し，それに渦糸の線分長さを掛ける事で近似的に求めた．

∇G(m)vr0 = [∇G(m)v0 (ξa, ζm, 0, 1) +∇G(m)v0 (ξb, ζm, 0,−1)]∆ζ (5.49)

ここで

ζm =
ζa + ζb
2

, ∆ζ = |ζa − ζb| (5.50)
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5.7 本章のまとめ

まず本章では，二層流域における揚力体の定常造波問題の仮定を述べた．そして自由

表面が存在しない上層無限/下層有限水深の状況を考え，その上層を舵を想定した矩形翼

（翼厚は無視）が航走する場合を扱った．

始めに堀 [20]にならい，揚力面（翼面＋随伴渦面）の渦輪表現を検討した．それに内部

境界面の造波と水底の影響を表す造波関数の勾配を重畳する事で，上層速度場を（5.12）

式，下層速度場は（5.14）式のように定義した．それらの核関数（グリーン関数の勾配）

は，強さ 4πの渦点が上層にある時の速度場に対応している．

続いてグリーン関数を具体化する為に，強さ 4πの渦点を上層に考えて造波関数を求め

た．それはグリーン関数が内部境界条件と水底条件を満足するように求められ，最終的に

（5.36）式で表される．そしてベクトル・ポテンシャルの回転項に造波関数の勾配を重畳

して，グリーン関数の勾配を（5.15），（5.16）式で定義した．

また導出した渦点の造波関数を用いて，渦輪の造波関数を（5.40）式で表し，渦輪によ

るグリーン関数の勾配を（5.41），（5.42）式で定義した．

同じく馬蹄渦の造波関数を（5.44）式で表し，馬蹄渦によるグリーン関数の勾配を（5.45），

（5.46）式で定義した．

最後に渦輪によるグリーン関数について，その誘導速度の計算方法をまとめた．
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6 . 二層流域における舵の定常造波問題

　操縦運動時の船体周りには循環流れが発生する事から，一連の造波現象との関連は興味

深いところである. 加えて船体には舵やプロペラ，フィンスタビライザーといった揚力発

生装置が付属されており，今日では重量支持に揚力を利用した水中翼船も就航している．

当然、翼型，揚力発生装置としての挙動，波面までの距離に応じて造波の程度は異なる

が，二層流域における船の諸性能を推定する上で，揚力/抗力特性と造波影響の関連性の

解明は優先度が高い事項と考えられる.

これら揚力体の内，本章では解析対象に舵を取り上げ，舵の定常造波問題の計算結果を

まとめるものとする．一般に慎重な操船が求められる制限水域において，舵を多用する事

は想像に難くない. しかしこの場合，低速航行による舵効きの低下が操縦性の劣化を招く

事から，潜在的な危険性の高さが危惧される. よって舵特性の正確な把握は，安全航行に

欠かせない重要な要素と思われる．

舵は薄い形状である事，載荷状態に応じて完没する事，また舵周りの循環流れが静水面

に平行である事などから，一般にその造波作用は小さいといわれてきた. これは上述した

ように船が低速航行する状況では尚更である. しかしながらこれまで論じてきたように，

水底に泥が堆積した二層流域では，低速航行時であっても内部境界面上には大きな波が発

生する事がある．舵位置や舵タイプにも依るが，特に満載状態の船の場合，舵が内部境界

面の近くで作動するような状況は現実に十分起こり得ると思われ，その場合の舵特性の変

化は知っておくに値する（Fig.6.1はイメージ）.

そこで本章では，まず第 2章で導いたソースのグリーン関数及び前章で導出した渦系の

グリーン関数を併用する事で，二層流域での舵による定常造波問題の解法（定式化）を

説明する．注意として本解法は線形の渦モデル（随伴渦の流出角が 0度）を仮定した事か

ら，小さなアスペクト比となる船体や螺旋状の翼端渦を放出するプロペラを扱う事には適

していない．この点は今後の改良課題としたい．また単独の舵が自由表面から十分に没水

し，内部境界面に接近した場合を想定して，舵の揚力/抗力特性に対する内部波の造波影

響を明らかにする事を目的とする．以後，前章でいうところの翼面をキャンバー面，迎角

を舵角と読み替える事にする．
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Fig. 6.1: Example of a rudder installed at the stern [40]

6.1 定式化

コンスタントパネル法に基づく境界値問題として定式化する．

6.1.1 速度ポテンシャルの定義

Fig.6.2に没水舵（対象翼）と共に移動する等速移動座標系 o - xyzを示す. 座標原点は

内部境界面上に設置し，x軸は向かって左方向を，z軸は鉛直上向き方向を正にとる右手

系とする. 舵はコード長 wc，スパン長 ws の寸法を持ち，キャンバー面は xz平面に在る

ものとする．そして舵端から自由表面及び内部境界面までそれぞれ h1a，h1b の位置に没

水しており，舵前縁は x = 0に一致させておく．また同図には，（0, 0, h1b+ws/2）に原点

をもつ o - xyz系の平行移動座標系 ow - xwywzw を定義している．zw = 0は舵中央断面に

当たる事から，この座標系は舵面上の位置を指定するのに都合が良い．いま本舵が x軸に

対して舵角に相当する角度 α方向に速度 U で進行しているものとすると，舵周りの流場

を表す両層の速度ポテンシャルは，o - xyz系に基づき次のように定義できる.

Φ(m) = −Ux cosα− Uy sinα + φ
(m)
1F + φ

(m)
1H + φ(m)v (6.1)

まず第 1, 2項は一様流れの x，y軸方向成分であり，仮定（f）よりそれぞれO(1)，O(²)の

オーダとみなせる．なお本章の計算では，舵角 αに関してこのまま線形化せずに用いて

いる．また第 4項は内部境界面の造波と水底の影響を含む排除流れ，第 5項が同影響を含

む循環流れを意味する．そして第 3項を考慮する事で，両流れによる自由表面の造波と波

面間の干渉影響を流場に反映させている．ここで仮定（a）より，造波現象に関して，第

3 - 5項はいずれも微小オーダとみなせる．以下，それらの定義を示す．
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Fig. 6.2: Coordinate system and the sketch of a rudder

まず舵角がゼロの時に循環流れは無くなる事から，（6.1）式は直進時の速度ポテンシャ

ル（3.1）式に一致する．この事から φ
(m)
1F と φ

(m)
1H の和は，（3.2）式の定常撹乱ポテンシャ

ルと同じ形式をとる．つまり特異点（ソース）を自由表面 SF，舵表面 SH に分布させる

事で，次のように定義できる．

φ
(m)
1F + φ

(m)
1H = −

ZZ
SF+SH

σ1G
(m)
s dS (6.2)

G
(m)
s は（2.7）及び（2.8）式で定義されたソースによるグリーン関数である．また σ1 は

ソース強さを表している．

続いて φ
(m)
v の定義をその勾配の形で与える事を考える．上述したように，これは内部

境界面の造波と水底の影響を含む循環流れを表す事から，第 5章で導いた渦系によるグ

リーン関数を適用する事ができる．例えば（5.15），（5.16）式を定義にもつ渦点によるグ

リーン関数G
(m)
v を用いる場合，φ

(m)
v の勾配は次のように表される．

∇φ(m)v =
1

4π

X
j

(SC ,SW )

Γj

Z
cj

∇G(m)v ds (6.3)

ここで SC がキャンバー面，SW が随伴渦面を表す．また Γj はキャンバー面と随伴渦面に

分布させた j番目のダブレット（yの負軸向き）の面密度を表し，cj はその面密度に相当

する強さの渦糸によって構成された j番目の渦輪（時計回り）を意味している．
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また（5.41），（5.42）式を定義にもつ渦輪によるグリーン関数G
(m)
vr を用いる場合，φ

(m)
v の

勾配は次のように表される．

∇φ(m)v =
1

4π

X
j

(SC ,SW )

Γj∇G(m)vrj
(6.4)

同様に（5.45），（5.46）式を定義にもつ馬蹄渦によるグリーン関数G
(m)
vh を用いる場合，φ

(m)
v

の勾配は次のように表される．

∇φ(m)v =
1

4π

X
j

(SC)

Γj∇G(m)vhj
(6.5)

5.5節で述べたように馬蹄渦はキャンバー面のみに配置すればよい為，数値計算に有利で

ある．よって実際の計算時には，この馬蹄渦による表現式を用いた．以下，コンスタント

パネル法にならい，各面要素上でソース強さσ1 とダブレットの面密度Γj は一定と考える.

6.1.2 境界値問題

支配方程式

両層共にポテンシャル流れを仮定している為，各層の速度ポテンシャルはラプラス方程

式を満たす．

∇2Φ(m) = 0 (6.6)

境界条件

下層速度ポテンシャルが満たすべき全境界条件は，ソースと渦系による下層グリーン関

数を核関数に用いる事で既に満足された. 一方，上層速度ポテンシャルが満たすべき内部

境界条件もまた，上層グリーン関数により満足されている. よってここではその他の境界

条件をまとめる.

まず自由表面条件を考える．仮定（a）と（f）より，自由表面上の波の波高は小さく，

また横流れは小さい．よって本章では，静水面（z = h1）を中心とする線形自由表面条件

を適用する．

k0
∂Ψ(1)

∂z
+
∂2Ψ(1)

∂x2
= 0 z = h1 (6.7)

ここで

Ψ(m) = −Uy sinα + φ
(m)
1F + φ

(m)
1H + φ(m)v (6.8)

k0は（2.6）式で定義される．厳密には仮定（f）に基づき，（6.8）式の sinαを線形化して

扱うべきだが，ここでは速度ポテンシャル（6.1）式に倣いそのままの表示とした．
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次に舵の表面条件を示す. ここで nH は舵表面の外向き法線方向を表す．

∂Φ(1)

∂nH
= 0 on SH (6.9)

Kuttaの条件

続いてKuttaの条件について考える．一般に翼型形状の後縁では流れが角をまわらず，

流れに対して正面と背面の圧力差は無くなる．よって後縁より有限速度で滑らかに流れ去

る. 翼理論では翼周りに循環流れを考える事でこの状況を作り出しており，循環の強さを

決める為の条件がKuttaの条件といわれるものである. 一般に翼後縁で正面と背面の圧力

が等しいというKuttaの条件を考えた場合，非線形故に繰り返し計算が必要となり，多大

な計算時間を要するという欠点があった.

一方，中武等 [41]は短時間で高精度の計算が可能なSQCM（Source and Quasi-Continuous

vortex lattice Method）と呼ばれる簡便な厚翼計算法を開発した．この方法では，Lan [42]

のQCM（準連続渦分布格子法）に従いキャンバー面上に渦格子と標点を分布させ，さら

にHess and Smith法 [29]にならって翼表面にソースを分布させる．そしてキャンバー面

と翼表面上での法線方向速度がゼロという条件から，渦強さとソース強さを同時に求める

ものである．SQCMでは，QCMの特徴である後縁で渦強さがゼロ，すなわちKuttaの条

件を満たすという特徴を保持している上に [41]，その際，翼厚の影響を考慮する作用が自

然に備わっており [43]，圧力分布の計算精度の向上が期待できる．そこで本論文では，舵

の流体力特性の推定に SQCMの適用を試みた．以下，QCMの理論に基づいて馬蹄渦と

標点の配置について述べる．

キャンバー面をコード方向にNv 分割，スパン方向にMv 分割し，キャンバー面全体で

計Nv ×Mv 個の馬蹄渦を配置する事を考える．スパン方向の分割は，舵両端付近が細か

くなるようなコサイン分割を採用した．Fig.6.2の座標系に従う時，QCMの理論に基づく

と，キャンバー面上の束縛渦の x座標 xvi は次式で与えられる.

xvi = −
wc
2

n
1− cos

³2i− 1
2Nv

π
´o

i = 1, 2, ..., Nv (6.10)

なお随伴渦はキャンバー面に沿ってそのまま無限後方へ流れさるものとする．またキャン

バー面上で境界条件を満足させる標点の x座標 xci は次式で与えられる．

xci = −
wc
2

n
1− cos

³ iπ
Nv

´o
i = 1, 2, ..., Nv (6.11)

ここで標点のスパン方向位置は，束縛渦の端点を置いた断面の中心とした．以上のような

馬蹄渦と標点の配置関係の下で，キャンバー面を貫く流れが無いという条件を考える．

∂Φ(1)

∂nC
= 0 on SC (6.12)
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ここで nC はキャンバー面の外向き法線方向を表す．（6.11）式により後縁に標点が配置さ

れる事から，（6.12）式を満たした時点で後縁を回り込む流れが無くなる．つまりKuttaの

条件を自動的に満足できる．更に SQCMの場合には，翼表面に分布させたソースからの

誘導速度により，翼厚の影響をKuttaの条件に反映させる事が可能とされている [43]．

放射条件

内部波の放射条件は，ソース及び渦系のグリーン関数導出時に，内部境界条件のRayleigh

の仮想摩擦係数を処理した事で，数学的に厳密に満足されたと考えてよい. 一方，自由表

面波の放射条件については，3.1.2項同様に，Dawson法で近似的に満足させる事にする.

6.1.3 揚力/抗力の定義

ベルヌーイの定理より上層流場の流れの圧力 pを次式で定義する．

p− p0 =
1

2
ρ1{U2 −∇Φ(1) ·∇Φ(1)} (6.13)

ここで p0は無限遠方の流れの圧力，ρ1は上層の流体密度を表す．次に舵に作用する揚力

Lift と抗力Drag を次式で定義する. 揚力は，Fig.6.2に示された舵角の時を正とした．

Lift =

ZZ
SH

(p− p0)(nHy cosα− nHx sinα)dS (6.14)

Drag =

ZZ
SH

(p− p0)(nHy sinα + nHx cosα)dS (6.15)

ここで nHx , nHy は船体表面の外向き法線ベクトルの x, y方向成分である．また圧力係数

Cp，揚力係数CL及び抗力係数CD を次のように定義する.

Cp =
p− p0
1/2ρ1U2

, CL =
Lift

1/2ρ1AcU2
, CD =

Drag

1/2ρ1AcU2
(6.16)

ここでAcは舵の平面形状面積である.

6.1.4 波高の定義

各波面の線形化された動力学的条件より，自由表面上の波の波高 ζF，内部境界面上の

波の波高 ζI は，それぞれ次のように定義できる.

ζF =
U

g

∂Ψ(1)

∂x

¯̄̄̄
z=h1

(6.17)

ζI =
U

g(1− γ)

n∂Ψ(2)
∂x

− γ
∂Ψ(1)

∂x

o¯̄̄̄
z=0

(6.18)

ここでΨ(m)は（6.8）式で定義される．また gは重力加速度，γは（2.6）式で定義される

密度比である．
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6.2 舵の基本特性

本節では造波を伴わない一層の状況を対象として，まずは舵の基本的な特性を明らかに

しておく．舵として，NACA0015翼型の有限翼（アスペクト比：Λ = 1.5）を考える．こ

こで舵側面は 840（コード方向一周：40，スパン方向：21）分割とし，コード方向，スパ

ン方向に，それぞれ前後縁，両端付近が細かくなるようなコサイン分割を採用した．また

舵の上下端面はそれぞれ 120（コード方向：20，翼厚方向：6）分割とした．一方，キャン

バー面は 420（コード方向：20，スパン方向：21）分割とし，6.1.2項で述べた通りに馬蹄

渦を配置した．例として Fig.6.3に，舵表面の分割の様子を示す．

Fig. 6.3: Element division of the rudder (NACA0015：Λ = 1.5)

6.2.1 無限流体中の舵の特性

揚力係数CLと抗力係数CD の計算結果をFig.6.4の“ Infinity（実線）”に示す．共に舵

角が増すと大きな値をとる事が分かる．また Söding [44]による幾つかの翼の最大揚力係

数CLmaxと失速角αstallの計算/実験結果を纏めた表をTable 6.1に示す．テーパー付きな

がらNACA0015翼に関しては，アスペクト比 Λ =1, 2, 3，レイノルズ数Rn = 0.78 · 106

- 50 · 106の情報が記載されている．この内，Whicker&Fehlner（1958）のΛ =1, 2の風洞

試験結果（Taper : 0.45 / Rn = 1.82 · 106）を参照する時，揚力傾斜CLmax/αstall(rad)は

1.85（Λ = 1），2.55（Λ = 2）が得られる．本舵（Λ = 1.5）の揚力傾斜を 20度の揚力係

数から算出すると 1.99である事から，今回の計算結果は概ね信頼がおけると思われる．
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ここで本舵の失速角について考える．Table 6.1の情報を基に考えると，Λ = 1.5の本舵

の場合，失速角は通常 20度以上になると考えられる．よって以後の計算では，この無限

流体中の失速角を目安として，全状況の計算対象舵角を最大 20度に設定した．

Fig. 6.4: Lift and drag coefficients of the rudder in a single layer fluid

Table 6.1: Maximum lift coefficient and angle of stall [44]
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6.2.2 水底近くで作動する時の舵の特性

一層の水域で十分に没水した単独の舵が，水底に近い位置で作動する状況を想定する．こ

こで h1bを舵下端から水底までのクリアランスと定義すると，作動位置としては h1b/ws =

0.1, 0.01の 2通りを考えるものとする．舵が船体に取り付けられた状況を想像する時，本

状況は船底座礁の危険が高く現実に起こる可能性は少ないと思われるが，水底付近で作動

した時の舵特性の変化は学術的には興味深い. 計算は舵表面のソース及びキャンバー面の

馬蹄渦について水底鏡像を採用して実施した. なお舵は十分に没水していると仮定した事

から，自由表面影響は考慮していない（h1a →∞）．Fig.6.4に，揚力係数CLと抗力係数

CD の計算結果を示す．

水底までのクリアランスが小さくなるに連れて，揚力係数が顕著に増大する事が分か

る. これは水底が接近する事により，鏡像効果（見掛け上の舵アスペクト比の増大）が現

れた結果と思われる. 一方，抗力係数もまたクリアランスの減少に伴い若干の増加を確認

できる.

続いて舵表面の圧力分布に着目する. 舵角10度のケースについて，舵上端付近（zw/ws =

0.43）, 舵中央（zw/ws = 0）そして舵下端付近（zw/ws = −0.43）における舵表面一周の

圧力係数Cpを Fig.6.5に示す. まず舵上端付近の圧力分布は, 無限流体中と水底近くで作

動する 2ケースの間に目立った差はない. これは舵上端から水底まで距離があるからと思

われ, この位置における水底影響は限定的といえる. 一方，舵中央の圧力分布は特に背面

側の前縁付近の圧力に違いが見られ，クリアランスが小さいほど大きな負圧を示すよう

である. そして舵下端付近の圧力分布には, クリアランスに応じて大きな差が現れている.

中でも水底に一番近い h1b/ws = 0.01のケースでは, 背面に顕著な負圧を有し, 深水域の圧

力分布とは大きく異なる. 以上より, 水底に接近して舵が作動する時,主に舵下端付近の背

面負圧の増大が, 揚力/抗力の増加背景にあると推測される.
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zw/ws = 0.43 zw/ws = 0

zw/ws = −0.43

Fig. 6.5: Pressure distributions of the rudder in a single layer fluid
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6.3 舵による定常造波問題

本節では，二層流域の上層において舵が単独で作動する状況を想定し，内部波の影響に

よる舵特性の変化を調査する．ここで舵は自由表面下に十分没水し（h1a →∞），内部境

界面に近い位置にあると仮定する. この為，自由表面影響は考慮していない. 緒論 1.1節

の研究背景で述べたように，船底が内部境界面に接近して，あるいは貫通して航行する

ケースが現実にある事を鑑みれば，舵が内部境界面の近くで作動する状況も多分に起こり

得ると思われる．

6.3.1 計算条件

舵の進行速度（以下，「船速」と呼ぶ）は，舵のコード長ベースのフルード数 FN で 0.6

以下とした. これは例えば，船長 Lに対してwc/L = 1/24の舵を考える時（Wigley船型

に本舵を装備する場合を想定），船長ベースのフルード数で 0.12以下の低速に相当する.

計算条件をTable 6.2にまとめる. まず密度比 γは 0.83（下層密度:1200kg/m3）の 1通り

とした．そして舵下端から内部境界面までのクリアランス h1b（2通り）と下層水深 h2（3

通り）の組み合わせを変更し，計 6通りのケースを対象とした. またTable 6.3には，内

部波（波数 k2）のコード長ベースの臨界フルード数FNc2をまとめる．いま密度比は一定，

上層水深は無限な為，FNc2は下層水深のみに応じて変化する．

Table 6.2: Conditions of two layer fluids and position of the rudder

γ h1b/ws h2/ws

0.83 0.01 0.1

0.10 0.3

1.0

Table 6.3: Critical Froude number, FNc2, in two layer fluids

γ h2/ws FNc2

0.83 0.1 0.158

0.83 0.3 0.274

0.83 1.0 0.500
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Fig. 6.6: Drag coefficient of the rudder in two layer fluids, h1b/ws = 0.1, α = 0°

Fig. 6.7: Drag coefficient of the rudder in two layer fluids, h1b/ws = 0.01, α = 0°

6.3.2 計算結果：舵角がゼロの場合

まず舵角αをゼロとした時の抗力係数CDを，Fig.6.6（h1b/ws = 0.1），Fig.6.7（h1b/ws =

0.01）に示す．この時の抗力とは内部波の造波抵抗に他ならない． 抗力係数が一部の船

速域で急増しており，その増加幅はクリアランスが小さいほど大きい事が分かる．しかし

ながら，第 3, 4章で示した直進する船体の造波抵抗係数が内部波の臨界フルード数 FNc2

の直前で急増する傾向にあったのに対して，今回の結果は，h2/ws = 0.1の場合にはFNc2

（= 0.158）より若干遅い船速で，一方 h2/ws = 0.3（FNc2 = 0.274），1.0（FNc2 = 0.5）の
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Fig. 6.8: aw versus FN/FNc2

場合には，FNc2 より十分に遅い船速で抗力係数の急増が見られる．またクリアランスが

小さいほど，ピーク位置が低速側にシフトしていることが分かる．

抗力係数が急増する船速について考察する為に，横軸に内部波の臨界フルード数に対す

る船速比率を，縦軸に内部波の波長が舵コード長の何倍かを表す指標 aw（波長倍率）を

とったグラフを Fig.6.8に示す．ここで aw は次のように定義される．

aw =
2π

wck2|θ=0
(6.19)

k2|θ=0 は，進行する内部波の組成波の内，舵コード方向に進む内部波の波数を意味する．

これは（2.18）あるいは（5.29）式で，θ = 0を代入して解く事で得られる．

いま aw = 1.5の時の船速比率に着目すると，h2/ws = 0.1，0.3，1.0の各状況で，それぞ

れ 0.78（FN = 0.123），0.53（FN = 0.145），0.29（FN = 0.147）である．Fig.6.7（h1b/ws =

0.01）を観察する時，これらの船速に近い時に抗力係数がピークとなる事が分かる．理由

として aw = 1.5となる船速では，コード長の 1.5倍の長さの波長を持つ内部波が発生して

おり，それ以上の船速ではもはやコード長に対して波長が十分長い為に，舵面に働く横波

の波圧影響が小さくなるからと推測される．結果的に，当船速域が舵面上の圧力分布，強

いては抗力係数が変化する起点になったものと考えられる．また Fig.6.6（h1b/ws = 0.1）

に着目すると，抗力係数がピークとなる船速は概ね aw = 2.5の時の船速に相当している．

理由は上と同じであるが，クリアランスに応じて舵面上で横波の波圧が弱まる起点とな
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る船速（内部波の波長）が異なる様子がうかがえる．なお“ 1.5（h1b/ws = 0.01）”，“ 2.5

（h1b/ws = 0.1）”という aw の値に理論的根拠は乏しく，主観的に決められた感は否めな

い．抗力係数が急増する船速について，より詳細かつ系統的な調査が望まれる．

ここでアスペクト比が小さい場合を考える．例えばコード長を 2倍とすれば awは 1/2倍

となる為，Fig.6.8の各ラインが x軸に寝る方向に傾く事は自明である．この事からも分か

る通り，船体のようにアスペクト比が小さい場合（第3章のWigley船型の場合:Λ = 0.063），

aw = 1.5，2.5となる船速比率はほぼ 1に等しくなる. よって内部波の臨界フルード数を指

標に，その前後で抗力係数（造波抵抗係数）が急変化すると考えて差し支えない．第 3，

4章で論じた船体による造波抵抗係数の結果は，このケースに該当すると思われる．

6.3.3 計算結果：舵角を有する場合

続いて舵角を 5，10，20度に設定した時の抗力係数CD と揚力係数CLの計算結果をま

とめる．最大舵角を 20度とした理由は，6.2.1項で述べた通りである．また各図には，舵

角ごとに 2つの一層の状況での結果を併載してある．1つ目は内部境界面位置に水底を置

いた場合，そして 2つ目が下層を取り除いた場合である．いずれも二層流域の結果と同線

種（但しシンボルなし）で描いてある．ここで h1b の定義が一層/二層流域で異なる点に

注意されたい．それぞれ舵下端から水底/内部境界面までのクリアランスと定義してある．

[抗力係数について]

抗力係数 CD の結果を Fig.6.9, Fig.6.10に示す．クリアランスが h1b/ws = 0.1，0.01の

各場合において，おおよそ FN |aw=2.5，FN |aw=1.5 の船速域で抗力係数が増大しており，更

に船速が増すと減少する様子が見られる. これは舵角がゼロの結果（Fig.6.6, Fig.6.7）と

同じ傾向にあるが，高速域の抗力係数が，ピーク前の抗力係数を下回る点は異なるといえ

る．また舵角が大きいほど，船速に対する抗力係数の変化の幅が大きい．

ここで状況の違いに着目する. まず下層水深h2を固定し，舵下端から内部境界面までの

クリアランスh1bを変化させた場合を考える. 両Figureで下層水深が同じ図を見比べると，

クリアランスが小さいh1b/ws = 0.01の状況で大きな抗力係数となり，船速に対する変化の

幅も大きい事が分かる. 続いてクリアランスを固定し，下層水深をh2/ws = 0.1→ 0.3に変

化させた場合を考える．この時，抗力係数がピークとなる船速域で抗力係数曲線の傾向に

違いがある．特にクリアランスが小さな h1b/ws = 0.01の状況では明確な差が現れており，

下層水深が浅い場合（h2/ws = 0.1）に見られた鋭いピークが，深い場合（h2/ws = 0.3）

には緩い弧となっている．更に下層水深を深く変化させると（h2/ws = 0.3 → 1.0），目

立った差こそないが，僅かにピーク直後の抗力係数が船速に対してより緩やかに減少する
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様子を観察できる．また詳細には，h2/ws = 0.1→ 0.3→ 1.0と下層水深が深くなるに連

れて，FN = 0.6での抗力係数が若干小さくなるようであるが，無視できる差である．

次に一層の状況と比較する. まず FN = 0.05では，二層流域の抗力係数が，内部境界面

位置に水底を置いた一層の状況での抗力係数に近い値をとる事が分かる．理由として，流

れを貫通しない内部境界面が鏡像面の役割を果たしたものと思われ, 加えて当船速域では

内部波の造波影響が小さかったからと推測される．一方，船速の増加に連れて抗力係数は

増加→減少の過程を辿り，上述の一層の状況での抗力係数を下回り，次第に下層が無いと

した時の一層の状況での抗力係数に漸近していくような推移が見られる．

[揚力係数について]

揚力係数CLの結果をFig.6.11, Fig.6.12に示す．クリアランスが h1b/ws = 0.1，0.01の

各場合において，おおよそFN |aw=2.5，FN |aw=1.5 の船速域でハンプ・ホローの傾向が見ら

れるが，抗力係数のような目立った増加は見られない．但し,船速の増加に連れて緩やか

に減少する傾向は同じである．また舵角が大きいほど，船速に対する揚力係数の変化の幅

が大きい.

ここで状況の違いに着目する. まず下層水深 h2 を固定し，舵下端から内部境界面まで

のクリアランス h1b を変化させた場合を考える．両 Figureで下層水深が同じ図を見比べ

ると，クリアランスが小さい h1b/ws = 0.01の状況で大きな揚力係数を示し，船速に対す

る揚力係数の変化の幅も大きい事が分かる．続いてクリアランスを固定し，下層水深を

h2/ws = 0.1→ 0.3に変化させた場合を比較する時，ハンプ・ホローの傾向に差が認めら

れる．特にクリアランスが小さな h1b/ws = 0.01の状況で明確な差があり，ホローは共通

して FN = 0.1で起こるが，ハンプとなる船速は抗力係数がピークとなる船速とほぼ重な

る事がうかがえる．更に下層水深を深く変化させた場合には（h2/ws = 0.3 → 1.0），抗

力係数同様に目立った差は認め難い．また h2/ws = 0.1→ 0.3→ 1.0と下層水深が深くな

るに連れて，FN = 0.6での揚力係数が若干小さくなるようであるが，その差は小さい．

次に一層の状況と比較する. 大まかな共通傾向として，低速域（おおよそFN ≤ 0.2）で

は，二層流域の揚力係数は内部境界面位置に水底を置いた一層の状況での揚力係数に近い

値を示すといえる．一方，船速が増して揚力係数が減少するに連れて，下層が無いとした

時の一層の状況での揚力係数に漸近していくような推移が見られる．
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Fig. 6.9: Drag coefficient of the rudder in two layer fluids, h1b/ws = 0.1
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Fig. 6.10: Drag coefficient of the rudder in two layer fluids, h1b/ws = 0.01
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Fig. 6.11: Lift coefficient of the rudder in two layer fluids, h1b/ws = 0.1
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Fig. 6.12: Lift coefficient of the rudder in two layer fluids, h1b/ws = 0.01
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[舵表面の圧力分布]

「h1b/ws = 0.01，h2/ws = 0.1，α = 10°」のケースに着目し，幾つかの船速について

舵表面の圧力係数Cp の計算結果を示す．Fig.6.13 - Fig.6.15は，それぞれ Fig.6.2で定義

された ow-xwywzw 系において，zw/ws = 0.43，0，−0.43のスパン位置での舵表面一周の

圧力係数である．ここで凡例括弧内の 2つの%数値は，（FN/FN |aw=1.5，FN/FNc2）の 100

分率値を表す．なお FN |aw=1.5 = 0.123，FNc2 = 0.158である．

まず舵上端付近（zw/ws = 0.43）と舵中央（zw/ws = 0）では，圧力係数曲線の船速に

応じた差は小さく，Fig.6.5に示した水底近くで作動する時【h1b/ws = 0.01】の結果とほ

ぼ同じである事が分かる．これは内部境界面から距離があるからと思われ, 内部波の影響

は限定的であったと考えられる．

次に舵下端付近（zw/ws = −0.43）の圧力係数に着目する．Fig.6.15には，FN = 0.05

から 0.6まで計 12の船速における結果を 4つの図に分けてまとめてある．FN = 0.05の時

の圧力係数曲線は，Fig.6.5の水底近くで作動する時【h1b/ws = 0.01】と比較して，舵前

縁付近の負圧のピーク値に差はあるが，全体の傾向はおおよそ似ている．一方，船速が増

加すると，舵面上の圧力が著しく変化する様子が分かる．FN = 0.06，0.07の船速では，

圧力係数曲線が振れる様子を観察できる．そして FN = 0.11（FN/FN |aw=1.5 = 0.89）へと

船速が増すに連れて，背面側の舵中央付近から xw/wc = −0.75付近の間に大きな負圧が

現れるようになり，舵後縁にかけては急激な負圧の減少が見られる．正面側では舵前縁付

近の正圧が負圧に転じて増大し，舵後縁にかけて急減している．ここで正面と背面の圧力

が舵後縁でほぼ等しくなっており，舵面上の圧力が激しく変化してもKuttaの条件は満た

されている事が分かる．しかし FN = 0.126（FN/FN |aw=1.5 = 1.02）以上の船速になると，

一変して舵面上の顕著な圧力変化が収束に向かう様子を確認できる．6.3.2項の議論を踏

まえる時，FN/FN |aw=1.5 = 1.0となる船速（FN = 0.123）は，内部波の横波に因る波圧が

舵面上に強く現れなくなる船速の目安となる事から，舵面上の圧力分布が大きく変化する

起点になったと推測される．

また高速時（FN = 0.6）の圧力係数曲線は，Fig.6.5の水底近くで作動する時【h1b/ws =

0.1】の結果に似ている．この事実は，Fig.6.9 - 6.12で示された“船速が速くなると下層

が無いとした時の一層の状況での抗力/揚力係数に漸近していくように推移する”という

傾向と整合性がある．
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zw/ws = 0.43

Fig. 6.13: Pressure distributions of the rudder in two layer fluids, zw/ws = 0.43

zw/ws = 0

Fig. 6.14: Pressure distributions of the rudder in two layer fluids, zw/ws = 0
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zw/ws = −0.43 zw/ws = −0.43

zw/ws = −0.43 zw/ws = −0.43

Fig. 6.15: Pressure distributions of the rudder in two layer fluids, zw/ws = −0.43
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[内部波の波紋]

引き続き「h1b/ws = 0.01，h2/ws = 0.1，α = 10°」のケースに着目する．ここでは内部

波の臨界フルード数FNc2前後の船速域に焦点を当て，舵による造波特性を調査する．計算

対象にFN = 0.126，0.142，0.174，0.237の計 4通りの船速を考えた．これはFN/FNc2 = 0.8，

0.9，1.1，1.5に対応している．内部境界面の計算領域は−10 ≤ x/wc ≤ 2，|y/wc| ≤ 5に
設定し，計 4200分割（主流方向:70, 横方向:60）とした．波紋の計算結果をFig.6.16から

Fig.6.19に示す. ここで波紋図の右上には波高倍率を記してある．なおFN = 0.237の波紋

図において y = 0軸付近の領域で一部波が崩れた様子が見られる．これは分割密度に基づ

く解像度の問題と思われるが，波系変化の観察に支障はない為，ここではそのまま示す．

まずFN = 0.126のケースでは，短波長の横波及び発散波が観察される．一方，船速が内

部波の臨界フルード数直前（FN = 0.142）になると，長い波長の横波と末広がりな発散波

が現れ，超過後（FN = 0.174）は発散波のみの波系へと変化している．そして船速が更に増

すと，舵後方のより狭い半頂角の内部にのみ発散波が存在する事が分かる（FN = 0.237）.

以上のように，内部波の臨界フルード数前後の一連の波系変化は直進時の議論と同じと

いえるが，流れに対して舵正面側の流場（y ≥ 0）を伝播する発散波の波高は高く，逆に

背面側（y < 0）に現れる発散波の波高は低いといった特徴が見られる．特に船速が臨界

フルード数を超過したケースにおいて，正面側の発散波の隆起が著しい様子が分かる．
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10 · ζI/wc

Fig. 6.16: Wave pattern on the interface generated by the rudder, FN = 0.126

10 · ζI/wc

Fig. 6.17: Wave pattern on the interface generated by the rudder, FN = 0.142
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10 · ζI/wc

Fig. 6.18: Wave pattern on the interface generated by the rudder, FN = 0.174

10 · ζI/wc

Fig. 6.19: Wave pattern on the interface generated by the rudder, FN = 0.237
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6.4 本章のまとめ

本章では，揚力体として線形の渦モデル（随伴渦の流出角が 0度）が有効な舵を取り上

げ，二層流域における舵の定常造波問題を境界値問題として解く新たな方法（定式化）を

示した．

舵周りの流れは，（1）舵に対して斜めに流入する一様流れに，（2）内部境界面の造波と

水底の影響を含む排除流れ，（3）同影響を含む循環流れ，そして（4）両流れによる自由

表面の造波と波面間の干渉影響を重ね合わせる事で定義した．具体的に（2）と（4）の流

れは，舵表面と自由表面上の特異点にソースのグリーン関数（第 2章で導出）を用いる事

で，（3）の流れは，キャンバー面上に馬蹄渦のグリーン関数（第 5章で導出）を考える事

で表現した．ここで両グリーン関数は内部境界条件と水底条件を満足している．速度ポテ

ンシャルは（6.1）-（6.5）式にまとめられた．

次にNACA0015翼型の舵（Λ = 1.5）を対象に舵特性の推定を試みた．まず一層の状況

を想定し，無限流体中，及び水底近くで作動するような状況を対象とした．その結果，水

底に接近するに連れて，揚力と抗力が増加する事を確認した.

続いて二層流域を同舵が航走する状況を想定して，本解法により計算を実施した．その

際，舵は自由表面下に十分没水しているものとし，自由表面影響は考慮せずに計算した.

ここで内部波の波長が舵コード長の何倍かを表す指標 aw を（6.19）式で定義すると，抗

力係数は，舵下端から内部境界面までのクリアランス h1bと舵スパン長wsの比 h1b/wsが

0.01，0.1の時に，それぞれFN |aw=1.5，FN |aw=2.5となる船速を目安に増加し，さらに船速

が増すと緩やかに減少する事が示された．一方，揚力係数については，h1b/wsが 0.01，0.1

の時に FN |aw=1.5，FN |aw=2.5となる船速でハンプ・ホローの傾向が見られるが，抗力係数

のような目立った増加は見られなかった．但し船速の増加に伴い次第に減少していく傾向

は同じであった．抗力/揚力係数に共通して，クリアランスが小さいほど船速に対する変

化の幅が顕著であり，また本結果を見る限り，下層水深 h2 と舵スパン長との比 h2/wsが

0.3以上になると，下層水深が深くなる事による変化は大きくないように思われた．

加えて本章では「h1b/ws = 0.01，h2/ws = 0.1，α = 10°」のケースに着目して，船速

ごとに舵表面の圧力分布を示した．そして舵下端付近に作用する波圧が船速と共に大きく

変化する様子を明らかにした．また同ケースの内部波の波紋を示し，舵による造波特性に

ついて理解を深めた．
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7 . 結論

　本章では，本論文のまとめと今後の課題について述べる．

7.1 まとめ

本論文では，二層流域の上層を直進航行する船体や，迎角を有して前進する揚力体の定

常造波問題を解く新たな方法を示した．ここで両層にはポテンシャル流れを仮定し，線形

ポテンシャル理論に基づく境界値問題として定式化した．その際，両層は混合しないと仮

定して常に明瞭な内部境界面を考え，力学的・運動学的境界条件（内部境界条件）を立て

た．また揚力体を扱う場合には，小さい迎角，線形の渦モデル（随伴渦の流出角が 0度）

を仮定した．今回提案した解法（定式化）の特徴として，内部境界条件と水底条件を満足

する特異点（ソース及び渦系）によるグリーン関数を応用した点が挙げられる．つまり速

度ポテンシャルを定義する積分方程式の核関数に本グリーン関数を用いる事で，内部境界

面の造波と水底の影響を流場に反映させる事を図った．これにより，特異点を分布させる

境界面を自由表面，船体表面，加えて揚力体の場合はその揚力面に限る事ができる．この

他に見込まれる本解法の優位性として次を挙げる事ができる．

• 核関数に用いるグリーン関数は自由表面条件を満足していない．よって船体表面の

要素が自由表面に接近した場合であってもグリーン関数に特異性は現れず，安定し

て計算できる．またその速度ポテンシャルの表示に，水線上の線積分項が現れない

点も特徴といえる．以上の事は，任意船型の取り扱いを容易とする．

• 内部境界面の造波と水底の影響はグリーン関数を通じて厳密に考慮する事が可能．

特に内部波の放射条件は数学的に厳密に処理されている．

• 自由表面と内部境界面の造波を両波面の干渉影響を含めて計算できる．

• 自由表面条件を任意に選択可能．肥型船の場合には，二重模型ポテンシャルを考慮

したDawson型線形自由表面条件を適用できる．
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• 本問題は，深水域の定常造波問題における速度ポテンシャルの核関数の変更として

定式化される．よってアルゴリズム的には，深水域プログラムを容易に二層流域対

応プログラムに拡張可能である．

また本論文では，提案した解法に用いられるグリーン関数を新たに導出した．第 2章

ではソースによるグリーン関数を，そして第 5章では渦系によるグリーン関数を導いた．

いずれも上層無限/下層有限水深の二層流域で内部波を誘起する造波グリーン関数である．

これらの提示も本研究における成果の一つと考えられる．

解法としての妥当性の検証は，本解法による計算結果をYeung等 [17]のグリーン関数

を用いた計算結果と比較する事で行われた．まず単一ソースの造波特性を検証し，本解

法が内部波ならびに自由表面上に現れるその干渉造波を適切に計算できる事を確認した．

続いて自由表面直下を航行する没水回転楕円体を対象に，内部境界面位置を楕円体の無限

下から除々に近づけた時の造波抵抗係数を比較した．その結果，本解法がYeung等のグ

リーン関数を用いた場合と遜色なく計算できる事を確認した．

次に本論文では，今回提案した解法により，二層流域で直進航行する船体の造波抵抗，

ならびに姿勢変化（船体沈下量/トリム角）の推定を試みた．

第 3章では痩せ型船のWigley船型を取り上げ，造波抵抗係数を推定した．ここで流場

は，一様流れの速度ポテンシャルに船体による両波面の造波（波面間の干渉影響を含む）

と水底の影響を表す速度ポテンシャルを足し合わせる事で定義した．

内部波（波数 k2）の臨界速度付近の船速域で，造波抵抗係数が急増するという結果が

得られた（死水現象の発生）．密度比が同じであれば，内部境界面までのキールクリアラ

ンスが小さい（上層水深が浅い）ほど，あるいは下層水深が深いほど，造波抵抗係数は大

きな変化を示した．また密度比が小さい（下層密度が大きい）ほど，内部波の臨界速度は

大きくなる傾向にあり，より大きな船速から造波抵抗係数が急増する事が分かった．こう

した顕著な変化を示す背景に内部波の造波影響がある．波紋図より，この臨界速度直前で

内部波の波長が長くなり，波高が急増する事，そして超過後はその横波が消失し，波系の

様相が大きく異なる事を確認した．またこの時の自由表面上には，内部波による干渉結果

として，半波長位相のずれた同様の波形が現れる事を確認した．一方，船速が増すと，自

由表面波（波数 k1）が次第に大きく誘起され始め，その波圧が船体表面上で顕著になる

様子が観察された．
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第 4章では肥型船として実船型のESSO OSAKAを取り上げ，造波抵抗と姿勢変化を推

定した．始めに船体周りの流れを，“二層流域の自由表面を鏡面に見立てた深さ方向に対

称な流場を，船体の二重模型が航行する時の流れ”で近似した．その流れには，内部境界

面の造波と水底の影響が考慮される．そしてそれに自由表面の造波の影響と波面間の干渉

影響を表す速度ポテンシャルを足し合わせる事で，流場を定義した．

二層流域での船速に対する造波抵抗係数の変化は，Wigley船型の時と同じであった．

よってここでは姿勢変化の結果をまとめる．内部境界面までのキールクリアランスが小さ

く（h1/d = 1.2），かつ下層水深が深い（h2/d = 0.3）状況では，船速に応じて大きな姿

勢変化が観察された（h1,2：上下層水深，d：喫水）．まず内部波の臨界速度に近い船速域

で大きな船体沈下が起こった．トリムに関しては，船速が内部波の臨界速度に接近すると

船首トリムから船尾トリムへと急変化した．そして船速が増すと再度船首トリムに転じる

が，その時のトリム角は一層浅水域の場合と比較して小さくなる事を確かめた．一連の姿

勢変化の背景に，当船速域における内部波の顕著な造波影響が挙げられ，船体表面には強

く特徴的な波圧が現れる事を確認した．一方，キールクリアランスが大きく，また下層水

深が浅くなるに連れて，内部波の影響は小さくなると思われ，一層浅水域の姿勢変化に近

づく事が分かった．

続いて本論文では，揚力体として線形の渦モデル（随伴渦の流出角が 0度）が有効な舵

を考え，今回提案した解法により，二層流域での舵特性（揚力/抗力）の推定を試みた．

第 6章では，アスペクト比 Λ = 1.5のNACA0015翼型の舵を取り扱った．舵周りの流

れは，（1）舵に対して斜めに流入する一様流れ，（2）内部境界面の造波と水底の影響を含

む排除流れ，（3）同影響を含む循環流れ，そして（4）両流れによる自由表面の造波と波

面間の干渉影響を重ね合わせる事で定義した．具体的に（2）と（4）の流れは，舵表面と

自由表面上の特異点にソースのグリーン関数（第 2章で導出）を用いる事で，（3）の流れ

は，キャンバー面上に馬蹄渦のグリーン関数（第 5章で導出）を考える事で表現した．

自由表面下に十分没水した本舵が内部境界面の直上で作動する時の舵特性は，次のよ

うにまとめられる．内部波の波長が舵コード長の何倍かを表す指標 aw を定義すると，抗

力係数は，舵下端から内部境界面までのクリアランス h1bと舵スパン長wsの比 h1b/wsが

0.01，0.1の時に，それぞれFN |aw=1.5，FN |aw=2.5となる船速を目安に急変化する事が示さ

れた．理由として当船速以上では，もはや舵コード長に対して波長が十分長い為に舵面に
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働く横波の波圧影響が小さくなるからと思われ，舵面上の圧力分布，強いては抗力係数

が変化する起点になったものと推測される．なおクリアランスと抗力係数が急増する船

速（舵面上で横波の波圧が弱まり始める時の内部波の波長）との関係については，より詳

細かつ系統的な調査が望まれる．一方，揚力係数については，h1b/wsが 0.01，0.1の時に

FN |aw=1.5，FN |aw=2.5となる船速でハンプ・ホローの傾向が見られるが，抗力係数のよう

な目立った増加は見られなかった．抗力/揚力係数に共通して，船速の増加と共に緩やか

に減少していく様子が観察され，下層が無いとした時の一層の状況での値に漸近していく

ような推移が見られた．またクリアランスが小さいほど船速に応じて変化する幅が顕著で

あり，下層水深 h2 と舵スパン長との比 h2/ws が 0.3以上になると，下層水深が深くなる

事による変化は大きくないとの結果が得られた．

舵表面の圧力分布を観察した時，h1b/ws=0.01の場合，aw = 1.5付近の船速域で舵下端

付近の圧力分布に内部波の波圧影響が強く現れる事を確認した．また舵角を有する舵周

りの造波現象を調査したところ，内部波の臨界速度前後で波系の様相が大きく異なる点

は，直進する船体の場合と同じであった．但し，流れに対して舵正面側の流場を伝播する

発散波の波高は高く，逆に背面側に現れる発散波の波高は低いといった特徴が見られた．

特に船速が内部波の臨界速度を超過したケースにおいて，正面側の発散波の隆起が顕著で

あった．
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7.2 今後の課題

今後の課題をまとめる．

（1）実験の実施/計算精度の検証

今回は二層流域で実験をする事が叶わず，計算ベースの議論に終始した．計算結果

に依れば，二層流域における船体の造波抵抗や姿勢変化，及び舵特性は特徴的な傾

向を示すとされ，一連の計算精度の検証が必要である．

（2）船速と内部波の臨界速度が近接する場合の計算精度向上

今回提案した解法により船の定常造波問題を解く時，表記の船速状況において計算

が不安定 (自由表面波が発散)となった．理由としてこの船速域では波の波長に対し

て計算領域が十分ではない可能性がある．そこで自由表面遠方領域ではRayleighの

仮想摩擦係数を残した自由表面条件を課す事も一案と考えられる．

（3）新規計算課題への取り組み

二層流域における船舶緒性能の推定に関しては，まだ多分に研究の余地があると思

われる．ここでは今後の新規計算課題として幾つかを挙げる．

　-　船体の操縦運動時における流体力の推定

　-　プロペラ単独特性の推定

　-　船体，プロペラ，舵が直列した時の相互干渉の推定

　-　船底が内部境界面を貫通する状況への対応

　-　下層流体の粘性を考慮
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44) Söding,H.(1999): ”Limits of potential theory in rudder flow predictions”, Proceedings

of the 22nd Symposium on Naval Hydrodynamics, Washington,D.C., pp.622-637

112



補遺 A . （2.13）式の導出

　ここでは本文（2.13）式をフーリエ変換の手法により導出する．2変数フーリエ変換と

逆変換は，（2.11），（2.12）式で定義される．いまソースによるグリーン関数（2.7），（2.8）

式のフーリエ変換 F [ ]を次のように定義する．

g(1) = F [G(1)s ] = F [1/r] + g
(1)
0 (A.1)

g(2) = F [G(2)s ] = g
(2)
0 (A.2)

F[1/r]は次式で与えられる.

F
h1
r

i
=
e−k|z−ζ|

k
(A.3)

ここで kは次のように定義される．

k2 = k2x + k
2
y (A.4)

まず各境界条件 (2.3)～(2.5)式にフーリエ変換を適用する事で次式を得る.

γ

µ
k0
∂g(1)

∂z
− k2xg(1) − iμkxg(1)

¶
= k0

∂g(2)

∂z
− k2xg(2) − iμkxg(2) z = 0 (A.5)

∂g(1)

∂z
=
∂g(2)

∂z
z = 0 (A.6)

∂g(2)

∂z
= 0 z = −h2 (A.7)

続いて (2.10)式のラプラス方程式にフーリエ変換を適用する事で次式を得る．

∂2g
(m)
0

∂z2
− k2g(m)0 = 0 (A.8)

(A.8)式の一般解としては次式が考えられる.

g
(m)
0 (kx, ky, z) = A

(m)(kx, ky)e
kz + B(m)(kx, ky)e

−kz (A.9)
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以下，A(m)，B(m)を具体的に求めていく. まず内部境界条件 (A.5)式より次式を得る.

(A(1)γ − A(2))(k0k − k2x − iμkx)
−(B(1)γ − B(2))(k0k + k2x + iμkx)

= −γ
k
e−kζ(k0k − k2x − iμkx) (A.10)

次に内部境界条件 (A.6)式より次式を得る.

A(1) = B(1) + B(2)(e2kh2 − 1)− 1
k
e−kζ (A.11)

水底条件 (A.7)式からは次式が得られる.

A(2) = B(2)e2kh2 (A.12)

また無限上方では撹乱が無いとみなして，(A.9)式よりA(1) を 0とする.

A(1) = 0 (A.13)

ここで (A.4)式より次の関係式を考える.

kx = k cos θ ky = k sin θ (A.14)

(A.10) - (A.13)式を (A.14)式を用いて整理すると，B(2)として次式が得られる.

B(2) =
γ(a+ b)e−k(h2+ζ)

k∆
(A.15)

ここで変数 a,b,∆は本文 (2.16)式で定義されている通りである. また (A.12)，(A.15)式よ

りA(2)として次式が得られる.

A(2) =
γ(a+ b)ek(h2−ζ)

k∆
(A.16)

また (A.10)，(A.13)，(A.15)，(A.16)式よりB(1)として次式を得る.

B(1) =
£
2γae−kζ sinh kh2 − {γa− (1− γ)b}ek(h2−ζ)

+ {(1 + γ)a+ γb}e−k(h2+ζ)
¤
/(k∆) (A.17)

(A.13)，(A.15) - (A.17)式を (A.9)式に代入してフーリエ逆変換を適用後，(A.14)式を用

いて変数変換を施す事で，最終的に (2.13）式が得られる.
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補遺 B . （5.24）式の導出

　ここでは本文（5.24）式の導出を示す. まず渦点による造波関数G
(m)
v0 のフーリエ変換

F [ ]を次のように定義する．

g
(m)
0 = F [G

(m)
v0 ] (B.1)

続いて各境界条件 (5.20)～(5.22)式にフーリエ変換を適用する事で次式を得る.

γ

(
k0

Ã
F [ωΓ] +

∂g
(1)
0

∂z

!
+

µ
F

∙
∂uΓ
∂x

¸
− k2xg(1)0

¶
− iμkxg(1)0

)

= k0
∂g

(2)
0

∂z
− k2xg(2)0 − iμkxg(2)0 z = 0 (B.2)

F [ωΓ] +
∂g

(1)
0

∂z
=
∂g

(2)
0

∂z
z = 0 (B.3)

∂g
(2)
0

∂z
= 0 z = −h2 (B.4)

いま内部境界面を鏡像面としてベクトル・ポテンシャル項の正鏡像を考慮した事から，次

式が成り立つ.

ωΓ|z=0 = 0 → F [ωΓ]z=0 = 0 (B.5)

よって (B.2)，(B.3)式の F [ωΓ]項は無視してよい. また (5.19)式のラプラス方程式にフー

リエ変換を適用する事で次式を得る.

∂2g
(m)
0

∂z2
− k2g(m)0 = 0 (B.6)

ここで kを次のように定義した.

k2 = k2x + k
2
y (B.7)

(B.6)式の一般解としては次式が考えられる.

g
(m)
0 (kx, ky, z) = A

(m)(kx, ky)e
kz + B(m)(kx, ky)e

−kz (B.8)
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以下，A(m),B(m) を具体的に求めていく. まず内部境界条件 (B.2)式より次式を得る.

(A(1)γ − A(2))(k0k − k2x − iμkx)

−(B(1)γ − B(2))(k0k + k2x + iμkx) = −γF
∙
∂uΓ
∂x

¸
z=0

(B.9)

次に内部境界条件 (B.3)式より次式を得る.

A(1) − B(1) − A(2) + B(2) = 0 (B.10)

水底条件 (B.4)式からは次式が得られる.

A(2) = B(2)e2kh2 (B.11)

また無限上方では撹乱が無いとみなして，(B.8)式よりA(1)を 0とする.

A(1) = 0 (B.12)

ここで (B.7)式より次の関係式を考える.

kx = k cos θ ky = k sin θ (B.13)

(B.9) - (B.12)式を (B.13)式を用いて整理すると，B(2)として次式が得られる.

B(2) =
−γ sec2 θe−kh2F

£
∂uΓ
∂x

¤
z=0

k∆
(B.14)

ここで∆は本文 (5.27)式で定義されている通りである. また F [∂uΓ/∂x]z=0は次式で与え

られる.

F

∙
∂uΓ
∂x

¸
z=0

= ktζe
−kζ sin 2θ (B.15)

よってB(2)として次式を得る.

B(2) =
−2γ tan θtζe−k(h2+ζ)

∆
(B.16)

(B.11)及び (B.16)式よりA(2)として次式が得られる.

A(2) =
−2γ tan θtζek(h2−ζ)

∆
(B.17)

(B.10)，(B.12)，(B.16)，(B.17)式よりB(1)として次式が得られる.

B(1) =
−2γ tan θtζ(e−k(h2+ζ) − ek(h2−ζ))

∆
(B.18)

(B.12)，(B.16) - (B.18)式を (B.8)式に代入してフーリエ逆変換を適用後，(B.13)式を用

いて変数変換を施す事で，最終的に (5.24）式が得られる.
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