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概要

リカッチ代数方程式はう最適レギュレータ問題，カルマンフィルタを含む推定制御

問題，及び近年盛んに研究されている H∞制御問題など.あらゆる制御問題における

コントローラの設計に欠かすことのできない基本的な方程式である.特に、微小な摂

動項εをともなう特異摂動システムを扱う場合.計算機の物理的容量から.リカ ッチ代

数方程式を解くことは困難である 1980年代前半.Gajicは.この摂動項を含むリ カッ
チ代数方程式を解くための再帰的アルゴリズムを提案した

近年の計算機技術の急速な発展に対して.制御問題に関する摂動項を含むリカ ッチ

代数方程式を解くことはういまだに困難な問題である.Gajicが扱った特異摂動シス
テムは、 システムの係数行列.422が非特異で・ある仮定が存在するために再帰的アルゴ

リズムの適用範囲が狭かった後に • 1980年代後半にはKhalilは.この仮定を必要と
しないコントローラの設計を提案した通常.係数行列.422が非特異で‘ある仮定を必

要とする特異摂動システムを標準特異摂動システム.仮定を必要としない特異摂動シ

ステムを非標準特異摂動システムと呼んでいるが、非標準特異摂動システムにおける

再帰的アルゴリズムは• Khalilが非標準特異摂動システムの制御問題に対するコント
ローラを構築したにも関わらす現在でも扱われていない.

そこで?本論文では Gajicが提案した特異摂動システムにおけるリカッチ代数方
程式ための再帰的アルゴ、リズムを拡張する.すなわちすGajicは係数行列A22が非特異
である標準特異摂動システムにおける最適レギュレータ問題(LQR問題)とLQG問
題のみを扱っているのに対し.本論文では• A22が非特異である仮定が存在しない非標
準特異摂動システムにおける最適レギュレータ問題(LQR問題)とLQG問題を扱う.
拡張された再帰的アルゴリズムを利用することによって、扱うシステムの次数を低減

し摂動項の大きさを考慮しないリカ ッチ代数方程式の解を求めることが本論文の目

的である.さらに.本論文では1980年代後半に Doyleらによって構築された状態空間
法に基づく H∞制御を.非標準特異摂動システムに適用して.再帰的アルゴリズムに
よるコントローラの設計を提案する
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第 1章

はじめに

1.1 緒言

数学を要とする体型化された制御理論の始まりとして、 1950年代に現れた古典制御理論

が挙げられる これは.ラウス ・フルビッツやナイキストの安定判別に代表される伝達関

数や周波数応答に基づくフィード、バック制御系の安定解析に端を発する.後に、それらの

結果が?ボード‘線図やニコルス線図による制御器の設計に応用され3その成果として PID

制御が生まれたのは周知の事実で-ある.1960年代には.宇宙船の制御に影響されて最大原

理による最短時間制御，あるいは?カルマンの提案した状態空間法に基づ.く時間領域の 2

次形式評価関数を最小にする最適レギ、ュレータ問題 (LQR問題)や LQG問題(最適推定

問題)が盛んに研究されたこの時代以降の制御理論は現代制御理論と呼ばれヲ周波数応

答の代わりに状態方程式が導入され‘制御対象も多入出力系として扱われるようになった.

続く 1970年代は?状態フィード、パック制御を中心とした極指定?最適レギ、ュレータとオブ

サ、ーパの併用，Geometric Approachに代表される線形制御の構造等が中心に議論された

時代であったさらに.1970年代後半にはヲ既約分数表現に基づく制御理論t言い換えれ

ば?多入出力系を統一的に扱う状態、空間表現を基本とする現代制御理論と周波数領域を基

本とする古典制御理論の両者の良さを融合する制御理論が研究されるようになった特に7

安定で‘プロパ (proper)な有理関数行列で既約分解するとしづ手法によりヲ与えられた制御

対象に対しフィード‘バック系を安定化するすべての制御器が表現されたことが大きな展

開につながった.これはその後の H∞制御などの新しい制御理論の基礎となった

一方，1980年代に入ると 3マイコンの登場によってヲ以前より簡単かつ安価に実際の制

御問題に少しずつ応用され始めた.これに対し最適制御の現実的問題が理論的に指摘さ

れるようになった.その 1つはロバスト安定性である.これは 3最適制御は制御対象の状

l 



態、空間モデルが正確に分かっているときには有効な手法であるがう制御対象に何らかの変

動があったときにも有効かという問題である.これは.最適制御系に限定したことではな

く.それまでの制御理論では定量的にはほとんど議論されていない問題である.1980年代

半ば、制御対象を基準モデルと変動分という独立した形式の集合として扱い.その集合に

属する全ての制御対象に対して有効な制御器を求める‘いわゆるロバスト制御が中心課題

となってきた最初は‘構成されたフ ィード、パック系がロバスト安定となっているかどう

かを判別する解析的結果が中心であったが.木村 (1984)によって導かれたロバスト安定

化補償器が存在するための条件 (ロバスト安定化可能)を lつの契機として.どのように

ロバス ト安定化補償器を設計するかどうかという設計問題 (ロバスト安定化問題)が大き

く注目されるようになってきた.もう lつはうZames(1981)によって指摘された評価指標

に対する問題である.制御系の平均的な性能を良くしようとする最適制御のような評価関

数よりも最悪ケースを抑える H∞ノルムをその規範に選ぶべきだという主張である.これ

がH公制御の始まりでありう当初伝達関数をベースとした難解な理論展開がなされてきた.

なお、H∞制御とロバスト制御は非常に密接な関係にあり、ある種のロバスト安定化問題は

H∞制御問題の lつになっている.これは3最も都合の悪い変動に対して安定化をはかろ

うとするロバスト安定化は.一種の最悪ケースの設計となっていることからも理解される

H∞制御が研究され始めたころは、 H∞制御は周波数領域の評価に基づくもので・時間領

域の評価関数を最小にする最適制御とは異なるものと考えられていたしかし)1989年，

有名な DGKFの論文 (Doyleet al. 1989)により.2つの制御方式は密接に関係しており.

H∞制御においてその条件を緩めていくと H2制御すなわち最適制御に近づくことが示さ

れた又.当初その解法が難解とされてきた設計手順も本質的には 2つのリカッチ方程式

を解けば良いことが示され.計算手順のパッケージ化とともに多くの応用の関心を集めて

いる.要約すると、H∞制御はその特殊な場合として H2制御/最適制御を一般的に含むも

のといえる Doyleはこれを新現代制御 (PostModern Control)と呼んでいる

以上‘現代までの制御の歴史を振り返って，1980以降発展してきた現代制御理論及び、

新現代制御に欠かせない方程式が存在する.リカ ッチ代数方程式である.最適レギ、ュレー

タ問題ヲLQG問題、及びH∞制御問題のいずれをとっても，制御器を設計するためにはリ

カッチ代数方程式を解かなければならない.このリカッチ代数方程式は.もともと，18世

紀の数学者J.F.Riccati(1676rv1754)の名前をとって名付けられた l階非線形微分方程式

に由来している.通常.制御工学者が直面するリカッチ代数方程式は‘以下の 3つに分類

される.(付録 l参照)

PA + ATp -PBR-1BTp + Q = 0 (l.la) 

AP + P AT -PCTV2-
1CP + Cv; CT = 0 、、BE

，，

1
0
 

可
l
ム、。ょ，，』E

、、
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PA + AT P -P(B2BJ -i-2B1B'{)P + Q = 0 、、EE
，，F
F
」
1
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司

1
4
，，，st
、、

ここで，物理的要求から R>O、九三 O‘¥2> 0であり、 Qは準正定対称行列である.ま

た.Pは準正定対称解である.また?行列の右上付きの Tは.行列の転置記号を意味する

(l.la)から順に3最適レギ、ュレータ問題，LQG問題.H∞制御問題の解法に現れるリカッチ

代数方程式であるが.そのリカッチ代数方程式の解を得るための方法はさまざまで、リカ ッ

チ微分方程式の定常解として求める方法.1:1einmanによる Newton-Raphson法を応用し

た逐次解法.有本.YlacFarlane、Potterによる固有ベクトル法.ハミルトン行列を利用した

Schur解法に至るまでー多種にわたる.ここで注意しなければならないことは.これらの解

法のいずれも.計算機の数値計算は不可欠であり.現代において.計算機を用いないリカッ

チ方程式の求解など考えられない状態、にあることである

近年の計算機技術の進歩には目ざましいものがあり.制御系の次数が 10次程度までな

ら、先に示したリカッチ方程式を解くためのアルゴリズムを利用した結果で-も.実用に耐

えられる結果が得られる.しかしヲシステムの次数があがるにつれて.数値解析的な考慮、

を払ったアルゴリズムを用いなければ有用な結果が得られない場合が生じる.経験上.特

異摂動システムにおける最適レギュレータ問題;LQG問題7及び.H∞制御問題を扱う場

合には.システムの次数が高次元かつ.摂動項と呼ばれる寄生要素のためにリカッチ方程

式を解くための数値計算はいっそうの困難をきたす.1980年代前半1Gajicは.この摂動

項を含む代数リカッチ方程式を解くための再帰的アルゴ、リズムを提案したしかし、 Gajic

が扱った特異摂動システムは3 システムの係数行列A22が非特異で-ある仮定が存在するた

め再帰的アルゴリズ、ムの適用範囲が狭かった

そこで、本論文では Gajic(1986)が提案した特異摂動システムにおけるリカ ッチ代数方

程式ための再帰的アルゴ‘リズムを拡張する.すなわち.Gajic(l986)は係数行列.4.22が非特

異である標準特異摂動システムにおける最適レギ、ュレータ問題と LQG問題のみを扱って

いるのに対し本論文ではヲ.4.22が非特異で・ある仮定が存在しない非標準特異摂動システム

における最適レギュレータ問題と LQG問題.さらに.H.∞制御問題を扱う.本論文で再帰

的アルゴリズムを利用して解くリカッチ方程式のタイプは (l.la)rv(l.lc)の全てである.拡

張された再帰的アルゴ、リズムを利用することによって.扱うシステムの次数を低減し，標

動項の大きさを考慮しないリカッチ代数方程式の解を求めることが本論文の目的である

又7再帰的アルゴリズ、ムによって求められた制御器を実システムに適用したときの特性を

研究する.

以下では?まず.本論文でのキーワードとなる標準.非標準特異摂動システム?特異摂動

法う再帰的アルゴリズム.ロバスト制御.H∞制御3 ロバスト安定性について簡単な解説を

与える.次に研究概要、そして本文に移行する

3 



1.2 標準ぅ非標準特異摂動システム

実際の定気凶路におけるシステム内には.1Hc悦しうるような、小さな浮遊谷量(コンデン

サ)や導線の内部におけるインダクタンス:あるいは?さまざまな内部抵抗なと多種の外

乱?すなわち寄生要素を含んでいる.通常?これらの寄生要素はうほとんどの場合無視され

る傾向にある.これにより.理想的なシステムを考えることによって問題を簡略化しさま

さまな物;出現象を解析している.しかし，実際のシステムのモデリングの際にこれらを忠

実にぷ現しようとすれば.システムの次元が極めて高ーいものとなってしまう.ここで.シ

ステム内に仔イEする~!l付見しうる寄生要素をこの システムにおける限動項とよぶ.又3 この

ような阪動頃を含むシステムを一般に段取Jシステムと 11子ぶ.とく に.システムを特徴づけ

る状態変弘に刻し、微小11年間|付に杉響を以ほす引 (微分項)にJ異動項がかかっているシステ

ムを‘特巣限!friJシステムとよぶこのように.ほとんどの場合3 どのようなシステムにおい

てもHf動頃を含んでおり， fH勤システムと 11子ぶことができる.又3一般に電気回路のよう

な物理的システムにおいてはヲその多くが微分方程式に従うものであり?広い意味で特異

度動システムと密接な関係にある.

1.2.1 特異摂動システムの例

凶l.1で与えられる RL('回路を考える (Shaotl al. J 993) 

L R， R2 

+ + 

u(t) 

1 
y(t) 

図 J.1: R-L-C networks. 

ここで?μ(t)は入力電圧，('1， C2はコンデンサ，RJ， R2は抵抗，Lはインダクタンスであ

る.いま，L = O.lH， C2 = O.lF， R1 = 0.05，0，九==1.0であり ，C1が導線聞に生じる浮遊容
量とすれば，('1ε(> 0)として 3方程式 (1.2)で表現できる

[i(t)|-MO-i/L21(t) l 
iI(/)=[o-l/叫 l/RT1224+[。|lL(t)(12)
ぷ(l)I 1/ R2 ー 1/R2 I I z (t) I I 0 
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ここで;Xl (t)はLを流れる電流であり、 X2(t)はC2の両端にかかる電圧、 二(t)はC1の両端

にかかる電圧である C1が他の物理定数より十分小さいので.特異摂動システムと呼ぶこ

とができる

このような寄生要素を含む特異摂動システムの一般的な表現は (1.3)で与えられる

土l(t)= AllX1(t) + A12X2(t) + B1U(t)、 Xl(tO)= X~ (1.3a) 

ε 土2(t) = A21X1(t) + A 回以2(t) + B2u(t) 、 2・2(tO) = X~ 、‘‘E
E
E

，，a'

L
U
 

司
《
リ

可

S
ム

r
I
1
・、、

ここで， U(t)εRmは制御入力ぅXi(t)εRη'(i=1.2)は状態、ベクトルをあらわす.εは十

分小さな正のパラメータである.又.各係数行列は適当な次元をもっ.ここで;(1.3b)にお

いてヲ A22が特異で‘ある.つまり，A22
1が存在しないシステムを一般に非標準特異摂動シス

テムと呼ぶ.

1.3 特異摂動法

特異摂動システム (1.3)の安定性などの解析法の lつに特異摂動法があげられる.通常，

摂動項の影響を無視することは.ε=0の近傍でシステムを考察することになるが，ε#0

であるとき，特異摂動システム(1.3)は‘次数が η1+η2次元でーあり.ε=0のときは7η1次

元システムとなる.ここで考えている摂動は、システムの次数を変化させるという意味で

の通常の摂動とは異なっている.摂動項の影響を無視したシステム.すなわち非摂動系は

(1.3)式においてε=0とおくことにより得ることができる.

X1 = AllX1 + A12X2 + B1 U (1.4a) 

0= A訂正1+ A22X2 + B2u (1.4b) 

ここでう A22が非特異行列の場合(A22が安定行列の場合この仮定は成立する.)上式にお

いて X2を消去し?

ム=(All -A12A221 A21)Xl + (B1 -A12A221 B2)u (1.5 ) 

を得る.これは 1slow systemと呼ばれる.このシステムは、摂動項εを含まないので通常の

システムと考えることができる

次にう(1.3b)式において、時間スケールtをt= eTと変換したのちに?εを限りなく Oに

近づける.つまり?ε → Oの極限を考えることによりヲ

ε土2= A21X1 (0) + A22X2 + B2u (1.6 ) 

5 



を得る.ここで.Xl (0)は、Xlの初期値であり『このように変換されたシステムをfastsystem 

と呼ぶ.さらに.

ユコ= わ-A22
1 
A21Xl(0) 、1

1ノ

司

i1ム
，，et
E
，、、

という変換によって上式は3

εれ=A22X2 + B2也、 X2(0)= X2(0)ーま2(0) ( 1.8) 

となる.直観的には.特異摂動システム(1.:3)を時間的に分割し最初の短い時間区間での

ふるまいを (1.8)によって記述するそれ以後の時間のふるまいを (1.5)で記述する.した

がって特異摂動法は‘システム(1.:3)を直接考えるかわりにうそれより次元の低い2つのサ

ブシステム (1.5)、(1.8)を調べることにより特異摂動システムの挙動を解析する手法で

ある.しかし特異摂動法ではうシステムの時間分割だけでなくそれに付随する評価関数

なども時間分割しなければならない.よってそれだけ問題解法のステップが多くなるのは

明かである

ここで¥特異摂動法を利用した lつの安定性に関する補題を紹介する

補題1.1(Kokotovie et al. 1976)特異摂動システム (1.3)において U 三 Oである自律系を

考える.2つの行列 Al1- A12A221 A21、A22が共に安定行列で・あるとき，e* > 0が存在して?

εε[0. e*)なる任意のεに対して(1.3)は漸近安定となる.

注意 1.1slow systemだけで安定化などの設計を行うと?過渡的な影響からヲシステム全

体として安定化できない場合がある.例えば.補題1.1で，slow systemの安定条件のみで

は、 All-A12A221 A21だけが安定行列ということになりヲシステム (1.3)が安定にならない

ことが容易にわかる.

1.4 再帰的アルゴリズム

最適レギ、ュレータ問題t カルマンフィルタを含む推定制御問題?及び近年盛んに研究さ

れている H∞制御問題におけるコントローラの設計などに欠かすことができなし 1基本的な

方程式にリカッチ代数方程式があげられる.特に‘微小な摂動項εを含んだリカッチ代数方

程式を解くためのアルゴリズムとして?再帰的アルゴリズムがGajicらに (1990)よって提

案された.この再帰的アルゴリズムを説明するためにう以下のリアプノフ方程式 (1.9)を

考える (Gajicet al. 1990). 

P(ε)AT(ε) + A(ε)P(ε) + Q(ε) = 0 、、，』，
，，

n可
d
1
i
 

f
eat

‘、
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通常.この方程式の解を直接数値計算によって求めようとすれば、摂動項εのために難しい

ものとなる.この理由は.オーダが異なる数値解析には.積み残しあるいは情報落ちなど

の影響により正しい計算結果が得られないからである.そこで.まず.

I ---h A2 I 
A(ε) = I -1 A _1 A 

|ε1A3ε-1 A4 I 

I QIQ[ ε-lQIQI 1 
Q(ε) = I ー il e-1Q2Q{ε-2Q2Q2 I 

I P， εPっ|
P(ε)=lL}4| 
lεP21 εP3 J 

と分解された行列について.成分計算を実行する

A1P1 + A2P! + P1A[ +九AI+ QIQi = 0 、、EE
，，a
 

ハH
U--

1
i
 

，，at
t

、

A2P3 + PIAI +九A;+εA1P2+ QIQI = 0 )
 

L
u
 
nu
 

--
1
1
よ
，，e'h
、、

A4P3 +九A1+εA3P2+εP! AI + Q2 QI = 0 (1.10c) 

となる.ここで.ε=0とおく

AIP1+PIA7+A2P2T十九AI+ Q1Qf = 0 (l.lla) 

P2A1+AA:+A2P3+QIQ1=0 、、，p，，a'
'hu 

『

1
ム
1
よ
1
i
 

，rt
E

、、

P3A;+A4P3+Q2Q7=0 )
 
F
U
 

1
i
 

1
1ム
ーーム，，E
l

、

この方程式を0-オーダ方程式と定義する.次に.以下の仮定を導入する.

仮定1.1行列 A4は安定である

注意1.2 ここで.任意の実数行列 Aに対して.Aが安定行列とは.Aのすべての個有値の

実部が負であることを意味するすなわち.

Re入i(A)く 0，i=1，2，' (1.12) 

を意味する

仮定から.AJTが存在するので.(1.11b)より

P2=-lA2F3+PIA1+QIQIJAJT 、lgJ
内
，、

υ
1
i
 

1
i
 

，，E
，、
、

となるこの式を(1.11a)に代入すれば、以下の 2つのリアプノフ方程式を得ることがで

きる
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AA;+AoF1+QoQ;=0 (1.14a) 

(1.14b) P3A7+A4P3+Q2Q7=0 

しだた

Ao = A1 -A2A4
1 A3・ Qo= Q1 -A2A41 Q2 

したがって，2つのリアプノフ方程式(1.14)と1つの代数方程式(1.1:3)を得ることが出来

る.これらの方程式を解いた解を0-オーダ解と呼ぶ.さらに以下の仮定を導入する

仮定1.2行列 A。は安定で・ある 又.行列対 (Ao.Qo): (A4: Q2)は互いに検出可能対であ

る(付録2参照)

方程式 (1.9)を満足する解 P(ε)はう偏差 Ei，(i = 1; 2う:3)を用いて近似的に以下のよう

に表現されると仮定する.

P] = P1 +εEl 

P2 = P2 +εE2 

(1.15a) 

、、.1
1J

'
h
u
 

Fhd
 

可
l
よ
1
i
 

，，s
l

、

P3 = P3 +εE3 (1.1.5c) 

(1.15)を (1.10)に代入して.(1.11)を用いて整理する

AoE1+EIA1=Ao[P2+εE21A4
TAr + A2A41 [F2 + εE2fA~ 

A4E3+E3A1=-A31F2+εE2lT-IP2+εE2f Ar 

(1.16a) 

A2E3+E1A;+E2A1+A1[P2+εE21 = 0 

したがって，以下のアルゴリズム (1.17)が得られる

AoEi
j
+1) + Ep+1) A~ Ao[l¥ +εEY)lAJTA1 

+A2A41[F2 + εE~j)f A~ 

(1.16b) 

(1.16c) 

(1.17a) 

A4Ey+l) + Ey+1) AI -A3[F2 + εE~j)l .-[F2 + εE~j)lT Ar 、、，E，，，

'
h
u
 

ウ
i
1
i
 

司

't-
/
1
1

、

E~J +l ) -A2Ey+l) + E~J+1) Ar + AdF2 +εE21A;T 、、E
』，，
F』
戸
，

i
T
l
i
 

1
i
 

，，ta
，‘、

ただし初期値として

E~O) = 0 

である.ここで (J) は j番目の値• (J+1)はJ+ 1番目の値を意味する.したがって、 j番目の

値が求まればフ逐次的に j+ 1番目の値が定まり.これを再帰的に求めればよい.

続いて.仮定1.1及び仮定1.2を使えば以下の補題が得られる



補題1.2(Gajic et al. 1990)仮定1.1及び仮定1.2における条件のもとで.アルゴリズム

(1.17)は.た回の繰り返しによって偏差Ei・i= 1. 2. 3の正確な値に O(εk)の高精度で収束

する.すなわち 3

IIEi -Ei(k+l) 11 = O(ε)IIEz -Ei(k)11、 k= 0.1. 2. (1.18) 

又は.

IIEi -E/k)11 = O(計)， k=0.1.2、 、ll'Fny 

可

l
i--A 

g''
E
E

‘‘、

この再帰的アルゴリズム (1.17)を使用することでリアプノフ方程式 (1.9)を満足する解

を求める.すなわち.再帰的アルゴリズム (1.17)を利用することによって.近似解P(ε)を

求める.この再帰的アルゴリズムは.再帰的に k回の繰り返しによって O(εk)の任意の高

精度の解を得ることができる.又.収束性についても陰関数定理を利用することによって

簡単に証明できる したがって.摂動項を含むリカッチ代数方程式の求解に対して非常に

有効である

1.5 ロノてス卜帝IJ徒H

ロバスト (robust)性というのはなんらかの計算や設計を行ったとき.そこで使われた

データやパラメータが正しい値でなく.少しくらい狂っていても計算結果が十分役にた

つような強さをもっていることを意味している.制御工学では，制御対象のデータに基づ

いて制御系が設計される.したがって制御対象に関するデータに多少の狂いがあっても.

時間がたつにつれて制御対象の特性が変わったとしても.なお制御系としては十分その制

御性能を発揮できるような性質がロバスト性である.制御対象は物理的システムであり、

その伝達特性を我々は完全に正確にはとらえきれないし実体としても時間的に変動した

り3また動作状態、によっても変化するのが普通であるからこのロバスト性は制御工学とし

て極めて重要な'性質である.しかしながら，その理論的扱いはまだ捜索の域を出ていない

それは物理的システムである制御対象のどのような特性部分が制御性能に強く関係する

のか7あるいはほとんど関係しないのかがよく分かっていなし 1からである.それに加えてヲ

より制御工学的に密着していることであるが?制御系のどのような制御特性があまり影響

を受けて欲しくないのか.どのような特性ならば少々変化しても差し支えないのか.とい

うことがはっきりしていないのである.これは 3制御設計に深く係わることであり 3設計

法に依存する話になってくる.
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1.6 H':;O制御

1.6.1 一般化Hχ制御問題

現在.種々の設計仕様が重み関数を含めた閉ループ伝達関数のH∞ノルムで表現されて

いる.個々の問題(ロバスト安定化問題.混合感度問題など)は.LQG制御などと比較すれ

ば評価関数が極めて多様なので.これらを統一的に議論できる枠組みを作り.それぞれの

設計仕様を満たす補償器を系統的に見つける手法を確立することが望ましい.そこで3以

下に述べる標準問題を考える.

定義1.1まず，次式で表現される線形時不変システムが与えられたとする

土(t)= A:r( t) + Blω(t) + B2u(t) (1.20a) 

ご(t)= Cjx(t) + Dllω(t) + D12u(t) (1.20b) 

y(t) = C2x(t) + D21ω(t) + D22U(t) (1.20c) 

ここで‘ ω(t)εRm1は外部入力 (外乱?基準入力など)， u(t)εR向は制御入力す z(t)εRPl 

は制御量:y( t)εRP2は観測出カヲx(t)εRπは状態ベクトルをあらわす.又.各係数行列は

適当な次元を持つものとする.

続いて、次式で表現される一般化制御対象が与えられたとする

[久 |=[G11G叶帆l
Y~ I I G21 G22 I I Us 
GiJεRPtX叫 (i，j=1.2)

日ら=乙(ω)εRml，Zsニ乙(z)εRPl

Us=乙(u)εRm2?乙=乙(y)εRP2

ただし記号乙はラプラス変換を意味する.又、 Gij(s)は伝達関数行列である.ここで?

(1.21) 

G(s) 日;:;;:l (1.22) 

B
 

B
 
A

B

一
D

d

A

一

C

1

2

=

 

F
U
F
u
 

r
I
l
l
1
1
1
I
L
-
-
l
f
J
I
l
l
1
1』
l
l
l
d

ι

1

2

一
ロ

ロ

ー
ト
j

B
一
D
D
4

D

D

a

一
払
ん

ム
A

A
一

q
q

r
'
l
t
i
t
i
t
-
-
L

「
l
l
i
s
t
-
-
E
E
-
-
B
E
S
-
-」

(1.23) 

いま.制御則を

じs= K(s)Ys， K(s)εR向 X (1.24 ) 
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と定め，凶1.2のフィードパック系を砧成する

この制御系において，1にから Zsまで-の伝達|剥数をφ(ぷ)ε RHCX川 lとおく.すなわち.

Zs=<tll'" 争 = (;11 + (/12[¥'(1 -(/22J¥)一1(/21 

とする このとき， fl.x標準問題はう以 '1"のように与えられる (Zellllesj ~81) 

図1.2の系においてヲ正数ゥ>0が与えられたとき

11争II.x.<ワ

を満たす安定化補償器λ，(δ)を求めよ.

図 1.2:H∞標準問題

(1.2.5) 

(1.26 ) 

注意1.3有理|羽数/'(が)が、f(∞)= (定数)となるとき.プロパといわれ?さらにうF(∞)=

(0)となる場合には，厳密にプロパといわれる.XヲF(δ)が安定とは.分は多項式の恨の失

m)が負(<0)であることである.プロパかつ安定な有理関数f(δ)全体の集合を RH品と定
義する

1.6.2 H.必需IJ御問題の一般解

準備として 3 まず，リカッチ方程式に関する記号を定義する いま，一般に A，ο，Hを
R1LX1L実定数行列とし3ο，Rを対称行列とする このとき1R1LX川のハミル トン行列 Hを

H ニ I '~ R ~ I 
一|ο -AT I 

と定義し，これに対応するリ カッチ方程式

ATX + X A + X RX -Q = 0 

( 1.27) 

(1.28 ) 

の R nXliの笑対称解Xのうち)A+RXを安定とするものが存在するとき，これを(1.27) 

の安定化解とよび，

X = Ric{H} ( 1. 29) 
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とあらわすことにする

標準問題の解K(s)がう存在するための必要十分条件を求めるために以下の仮定を導入

する

A1. (A. B2) :可安定

A2. (C2• A) :可検出

A3. ra出D12= m2(列フノレランク)

A4. rankD21 = P2(行フルランク)

I A-Jω] B2 I 
A5. rank I . ~ ，.，J-- I =η+m2;VIωε R(列フノレランク)

C1 D12 I 
I A -7ω] B， I 

A6. rank I .~ ，.，J- - I =η+ P2; ¥/，ωεR(行フルランク)
C2 D21 I 

これらの仮定の中で A1.A2は制御系の内部安定化に必要なものである.他は理論上

の便宜のための仮定で-あるが.粗くいえば?実際の制御対象や重み関数行列の極?零点が虚

軸上に存在しなければ成立する.既存のソフトのほとんどは上記の仮定が満たされていな

ければ使えないので，これらの仮定が満たされるか否かはっ実際の制御設計系の際に十分

に注意すべきものである.ここでは.表記を簡単にするために直達項に関して次の仮定を

加える
o I _ r _ 

A 7 . D 11 = 0， D 22 = 0， D 12 = I -1， D21 == I 0 ] P2 I I I向 I'-H L- -n. J 

以上の準備のもとで.H.∞制御問題が可解であるための必要十分条件と?仕様を満たすす

べての補償器の集合は7次の補題で与えられる

補題1.3(Doyle et al. 1989)仮定 A1.'"'-'A7.の下で¥与えられたγ>0と一般化制御対象

に対して H∞制御問題の解K(s)が存在するための必要十分条件は3

X = Ric{Hx}ヲ Y = Ric{Hy} 、、t
Jノ

ハ
Uqd
 

-ーム
/
t
t
t
、

が存在しち

X > o. Y ~ 0， 入m以 (XY)< '/ 、、
‘，，，
J

1
1
4
 

q
d
 

• 1
i
 

，，l
t
、、

を満たすことである.ここで7入max(-)は行列の最大固有値を表し?

H-lA-B2DLC1 γサ lBI~!:~{ 1 
x l -c'{ c1 + C[ D12D[2C1 一(A--B2D[2CdT J 
H I (A -BIDL C2)T ゥ -，2~iC: -_~!_C，2 1 
y -B1B[ + B1DilD21B'{ -(A-B1Di1C2) J 

(1.32) 

(1.33) 

である.又.上記条件が成立するとき、仕様を満たすすべての補償器は

K(s) = K11 + K12[/(I -K22U)一1!{21・じ(5)ε RH:2
X
P2. IIUII∞ <γ (1. 34) 
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と自由ノマラメータ Uを用いて表現できる.ただし ]{ljは次式によ り定まる

:r r̂r I AI Bl B2 I 
比一 I~~ll If.12 I ~ I C， I ~' i_~ I 一|ム' ~: ~ I ~ I C， I 0 L，，，，、|

1 1(ワ }<イつつ I : ~ I 川

L --""~ μ l C2 Iら2 0 J 
(1.35 ) 

すなわち.}<九 =Ci(S] -A)BJ + Dij‘ (i.j = 1. 2 ) であ り • A.B1・C1等は以下で定義さ

れる

El 三 BIDIl+ YCi 

E2 三 B2+γ-2yC'{D12 

e1 三一(D'[;C1+ Bf X)(I -，-2y xt1 
C2 三一(C2+γ-2 D21B'{ X)(I -γ-2yXt1 

A 三 (A-B1DIl C2) + Y(γ-2C'{ C1 -cf C2) + B2e1(1 -，-2}' xt1 

この補題は.G(S)の状態空間データ (A、BlぅB2)から定まる 2つのリカ ッチ方程式の安

定化解 (1.30)を求め?それらが準正定などの 3つの条件 (1.:31)を満たせば.与えられた

H∞制御問題に対する仕様を満たす安定化補償器が存在すること 3及び.そのような補償

器が (1.34)の形式で自由パラメータ U(s)を用いて記述されることを示している.特に、

U( s) = 0と選ぶときう1((s)= ]{ll(S)となるが3 これは中心解と呼ばれている.この中心

解の次数はAとAのサイズが同じであることが示すように一般化制御対象の次数 η に等

しし¥

1.7 ロバスト安定性

制御設計が不確かなモデルを基礎にするとき.制御系はモデルの不確かさを許容するよ

うに設計することが?実用上きわめて重要である この点を強く意識して登場したロバス

ト制御はヲ制御系の解析において?所望の特性がモデルの不確かさのもとで確保されるか

どうかに最大の関心がはらわれる.中でも安定性の確保は最も重要であり?許容されたモ

デルの不確かさに対して確保される安定性は特に 「ロバスト安定性」と呼ばれ.ロバスト

制御の中心的な課題となっている.

ロバスト安定性の問題は7モデルの不確かさと制御系の安定性との関係を議論する「ロ

バスト安定性の解析」と?ロバスト安定な制御系の構成を議論する 「ロバスト安定化問題」

とに分かれる.いずれの問題に対するアプローチも.モデルの不確かさをどのように表現

するかに大きく依存する.その表現法には7伝達関数モデルの不確かさを周波数応答特性

に注目して表す「周波数領域における表現」と状態モデルの不確かさを係数行列のパラ

メータ変動として表す 「時間領域における表現」との 2つがあげられる.前者 (後者)の
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不確かさは.システムの構造的な特殊性を無視(考慮)していることから:非構造的 (構造

的)な不確かさと呼ばれる.前者の表現法に基づくアプローチとしては7ナイキストの定

理を利用したロバスト安定性の解析手法.ロバスト安定化問題を補間問題やH∞制御問題

に帰着させる手法なとがよく知られている.一方.後者の表現に基づくアプローチの代表

例は.リアプノフの定理を利用するものである.その中でロバスト安定化問題への有力な

手法として最近注目を集めているものに 1 12次安定化」と呼ばれる手法がある.これは 3

ある特別な 2次形式リアプノフ関数によって保証される安定性 (2次安定性という)を基

艇にした手法であり.特に時変的なノマラメータ変動を伴うシステムのロバスト安定化問題

に有力である

1.8 研究概要

本論文は.標準.非標準特異摂動システムにおけるリカ ッチ代数方程式の再帰的アルゴ

リズムの導出うおよびう再帰的アルゴリズムによって設計されたコントローラの特性を解

析する

第2章では.一般化リカッチ代数方程式に基づくデ‘ィスクリプタ理論(付録3参照)を利

用して.非標準特異摂動システムにおける合成最適制御則を利用した最適レギュレータ問

題を研究する.提案された新たな合成制御則は標準，非標準特異摂動システムの両方に適

用できる ここで.slow systemはディスク リプタシステムの特別な場合であるので 3非標

準特異摂動システムにおける最適レギュレータ問題の場合?ディスクリプタシステム(付

録 3参照)の線形レギュレータ問題と同様な設計手法を利用して7 合成制御則を求めるこ

とが可能である.又?標準ヲ非標準特異摂動システムのいずれの場合でも?合成制御則を利

用した評価関数の値が.最適制御則を利用した評価関数の値と比較して。(ε2)程度の良

好な近似を達成できることを示す.さらに.新たに提案された合成制御則が.従来から存

在する標準特異摂動システムにおける合成制御則と等価であることを証明する

第3章では?非標準特異摂動システムに対して 7第 2章で提案された合成制御則と異な

り7再帰的アルゴリズムによるコントローラの設計を提案する.コントローラの設計の際?

本章で扱われるリカッチ方程式は一般化リカッチ方程式と呼ばれ?この一般化リカッチ方

程式において再帰的アルゴリズムを導出し.収束解の存在を証明する.再帰的アルゴリズ

ムを利用することにより、第2章で提案された合成制御則と比較して.より最適な評価関

数の値を達成することができる.

第 4章では.さらに?問題の対象を最適レギ、ュレータ問題(LQR問題)から、 LQG問題

に拡張し扱われていなかった非標準特異摂動システムにおける LQG問題のための再帰

的アルゴリズムを導出する.大きな特徴は.第 :3J章と同様に A22が非特異で・ある必要がな

い.次に.2つの最適ゲインを求める際に、解く必要のある 2つのリカ ッチ方程式を一般

14 



化リカッチ方程式に変換しこの一般化リカッチ方程式を解くことである.この一般化リ

カッチ方程式を導入することにより、 Gajic(1986)が提案している 2つのリカッチ方程式

の解P‘Qの形を変形することができる.また.新たな公式を導入することにより Oーオー

ダ方程式を変形することができる

第5章ではう第3章.第4章で・扱った最適レギ、ュレータ (LQR)及びLQGタイプのリカ ッ

チ代数方程式のための再帰的アルゴリズムの拡張として • H，xタイプリカッチ代数方程式

のための再帰的アルゴリズムを導出する . すなわち‘第 4 章と同様に • H.̂タイプリカッチ

方程式を一般化リカッチ方程式に変換して.この一般化リカッチ方程式を解くための新た

な再帰的アルゴリズを提案する.同時に Hc、こタイプリカッチ方程式が、準正定かっ安定化

解が存在するための十分条件を低次元化された 2つのリカッチ方程式から導出する 提

案されたアルゴリズムは.導出された2つのノルム条件を満足すれば.必ず収束解をもっ.

得られた収束解はヲ最適レギュレータ問題やLQG問題で扱ったリカッチ方程式と同様に.

得られた解は準正定かつ.H∞タイプリカッチ方程式の安定化解になる.

第 6章では?第 5章の拡張として.非標準特異摂動システムにおける H∞制御問題に対

し再帰的アルゴリズムの手法を利用した制御器の構築を提案する.ここでは.再帰的ア

ルゴリズムを利用することにより特異摂動法を用いずにう直接full-ordersystemにおけ

るリカッチ方程式の解を O(εk)の高精度で解くことを示す.このとき 3構築された制御器

はO(εk)の高精度であるので?特異摂動法による近似解を利用した制御器に比べて.より

最適である.これにより再帰的アルゴリズムによってえられた制御器は，設計仕様のゥに

対してγ+O C~k+l) を保証する

第 7章では.第 5章及びヲ第 6章で‘扱われた H∞制御問題に関係するリカッチ代数方程

式の解が.安定化解である証明の部分で用いた補題5.4を詳しく研究する.すなわち.第5

章及びヲ第 6章で、扱われたリカッチ代数方程式が安定化解である証明に必要な‘不確定要

素を含む特異摂動システムにおけるロバスト安定性のための十分条件を，A22 +ムA22(t) 

が安定行列である仮定を行わないで導出する.導出された十分条件は3保守的ではあるが.

A22 + ~A22(t) が安定行列である仮定を必要としない.すなわち . 従来の仮定である係数

行列A22+ムA22(t)が安定行列であると異なり.係数行列A22は安定行列で・あり、かつ不確

定要素ムA22(t)は有界であることを仮定して特異摂動システムが.指数漸近安定であるた

めの十分条件を導出する.

第8章では，第2章から第7章までに得られた研究結果に対する概要?及び，考察を行う
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I I第 2章

非標準特異摂動システムにおける合成制御

則のための新手法

この章では.一般化リカッチ代数方程式に基づくデ‘ィスクリプタ理論を利用してう非標準

特異摂動システムにおける合成最適制御則を利用した最適レギュレータ問題を研究する

提案された新たな合成制御則は標準.非標準特異摂動システムの両方に適用できる.又3標

準.非標準特異摂動システムのいずれの場合でも.合成制御則を利用した評価関数の値が?

最適制御則を利用した評価関数の値と比較して、。(ε2)程度の良好な近似を達成できるこ

とを示す.

2.1 はじめに

係数行列A22が非特異で・ある標準特異摂動システムにおける最適制御理論は?近年3多数の

研究者によって大変多くの研究報告がなされた (Kokotovi己etαl.1986， Chow and hokotovie 

1976).中でも:よく知られた結果の lつとして合成制御則を利用した評価関数の値は?最

適制御則を利用した評価関数の値と比較して， O(ε2)程度の良好な近似である.近年?係数

行列 A22が特異で・ある非標準特異摂動システムにおける最適レギ、ュレータ問題の研究が盛

んに行われている (Wanget al.1988， 1994， Wang and Frank 1992， Khalil 1989). Wangら

(1988)，及び‘ ¥iVangとFrank(1992)は:非標準特異摂動システムにおける最適レギュレー

タ (Linear-Quadratic-Regulator)問題を研究じてし 1る.その結果tεを恒等的に Oとして 3

システムの次数を低次元化した slowsystemに対して.構築された制御器のみをfull-order

systemに利用した場合、 O(ε)の準最適制御であることが示されたさらにこの結果は.非

標準multi par ameter / mul ti time特異摂動システム (¥t¥"anget al.1994)の準最適制御問題に
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拡張された一方.非標準特異摂動システムにおける静的及び動的フィード‘バック安定化

制御問題がKhali1(1989)によって研究された

上記のいずれの研究報告を考慮しても.1つの自然な疑問が存在する.それは.非標準特

異摂動システムの場合、標準特異摂動システムと同様に合成制御則が構築できるかどうか

である.そこで3 この章では:一般化リカ ッチ方程式に基づく ヲディスクリプタ理論 (付録

3参照)(Wanget al. 1993うXuand Mizukami 1994)を利用して.非標準特異摂動システム

における合成準最適制御問題を研究する.提案された新たな合成制御則は標準.非標準特

異摂動システムの両方に適用できる.さらに.合成制御則がs10wレギュレータ問題の解を

利用することによって得られることを示す.ここで.s10w systemはディスクリプタシステ

ムの特別な場合であるので?非標準特異摂動システムにおける最適レギュレータ問題の場

合.ディスクリプタシステム (付録3参照)の線形レギュレータ問題と同様な設計手法を利

用して、合成制御則を求めることが可能である.本章では.標準.非標準特異摂動システム

のいずれの場合でも.合成制御則を利用した評価関数の値が.最適制御則を利用した評価

関数の値と比較してう O(ε2)程度の良好な近似を達成できることを示す.また 3新たに提案

された合成制御則が3従来から存在する標準特異摂動システムにおける合成制御則と等価

であることを証明するしたがって新たに提案された合成制御則は)Kokotovieら(1986)

が提案した合成制御則を完全に含んで-いる.

2.2 非標準特異摂動システムにおける full-orderレギュレ

ータ問題

以下の線形時不変特異摂動システムを考える.

れ(t)= AllX1(t) + A12X2(t) + B1u(t)ぅ X1(O)= x~ (2.1a) 

ε土2(t)= A21X1(t) + A22X2(t) + B2u(t). X2(O) = x~ 、、.，』，
，
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ここで¥

Q-I Q11Q121-I CfCICfC21DK 
-lQE Q221-i cICICIC21 日/ (2.3 ) 
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である.またヲu(t)εRmは制御入力)Xi( t)εRnt(i=l，2)は状態、ベクトルをあらわす.ε

は十分小さな正のパラメータである又う各係数行列は適当な次元をもっ.ここでヲシステ

ム(2.1)において.A22が特異で・ある.つまり，A22
1が存在しないシステムを一般に非標準特

異摂動システムと呼ぶ.

従来から存在する Eokotoも記ら (1986)の設計方法と異なり係数行列 A22が非特異行

列であると限らないので‘ここでは.一般化 Harnilton-Ja.cobi方程式 (Xua，nd Mizukami 

199:3 )を利用した full-ordersystem における最適フィードバック制御則を導出する.制御

則を導出する前に、この節ではヲ一時的な仮定を設ける.つまり評価関数 (2.2)における

終端時間を無限から.有限かつ固定されていると仮定する

全次元の最適レギュレータ問題に対して.一般化 Hamilton-Jacobi方程式 (Xuand 

Mizukami 1993)を利用するために.以下の評価関数を新たに定義する.

円以t)，t)ニシT(t)EeP(t)y(t)
ここでy(t)= [xi(t) xf(t)]Tであるまた

レ[l~ ， ε~J 
は対称行列である.ただし?ん1E Rn1， 1η2 ε Rn2t;ま単位行列で‘ある.最後に，P(t)ε Rn1x口2

は

EεP(t) = pT(t)Eε 

を満たす時変行列で-ある.このとき.一般化 Hamilton-.]acobi方程式は

。ν*
一一=-ID:ip{L(y(t)， u(t)パ)+ W*(y(t))f(ν(t)， u(t). t)} 
at -~(tî 

(2.4a) 

θν線中
{-;y }1 = Wホ(ν(t))Eε

である.ここで?

(2.4b) 

川 t)山 )=j山 )Qy(t)+ uT(t)州)}
f(y(t). u(t)， t) = Ay(t) + Bu(t) 

W本(y(t)，t)= yT(t)pT(t) 

(2.5a) 

(2.5b) 

(2.5c) 

fこfニ‘し?
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(2.6) 
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である.以上から 一般化 Hamjlton-]acobj方程式を利用 して (2.7)が得られる

yT(t)Eε乃(t) 一日?iyT(t)Qy(t)+J(t)RU(t)
+2yT(t)pT {Ay(t) + Bu(t)}] (27) 

(2.7)の右辺をu(t)について最小化を行えば.(2.8)が得られる.

♂(t) = _R-1 BT P(t)y(t) (2.8 ) 

(2.8)を(2.7)に代入して.関係式 (2.9)を利用すれば

2yT(t)pT Ay(t) = yT(t)(pT A + AT P)y(t) (2.9 ) 

(2.10)が得られる

yT(t)Ee戸y(t)= _yT(t)[Q + AT P + pT A -pT BR-1 BT P]y(t) 、、EE
，，，
nU
 
、1ょっL

/
I
E

、

(2.10)はすべての y(t)に対して成立する.したがって‘以下の (2.11)で与えられる一般化

リカッチ微分方程式が得られる

Eεfう=_Q _ AT P _ pT A + pT BR-1 BT P (2.11a) 
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しぜ ヲ評価関数 (2.2)の終端時間は本来無限であることに注意すれば?一般化リカ ッチ微

分方程式 (2.11)の境界条件は省略される.以上から 一般化リカ ッチ微分方程式 (2.11)の

時間に対しての極限をとれば.以下の一般化リカ ッチ代数方程式 (2.12)が得られる

AT P + pT A _ pT BR-1 BT P + Q = 0 (2.12a) 

E
 
E
 

T
 P
 

一一P
 ι
 

(2.12b) 

さらに，(2.12b)から Pは(2.13)の形をもつことがわかる

p=日1dTI1. Pl1 = Pι P22 二 P~
P21 P22 I 

(2.13) 

ここで¥Pは対称行列でないことに注意を要する.しかし，E.εPは対称行列である.先の議

論からす以下の補題を得ることができる.

補題 2.1以下の性質をもっ十分小さなfがあると仮定する.すなわち7εε(O.e*)を満た

すすべてのεで一般イ七リカ ッチ方程式 (2.12)がEεP三0となるような唯一の解 Pが存在

するとき，
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よれ)= _R-1 BT Py(t) (2.14) 

は.full-orderレギュレータ問題において.最適制御則を構成する.さらに.最適な評価関

数の値は

lm=jyT(似内(0) (2.15) 

である.

注意 2.1εε(O.e-)における唯一解Pの存在条件は 2.4節で議論する

2.3 full-orderレギュレータ問題の分解

標準特異摂動システムの場合と同様にう full-orderレギュレータ問題を 2つの低次元化

された subsystemのレギ、ュレータ問題に分解する.

2.3.1 slowレギュレータ問題

以下の低次元化された slowsvstem 

Eys = Ays十Bus.Eys(O) = Eyo (2.16) 

について.評価関数
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(2.17) 

を最小化する最適制御則 Usを求める ここで• Ys(t) = [xis(t) xIs(t)V; E = Eε|ε=0であ
る.また.A、BおよびQは、それぞれ (2.6)フ(2.3)で定義された行列である.

注意 2.2(2.16)で与えられる slowsystemは，full-order systemにおいてε=0としたシ

ステムと等価である.すなわち.fast modeを無視することによって構成されている.

full-order systemを (2.6)の係数行列A22の逆行列を利用してう 2つの低次元化された

subsystemに分解する従来の解析法 (特異摂動法)(Kokotovieet al. 1986)と異なりヲこの

章で扱われている非標準特異摂動システムの場合，A22の逆行列は存在しないので，A22の

逆行列を利用して (2.16)ぅ (2.17)の X2sを消去することはできない. しかし，(2.16)で与え

られる slowsystemは.もし、 A22が特異行列ならば.インパルス現象を表すディスクリプ

タシステムと考えることができる.したがって.ディスクリプタシステムに利用されてい

る手法は.標準.非標準特異摂動システムの両方の研究に利用できる.
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2.3.2 fastレギュレータ問題

以下のεT= tによって変換された fastsystem 

ε土2j= A2 (2.18) 

について.評価関数

Jj二 jAff伏∞白(い‘zかτ (2.19) 

を最A小¥化する最適制御則 u町fを求める ここでで屯1.'2υf= .1'1一 1'1s'U勺j=U一 μUsで.ある.

注意 2.3ここで考えている fastsystemは.時間的に状態変化が激しい.すなわち.過渡

状態におけるシステムを表現している.したがって.(2.18)で与えられる fastsystem は7

X1 = 0 ; すなわち X1 は定数と仮定している.以上から • X1を考慮することなく独立に設計

できる

注意 2.4注意 2.2.及び注意 2.:3から.full-order Sj叫 emの状態は X1(t)勾 Xls(t).X2(t)勾

X2s(t) + わj(t) と近似できる . これは • X2jが定状状態となる時刻 tjとして

State vector 

X1 (t) 

X2( t) 

表 2.1状態変数:1'1・X2

Tab.2.1. State vectors X1 and X2 

fast system (0三t三tj) I slow sy批m (tj~t)
Z1(0) X1s(t) 

X2j(t) X2s(t) +ュ-υ(t)

と表現できるためである.したがって full-ordersystemを扱う代わりに.分解 (低次元

化)された 2つの subsystemである slowsystem. fast systemについて解析している

次に.以下の仮定の条件もとで.slowレギ、ュレータ問題ヲ fsatレギ‘ュレータ問題の解を求

める

仮定 2.1slow system (2.16)は可安定かつ可検出である.(付録2参照)すなわち;Re[s]三0

を満足するすべての Sにおいて 3

k [ 
Sん-A11 
-A21 -A22 B? 

1=η+ m. Re[s]三0，Vs (2.20a) 

K1 4-AL ranK I AT 
-At2 

-AI2 CI Jη+ m. RelsさO. Vs 
A~2 

(2.20b) 

である.ただしヲRe[.]は[.]の実数部分を表す以下も同様に定義される

仮定 2.2fast system (2.18)は可安定かっ可検出である
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まず.fastレギ、ュレータ問題の解を求める

命題 2.1仮定2.2が成立するならば.以下の最適フィード‘バック制御則 (2.21)はヲ評価関

数 (2.19)を最小化する

u;=-R-lB2p+ 
22JX2j (2.21 ) 

ここでP2"ijは.リカ ッチ方程式 (2.22)の準正定対称である安定化解である.

P22jA22 + AI2P22j一九2jB2R-1 Bi P22j + Q22 = 0 (2.22) 

注意 2.5仮定2.2は一般的なディスクリプタシステムにおいて必要以上に強し 1仮定であ

る.もし 一般的なディスクリプタシステムならば、仮定2.2の代わりに:fast system(2.1S) 

はインパルス可制御ヲ可観測つまり.

日nk[A22B2l = m. rar (2.23) 

であることを仮定するだけで良い.これはう明らかに条件 (2.23)が仮定 2.2を含んでいる

ことを示している

続いて，slowレギュレータ問題の解を求める.I¥:okotovieら(1976)と異なりヲ係数行列

A22は非特異行列でないので・3従来のAJを利用して、 slowsystemの最適レギ、ュレータ問
題を解くことができない.そこで，A22

1が存在しないslowsystemはヲディスクリプタシス

テムの特別な場合と考えることができるのでウディスクリプタシステム(付録3参照)の線

形レギュレータ問題と同様にして制御則を求める

まず.最適レギ、ュレータ問題の解を求める前に
1一般化リカッチ方程式 (2.24)(Wang et 

al. 1993. Xu and Mizukami 1994)について説明を与える

ATps+PfA-PfBR-lBTps+Q =O 

ET Ps = PsT E 

(2.24a) 

(2.24b) 

ここで、 Qは(2.3)で定義されたものと同一である またう一般化リカッチ方程式 (2.24)

の解九は.(2.24b)から以下の (2.25)の形をもっ.

九=[R15 0!?
P21s P22s 

P;;'s = Pl1s (2.25 ) 

いま，P22sは対称解で・ないことに注意する必要がある.一般化リカッチ方程式 (2.24)に

(2.25 )の Psを代入してうブロックごとに分割計算すれば (2.26)を得る.

PllsAl1 + PitsA21 + Afl九15+ AIl九15-PllsSllP1l5 

-pit5S~Pll S -PusS12P21S -P!rsS22九15+ Qll = 0 (2.26a) 
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P~SA21 + Ai2PllS + Af2九ls

-P~s8Î2 Pll S -P~s522九l s+ Qi2 = 0 (2.26b) 

P~s .4 '22 + A~2んs-PZS522九2s+ Q'22 = 0 (2 .26c) 

ここで

511 B1R-
1 B'{ 

812 B1R-
1 BI 

S22 B2R-
1 BI 

である

仮定2.2の条件のもとでは.リカッチ方程式 (2.26c)は準正定対称である安定化解 P22s

をもっ.さらに.安定化解の条件から An-S22P22sは非特異行列である (2.26c)の解P22s

を(2.26b)に代入すれば(2.27)を得る

P215=-AZ+λrL九ls (2.27 ) 

ここで

八rL=AzZQfis-NL=-A22A55 

A12s = A12 -812P22s・A22s= A22 -522P22s 

Q山二 Q12+ Af1九2s

である • P21sを (2.26a)に代入して代数計算を行えば (2.28)を得る.

P11 sAs 十 A~Plls -Plls8sPllS + Qs = 0 (2.28 ) 

ここで

As = A11 + N1sA21 + 512N!s + N1s5川三 (2.29a) 

5s = 511 +λ「1555+512.VL十八日s8ω1 (2.29b) 

Qs = Qll -N2sA21 -A~lN; -N2s822N; (2.29c) 

である

補題 2.2仮定2.1.2.2の条件のもとで以下の結果が成立する
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(i)リカ ッチ方程式 (2.28)はリカ ッチ方程式 (226c)と独立である.すなわち?リカッチ

方程式 (2.26c)の解P22sに依存しない.

(ii) s.s = BsR-1 B;. Qs = C;Csを満足するような η XT次元で‘ある行列 Bs・及びC1と
同一次元である行列 Csが存在する.すなわち.2つの行列対 (.4s:Bs). (.4s. Cs)は可

安定かっ可検出である

(補題 2.2の証明) まず.(i)について証明を与える.以下の4つの行列を定義する

:;:]九=[22
-
I
l
l
1
1
1
」

リ

T
n

S

4
 

一

一
(2.30a) 

巾 I.421 -5'{; 1巾 1.422 -522 1 
4-l-QL-AEl i4-l-Q22 -AL l 

ここで.行列 T4はノ¥ミルトン行列である.さらに九は.少なくとも仮定2.2の条件のも

とで準正定対称かつ安定化解である Pムを解にもつリカッチ方程式 (2.26c)または (2.22)

に関係している.またヲリカ ッチ方程式 (2.26c)の任意の解を P22sとおく このとき.

(2.:30b) 
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(2.31 ) 

が成立する.ここで..422s は (2.27)で定義されたものである.九は非特異行列であるので. 

.422sも非特異行列である これはうTJ1がA誌の項で陽に表現できることを意味する.さら

に、リカ ッチ方程式 (2.28)はハミルトン行列 Hsに関係している.ここで.

Hs一
|As -351
一l-Qs -.4~ J 

(2.32) 

である.したがって1.の証明の残りは Hs= T1 -T2T4-1T3 を示せば良い.実際に T1-

T2T4-1T3を計算すれば?

T1 - T2T4
-1T3 

[ A11 -All-[ A12 1[ A22 -5271「A21 一兆l
-Q11 -.4[1 J l -Q12 -.4I1 J l -Q22 -.4I2 1 1 -Q[2 -.4[2 J 

[11:;:l-[22:;:l 
[よ~][ Â~2" -今立ゲ][ -;22， jllZii:21 
[主主l

となるので‘ Hs= T1 - T2T4-
1T3が成立する

24 



続いて.(ii)について証明を行う.(ii)の前半は、 (2.29b)から Bs= B1 + N1sB2が得られ
る . しかしながら • (2.29c)から Csを表現することは困難である.これを克服するために.

リカッチ方程式 (2.26c)に対して.相対の関係にある補助的なリカ ッチ方程式を導入する

つまり.

A22]{22s + 1¥22sAI2 -]{22sQn]{22s + 522 = O. (2.3:3) 

が.仮定2.2の条件のもとで少なくとも lつの準正定対称解λ'みをもっとする (2.:31)と

同様にして

[二;2:;zl=[;十sl[22-;1251[;?l (2.:34) 

を得る ここで，A22s=AL-Q22Iイ22sは，T4が非特異行列であるから非特異行列である

T1 - T2T4- 1むを新たに計算した後• As. 5s及びQsは‘以下のように表現できる

Qsニ Q11+ Q12JI1ffs + NJ2sQi2 + lItJ2sQ22JI!J!s (2.35a) 

.4s二 A11十Af2sQi2+ A12J11!s + jil[2sQ221vf!s (2.35b) 

5s = 511 - A12JI1J!s -jil[lsAi2 -JVJ1sQ22JVJ!s (2.:35c) 

I142s=3125AzJs・ J141s=-AjisAヰ (2.35d) 

A215=AL-QIJイ22s‘ A22s=AL-QJイ22s (2.35e) 

5125=512+.45Mう2s (2.35f) 

したがって 1(2.35a)から Cs二 C1+ C2JI!JTsとなることが分かる.次に.後半の可安定性?

可検出性について考える

[ι -A12sAヰ1r s1n -.411 -.4.12 B1 1 
o -Aヰ J1 -A21 -.4.22 B2 J 

[ム o 0 
-A2:よA21 ん A2:よB2
-BJ九2sA2:よA21 BJ九2s 1r + BJ九2sA2:よB2

= [ sIn一(A11+ N1sA川 0 久l
o 1m 0 

という関係式に注意する.したがって1

f-All-A12B1| 1=η+ m. Re[s]三O.¥/s 
-.4.21 -.422 B2 I 
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であることは.rank[s人一(All+ i¥¥sA21) Bsl = n. Re[s 1三O.¥fsと等価である.言い換えれ
ば.行列対(Al1+ NlsA211 Bs) は可安定である . ここで• As = All + N1sA21 + BsR-l B~ N!S 
であり フ ィ ート‘バック R-I B~λτは ( All + N1A21・Bs)の可安定性を保存するので?行列

対(ん.Bs)も可安定であると結論できる.同様にして

[ ~n 吋41 [ 仏子 -Aic: 
-A込 J l ーが -A;" C 

[ ム o 0 
-A22
1
SAi2 1m A22

1
sCJ 

-C2](22sA22~Aî2 C2]{22s ]r + C2]{22sAヰCI

[ 
sIn -¥Ail + iVI1sAi2) 0 ぐlO ん o

(2.38) 
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(2.39 ) 

であることは.rank[sIπ一 (Ail+ j¥，flsAi2) Cn =η Re[s]三Oぅ ¥fsと新面である 言い換え

れば‘行列対(Ail+ JV[lsAi21 C;)は可検出であるここで1As = All + A12JV[Ts + JV[2sCJ Cs 
であり:行列 JV[2sCJは(Ail+ M1Ai21 C;)の可検出性を保存するのでp行列対(AS1Cs)も可
検出であると結論できる.したがって?行列対(ASlCs)が可検出であることが証明される

以上から補題2.2の証明が完了する. 口

2つの行列対(ASlBs)， (As. Cs)は可安定かっ可検出であるので.リカ ッチ方程式(2.28)

は唯一の準正定対称である安定化解をもっ.すなわち As-SsPtlSが安定行列となる解

Pふをもっ.そこで以下の命題2.2が成立する

命題 2.2仮定2.1.2.2が成立するとする.また，(2.40)で与えられる線形フ ィード、パック

制御則のクラスが slowsystemに実装されたとする.このとき.最適フ ィード‘パック制御

則 (2.40)は.slowレギュレータ問題の唯一の解となる.

u;=-R-lBTpsys (2.40 ) 

ここ寸ご¥

叶PJ:::SIPl1. P 
(2.41 ) 

は一般化リカ ッチ方程式 (2.24)の解である.
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(命題2.2の証明) まず.(2.40)で与えられる線形フィード‘バックが.すべての初期値Eyo

に関してt→∞でX1s(t)→ Oヲ之工:r2¥以2

るとき.真に安定なフイ一ド、ノバ〈ツクでで、あることを示す.(2.40)を (2.16)に代入すれば

[~n ~ 1日::l=[2:::;::l[:::l (2.42) 

となる ここで• A11s. A21sは方程式 (2.27)の条件のもと.以下で定義された行列である

A11s = A11 -SllP九-S12P21s・.4.21s= A21 - S21P1t -S22P21s 

補題 2.2 の証明からA22sが非特異行列なので• (2.42)は標準の状態空間システムとして表

現が可能となる.すなわち:(2.42)は以下の (2.43)で表現できる

九 =(A11s -A12sAヰA21s)1'ls (2.4:3a) 

1.2s二 -AヰA21sX1s (2.-1:3b) 

さらに • A22sが非特異行列なので，X1s(t)， X2s(t)はlmp叫se-freeである ここで¥もし、シ

ステム (2.43a)の行列Alls-A12sA22
1sA21SがAs-SsP1t に等しいことが示されれば• t →∞  

でX1s(t)→ O‘X2s (t)→ Oが結論できる.そこで，(2.27)をAllS- .4.12sAヰA21sに代入して

計算を行えば.

A115-A山 A;-./SA21s

A11 -511P/"lS -S12(N1~P/"lS -N!S) 
+JV1s[A21 -521Pふ-522(NTspム-NL)l

A11 + N1sA21 + S12Nis + N1s5ωτ 
一(511+ ̂T1s5I2 + 512NTs + N1S522N!s )P1~S 

As -5SP1~S 

となる.したがって
1(2.40)は真に安定なフィード‘パックである

(2.44 ) 

続いて.命題2.1の記述から，PSが一般化リカッチ方程式(2.24)の解であることが分かる

最後に.(2.40)が.実際の最適制御則であることを証明する.この証明は.平方完成の手

法を利用することによって証明できる.システム (2.16)及び評価関数 (2.17)において?一

般化リカッチ方程式 (2.24)を利用すれば

jyf(MT九ys何一jdhuo
1 rT d 市中
-l -ly;Ei pshldt 
2)0 dt 

↑インパルスを含まないなめらかな軌道状態
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rT 

~ I y;[_A.T Ps -P; A. + PsT BR-1 BT Ps -Q]Ysdt 
L， JO 

rT 

+~ I [y; ET PsYs + y; PsT EYs]dt 
L， JO 

ここでEys(t)を(2.4.3)に代入すれば

jd(MTPsys(T)ーがETPsYo 

(2.45 ) 

;/71147BTPsUs+yfpfBUs-印仏+y; PsT BR-1 BT P川 it (2必)
L， JO 

(2.46)の左辺を右辺に移項して.足したものをまとめて .Js('u，s:T)で定義する

ル s:T)=;ρTPsuo-ld(T)ETPsys(T)2.75 

rT 

+~ I {[us + R-1 BT PsYS]T R[us + R-1 BT Psys]}dt (2.47) 
L， JO 

ここで.T→∞とする.また.t →∞ではys(t)→ Oであるので (2.47)は(2.48)になる.

み(us;∞)=jdETPsyo 

十~ (∞{[us + R-1 BT Psys]T R[us + Rサ TPsys]}dt (2必)
L， JO 

(2.48 ) の右辺第 l 項は Us に依存しないまたヲ ETpsは唯一である • (Pムが唯一であるた

め.)以上から.(2.40)によって与えられるには最適制御則である. 口

注意 2.6命題2.2の結果は.通常のディスクリプタシステムにおける最適レギ、ュレータ問

題の結果から導出されている.ここではヲディスクリプタシステム (Wanget al.1993， Xu 

and i¥1izukarru 1994)における最適レギュレータ問題の相違点を挙げるにとどめて.証明

は行わない.

注意 2.7ディスクリプタシステムに類似して.slowレギュレータ問題の重要な性質はヲ最

適制御則は唯一ではないことである.これは.リカ ッチ方程式 (2.26c)のある解が (2.40) 

の最適制御則に利用できることに注意すれば、容易に確認できる.しかし)PtlS > 0から

ETps = P;E三Oは唯一であるので?リカ ッチ方程式 (2.28)の準正定対称である安定化

解は唯一である したがって)(2.40)の最適制御則〈を利用することができる

2.4 合成制御則の準最適性

この節では、標準特異摂動システム (Kokotovieet al.1986)について.合成制御則 u:= 

u: +りを構築する.よ く知られているように、 slO¥yレギュレータ問題の最適制御則は唯一
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でない.しかし fastレギュレータ問題の最適制御則は唯一である.したがって、合成制御

則を構成するためには.slowレギ、ュレータ問題において特殊な最適制御則を選択すること

になる.すなわち，本研究ではう命題2.2で設計されたコントローラ

uf=-R-lBTpfus (2.49 ) 

を選択する.ここで

pf = r ~l~ S 0 
一 IP2t P2is I 

(2.50) 

P五sは、リカッチ方程式 (2.26c)の唯一の準正定対称かつ安定化解である.また、 P2isは.方
程式 (2.27)によって計算される行列である.ここで，P22s = PふうPlls= P;isであるい

ま.リカッチ方程式 (2.22)及び (2.26c)を比較すれば，Pム=P2ifとなる.その結果.

u: 滋++減Us' i-Uf 

-Rγ 
1 -'-'2 J I P完pa2f2f 

r22s J L X2s 

R-
1何 Bfl[花:p~，][ つP2is P2is I I X2 

(2.51 ) 

を得る.ここで古川1(t)勾 Xls(t)，X2(t)勾 X2s(t)+ X2f(t)と近似できる

注意 2.8(2.51)で与えられる合成制御則〈はう fastレギ、ュレータ問題で得られた唯一の

制御則 (2.21)つまり?りを利用しているので、最終的に唯一である

注意 2.9制御則 (2.49)及び合成制御則 (2.51)を比較すれば?〈+は.状態変数Ysが〈と異

なる これはう〈が簡単なディスクリプタシステムにおける slowレギ、ュレータ問題を解く

ことによって得られることを示している.(詳しい設計手順は 2.5節で紹介する)言い換

えれば.まず?リカッチ方程式(2.26c)の解P2isを選択する.次に， (2.49)において， slowの
状態変数である Ysを実現値νに変化することによって合成制御則〈を得る

ここではヲ合成制御則〈を full-ordersystem (2.1)に適用したときと?分割計算するこ

となく直接一般化リカッチ方程式 (2.12)を解いて得られる最適制御則をfull-ordersystem 

(2.1 )に適用したときの制御仕様を比較する.比較を行うために?まず.一般化リカッチ方

程式(2.12)の解の唯一性について研究する.この唯一性に関して以下の定理2.1を得るこ

とができる

定理 2.1仮定2.1，2.2が成立するとする.このとき?一般化リカッチ方程式 (2.12)につい

て3εε[0，e*)の範囲で E!;P三0を満たす安定化解 Pをもつような十分小さな正のパラ

メータfが存在する.さらに、 Pはε=0で以下のマクローリン展開 (2.52)をもっ.
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(2.52) 

定理2.1の証明を与える前に?陰関数定理について説明を与える

補題 2.3(陰関数定理)(Dieudonne 1982，杉浦 1985)ある領域DCRmにおいて連続微分

可能な関数

fμ=ん(Xl'X2，' •• • Xm)、μ1:2，・ '，m (2.53 ) 

が与えられたとして

8(11，んう
J(X1ヲX2，・" Xγn) =一一一一。(X1'X2ヲ .1m) (2.54) 

とおく

点 (X~ ， X~.... ， X~J ε Dにおいてヤコビ行列 J(X~ ， X~ ， .. . ， X~J ヂ 0 とする.また.4=

だ(zidv-¥は)とおく
このときう十分小さな[>0に対して |ん ーだ1<[，μ=1，2，・，mなる条件の下で連立

方程式

fμ(X1，X2， ・72m)=u!?μ=1，2，・・ ，m (2.55 ) 

はただ l組の解ら?μ=1う2.・ " 1mをもっ.

(定理2.1の証明) リカ ッチ方程式 (2.12a)を分割計算する

Ai1 Pll + P11 A 11 + Arl九1+ P{;. A21 -P11 SnPn 

-P{;. 522九一 P11S12P21 -P{;. S~P11 + Q11 = 0 (2.56a) 

εP21All + P22A21 + Ai2Pn十Af2九1ー εP21511P11 
ーε九1S~九1 一九2S~Pll -P22S22P21 + Qi2 = 0 (2.56b) 

AZ九2+ P22A22 + εA.î2P~ +εP21A12 - P22S22P22 

ーε九2S~P{;. - εP21 S12P22 ー ε2九lS[lP~ + Q22 = 0 (2.56c) 

方程式 (2.56)で・ε=0とおけばう0-オーダ方程式 (2.57)が得られる

PJFAll+P2)TA21+ALP2)+A241)-pr)S11pif) 

-P2)T55pr)-pips124?)-P2)TS2dl)+Q11=0 (2.57a) 
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pj;)A21+ALPJi)+A12pjj) 

-PipsLP5)-pips224?)+QE=0 

P2)A22+ALP2)-pips224;)+Q22=O 

(257b) 

(2.57c) 

0-オーダ方程式 (2.57)は?リカッチ方程式 (2.26c)の解 PS)を除いて等価である ただ

し，P~~) は対称で-ある必要はない したがって:仮定2.1.2.2の条件のもとでは.0-オーダ

方程式 (2.57)は?解pr)=PAspi;)=pas pjf)=Pムをもっさらに 方程式 (2.56)に

おいて‘ ε=0の近傍で陰関数定理 (Dieudonne1982，杉浦 1985)を適用すれば以下のヤ

コビ行列 (2.58)を得る

I J11 Jl2 J13 I 
Jacobi = I J21 J22 J23 I 
I J31 J32 J33 I 

クロネ ッカ積を利用して.(2.56c)から

(2.58) 

J31 = 0ヲ J32= O. J33 = 1m 0 (A22 -S22 P~~)) + (.422 -s22 pi~)) T ③ 1m (2.59) 

また.(2.56b)から

J22 = (A22 -S22P~~)) T 0ι (2.60) 

となる.さらに，(2.56b)から

P21二 - N! + N; P11 + O(ε) (2.61 ) 

となる.ここで¥

N;=AzJQLNf=-AzJAL 

Al2 = A12 -S12P22， A22 = A22 -S22P22 

Q12=Q12+AL九2

(2.61 )を (2.56a)に代入して代数計算する.このとき?リカ ッチ方程式 (2.56a)の解P11に

関して?ε=0の近傍で?ヤコビ行列の J11成分は (2.62)になる.

J11 1n 0 [A11 + N1sA21 + s12Nis + N1sS22JYis 

一(Sl1+ N1SSIz + S1 2N1~ + N1sS22N!'s ) P1~ sl 

+[A11十N1sA21+ S12NTs + 1V1sS22入「L
一(Sl1+ N1sSIz + Sl2NTs + fl1SS22N!'s)Pム]T0ι 

1n③ (As -Ss P1~J + (As -Ss P1~JT 0 1n 
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ここで? d) =Pits 、 pi~) = P2~s; pi~) = P21sである

ヤコビ行列の J13・J2].J23成分は Jacobiの非特異性には関係しないので J11;J22; J33に

ついて考える (A22 -S22Pム).(As -SsP1is)は安定行列であるから.J11; J22‘J33
は非特

異行列である.したがって‘

I J11 0 J13 I 

Jacobi = I J21 J22 J23 I (2.63) 

I 0 0 J33 I 

は非特異行列となる.その結果:EεP三0を満たす一般化リカッチ方程式 (2.24a)の唯一

の安定化解がヲVεε[0.[K)の範囲で存在する.又.このような十分小さなfが存在するこ

とが結論できるここで EeP三0はうQ三O及びR>0を与えるさらに7pjf)=Pムな

ので、村?)=Pds及びP2)=Pムは唯一である以上から，EεPどOの唯一性が示される

最終的に.ε=0での展開式 (2.52)の存在は、陰関数定理 (Dieudonne1982)を利用するこ

とによって保証される. 口

注意 2.10標準特異摂動システム (Kokotovieet al. 1986)の場合ヲ非標準特異摂動システ

ムと同様に、 full-orderレギ、ュレータ問題の解の存在条件はヲ εに無関係に2つのレギ、ュレー

タ問題の解の存在条件によって記述されている.すなわち，slowレギュレータ問題と fast

レギ、ュレータ問題の可安定性?可検出性を仮定することによって 1full-orderレギュレータ

問題の解の存在条件が記述される.さらに?仮定 2.1は補題 2.1に記述されている 2つの

行列対(As:Bs)， (As; Cs)が可安定かつ可検出であることに等価であることが証明できる

次に，(2.51)で与えられる合成制御則〈を実システムに実装したときの評価関数 (2.2)

の値がう(2.14)によって与えられる最適制御則ピを実システムに実装したときと比較して

O(ε2)程度の近似であることを示す.合成制御則〈を実システム (2.1)に適用すれば

hjf(収旬開 (2.64 ) 

となる.ここで• Pcは以下のリアプノフ方程式 (2.65)の解である.

(A -BR-1 BT ps+)T Pc + PcT (A -BR-1 BT Pt) = _ps+T BR-1 BT Ps+ -Q (2.65a) 

EePc = PcT Ee (2.65b) 

以上の準備のもとで，定理2.2を得ることができる.

定理 2.2定理2.1の条件を満たすとする.また式(2.51)によってえられる合成制御則〈

を適用したときの評価関数 Jcとヲ式 (2.14)によってえられる最適フィードーバック fを適

用したときの評価関数fをdこ関して.マクローリン展開する.このとき3ε=0とすればう

マクローリン展開の最初の 2項は同一である.すなわち3近似式 (2.66)が成立する.
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JC = J-+ O(ε2) (2.66) 

したがって，合成制御則 (2.51)は.full-orderレギュレータ問題に対して‘。(ε2)程度の準

最適解である

(定理 2.2の証明) 一般化リカッチ方程式(2.12)からリアプノフ方程式(2.65)をヲ|し 1て変

形すれば新たなリアプノフ方程式 (2.67) を得る.ここで• w = Pc -Pとおく.

(A -SP;十)T1IV+ WT(A -SPs+) = -(P -ps+)TS(p -Pt) (2.6ia) 

Eo;vi' = WT Et: (2.67b) 

同様に.(2.65) に陰関数定理を適用すれば• Pcはε=0でマクローリン展開をもっ.した

がってう M・は以下の (2.68)で表現できる

w-lM?)ε叫 )TIヱ什川)M(;)T|
-ld) wj;)|+と五|吋) wA)| 

(2.50)を代入して得られた合成制御則 (2.51)と pr)=PdrPS)=pasの結果から，

(2.68) 

(P -PS+)T S(P -Ps+) = O(ε2) (2.69 ) 

を得る.行列 (A22-S22P2~s) 及び (As -SSP1~) は安定行列であり. (2.68)を(2.67a)に代

入すれば W1(~) = 0， WJ~) = 0， vVJ~) = O. llVg) = 0， wj;) = 0， vVJ~) = 0となる以上から.
Et: ltlf = O(ε2)となるので， (2.66)が示される. 口

定理2.2は.標準‘非標準特異摂動システムにおける合成制御則を利用した準最適化問

題の解析的理論を与えた.この節の最後に、本研究で提案された合成制御則 (2.51)が.従

来からある Kokotovieら(1986)が提案した AJが存在する標準特異摂動システムに関す

る合成制御則と等価であることを証明する.AFJが存在する条件のもとでは.合成制御則

は以下の (2.70)になる.

ホ

C
U
 

_R-1 [ Bi ε叫[ゐ ε~{f ][ :: 1 
BJ] [会 I~f ][ :: 1 (2.70) _R-1 [ Bi 

(2.70)のKsは，以下のリカッチ方程式 (2.71)の準正定かつ安定化解である.さらに?解 Ks

は対称行列であり?かつ唯一であることがKokoto¥必ら (1986)によって示されている

f{s (Ao -BoRo1 J'vずA10)+ (Ao -BoRo1入わHofKs 

-JCBoRe/ Bl Ks + 1¥11[(1 -λroRo1λTJ)N10 = 0 (2.71 ) 
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ここて.'

Ro R+ N'[No 

Ao All -A12A;} A21 

Bo -A12A;-2
1 B2 + Bl 

}¥lIo C1 - C2A22
1 A21 

No -C2A;-{ B2 

又;(2..70)の 1(jはヲ以下のリカ ッチ方程式(2.72)の唯一の準正定かつ安定化解である

{{jA22 + Af21(j -f{jB2R-1 BII{j + cf C2 二 O (2.72) 

f{m は (2.73)によって与えられる

[{m = [f{s(B1R-
1 BI Kj -A12)一(Aflf{j+ C[C2)](A22 -B2R-1B! 1{j)一1 (2.7:3) 

以上の準備のもとで、従来からある Kokotovi己ら (1986)が提案した AJが存在する標

準特異摂動システムに関する合成制御則と?本研究で提案された合成制御則に関して以下

の定理2.3が得られる

定理 2.3係数行列A22が非特異で・ある標準特異摂動システムを考える.またヲ仮定2.1，2.2

を満たすとする.このときう以下の (2.74)式が成立する

.[{ f 二 P;;.，I{'!， = P?~ .， 1(s = Pl~ J - .L 22s' .L"m - .L 21s (2.74 ) 

すなわち;Kokotovieら(1986)が提案した合成制御則 (2.70)は?本章で提案された合成制

御則 (2.51)と同一である

(定理2.3の証明) まず)(2.72)及び (2.26c)を比較することによって直接1{j= Pムを得

ることカくできる

次に，Kj = P2~sから‘ (2 .73 ) 及び (2.27 ) を比較して7 もし Ks 二 Pふが成立するならば

K;;' = P2isをえることができる したがって 3証明の大部分は Ks二 P1isを示すことであ

る • IC = Pムを証明するために?まず，2つのリカ ッチ方程式 (2.28)，(2.71)が同値である

ことを示す.すなわち?

As = Ao -BoRe/ N61110 (2.75a) 

Ss = BoRu1BJ (2. 75b) 

C2s = M6(I -NoRU1lVず)Mo (2.75c) 

34 



を示す.これらの関係式 (2.75)を示すために (2.76)を定義する (Eokoto¥.j己etal. [1] 

1996. pp.1l5) 

H = ! + R-1 BJ I<j(A.22 -S22J{j t1 B2 

このとき‘

H-1=I-R-lBII17AJB2 

である.したがって

Ru1 HR-1HT 

R-1 + R-1 BJ(A.22 -S22!{j tT J{jB2R-1 

+R-1 B'{ J{j(A.22 -S22J{j t
1 B2R-
1 

+R-1B'{I<j(A.22 -S22J{jt
1 

B2R-
1 BJ(A22 -S22J{j tT 1(jB2R-

1 

ここで.4つの恒等式を導入する

(A.22 -522I<jt
1 = A22
1 + A22152田21-':j (A.22 -S22J{ j )一1

(A.22 -S22I<j)-1二 A22
1+ (A22 -S22I<j )-1 S22J{jA.22

1 

A以A.22-522J{ j t1 = ! + 522I< j (A.22 -5221-': j t 1 

A.I2(A.22 -522J{jt
T =! + J{j5以A.22-5221(j tT 

このとき.

NJjV/o 

-B'{ A.2t CJ (C1 -C2A.22
1 A.心

-BJ A.2tCJC1 + B'{ A2t[f{j522I<j -A.I2I<j -1(jA.刈A221A.21 

-B'{ A.2t CJ C1 - B'{ A.2t f{jS22J{j A.22
1 A.21 

-B'{ I< j A.22
1 A.21 -B'{ A.2t J{ j A.21 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

(2.i9a) 

(2. i9b) 

(2.i9c) 

(2.i9d) 

(2.80 ) 

行列 (2.i8)及び行列 (2.80)からヲ関係式(2.i9a)，(2.i9b)を利用することによって?以下の

(2.81 )のように行列Ru1NJjV/oを簡単化する

Ru1NJMo 
-R-1B'f(A.22 -S221(j)-TCiC1 -R-

1B'{(A22 -522I<jtTf{jA.21 
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したがって.

_R-1 B! ]{jA221 A21 -R-
1 B! ]{j(A22 -522J{j )-1 

522(A22 -522]{jr
TCJC1 

_R-1 B! J{j(A'22 -.)22](j)一1522(A22-522IO)-TKfA21

_R-1 B! J{j(A22 -S22J{j r1 S22J{jA2} A21 

Ao -BoRu1 JVJ ji，![o 

All -A12A221 A21 -[B1 -A12A221 B2l・[-R-
1B!(A22-S22J{j)-TC!C1 

-R-1Bf(A22 -522J{jrTJ{jA21 -R-1B!J{jA221A21 

_R-1 B! ]{j(A22 -522](j r1 522(A22 -S22J{j )-T C! C1 
_R-1 B! ]( j(A22 -S22J{j r1 522(A22 -522J{ j )-T J{j A21 
_R-1 B! ]¥j(A22 -522J{j r1 522J{jA221 A21l 

All -A12(A22 -522](j r1 A21 + 512Kj(A22 -522Kj r1 A21 
+512(A22 -522]{j rTC! C1 + 512(A22 -522]{j rT KjA21 
+512J{j(A22 -522J{jr1522(A22 -522J{j)-TC!C1 

+512J{j(A22 -522]{jrlS22(A22 -S22!{jr
T ]{jA21 

-A12(A22 -522J{jr1522(A22 -522J{jr
TC!C1 

-A12(A22 -522Kj r1 5刈A22-522]( j rT ]{ j A21 

(2.81 ) 

(2.82) 

ここでヲ 2つの恒等式 (2.79a);(2.79b)は7式の簡略化に利用されている.以上からヲ拡張さ

れた (2.29a)のAsは (2.82)と等価である.したがって， (2.75a)が示された.

次に、 (2.75b)を考える.まず，BoHを以下のように変形する

BoH 

(B1 -A12A22
1 B2)[! + R-1 B! Kj(A22 -522J{j )-1 B2l 

Bl + 512]{ j( A22 -522J{ j r1 B2 
-A12[A221 + A221522Kj(A22 -522]{jr1lB2 

Bl + 512]{j(A22 -522J{j r1 B2 -A12(A22 -522J{j r1 B2 
B1一(A12-512Jてj)(A22 -522J{j r1 B2 
B1 + N1sB2 

(2.83)を利用して

BoR51BJ 
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BoHR-
1HTBl 

(B1 + JV15B2)R-1(B1 + N15B2)T 

BsR-1Bf 

S5 

したがって.(27乃b)が示された.

最後に (2.75c)が成立することを証明する.まず.以下のように変形する

-MJAbR51八ずJ!fo

[-C{C2A;"} B2 -AI1}ピjA;2
1B2 

-AI1A;[ J{jB2 + AI1A;[ 1{jS22}心A;21B2] 

[R-1BI(A22 -S22KjrTCIC1 + R-1BI(A22 -S22J{jrTJ{jA21 

+R-IBIfffAJA21 

+R-1 BI1{j(A22 -S22J{j )-1 S22(A22 -S22J{j r
T 
cI C1 

+R-1 BI Kj(A22 -S221{j )-lS22(A22 -S22J{j r
T /{jA21 

+R-1 BI Kj(A22 -S221(j r1 S221{j A;21 A21] 
ニ -C{C2A22

1S22(A22 -S221(j r
T 
cI C1 

-C{C2A;21S以A22-S221(j r
T 1{jA21 

← CTC2A;}S22J{j(A22 -S22J{j)-1522(A22 -522KjrTC!Cl 

-C{C2A;}S22J{j(A22 -522J{j)-lS22(A22 -5・22J{jr
T /{jA-21 

-c'{ C2A;} S22K j A;-21 A21 

-C'{ C2A;-2
1 
S22J{ j(A22 -522}心)-1522J{ j A;-i A21 

-AI11(jA;21S22(A22 -S22Kj)-TCIC1 

-AI1KjA;21522(A22 -S22Kj r
T 1{jA21 

-AI1 1( j A;2
1 S221( j A;2

1 A21 

-AI11(jA;21S22]{j(A22 -5221{j)-1522(A22 -S22J{jr
T
CIC1 

-ALIイjA;215221(j(A22-522J{j)-15以A22-S22/{jrT1{jA21 

-AI1 K j A;i 522 K j (A22 -S22J{ j ) -1 522 /{ j A;2
1 A21 

-AI1A;!J{j522(A22 -522KjrTCIC1 

-AI1A;! }イjS22(A22-S22KjrT 1{jA21 

-AI1A;2T Kj522Kj(A22 -S22Kj )-1 522 (A22 -S22Kj r
T cI C1 

-AI1A;! 1(jS22}イj(A22-522]{j)一1522(A22 -S221( j r
T ]{ j A21 
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-AI1Az[ ]{jS22J{jAz21 A21 

-AI1Az[.f:ピjS22]{j(A22-S22]{j )-1 S22]{jAZ2
1 A21 

+AI1Az[ ]{j522I<jAZ21 S以A22-522]{jt
TC!C1 

+ AI1 AZ2
T ]{ j S22}イjA.221S22(A22-S22]{j)-T}イjA21

+Af1 Az[ 1{ jS22}イjA.221S22(A22-522]{j)-T]{jA21 

+ AI1 A22
T 
1{ j 522}イjA22

1 S22]{ j 

(A22 -S22]{j t
1 S22(A22 -S22}心)-TC! C1 

+AL AzflYfら 1{j A22
1 522 I< j 

(A22 -S22]{j )-1 5刈A22-S221{j )-T}イjA21

+AI1A22T ]{jS22]{jAZ21S22]{j(A22 -S22]{jt
1522]{jAz} A21 (2.85) 

恒等式(2.79)及び(2.85)を利用すれば(2.86)を得ることができる

-NIJ NoRO
1 j¥わMo

-C[C2(A22 -S22]{j)-lSn(A22 -S22]{j)-TC!C1 

-C[C2(A22 -S22]{j)
ーlS22(A22-S22]{jt

T ]{jA21 

-C[C2(A22 -S22I<j t
1 
S22I<jAz2
1 A21 

-AI1]{j(A22 -S22]{j)一lS22(A22-S22Kj)-TC!C1 

-AI1 Kj(A22 -SnKj t
1 S22(A22 -S22Kj t

T KjA21 

-AI1Kj(A22 -S22]{j t
1 S22]{jAz2

1 A21 

-AI1Az[ }イjA22(A22-S22]{jt
1522(A22 -S22]{j)-TC!C1 

-AI1 Az[ ]{ j A22( A22 -S22K j t
1 
S22 (A22 -522K j t

T K j A21 

-AI1Az[ }イjA以A22-522K j t
1 522K j AZ2

1 A21 

+AI1Az[]{jS22]{j(A22 -S22Kjt1S22(A22 -S22]{jtTC!C1 

+AI1AziKjS22I<j(A22 -S22Kjt1S22(A22 -S22]{jt
TKjA21 

+AI1A"2i}イjS22I<j(A22-S22I<jt1S22I<jS22]{jA"221A21 

-C{C2(A22 -S22]{jt
1S刈A22-522K j )-T C! C1 

-C'{ C2(A22 -S22I<j)一
1S22(A22 -S22]{ j t

T 1{ j A21 

-C'{ C2(A22 -S22]{j)
一1S22]{ j AZ2

1 A21 

-AI1I<j(A22 -S22]{jt
1S22(A22 -S22Kjt

T
C!C1 

-AI1]{j(A22 -S22Kj t
1 S22(A22 -S22]{j t

T KjA21 

-AI1Kj(A22 -522}イjt
1522}ピj.4Z2

1A21 
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よって.

-Af1A;l1¥jS22 (A22 -S22}イj)-T C; C1 
-Af1A;l J(jS22 (A22 -S22f{jrTλ'j A21 
-Af1A;-! ]¥jS22}イjA;-21 A21 

lV1J 1iJo -111J SoRo1 j¥わv。
C[ C1 - A.f1 .4.;-! C; C1 - c[ C2A;-} A21 

+Af1A;-![-}イjA22-Af2f{j + !¥j522f{j]A込:A21 

-C'{ C2(A22 -522}イjr1 S22(A22 -522!¥ j tT C! C1 
-C'{ C2(A22 -S22f{j)一lS22(A22-S22f{j)-T !¥jA21 

-C'{C2(A22 -S22!¥jr1522f{jA:;'}A21 

-A.I1f{j(A22 -S目22}イjt
1 S22(A22 -8221¥j )-T C; C1 

-Af1f{j(A22 -S22f{j t
1 S22(A22 -S221(j t

T ]¥jA.21 

-Af1f{j(A.22 -S22f{jt1S22f{jA;-21A21 

-Af1 A;-! f{jS22(A22 -S22f{j t
T C; C1 

-Af1A.;-! f{jS22 (A22 -S22f{j t
T 
f{jA21 

-Af1A;-! f{jS川 :jA;-i A21 

C'{ C1 - Af1 (A22 -S22f{ j t
T C! C1 -c'{ C2( .4.22 - 5221¥ j )ー1.4.21 

-C'{ C2(A22 -S22f{j)ー1522(A22-S22f{j)-TC!C1 

-C'{C2(A22 -S22!¥jt1S22(A.22 -S.221(j)-T]{jA21 

-Af1 I<j(A22 -S22I<j t1 S22(A22 -S22]{j t
T C; C1 

-Af1f{j(A22 -S22I<j t
1 S22(A22 -S221(j t

T 1(jA21 

(2.86) 

-Aflf{j(A22 -S22f{jt
1.4.21 -Af1(A22 -S22I<jt

T}イjA21 (2.87) 

一方3拡張された (2.29c)のQsとKj= Pふか ら • Qsが (2.87)と等価である.したがって、

(2.75c)が示された以上から.f{s P1is が示されたので f{~ = Pふ であることが示さ

れた. 口

定理2.3から?新たに提案した合成制御則は?従来の Kokotovieら(1986)が提案した合

成制御則と同様にヲ標準特異摂動システムにも適用できるとしづ意味で拡張されているこ

とがわかる
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2.5 設計方法

注意 2.7 か ら 7 合成制御則 u~は slow システムのレギュレータ問題の解を修正すること

によって得ることができる.したがって合成制御則の設計手JI慎はディスクリプタシステ

ム(vVanget al. 1993)における最適レギ、ュレータ問題の設計手順に類似している.基本的

な設計方法は以下である

STEP 1.以下の (2.88)で与えられるハ ミルト ン行列 Hsを利用することによ って.行列

As. 5s. Qsを計算する

I = T1 -T2T4-1T31 叶 As-ssl 
-Qs -As I 

ここで?行列 Ti:i=l，2，3う4ヲはう(2.30)によって定義されたものである

STEP 2 リカ ッチ方程式 (2.26c)，(2.28)の準正定安定化解p2is.Pl~ S を求める

STEP :3.行列 P2is;p九を利用することによって:(2.27)式の Pムを計算する

STEP 4. (2.49)のys(t)をy(t)として，(2.51)式の得られた合成制御則に代入する

(2.88) 

ここで3設計手順STEP2.には?低次元化された 2つのリカ ッチ方程式(2.26c)，(2.28) 

を解くことを含む

2.6 数値例

以下の非標準特異摂動システムを考える

[JP)|=[;;l[:;川+[ ~ ] u仇[:;山=[ ~ ] 
ここて¥最小化する評価関数は (2.90)によって与えられる

J=~l小l hi [;:l[ :;i H2)dt

(2.89 ) 

(2.90) 

この数値例においてヲ係数行列 A22がOなのでうKokotovieら(1986)による方法が適用で

きない.しかしながら.この章で提案された手法は利用することができる先の 2.5節の

設計手順にしたがってうまず3行列 Ti，i=1，2，3，4を計算する.

れ=[141九=I 2 -2 
-4 -1 I -" I -2 -2 
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したがってうハミルトン行列 Hsは以下のように計算される

Hs=丸一五Tー1九=I -~ ~4 I 
せ I-4 7 I 

次に.設計手)1慎STEP2.における低次元化された2つのリカッチ方程式(2.26c).(2.28)は.

ハミルトン行ヂIJHs・，T4から (2.91a).(2.91b)になる

l-pj2s=0 (2.91a) 

2 -7plls -2pi1S = 0 (2.91b) 

リカッチ方程式 (2 . 91a) から準正定かつ安定化解は p~ふ= 1である.一方3 リカッチ方

程式(2.91b)かふ同様に準正定かつ安定化解は.pt1s = (v'65 -7)/4勾 0.2656である.又

(2.27)を利用してpt1s= 4となる.

以上からう合成制御則〈は (2.92)によって与えられる

←-[2 1 1 [。ア6:![;;t!
ここでう ε=0.1としたときの最適フィード‘パックは (2.93)である.

f=-121 1[;:z::21[:;川

(2.92) 

(2.93) 

(2.92)による合成制御則及び， (2.93)による最適フィードバックをそれぞれシステム (2.89)

に入力したときの評価関数 (2.90)の値はそれぞれ.JC = 0.6845， J~ = 0.6539である.し

たがって?合成制御則による評価関数の値 JC= 0.6845は.最適フィードバックによる評

価関数の値 J旗=0.6539と比較して IJ旗 - JCI = 3.06 x 10-2の誤差がある

次に?ε =0.01における最適フィードパックは (2.94)で与えられる

♂=  -[2 1]日r:?Jj[;;ロl (2.94 ) 

同様に，(2.92)による合成制御則及びヲ (2.94)による最適フィード-パックをそれぞれシステ

ム(2.89)に入力したときの評価関数 (2.90)の値はそれぞれ，JC二 0.2216，J~ = 0.2193で

ある したがって.合成制御則による評価関数の値JC= 0.2216は.最適フィード-バックに

よる評価関数の値J*= 0.2193と比較して IJ紘一 JCI= 2.3 x 10-3の誤差がある

最後に?ε =0.001における最適フィード・パック は(2.95)で与えられる

r '"' 1 1 [0.2755 0.00397 1 1 Xl(t) I 
ピ=-12 1 II II 

l ~ ~ J I 3.9676 0.9997 J l X2(t) J 
(2.95 ) 
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(2.92)による合成制御則及び，(2.95)による最適フィード‘バックをそれぞれシステム (2.89) 

に入力したときの評価関数 (2.90)の値はそれぞれ.JC 二 0.14227 ぅ J~ = 0.14224である.し

たがって合成制御則による評価関数の値 JCニ 0.14227はヲ最適フィード-パックによる評

価関数の値 J-= 0.14224と比較して IJ--JCI = :3.0 x 10-5の誤差がある

これらの数値例から、 εが十分Oに近づくとするすなわち.ε → Oであるとき t

Uc
ー『 μ (2.96a) 

JC→ J- (2.96b) 

が成立することを確認した

注意 2.11 数値例において‘最適フィード‘バックによる評価関数の値 J~と合成制御則に

よる評価関数の値 JCとの誤差 p戎 - JCIがt 関係式 (2.66)を満足していないように見える

が.これは.0(.)関数の定義

IF1(ε) -F2(ε)1 = O(計)

件 IF1(ε)-F2(ε) 1 lim I ~ ¥ I I < oc 
εー+0εκ

からう実際には関係式 (2.66)を満足している.すなわち.ε=0.001での数値例では.

p--JCI = 30.0 xε2 = 30.0 X 10-6 

と解釈すれば良い.

2.7 まとめ

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

この章ではち特異摂動システムにおいてヲディスクリプタシステムで扱われている一般化

リカッチ方程式を利用した合成制御則による最適レギュレータ (LQR)問題をとりあげた.

Kokoto¥'i己ら (1976)の方法と?本章で提案された方法の l番の違いは.係数行列 A22が

特異行列であっても 3準最適制御が可能となったことである.従来ではヲ係数行列A22は

非特異行列ではないとコントローラが設計できない.この理由は AJを利用して?むを消

去した後• Xlだけでコントローラを設計するためてちある.しかし本章で扱っている問題

では、 AJが一般的に存在しないので，Kokotovieら(1976)の結果が使用できない.そこ

で.ε=0であるとき;slow systemをディスクリプタシステムと考えることによって;slow 

systemにおけるコントローラを設計した (Wanget al. 1993; Xu and Mizukarni 1994) こ

れは、 A22が特異行列かっ‘ ε=0のシステムがディスクリプタシステムと同一であると考

えられるからである.ディスクリプタ理論は‘ slowsvstemの制御ゲインを求めるときに

使用している (Xuand Mizukanu 1993).以上が大きな特徴である
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本章で提案された新しい合成制御則は.I¥:okotovi己ら (1976)と異なり標準、非標準特

異摂動システムのどちらにも適用することができる.又.合成制御則は、低次元化された

slow s¥'stemのレギュレータ問題を解くことによって簡単に得られる.さらに.full-order 

systemのレギュレータ問題の解が存在するための条件 (可安定性.可検出性)が.εに依存

しない低次元化された slowsy計em.fast svstemのレギュレータ問題の解の存在するため

の条件によって記述されることを示した

後半では.非標準特異摂動システムにおいて.従来の標準特異摂動システムの場合と同

様に.提案された合成制御則が.評価関数について • JC = J>< + O(ε2)を満足することを証

明したつまり非標準特異摂動システムについても.最適フィードバックを利用した場

合と合成制御則を利用した場合との評価関数の誤差が O(ょっであることを示した

したがって、新たに提案した合成制御則は、従来のI¥:okotovieら(1986)が提案した合成

制御則と同様に.標準特異摂動システムにも適用できるという意味でI¥:okotovieら(1986) 

の手法を完全に含んでいることがわかる
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川第3章

非標準特異摂動システムにおける LQR問
題のための再帰的アルゴリズ‘ム

この章では7非標準特異摂動システムの最適レギュレータ問題(LQR問題)に対して?第

2章で提案された合成制御則と異なり 3再帰的アルゴリズムによるコントローラの設計を

提案する.提案されたコントローラはう第 2章で提案された合成制御則と比較してヲより

最適な評価関数の値を達成できる.

3.1 はじめに

第2章で提案された合成制御則を利用したレギ、ュレータ問題に対して?特異摂動システ

ムにおける最適レギュレータ問題 (以後，LQR問題という)のコントローラの設計に7 リ

カッチ方程式を利用する方法がある 通常7摂動項εのためにリカッチ方程式を数値計算

によって解を得ることが困難であるが‘そのリカッチ方程式の解を直接求める方法の lつ

に再帰的アルゴリズムがあげられる.Gajicら(1990)はうまずう最適解を求めるためのリ

カッチ方程式において?εを無視した 0-オーダ解を求めている.っさにヲこの解に偏差を付

加し3この偏差における差分方程式を導入してリカッチ方程式の真の最適解を再帰的に求

めている.しかし3標準的な特異摂動システムでは7係数行列である A22が非特異で‘あるこ
とを仮定しなければならない.

近年、 Wangら(1988)はディスクリプタシステムにおける手法を用いて.特異摂動シス

テムのレギュレータ問題の最適フィード、バックゲインを求めている

また.Khalil(1989)は、 A22が特異で・ある非標準特異摂動システムにおいて.特異摂動法

を用いてシステムを安定化するためのコントローラを構築している.しかしここではヲレ

ギュレータ問題は扱われていない.
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従来、 A22が特異で-ある非標準特異摂動システムにおける最適レギュレータ問題につい

て Gajicら(1990)と同様に.再帰的アルゴリズムを利用してリカ ッチ方程式の解を得る

ことはできなかった.これは • A.2"21が存在しないため.リカッチ方程式の変換ができなし 1か

らである

そこで.本章では.第2章の合成制御則によるコントローラの設計と異なり.リカッチ方

程式を直接.数値計算によって解を求めコントローラを設計することを考える.リカッチ

方程式の解を得るために再帰的アルゴリズムを利用するが.システムの対象を A2"iが存在
しない非標準特異摂動に拡張して.Gajic(1990)とは異なった方法で・再帰的アルゴ、リズム

を導出するすなわち.A2"21が存在しない場合、通常の最適レギュレータ理論でみられたよ

うな方法 (Kokotovieet al. 1986)で.最適フィード‘パックゲインを求めず.ディスクリプ

タシステムにおける Hamilton-.]acobi方程式を利用して最適フィード‘パックゲインを求め

る(Xuand Mizukami 1994).このとき、あらわれるリカッチ方程式は一般化リカッチ方程

式と呼ばれ，A.T P + pT A -pT BR-1 BT P + Q = 0) DT P = pT Dの形をもっ.この一般

化リカッチ方程式において再帰的アルゴリズムを導出し.収束解の存在を証明することが

本章の目的である.

3.2 一般化リカッチ方程式の導出

3.2.1 非標準特異摂動システム

以下の線形時不変特異摂動システムにおける LQR問題を考える

土l(t)= A.llxr(t) + A.12X2(t) + B1u(t)ヲ Xl(to) = x~ 

εi・2(t)二 /h1X1(t)+ A以 2(t)+ B2u(t)‘ X2(tO) = x~ 

I l"l(t) I 
以上の拘束条件のもとで.z(t)=| |とおくとき.評価関数

I X2 (t) I 

ffilι/∞[xT(仲 (t)+内 )Ru(t)]dt}
L， Jto 

を最小にする最適制御入力を決定する

(3.1a) 

(3.1b) 

(3.2) 

ここで• u( t)εRmは制御入力)Xi( t)εR九'(i=1.2)は状態、ベクトルをあらわす.εは十

分小さな正のパラメータである.又‘各係数行列は適当な次元をもっ.ここで.システム

(3.1)において.A.22が特異で‘ある.つまり.A.2"2
1が存在しないシステムを一般に非標準特異

摂動システムと呼ぶ.
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3.2.2 Hamilton-Jacobi方程式

いま.各係数行列を以下のようにおく
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Di(t) = Ax(t) + Bu(t) x(to) =エo (3.:3) 

となる. まず、(:3.:3)における最適制御入力を求める. ここで‘第 2章で記述された一

般化リカ ッチ方程式の導出と同様にして最適制御入力を求める.すなわち 7 ディスクリ

プタシステムにおける Hamilton-.]acobi方程式を用いて full-orderレギュレータ問題を

解く (Xuand Mizukami 1994， Xu and Mizukami 1993).まずうtε[to， t f]と固定する

1/A(Dx(t). t) = (1j2)xT(t)DT P (t)x(t) とおくとき • P(t)はDTp(t)= pT(t)Dを満たす時

変マトリクスである.また.

刷 t).u(中)=ド(t)Qx(t)+ uT(帆 (t)} 

f ( x ( t ) . u ( t ). t) = Ax ( t) + B u ( t ) 

(:3.4 ) 

(3.5 ) 

W来(x(t)，t)= xT(t)pT(t) (3.6) 

を定義する.ここでDTp= pTDである.このとき.Hamilton-.] acobi方程式

8iiA 

δt 

に代入すれば

一引がL(x(t).u(t). t) + Wγ(x( t)ι(t); t)} (3.7) 

xT(t)DTρx( t) -TWT(t)Qz(t)+J(収 u(t) 

+2xT(t)pT{Ax(t) + Bu(t)}] (3.8) 

となる.

ここで• DTp = pTDが成立するので.実際に l戸の微分を行えば.

δV来 1中市
一一 =~Xl (t)D1 Px(t) 
θ2  

となる.右辺の最小値を与えるピ(t)を求めれば.

u.(t) = _R-1 BT P(t)x(t) (3.9 ) 
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となる この最適制御入力 (3.9)を (3.8)に代入する

2xT(t)pT Ax(t)二 1.T(t )(pT A + AT P)x(t) 、、E
E

，，F
n
U
 

可
l
よ

弓

J
，，ea-z
‘、

に注意してヲ

xT(t)DT(t)目、(t) _xT (t)[Q + AT P + pTA. -pT BR-1 BT Pt.(t) (:3.11) 

が.すべてのx(t)について成立する.よってっさの一般化リカ ッチ微分方程式(Generalized 

Riccati differential equation)が得られる

DTρ= _Q _ AT P _ pT A + pT BR-1 BT P (3.12a) 

DTp = pTD (3.12b) 

ここでtj→∞であるからP(t)三 Oをみたすので.最終的につぎの一般化リカッチ代数

方程式 (GeneralizedRiccati algebraic equation)が得られる

AT P + pT A _ pT BR-1 BT P + Q = 0 (:3.13a，) 

DTp = pTD (:3.13b) 

この一般化リカッチ代数方程式 (3.13)は一般化リカッチ代数方程式 (2.12)と同一であ

る.以後，特にことわらない限り:一般化リカッチ代数方程式を簡単に一般化リカッチ方

程式と呼ぶことにする

3.3 再帰的アルゴリズム

本章では?一般化リカッチ方程式における再帰的アルゴリズムを導出する.リカッチ方

程式 (3.13)を各ブロックごとに計算する.ただし?

Tp =内特 [;;l[2214221[;;l
件 P=[之官].Pn = P{，. P22 = P (3.14 ) 

となることに注意する.ここで.

511 = B1R-
1 B'{ 

512 = B1R-
1 Bi 

522 = B2R-
1 Bi 
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とおく

Ai1 P11 + P~ Au + AI1九1+ pJ; A21 -P~ 511P11 -P~ 522九l

-P~512九1 -PJ; S~Pll + Qll = () 

εP21 All + P~A21 + Ai2P11 + AI2九1-EP21SllP11 -eP21S12P21 

-P~S~Pll -P~S22九1 + Qi2 = () 

Af2九2+ P~A22 +乙A.i2P];+εP21.412 -P~S22ん

ー εF7235PZ-εP21512P22-e2 P川:l1 P~ + Q22 = () 

ここで、ご三 Oとおくとそれぞれ下記式 (3.16)になる

AL九十 Pl~All+ AIl九1+ P:[; A21 -Pl~ 511 P11 -P:[; S22九l

-P1~S12九1 -P2~S~Pll + Qll = 0 

P~A21 + Ai2ん +AI2九1- P~Si2Pl1 --P~522九1 + Qi2 = 0 

AL九2+ P2~A22 -P~S22九2+ Q22 = 0 

(3.15a) 

(3.15b) 

(3.15c) 

(3.16a) 

(3.16b) 

、、，z
，，JC
 

F
n
u
 
--ょっJ

f
'1
・‘、

後で述べる仮定3.1のもとで方程式 (3.16c)が解をもてばA22-522P22が?非特異である

ことから (A22-S22P22)-1は存在する.したがってつぎのかオーダ方程式が得られる.こ

こで:0-オーダ方程式の解をP11:P21: P22とおく

[O-order equation 

pfAo+A;P11-PESoP11+Qo=0 

F21 = -NJ十八千Fll

ALP22+RZA22-PZS22P22+Q22=O 

しだた

Ao A11 + N1A21 + 512N! + N1S22N! 

So 511 +川5~+ S12N{ + N1S22N'{ 

Qo Q11 -N2A21 -AI1 N[ -N2S22NJ 

λ7=DJTQ5.λ7=-DfDl 

D2 A12 -S12P22. D4 = A22 -S22F22 

Q12=Q12+ALP22 

ここで.以下の仮定を導入する

4 

(3.17a.) 

(3.17b) 

(3.17c) 



仮定 3.1行列対 (A22.B2)及び行列対 (A22・C2)はそれぞれ可安定であり及び可検出で

ある.また行列対 (Ao. yI5o") 及び行列対 (Ao‘ゾ否~)はそれぞれ可安定であり及び可検

出である

注意 3.1行列 A0150， Q。を記述する公式の中には3 リカッチ方程式 (3.l7c)の解P22が含ま

れているが.以下の補題により.実際には依存しない.

補題 3.1行列

1
7
n

n
T
n
 

S

A

S

A

 

一

一

一

一

7
e

円

4

4
4

司

よ

q

，“

内4

1

ハW
2

ハV

A

A

 
一

一

r
i
l
l
'
'
I
P
-
-
L
F
1
4
l
i
p
-
-
l』

一
一
一
一

九

九

「
1
1
1
1
1
1
1
1
l
l』
」

守

3
1
1
1
6
'
l
I
L
l
-
d

U
T
U
T
U
T
口

S

A

S

A

 

一

一

一

一

I

H

I

T

U

 

-ハ
W

2

ハw

A

A

 
一

一

「
I
l
li
-
-』
l
i
』
「
a
l
l
i
t
-
-
l
l
』

一
一
一
一

九

九

に対し

九=九一町1九=[会。コ~1 (3.18) 

が成立する.

(補題3.1の証明) ます.九について.

[え~1日431[-LjlT4 

[}" ~][ドいγD釘rJf1 引
F22 1 J l 0 一D:;T J l一PzI 

と計算される.したがって‘実際にT1- T2T4-
1むに代入して計算すれば関係式(:3.18)が導

出される. 口

TJ1= 

つぎに偏差を定義する

Pll 二 Pn+εEll (3.19a) 

P21 = P21 +εE21 (3.19b) 

P22 = P22 +εE22 、、BE
，，
，
rv 
ハ叫
υ

1
1
A
 

q〈
d

f
t1
1

、
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以上を方程式(3.15)に代入する

0-オーダ方程式(:3.17)を用いて.偏差Eについての方程式 (3.20)が得られる.

E~Do + Dl Ell十vTH; + H1 V -VT H3 i/ーょん =0

E~D2 + E~D4 + DI E22 -H1 = 0 

E~D.t + DrE22 -fh = 0 

ただし

H1 一A.f1pZ; + p~ sふ1日1Pz+P;35Pz →+一 ξ (E~ι5'1口2E2幻2 + E~S2口2E幻

H2 EIIS11E11 + E~S22E21 + E~S12E21 + E~S'{;Ell 

H3 -Ai2Pii -P21A.12 + eP21Sllpii 

+εE~S22E22 十九l S12P22 + P~S'{;pZ; 

Do D1 -D2D:;1 D31 V = D:;l D3 

D1 

D3 

.1111 -Sl1P11 -S12P21 

A21-SEAl-S22P21 

したがって偏差についての以下の再帰的アルゴ、リズム (3.21)が導出される.

Ei:+1)TDo+D1Eii+l)=-l/THjJ)T-HjJ)I/+VTHY)V+εHjJ) 

Eii+l)TD2+Erl)TD4+DIEJ71)=HJJ) 

必ず1)TD4+D1471)=HJJ)

アこだし

Hjj)= 

HJJ) 

HjJ)= 

-A54:)T+Pips114:)T+PJFTSEpjf)T 

+ε(Eji)TS12Ea)+EK)TS22ES)) 

Eji)T511Eji)+EU)TS22Eg)+Ej{)TS12EU)+EM)TSEEK) 

-A54{)T-pji)A12 

(3.20a) 

(3.20b) 

(3.20c) 

(3.21a) 

(3.21b) 

(3.21c) 

+εpips11pj{)T+εEJ;)TS22Ea)+pips12PJJ)+PJ;)TSLPJ{)T 

P2) ム1+εEii)
pj{) F21 +εES) 

pjj)=P22+εEj;) 

Eii) E(0)40) 21 - .LI22 。
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ここで¥(j)はj番目の値.(j+l)はJ+ 1番目の値を意味する したがって j番目の値が求ま

れば.逐次的にJ+ 1番目の値が定まり.これを再帰的に求めればよい

注意 3.2初期値をEii)=E2)=EZ)=0と選択しているが.陰関数定理及び (:3.22)

からεが十分小さいとき.任意の初期値に対して提案された再帰的アルゴリズ、ムは収束す

る.ここでは.収束するための時間を短縮するために.εが十分小さいとき、偏差 EIJが十分

小さいことを利用して?Eii)二 E2)=E2)=0と選択する

っさに.簡単にアルゴリズムの説明を与える

STEP 1. 0-オーダ方程式である (:3.17)から.0-オータ。解Pll‘P21.P22を求める

STEP 2 偏差E2J24?から 3再帰的アルゴリズムである差分方程式 (3.21)を用いてう

偏差EG+1)471)ヲ471)を計算する

STEP 3.誤差

α1=HErl)-Ej;)||2 

α2=|lEA+1)-EU)||2 

α3=HErl)-E2112 

を計算する

ただしヲマトリクスノルム 11. 112はう任意の行列 Xについて最大特異値をあらわす.

すなわち，IIXlh三[入rna.，，(XTX)P/2である.以下も同様に定義される

STEP 4. Cif < 6ヲ(l= 1. 2. 3)を満足するまでSTEP2.へISTEP 4.を繰り返す.ここで，6

は十分小さな正の定数である.

STEP 5.一般化リカッチ方程式 (3.13)の解

P=[九141
P21 P22 

を求める

3.4 再帰的アルゴリズ.ムの収束

まず、定理をあげる
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定理 3.1仮定 3.1における条件のもとで.アルゴリズム (:3.21)はう k回の繰り返し計算に

よって.偏差Eの正確な値に O(ek)の高精度で収束する.すなわち?

IIE -E(k)112 = O(ジ): (k = 1. 2.・)

まfこは

IIE -E(k+l)lb = O(ε)IIE -E(k)1I2・ (k=1.2、)

ただし

E-I E11E211 p(k)-ld)Ejj:)| 
= l EL E22 J じー IE~~)T E.~~) I 

(3.22) 

(3.23 ) 

(定理:3.1の証明) まず.収束解の存在 (解の唯一性)は.ε=0におけるヤコビ行列が非

特異であることを示せばよい.陰関数定理 (Dieudonne1982，杉浦 1985)を用いるために.

アルゴリズム(:3.21)に対するヤコビ行列を以下のように計算する

[.]acobi matrix] 

「
I
1
1
11
1
1
1
11
1
1
1
1
1
1
1
1J

つd
q

J

O
γ
必

7
4

今

L

0
7
A
o
 

噌
E
A

司
a
A

7
4
7
A
o
 

「
I
l
l
1
1
1
l
o
i
l
-』

一一nu 一一
T

d

I

U

 
だた

1
i

ぺJ
-

可

4

ヲ・

7

d

T

J

 

1:3:3 

Jk1 

(3.24 ) 

I③Do + D'{; 0 1 

10 D4 

T
A

つ

制

、
u

f
u
I
u
r
h
u
 

I② D4 + DI 0 1 。LkI aLk I aLk 
一一|ε=0:Jk2 一一|ε=0:J人 一= 一一 |ε=0;(k = 1，2， :3) δE
ll 
IC-V: -，，<. aE幻 =0，'-'k3 --aE

22 
E'{lDO + D'{; El1 + VT H'{ + H1 V12pt -VT H3 Vー εH2

EIID2 + E~D4 + DI E22 -H1 

EJ2D4 + DI E22 - H3 

③はクロネッカ積である.ここで，D4 = A22 - 522P22はリカッチ方程式 (3.17c)が?仮定

3.1から安定化解をもつので安定である.

同様に.Ao -50Pl1は、リカッチ方程式 (3.17a)がう仮定3.1から安定化解をもつので安

定である.したがって、

Ao -SOPl1 

A11 + -¥¥A21 + 512入7+X13pvf
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一(511+K135+512A7+Xlら λ';)Pl1

二 Al1+ N1A21 -SllPll -N1S;2Pl1 + S12.1¥"[ + X1S川 7-5124vfP11

-N1S22入fP11

A11-511P11+kl(A21-SEAl)-512(-NJ+入';P11) 
-N1S以-NJ+入T;Fll) 

All - SllFll -S12F2l + NdA21 -STzPll -S22F川

D1 -D2D:;1 D3 = Do 

となるので，D。は安定となる.以上より.ヤコビ行ヂIJが非特異であるから.陰関数定理を適

用してただ l組の解 (Ell・E21:E22) = (Ell; E21) E22)をもっ.続いて7収束性について

証明する • Ell' E21. E22は，(3.20)を満足するので?

tfiDo+DJEll+IノTizf+211J-1/T23V-εfI2= 0 

tfiD2+tjiD4十D1222-亘1= 0 

ELD4+DlE22-23=O 

となる.ただし.

iT1=-A54+43114+435PZ+ε(EES12E22+ELS22E22) 

ι=4SIlt11+E2322E21+451J21+ELSEEll 

K3=-A54一九lA12+ε九13114

+εE2522222+P21512P22+花S54

Pll Pl1 +εEll' P21 P21 +εE21. P22 二 P22+εE22 

である.次に.アルゴリ ズム (3.21)においてうj=Oとおき.(3.25)との差をとる

(ん-E~~))D4 + DJ(ん -EJ;))=ε九(E21;E22・ε)

(E11-Ej;))Do+D1(E11-Eii))=ε:F1(Ell1 E211ε) 

(E21-E2))TD4=ε九(Ell1E21' E22'ε) 

(:3.25a) 

(:3.25b) 

(3.25c) 

(:3.26a) 

(3.26b) 

(3.26c) 

ここで\関数:F1 1 九、 :F3 はう ι El1 ・ E21 、 E22を適切に含む陰関数で・ある • D41 D。は安定

行列なので.

|lE22-ES)||2=0(ε)7HEll-Eji)||2=0(ε).llE21-Ej:)||2=0(ε) (:3.27) 
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となる.この操作を帰納的に j= 1. 2. :3.・と続ければ、

IIH1 -H~J ー 1 )112=O(ε') . IIH2 -H~r 1 )lh 二= O(ど):IIH:3 -H1.1-1) 112 = O(εJ) (:3.28) 

に注意して.

IIE11 -Ei;)lb = O(♂)・IIE21-E~;)112 = O(eJ)) IIE22 -E.1~)112 = O(εJ) (:3.29) 

となる.したがって.(:3.22)が得られる.以上から 3任意の初期値に対して.~が小さいなら

再帰的アルゴリズム (:3.21)は収束するまた.その収束解はEll・Ell・E22である 口

3.5 数値例

簡単な 2つの数値例に対して上述のアルゴリズムを適用し7解を求める

u
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(:3.:30 ) 

3.5.1 数値例 1

システムはつぎのように記述される ('v¥'anget α1. 199:3) 

以上の拘束条件のもとで.評価関数

J=jf仲 x~+ u2)dt 
を最小にする最適制御入力を決定する

方程式(:3.:30)において.(2，2)成分すなわち小行列 A22はOなので非標準特異摂動シス

テムである

本章で提案されたアルゴ、リズムを上述の問題に適用すれば.つぎの一般化リカッチ方程

、、，E2'
'

1
上
司

J3J
 

f
'
1
・、、

式の解を得ることができる

ε= 0.01における計算結果は以下のとおりである.

表3.1ε=0.01のPの値

Tab.3.l. Value of P when ε= 0.01 

j Pll P21 P22 
1.41421 2.41421 1.0 

2 1.448:36 2.41421 1.02414 

3 1.44794 2.41421 1.02:385 

4 1.44795 2.41421 1.02386 

5 1.44795 2.41421 1.02386 

6 1.44795 2.41421 1.02386 

1.44795 2.41421 1.02386 
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したがって.Pはつぎの値になる

ー I1.44795 2.41421 x 10-:2 I 
.L p1"O - I 2.41421 1.02:386 

このとき.最適制御入力は，

仏=-[2.41421 1…[ :: 1 
と求められる.ただし.8 = 10-8とした

(:3.:32) 

(:3.:33) 

ここで ¥iVangら(1988)によって求められたこのシステムにおける最適制御入力は.次

式でで-与えられる

a二一 I2.4ω1.02:39 1 I l'引1 I 

また初期値

[ね(0)I = I 1.0 
X2(0) j l 0 

J I ユ::2

に対する評価関数Jの値は以下のとおりである

Jo 1.44834 

JpTO 1.44794 

Jexa 1.44794 

(:3.34 ) 

ここでう J。は 0-オーダ解の評価関数の値• JpTOは提案型の方法を利用して得られた解PpTO

の評価関数の値• Jexaは Wangら(1988)によって求められた評価関数の値を意味する

以上ヲ本章で提案されたアルゴリズムは‘再帰的に求めているために.収束までの計算が

7固となったが.この計算の複雑さを除けば.数値的に比較して.十分有効であることがわ

かる.

3.5.2 数値例 2

Chowら(1976)が扱っている数値例に対し?以下の修正したシステムを考える.すなわ

ちヲ行列 A22の (1.1) 成分を 0 に修正し • A22が特異になるように選ぶ.

土1= AllXl + A12X2 + Bl U (3.:35a) 

ε土2= A21Xl + A22X2十B2u (3.35b) 
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All = [~ 004] 

A" = [ ~ ーナl
Bl = [ ~ 1 

Al2 = [0~45 ~] 
A22=[;71 

B， = [ ~ ] 

山拘束条件のもとでz=[:;l出くとき評価関数
J=iJfp∞「~V(い2
Q = d出iag{い1.0ヲ1.0}. R=l 

を最小にする最適制御入力を決定する.まず‘ ε=0における 0-オーダ解を求める

示 I6.28430 2.89855 I 
川 1-

I 2.89855 7.28616 I 

λI  4.71185 2.21075 
リ 1一 1.0 4.47252 x 10-2 I 
pつつ
I 4.71184 1.0 
一1.0 2.34504 X 10-1 I 

(3.:36) 

っさに.ε=0.1に対する一般化リカッチ方程式の解は， 8回の繰返し計算によって.つぎ

のように得られる

PPTO lP1141 
P21 P22 

6必275 3.1…8501  l 3.12766 7.50339 0.23816 0.00788 

4.77545 2.38163 5.14253 1.07904 
1.0 0.07878 1.07904 0.25116 

このとき.最適制御入力は

仏=-[1.0 7.87788 x 10-2 1.07904 2.51町×町1] x 

と求められる.ただし o= 10-8とした.

ここで.本章で提案されたアルゴリズムの有効性を比較するために.通常のレギュレー

タ理論で扱われているリカッチ方程式の手法を用いて.リカッチ方程式を分割計算しない
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で直接解いた解と最適制御入力は次式で与えられる

6..，15261 :3.12756 0.47752 0.1 

九=I ~.::~~~ ~.~~~~~ ~.:~~.:: ~.~~~~~ 
工口 0.4775:3 0.2:3815 0.51425 0.10790 

0.1 0.00786 0.10790 0.02511 

ル =-[ 9.99971 X 10-1 7.87612 X町1.0790-1 2.51165 x 10一1].1 

最後に.初期値

[:;山=
1.0 

1.0 

0 

0 

に対する評価関数Jの値は以下のとおりである

Jo 20.25387 

JpTO 20.21159 

Jexa 20.21107 

ここで)J1。は Oーオーダ解の評価関数の値• JpTOは提案型の方法を利用して得られた解PP7山

の評価関数の値.J口口は直接リカッチ方程式を解いて得られた解 Pexaの評価関数の値を意

味する

この 2つの結果を比較する.まず.本章で提案されたアルゴリズムで得られた解Pp7'Oの

P21‘
P22にεをかければ.リカッチ方程式を直接解いて得られた解 P口。に限りなく近づく

つまり.

[九141→ P
εP21 εP22 

(3.37) 

したがって一般化リカッチ方程式の解が 10-3オーダの範囲で得られた結果は妥当である

ことがわかる.制御入力に関しても 10-3オーダの範囲で一致していることがわかる.

続いて‘ ε=0.0001であるとき.本アルゴリズムでは.4回の繰返し計算によって以下の

収束解が得られる

戸-

.... pTO 一 [九141P21 P22 
6.28447 2.89877 0.00047 0.0001 

2.89877 7.28635 0.00022 0.000004 

4.71191 2.21092 4.71226 1.0000 

1.0 0.0-1475 1.00008 0.23452 
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このとき、最適制御入力は.

U;ru = -[1.0 4.47598 x 10-2 1.00008 2.34520 x 10-1 ] X 

であるまた.YIATLABを使用しての計算結果は以下である

九xa

Uexa 

6.2845 2.8988 0.0005 0.0001 

2.8988 7.286-i 0.0002 0.0000 

0.0005 0.0002 0.000.5 0.0001 

0.0001 0.0000 0.0001 0.0000 

-[1.0000 0附1.0001 0山 ]x 

これらを比較してみれば.提案型の再帰的アルゴリズムでは.εが十分Oに近くても解を得

ることができる

注意 3.3MATLABは制御工学やシステム理論に役立つ豊富な関数をもっ制御設計用CAD

である.数値例で使用した関数は • Control Systern TOOLBOXにあるリカッチ代数方程

式ATX+XA-XBX+C=Oを解くための関数 areである areで使用されているアル

ゴリズムは.Schur分解法である.このSchur分解は‘基本的に固有ベクトル法と同じであ

るが、固有ベクトルの代わりに.固有空間の基底ベクトルを利用する点に特徴がある.こ

れは.数値計算上問題のある固有ベクトルをわざわざ求めなくても 3固有空間の基底さえ

分かれば.固有ベクトル法と同様の計算によって解が得られる.以上の観点から?現在で

は数あるリカッチ方程式の解法の中でも，演算効率?信頼性などの点で最も優れた解法と

されている

3.6 まとめ

本章では、 AZJが存在しない非標準特異摂動システムにおける最適レギ、ュレータ問題を

扱っている.AZJが存在しない場合、通常の最適レノギュレータ理論でみられたような方法

を用いて.リカッチ方程式を導出すると)0-オーダ方程式の変換はできない.よって.ディ

スクリプタシステムにおける Hamilton-]acobi方程式を利用して最適フィードバックゲイ

ンを求めることを提案した

このとき、最適制御入力を求めるために一般化リカッチ方程式が現れる.したがって?非

標準特異摂動システムの最適レギュレータ問題についてう Gajicらと異なった方法で・再帰

的アルゴリズムを導出できた.

また、このアルゴリズムの収束性の証明に陰関数定理を用いた.その結果.十分小さな

正のパラメータ (ε)に対し.収束解の存在を証明することができた.

以上からう第2章の合成制御則と異なり再帰的アルゴリズムを利用することにより.最

適な評価関数の値を達成することができた
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本章では.導出されたアルゴリズムの有効性を検証するために2つの簡単な数値例を示

したこの数値例によって εが十分小さくても.収束解が得られることが示されたまた、

得られた解は妥当なものであることがわかる
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第 4章

非標準特異摂動システムにおける LQG問

題のための再帰的アルゴリズ‘ム

この章では?第 3章と比較して?問題の対象を最適レギュレータ問題 (LQR問題)から.

LQG問題に拡張し?扱われていなかった非標準特異摂動システムにおける LQG問題のた

めの再帰的アルゴリズムを導出する

4.1 はじめに

第3章で扱った最適レギュレータ問題 (LQR問題)に対してヲ特異摂動システムにおけ

るLinear-Quadratic-Gaussian(LQG)問題についてう多くの研究結果が報告されている

(Haddad et al. 1976. Khalil et al. 1984， Gajic 1986). Khalilら(1984)は?レギュレータ

ゲインとフィルタゲインを求めるための 2つのリカッチ方程式を分割して解の性質を研究

している.また.Gajic(1986)は.Khalilら(1984)の論文に基づいて.2つのレギュレータ

リカッチ方程式とフィルタリカッチ方程式に再帰的アルゴ、リズムを適用して解を求めてい

る しかしこれらの研究報告のいずれの場合においても • A22が非特異でーある標準特異摂

動システムの場合のみ研究の対象としている.近年• A22が特異で・あるようなシステムに

おける研究報告がなされている (Khalil1989， Wang et al. 1988， ¥̂iang et al. 1992， Xu et 

al. 1988).中でも， Khalil(1989)及び、 Wangら(1992)はうA22が特異で‘ある非標準特異摂

動システムにおけるレギ、ュレータ問題を扱っている.これらの論文では，ディスクリプタ

システムの理論を用いての研究が行われている.しかし再帰的アルゴリズムを利用して

の制御ゲインを求める研究は行われていない.さらに、標準特異摂動システムにおける再

帰的アルゴリズムの研究はここ 10年間にわたり行われてきたが.その間A22が特異で-ある

非標準特異摂動システムにおける再帰的アルゴリズムの研究はなされていない.
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そこで.本章では.第 3章と同様に、扱われていなかった非標準特異摂動システムにお

ける LQG問題に対する再帰的アルゴリズムを導出する.大きな特徴は以下の 2つであ

る.まず第 lに.第3章と同様に.2つのリカッチ方程式の解の存在性を保証する仮定に

Gajic(1986)と異なり.A22が非特異で-ある必要がないことである.つまり • 2つのレギュ

レータリカッチ方程式とフィルタリカッチ方程式が• A22が特異行列でーあっても解が存在

する.第2に.2つの最適ゲインを求める際に.解く必要のある 2つのリカッチ方程式を一

般化リカッチ方程式に変換し.この一般化リカッチ方程式を解くことである.第3章では.

ディスクリプタ理論を利用して一般化リカッチ方程式を導出したが.本章では.代数計算

による等価性を利用して一般化リカッチ方程式を導出する.この一般化リカッチ方程式を

導入することにより.Gajic(1986)が提案している 2つのリカッチ方程式の解P.Qの形を

変形することができたまたう新たな公式を導入することにより 0-オーダ方程式を変形す

ることができた.ここでも • A22は非特異である必要はない.

4.2 非標準特異摂動システムのための LQG問題

4.2.1 非標準特異摂動システム

システムに摂動項を含む状態空間法において.以下のような線形時不変非標準特異摂動

システム (4.1)を考える

土l(t)= AllXl(t) + A以 2(t)+ BIU(t) + G1ω(t) 

ε土2(t)= A21Xl(t) + Aμ ・2(t)+ B2U(t) + G2ω(t) 

y(t) = C1Xl(t) + C2X2(t) +υ(t) 

このシステムに対する評価関数は (4.2)である

rT 

J Jim去ε{I[zT(t)z(t) + uT(t)R仰)]dt}.R> 0 
i一∞.1 JO 

(4.1a) 

(4.1b) 

(4.1c) 

( 4.2) 

ここで3記号εは期待値を意味する.又?システム (4.1b)中のεは十分小さな正のパラメー

タ.u(t)εRmは制御入力，y( t)εR'は観測出力;Xi( t)εRn'(i = 1，2)は状態ベクトル.
ω(t)εRTとυ(t)εR'は互いに独立で平均Oの正規白色雑音7すなわち.

ε{ω(t) } 

ε{ω(t)WT(T)} 

ε{υ(t )vT (ァ)}

ε{υ(t)} = 0 

Vi8(t -T) 

l今8(t-T)

ε{ω(t)VT(T)} = 0 

v~ > 0、l合>0
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をあらわす.ここで6はディラックのデルタ関数を表す.また.z( t)εRSは評価出力であ

り.(4.3)の形をもっ

z(t) = C1X1(t) + C2X2(t) ( 4.3) 

システム (4.1)において‘ A22が特異で・ある.つまり • A22
1が存在しないシステムを一般に非

標準特異摂動システムと呼ぶ.

4.2.2 LQG問題の解

まずう以下の行列を定義する.

A~ 

B~ 

C 

Q 

[A11 ん|
ε-1 A21 ε一1A22 I 

[ム1Gε= [ムl
[C1 C2] 

[Q11仏:1 =ドfC1ml
Qi2 Q22 J 

-
l CiC1 Cic2 J 

したがってシステム (4.1)は3 システム (4.4)になる

土(t)

y( t) 

Aεx(t) + Bt;u(t) + Gεω(t) 

Cx(t) +υ(t) 

(4.4a) 

(4.4b) 

この非標準特異摂動システムに対する LQG問題の制御則は‘ (4.5)によって与えられる
(Haddad et al. 19(7) 

ま(t)= Aεx(t) + Bεu( t) + L[y( t) -C企(t)] (4.5a) 

u(t) = f{ま(t) (4.5b) 

レギ、ュレータゲイン Kは

K=-R-lBfぇ ( 4.6) 

である.ここでPεは，次のリカッチ方程式を満たす.

Pt; Aε 十 A;~ε-PEBER-1Bf九十 Q = 0 (4.7) 

一方.フィノレタゲイン Lは

L = vV~CT1(よ 1
( 4.8) 
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である 同様に vV，oはう次のリカッチ方程式を満たす.

Aε科二+lif!，õ A~ -TtVeCTV2-
1Cl久+Ge 1 ~G~ = 0 (-1.9) 
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4.3 一般化リカッチ方程式の変換

この章では;2つのリカッチ方程式 (4.7).(4.9)を一般化リカッチ方程式に変換する補題

をあげる

補題 4.12つの代数リカッチ方程式(4.7).(4.9)は.それぞれ以下によって与えられる 2組

の一般化リカッチ方程式 (4.10).(4.11)に等価である

pT A + AT P _ pT BR-1BT P + Q = 0 (4.10a) 

Dip = pTD1 (4.10b) 

AWT + W AT -WCT九，-lCW
T+ GV1GT = 0 (4.11a) 

1iVT D2 = DIltV (-L11b) 
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(補題4.1の証明) まず?方程式 (4.10b)から

え=Dipニ pTD1 (4.12) 
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となる.したがって;Ae = DI1A， Bε= DIIBに注;意すれば.

九Aε十Af九一九BεR-IBf九十 Q

pT D1D-;1 A + AT D-;T D'{ p -pT DID;-l BR-1 BT D-;T D[ p = 0 

仲 pTA + ATp -pTBR-1BTp + Q = 0 

となる.同様に‘方程式 (4.11b)から

We = W-TD2二 Dlw

であり、九 =D2A‘Gε= D2Gに注意すれば

AεH';; + 1iVe A~ -vVe CT九一lCVVo+ GεLtG7 

(4.1:3 ) 

D2A1iV
T D2 + DfHI AT Df -Df 1iVCTì/~-lCHIT D2 + D2CV1CT Df = 0 

件 A1VT+ l;¥IAT -VVCTV2
-1CWT + GiぺC

T= 0 

となる.以上から.2つの代数リカッチ方程式(4.7).(4.9)を解くことは.導出された一般

化リカッチ方程式 (4.10).(4.11)を解くことに等価である 口

4.4 再帰的アルゴリズムの導出

この節ではう一般化リカッチ方程式(4.10)及び(4.11)の再帰的アルゴリズムを導出する

まずう以下のように行列を定義する

511 

512 

522 

B1R-
1 B'{ 

BIR-1BI 

B2R-
1 Bf 

方程式 (4.10a)を分割計算することにより 3

AilP11 + Pl~All 十 AL九1+ pE A21 -P1~ 511 Pll -P2~ 522九1
-P~ 512P21 -pE 5'{;Pll + Q11 = 0 

εP21 Al1 + P~A21 + Ai2九 +Af2ん -εP21511Pl1
ー εP21512P21-P~5'{;Pl1 - P~S22九 l+ Qi2 = 0 

AL九2+ P~A22 +εALPZ+εP21A12 -}三522九2
-εP~5'{;P; -εP21512P22一 ε2P21S11P; + Q22 = 0 
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同様に.以下のように行列を定義する

仁11 C{V2-
1C1 

0'12 C{V2-
1C2 

[，-22 二 CJV2-
1Cz

方程式 (-l.lla)を分割計算することにより.

をf尋る

A11 VV1~ + 1ゲllAi1+ A12 日/1~ + 1-1/12 Ai2 -11/11 C11 H r~ - M勺じ22M r1~ 

-W11 U12 M/1~ -1-1/12U;; W1~ + G1 Vi Gi = 0 

εA11 W12 + A12日/2+1mlAL十日ぺ2AI2-εIゲ11U11 M/12 

ーε H/1 2U~M勺 -Hぺ 1 U1 2vV]; -M勺じ22M/]; + G1 Vi GI = 0 

A22 W]; + 1ゲ:22Ar2+εA211V12 + ε vVl~Ar1 -M匂U22MZ

ーεM/1~ U12vv]; - ε 1V22じ~Hl12 -c2 VV1~[ 

4.4.1 Pの一般化リカッチ方程式の再帰的アルゴリズム

(4.1.3a) 

(-l.15b) 

リカ ッチ方程式 (4.14)においてε=0とすれば.方程式 (4.16)を得る.ここで.0ーオー

ダ方程式の解をP11・P21:九2とおく

ALAI+PZA11+ALAI +PZA21 

-P5311P11-PZS22P21-P5512P21-P235P11+Q11=0 

PZA21+ALAI+ALP21-PZSEAl-PZS22P21+QE=0 

ALP22+PZA22-PZS22P22+Q22=0 

方程式 (4.16c)について以下の仮定を導入する

(4.16a) 

(4.16b) 

(4.l6c) 

仮定 4.1方程式 (4.l6c)は行列 A22-S22F22を安定とするような唯一の準正定解F22を

もっ
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仮定4.1から、方程式 (4.16c)が安定化解P22をもっ.したがって A22-S22P22が非特異

であることから (A22-S22Pnt1は存在する.
以上から次の 0-オーダ方程式(4.17)を得る

[O-order equabon 

P~Ap 十 AZP11-P55pP11+QP =0 

F21ニ -Ni+λ7fP11 

ALP22+PZA22-P2522P22+Q22=0 

しだた

Ap A11 + N1A21 + S川ず+N1Sωf 

Sl1 + N1 S'{; + S12N; +川S22!V;
Qll -N2A21 -Ar1Ni -N2S川T
DfQij 八千=-DJTDl

p

p

T

2

 

5

Q

N

 

D2 

Q12 

A12 -S12P22・D4= A22 -S22P22 

Q12 + Ar1九2

次に.以下の仮定を導入する

(4.17a) 

(4.17b) 

(-1.17c) 

仮定 4.2方程式 (4.17a)は 行列 Ap-SPPl1を安定とするような唯一の準正定解Pl1を

もっ.

次に偏差Eを定義する

Pll = Pn +εEll 

P21 = P21 +εE21 

P22 = P22 +εE22 

以上を方程式 (4.14)に代入する

0--オーダ方程式 (4.17)を用いて‘偏差Eについての方程式(4.19)が得られる

E~ Do + D'{; Ell十 1'T H~l + H Pl ¥' -FT H P3 ¥・ー εHp2= 0 
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E~D2 + E~D4 + Df E22 -Hp1二 O

E~D4 + DrE22 -Hp3 = 0 

しだた

Hp1 

Hp2 

Hp3 

-A54+PZ311PZ+P135pi+ε(E~ S12En + EJ'r SnE叫

E~ Sl1 E11 + E~ S22E21 斗 E~S12E21 + E~ S'{;Ell 

-Aî2P~ -P21A12 +εP目21511PZ+εE-L322E22

+P21S12P22 + P2~S~P~ 

Dl -D2D:;1 D3・V= D:;l D3 

A11 - Sl1P11 - S12P21 

D

D

D

 A21一，SEAl-522P21

したがって偏差Eについての以下の再帰的アルゴリズム(4.20)が導出される

Eii+1)TDo+DZEH+1)=-VTHr-H仰i+ VTH白V+εH民

Eji+1)TD2+EZ+1)TD4+D;EJ71)=H;J 

Ejfl)TD4+DIEjfl)=H民

しだた

ド

U
PH
 

-A54:)T+Pips114:)T+PJ;)T554:)T 

+ε(Eji)TS12EJ;)+EZ)T522EA)) 

H幻 =Eji)TS11Eji)+EM)T522EJ:)+Ej;)Tsdji)+EK)TSEEr

H民 =-Afjpji)T-PJi)A12+εpips11PS)T+εEa)7322Ea)

+PJ:)S124;)+PJ;)T554{)T 

PJf)=P11+εEji) 

pjf)=P21+εEg) 

pJ~) F22 +εEji) 

Eii)=Eji)=E2)=0 

(4.19b) 

(-t19c) 

( 4.20a) 

(4.20b) 

( 4.20c) 

ここでヲ(j)は3番目の値，(j+1)はJ+ 1番目の値を意味する.したがってヲJ番目の値が求ま

れば.逐次的に j+ 1番目の値が定まり.これを再帰的に求めれば良い.
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4.4.2 偏差Eの収束性の証明

まず.定理をあげる.

定理 4.12つの仮定4.1.仮定4.2における条件のもとで.アルゴリズム (4.20)は3た回の

繰り返し計算によって.偏差 Eの正確な値に O(εk)の高精度で収束する.すなわち:

IIE -E(k)112 = O(己)) (4.21) 

まfこは

IIE -E(k+1)112 = O(ε)IIE -E(k)112 ( 4.22) 

(k = 1. 2、

たfこ.し

E lE11見 luk)[EiiJEiilTj 
-521E22-E2)Eg) 

(定理 4.1の証明) 再帰的アルゴリズム (4.20)において3ε=0の近傍における収束解E

の存在は陰関数定理により証明できる.陰関数定理 (Dieudonne1982，杉浦 1985)を適用

するために.アルゴリズム (4.20)に対するヤコビ行列を計算する

[.J acobi matrix] 

[400|  J11.o=o = J11 J12 J13 ( 4.23) 

o 0 Jl3 
7こだし

J;l I@ Do + D~ 0 1 

Ji2 1 c8l D4 

J;3 10 D4 + D~ @ 1 

ちはクロネッカ積である.ここで，D4 = A22 -S22?22はリカッチ方程式 (4.17c)が.仮定

4.1から安定化解をもつので安定である.同様に，Ap -Sp?nは:リカッチ方程式 (4.17a)

が，仮定4.2から安定化解をもつので安定である.したがって.

Ap -SpPl1 

A11 + N1A21 + S12N'[ + N1S22N'[ 

一(Sl1+ N1Sf.; + S12N; + JV1S22lV;)?11 

.411 + N1A21 -Sn?l1 -J¥'lSf.;?l1 + S12N'[ +八T1S件、7
-s川 rfhl-N1322λ7P11
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A11-S11P11+XI(A21-SEAl)-S12(一入7+入.[Fl1) 

-lY1522(一八7+入'TFl1) 
All -.511 Fll -.512F21十九(A21-SEAl一 S丸22F:幻

D1一 D2D:;1D3 

Do 

となるので，D。は安定となる.以上より.ヤコビ行列が非特異であるから.陰関数定理を適

用して再帰的アルゴリズムの収束性が証明される 口

4.4.3 Wの一般化リ力ッチ方程式の再帰的アルゴリズム

Pと同様に.リカ ッチ方程式 (4.15)においてε=0とする

次の連立方程式 (4.24)について考える.このとき.方程式 (4.24c)について以下の仮定

を導入する

仮定 4.3方程式(4.24c)は行列 A22-H/22 U22を安定とするような唯一の準正定解W22を

もっ.

仮定4.3から.方程式 (4.24c)が安定化解W22をもつ したがって A22-[:22 H/22が非特

異であることから (A22-U22 W22t1は存在する

以上からWについての 0-オーダ方程式 (4.24)を得る.ここで.0-オーダ方程式の解を

liVll・W21.W22とおく

[O-order equation 

lb11AL+AptFLUZ-W11UwlbZ+Qw=0 (4.24a) 

vli12 = -NJ2 + WllM1 (4.24b) 

同/22AL+A221bZ一向2U22WZ+G2MG7=0 (4.24c) 

アこだし

Aw A11 + A12J1.1T + M2U~ + NI2U22MT 

Uw U~ + U12NJT + j¥II1 U~ + NI1じ221VIT
QII' G1 v; Gi -A12M'[ -JV.[2Ai2 -JV.[2U22JV.[! 
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ぐ
巾
h
h

n
ハ

1
1

TJ1九27Mf=-TJ1九

A21 -夙2[，・E.九=A22 ー玩(22U~

玩/22AE+G2竹Gf

次にヲ以下の仮定を導入する

仮定 4.4方程式 (4.24a)は行列Aw'-H"uCwを安定とするような唯一の準正定解VF11を

もっ

次に偏差Fを定義する

¥，1'1] 日(11+εFl1 

日12=日/12+εF12 

日/22= W22 +εF22 

(4.2.sa) 

(4.25b) 

(4.25c) 

以上を方程式 (4.15)に代入する.0-オーダ方程式(4.24)を用いて7偏差Fについての以

下の再帰的アルゴリズム(4.26)が導出される.

ToFZ(川 +FH+1)TJ=εH弘一 Z2H~H) -11以Z!+ Z2H払Z!

FJ:+1)Tf+FJ;+l)Tf+九FZ(J+1)=HJA

九FZ(j+1)+Fjf1)Tf=H払

ただし

HJJL 

HJLL 

HJLL= 

日ナ(j)
11 

wg) 

日，(J) 
22 

げ)

TO 

T1 = 

T3 

-A11WS)+144()じ11WS)+wij)じ5147;)

+ε(FJ;)U12FZ(J)+Fij)U224i(J)) 

FJPUllFZ(J)+FH)U22FZ(j)+FJi)U12FE(J)+FS)UEFJ{) 

-A21WS)-wZ(j)AL+εwpullwS) 

+εFJ;)U224(J)+WZ(j)U12WZ(J)+wj;)uzwS) 

ル11+εFJ:)

ル12+εFJ;) 

向2+εFj;)

F2)=F2)=0 

T1 -T3T4
-1T2司 Z2二 T3T4-

1

A11 - 1~r12U;; 一向lUZ

.4.12 -玩'12C~ - 1~'llU12 
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4.4.4 偏差Fの収束性の証明

定理 4.2仮定4.3，仮定4.4における条件のもとで.アルゴリズム (4.26)は.た回の繰り返

し計算によって.偏差Fの正確な値に O(εk)の高精度で収束するすなわち.

IIF-F付)112ニ O(d). (k=1.2. (-1.27) 

7こだし

F-「F F1-|F(k) 出~ I 1
1.11 1.12 

I l<'(k)一 1.'11 1.12 -
l F~ F22 J

・ A 一 |F3)T九(;)|

(定理4.2の証明) 定理4.1と同様に再帰的アルゴリズム (4.26)において.ε ニ Oの近傍に

おける収束解Fの存在は陰関数定理 (Dieudonne1982.杉浦 1985)により証明できる.ヤ

コビ行列は以下のように計算される

[Jacobi matrix] 

[JL00|  J21~=o I Ji1 Ji2 Ji3 ( 4.28) 

o 0 Jj3 

7こだし

JJ1 10 To + T;{0 1 

Ji2 I③九

Ji3 I②九+TJ01 

ここで TI=AL-U221bZはリカ ッチ方程式 (4.24c)が 3仮定-1.3から安定化解をもつの

で安定である 同様に7AL-UwlbZは3 リカッチ方程式 (4.24a)が、仮定-1.4から安定化

解をもつので安定である.したがって?

A~r -U川町

Ai1 + A12J¥1'{ + j\12U~ + M2U22J¥1'{ 

一 (U~ + U12J¥1'{ + M1 U0. + NI1 U22M'{) 1，{/11 
AL-U11WZ-U121UZ+M1(AL-UEWE-U22WZ) 

Tf+J141TJ=Tf-TJTJTTJ 

TJ 

となるので， ~。は安定となる.以上より ? ヤコビ行列が非特異であるから.陰関数定理を適

用して再帰的アルゴリズムの収束性が証明される. 口
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4.5 数値例

簡単な数値例に対して上述のアルゴリズムを適用し解を求める

システムは次のよ うに記述される.

2・1= X2 +ω 

よ:r2= J・1+11， +ω

y = 2J・1+ 1・2+ v 

ただし.ω?むは正規白色雑音であり、

ε{ω(t) } ε{v(t)} = 0 

ε{ω(t)wT(ア)} l付(t-T) 

ε{υ(t)υT(T)} 九州tーァ)

ε{ω(t )VT (ァ)}= 0 

ili =九=1.0 

を満たす.このとき.最小化する評価関数は (4.30)である.

rT 

.J Jim去ε[1(xi + x~ + u2)dt] 
iー∞ 1 JO 

(4.29a) 

(4.29b) 

(4.29c) 

(4.30) 

システム (4.29b)において.システム (4.1b)における (2，2)成分すなわち小行列A22はOな

ので非標準特異摂動システムである.本章で提案されたアルゴリズムを上述の問題に適用

すれば.2つの一般化リカッチ方程式の解を得ることができる

まず、ε=l.0 X 10-4における計算結果は以下のとおりである.一般化リカッチ方程式

(4.10)の解Pは.4回の繰り返し計算によって得られる収束の判定は IIp(j+1)-p(j) 112 < 

10-¥j = l. 2， • • .となったところで計算を打ち切る以下の収束の判定は同様に行う

わ rPll εP~ 1 _ r l.41455 2.41421 >( 10-4 1 
サ ro- I P21 P22 I -I 2.41421 1.00024 

このとき.フィードノくッ クゲイン f{proは，

ん。=[-2.41421 -l.00似!
と求められる

一方.一般化リカッチ方程式(4.11)の解Wは 4回の繰り返し計算によって得られる

I vrn W"12 I I 1.62491 X 10-1 1.83693 日ムー =1 市 1 ~.~-~ ~ ~ " ~~ ~' ~ -JVV"" 

~.v lεvVt2 H勺 I1.83693 X 10-4 9.99816 X 10-1 I 
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このとき.フ ィノレタゲイン Lp1'。は.

LpTC' = [2.16191 1.0肌 8X 104 ] 

と求められる

ここで:レギュレータリカッチ方程式 (4.7)を分割計算1つまり.提案したアルゴリズム

を使用しないで.MATLABを使用して直接解いた解 Pexaと(4.6)式で与えられるフィー

ドバックゲイン ]{口αは.次式のように計算される

Pex白

「
1
1
1
1
1
1
1
I
B
-
-
J

4

ベ

-
n
u
 

nU
 
1
よ

ーーム×

×

 

2
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l
t
，
.

{
穐

ハH
U

E-ム

ハ
U

l
t
 
ハ
リυ

ぺ/
-

1

1

ム

パせハU

に
JU

1
i

z
d
 
4

×
 

1
1よ」

G

1
1
よ

1
iム
A
吐

。
ノ
ム}

句白

EEEEEEE'hE

，d

F
E
E
E
E
E
E
E
E
E
EE
EE
E」

弓，
LnU
 

=
ω
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i
 

『
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E
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・
1
J
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p
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〉
d

-
乙
よ
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11
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1
1
1
1
1
‘

]{era 

同様に.フィルタリカッチ方程式 (4.9)を直接解いた解 Iゃいaと (4.8)式で与えられるフ ィ

ルタゲイン Lexaは.次式のように計算される.

H二xa

「
I
l
l
1
1
1』
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1
J
-U ハU1i
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t
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×
 

FO
 
、，、J
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Lexa 

提案型の再帰的アルゴリズムと直接型の2つの結果を比較する.再帰的アルゴリズムを用

いて解いた 2つの一般化リカッチ方程式 (4.10)う(4.11)の解PPT01H乍'0，および2つの最適

ゲイン ]{prOlLprol"i， 分割計算せず直接解いたリカッチ方程式 (4.i)‘( 4.9)の解 Pexa.TiVexa 

と2つの最適ゲイン ]{exa.Lexaについて 10-4オーダの範囲でう行列の各要素について一致

する.したがって，Gajicら(1984)が提案した従来型と異なり，係数行ヂIJA22が特異で・あっ

ても
3
提案型のアルゴリズムが有効であることがわかる

続いてうご =1.0 x 10-0における計算結果は以下のとおりである.一般化リカ ッチ方程式

( 4.10)の解Pは，3回の繰り返し計算によって得られる

。=[九141=[l山 21 2山 ×101
P21 P22 I I 2.41421 1.00000 

このとき 7フィ ー ド、ノくックゲイン ]{proは3

ん 。=[ -2.4山-1.00000] 

と求められる.また.一般化リカッチ方程式 (4.11)の解 Wは、 3回の繰り返し計算によっ

て得られる

HtT~_ ~ = r ~Vll ~12) = ) 1.62278 X 10-1 1.837i2) 
pro - l ε W1~ W 22 J -l1.83772 X 10-8 1.00000 J 

このとき?フィノレタゲイン Lproはヲ

LpTO = [2.16228 1.0 x 108 ] 
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と求められる.

ここで.レギ、ュレータリカッチ方程式 (4.7)を直接解いた解PeXQと(4.6)式で与えられ

るフィード、バックゲイン Kcxaは‘次式のように計算される

Pcxα 
[P1141-[l凶 2U42×101
eP21εP22 I 

-
I 2.4142 X 10-

8 1.0000 X 10-8 I 

Iピexa [ -2凶-1.0000] 

一方.フィルタリ カッチ方程式(4.9)は.係数行列である Ge11; G~ と CTV2- 1 Cのオーダの違

し、から直接解くことは困難である.しかし ょが十分小さいシステムにおいても提案型の

再帰的アルゴリズムでは.容易に 2つのリカッチ方程式 (4.7).(4.9)の解が得られた した

がって.この数値例の場合.提案型が有効であることが示された

4.6 まとめ

本章では.第3章の拡張として.AJが存在しない非標準特異摂動システムにおけるLQG

問題を扱っている.本章では.次の 2つの大きな特徴がある

(i) 2つのリカッチ方程式の解の存在性を保証する仮定に
1 A22が非特異で-ある必要が

ない.

(ii) 2つの最適ゲインを求める際に?解く必要のある 2つのリカッチ方程式を一般化リ

カッチ方程式に変換し、この一般化リカッチ方程式を解く

したがって.非標準特異摂動システムのLQG問題について1Gajicら(1986)と異なった

仮定で.第3章と同様に再帰的アルゴリズムを導出できた.また、このアルゴリズムの収

束性の証明に陰関数定理を用いることにより
3
十分小さな正のパラメータ (ε)に対し:収

束解の存在を証明することができた

さらに、本章では，導出されたアルゴリズムの有効性を検証するために数値例を示した

この数値例によってう A22が特異行列の場合で‘も解が得られることが示されたまた εが

十分小さくても収束解が得られることが示された

以上の得られた結果は?数値例からも妥当なものであることがわかる.
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第 5章

摂動項を含むH∞タイフ。リ力ッチ方程式の

ための再帰的アルゴリズ‘ム

この章では，第3章?第4章で・扱った最適レギ、ュレータ及びLQGタイプのリカ ッチ代数

方程式のための再帰的アルゴリズムの拡張として.H∞タイプリカ ッチ代数方程式のため

の再帰的アルゴリズムを導出する.

5.1 はじめに

第 3章及び?第 4章で・扱った最適レギ、ュレータ (LQR)及びLQGタイプのリカ ッチ代

数方程式の解の性質は従来から大変多く研究されている (児玉3須田 1978).さらに、近年

では;H∞制御問題に関連するリカッチ方程式の解の構造について盛んに研究されている

(Hewer 1993，西村?狩野 1996).中でもう有界実補題 (strictbounded reallemma)に現れ

る以下の形式のリカッチ方程式(5.1)

AT P + P A + P B BT P + CT C = 0 (5.1 ) 

について?準正定である安定化解の存在する必要十分条件はう

1 が漸近安定かつ IIB(sI-A)一lC11∞<1" 
を満たすことである.(Zhou et al. 1988， Hewer 1993; Doyle et al.1989) 

標準的な特異摂動システムにおける H∞制御問題において.Panら(1993，1994)はゲー

ム理論の手法を利用してう2つの subsystemである fastsystem及び slowsystemの伝達

関数の H∞ノルムの最大値を考えることによってヲfull-ordersystemの制御則が存在する

ための十分条件を導出している.またヲ特異摂動システムにおける有界実補題において，

Dragon(1996)は摂動項εが十分小さいとき、full-ordersystemの伝達関数の H∞ノルムが.
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IIGε11∞<  ~( を満たすことは.2 つの subsystem であ る fast system及びslowsystemの伝

達関数の Hx ノルムの最大値が max{IIGFII~ . IIGsll∞} <ゥを満たすことと等価であるこ

とを証明している

特異摂動システムの場合において.有界実補題で扱われる以下の形式のH∞タイプリカ ッ

チ方程式

A;九十九Aε+(九Bε+CT H)(ゥ2]_ HTH)ー¥B;九+HTC) + CTC = 0 (5.2) 

について.解の存在条件は、Dragon(1996)によって研究された.しかし?実際に方程式(5.2)

を解くとき.係数行列であるん .B~に摂動項εを含むので.数値的に解くことは困難である

過去に.再帰的アルゴリズム (Gajicet al. 1995. Gajic et a11990)を利用した方程式 (5.2)

の数値解法は研究されていない.この理由は7 まず.第 3章や第 4章で扱ったリカ ッチ方

程式と異なり.H.∞タイプリカッチ方程式 (5.2)のたの 2次項である係数行列中に存在す

るγ2J-HTHが正定である.したがって.従来の仮定である可制御性や可観測性の条件の

もとでは.再帰的アルゴリズムを利用して得られた H∞タイプリカッチ方程式 (5.2)の解

が準正定かつ安定化解である保証がない.つぎに，.H，∞タイプリカッチ方程式(5.2)の係数

行列中には.パラメータγが含まれている したがって 1準正定かっ安定化解が存在するゥj

の範囲を直接摂動項を含んだままγ-イタレーションなどの方法によって試行錯誤的に決

定しなければH∞タイプリカ ッチ方程式(5.2)を解くことができない.その結果.準正定か

っ安定化解が存在するγの範囲が先に求まらない限り、収束する保証がないため再帰的ア

ルゴリズムを使用することはできない.以上の理由が考えられる.

そこで?本章では.第3章及びヲ第4章で扱った最適レギュレータ及びLQGタイプのリ

カッチ方程式の再帰的アルゴリズムの手法を利用して.H，∞タイプリカッチ方程式(5.2)を

解くための新たな再帰的アルゴリズを提案する.アルゴリズム自体には3第 3章及び3第

4章と大きな差異はないが3 リカッチ方程式の 2e欠の項が正定であることから?再帰的ア

ルゴリズムによって得られた解が準正定かっ安定化解の保証がない したがって.新たに

導出された再帰的アルゴリズムによって得られた解が所要の性質(準正定かつ安定化解)

を満たすことを示すのが本章の大きな目的である.さらにヲこの章では 3 リカッチ方程式

(5.2)がヲ準正定かつ安定化解が存在するための十分条件を低次元化された2つのリカッチ

方程式から導出する.すなわち?再帰的アルゴリズムを利用して導出する.導出された十

分条件は， 2つの subsystemである fastsystem及びslowsystemの伝達関数のH∞ノルム

条件によって与えられるという点では本質的に Panら(1993;1994)の結果と類似してい

るが、証明方法において重要な変更点もある.また‘提案したアルゴ、リズムは.導出された

2つのノルム条件を満足すれば.必ず収束解をもっ.得られた収束解は準正定で-あり、リ

カッチ方程式 (5.2)の安定化解になる
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5.2 準備

以下の線形時不変システムを考える (Dragan1996). 

土(t) = Ax ( t) + Bω(t) 

ごい)=C:r(t)+Hω(t)

(5.:3a) 

(.5.:3b) 

ここで.ω(t)εRmは外舌L.z (t) ε R1は出力ベクトル• :r( t)εR凡は状態、ベクトルをあ

らわす.又.各係数行列は適当な次元をもっ.このとき • u;(t)からこれ)までの伝達関数は

(5.4 )によって与えられる

G(s) = C(s] -A)-lB十H (5.4) 

このとき以下の補題が成立する. (Zhou et al. 1988. Hewer 1993， Doyle et al.1989 

Lancaster etα1.1995) 

補題 5.12つの条件1.及び 11.は等価である

(i) Aが安定行列かつ.

jjG(s)jj∞= sup 0-( G(jω)) <ウ

ここで 0-は最大特異値をあらわす.

(ii) I2] -HT H > 0かつリカ ッチ方程式

AT P + PA + (P B + CT H)(ゥ2]_ HT Ht1 

(BT P + HT C) + CT C = 0 

が準正定である安定化解をもっ.

5.3 再帰的アルゴリズム

5.3.1 一般化リカッチ方程式の変換

特異摂動システムにおいて?システム (5.3)の係数行列A，B，Cは以下になる

All A12 A=Aε=  I <~ I 
|ε-1 A21ε-1 A22 I 

B=Bε=  [ムI
C = [C1 C2 ] 

(5.5 ) 

(5.6 ) 

ます，H∞タイプリカ ッチ方程式 (5.2)を一般化リカ ッチ方程式に変換する補題をあげる
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補題 5.2H∞タイプリカッチ方程式(5.2)は.以下の一般化リカッチ方程式(5.7)を解くこ

とに等価である

AT P + pT A + (pT E + CT H) 

(勺21_HT Ht1(ETp + HTC) + CTC = 0 

DTp = pTD 

ただし、
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(補題.5.2の証明) まず.(5.7b)から.

Pε = DTp = pTD 

ただし 1 リカッチ方程式(.5.2)の解Pεは

た=[九141
εP21 εP22 

である.続いて、

Aε = D-1λBε= D-1B 

から，

A7九+P，εAε+(九Bε+CT H)(γ21 -HT.Ht1(B;九十HTC)+ CTC 

AT D-T DT P + pT DD-1 A + (pT DD-1 E + CT H)(γ21 _ HT H)-l 

(ET D-T DT P + HT C) + CT C = 0 

件 ATP + pT A + (pT E + CT H) 

• (子1-HTH)一1(iJT P + HT C) + CT C = 0 

(.3.7a) 

(5.7b) 

( 5.8) 

( 5.9) 

(5.10) 

、、
，l'
J

1
1ム
τ
l晶
w
h
Ju
 

f
z
E

も、

となる.したがって;H∞タイプリカッチ方程式(5.2)を解くことは一般化リカッチ方程式

(5.7)を解くことに等価である. 口
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5.3.2 再帰的アルゴリズムの導出

この節では一般化リカッチ方程式(5.7)における再帰的アルゴリズムを導出する.リカッ

チ方程式(5.7a)を各ブロックごとに計算する.すなわち

p=比三l
を方程式(5.ia)に代入して計算する

Afl九 +Pl~ All + AIl九1+ P.EA21 

+Fr(ゥ2]_ HT H)Fl + C[C1二 O

εP21All + P~A21 + Ai2Pll十AL九1
+F!(ワ2]

_ HT H)九+cIc1 = 0 

AL九2+ P~A22 + εAf2P2~ +εP21A12 

+F!h2] -HT H)九+CJC2 = 0 

Pl~Bl + P;B2 + C'{ H二 F!(ゥ2]_ HT H) 

εP21B1 + P~B2 + cI H = F!(γ2] _ HT H) 

(.5.12) 

(5.1:3a) 

(5.13b) 

(5.13c) 

(5.13d) 

(5.13e) 

(5.13)においてε三 Oとおくと 0-オーダ方程式 (5.14)が得られる.ここで・lO-オーダ方

程式の解をPllヲP21ぅP22とおく

ALAI+PZA11+ALP21+PZA21+Ff(γ2] _ HT H)F1 + C'{ C1 = 0 (5.14a) 

PZA21+ALAI+ALP21十F!(ゥ2]_ HT H)九+CJC1 = 0 (5.14b) 

ALP22+PLAn+FJ(γ2] _ HT H)九+CJC2 = 0 (5.14c) 

PZB1+PZB2+cfH=Ff(72I-HTH) (5.14d) 

PZB2+cfH=Ff(γ2] _ HT H) (5.14e) 
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またう以下の行列を定義する

A = [Amhl=[AJ1R1HT A121 A122 I -I A21 + B2R-1 f{T C1 

B ド::]= [附つB12 I -I B2R-1/2 

('二 C12 ] [ [1 + f{ R-1 HT]1/2C1 

R ウ21_HTH. Sl1 = B11B~ 

S12 BllB'{; S22 = B12B~ 

A12 + B1R-1 HTC2 l 
A22 + B2R-1 HTC2 I 

[1 + H R-1 HT]1/2C2 ] 

したがって‘方程式 (.5.14)は下記式 (5.1.5)になる.

ALAI+PZA山 +A51P21+PZAm+P2311P11

+P2522P21+P5512P21+P255P11+CEC11=O (5.15a) 

PLA121+AfiJ11+A52P21 

+PZSEAl+PZS22P21+CEC11ニ O (5.15b) 

A52P22+PZAm+PZS22P22+CEC12=0 (5.15c) 

後で述べる補題 5.3のもとで方程式 (5.15c)が解をもつので，A22 + B2R-1 HT C2 + 
B2R-1BIP22=A122+S22P22は3 非特異である したがって (A122+ 522P.刈-1は存在

する.したがって 0-オーダ方程式 (5.16)が得られる.

[O-order equation] 

PZ.4p+AZP11+PZSpP11+QPニ O (5.16a) 

P21=NJ+ivfP11 (5.16b) 

A52九2+FLAm+PZS22九2+ CI2C12 = 0 (5.16c) 

『レだた

Ap All1 + N1A山 +512N! + N15川ff

.)p 511 + N15'{; + 512N; + N15川ff

Qp C~C11 十 N2A121+ Ai21N! + N2522N! 

N2 -Q12D;l. N1 = -D2D;1 

D2 二 A112+ 512P22， D4 = A122 + 522P22 

QIZ=CEC12+A51P22 

ここで¥以下の仮定を導入する (Dragan1996). 

。



仮定 5.1A22. A = All -A12A;-r421は安定行列である

以上の条件のもとで¥補題5.:3が成立する

補題 5.3仮定 5.1の条件が成立するとする また.

γ= max{IIGsllα:IIGFII∞} (.5.1 ia) 

Gs = e(sl -.4.)一lE+ iI (5.1ib) 

GF = C2(δ1 -A22)-1 B2十H (.5.lic) 

と定義する このとき.， <ゥを満足するすべてのγにおいてう2つのリカ ッチ方程式
(5.16a). (5.16c)は準正定である安定化解Pll・P22をそれぞれもつ.ただし

A An -A12A2} A21 

B Bl -A12A221 B2 

C C1 - C2A22
1 A21 

H H -C2A22
1 B2 

(補題 5.3の証明) まずう方程式 (5.14)は以下の方程式 (5.18)に変形できる (Dragan

AP11+PZA+(PZB+δT iI)( ，2 -iIT iIt1 (BPll + iIT e) 
+CfC1=0 

A22P22+PZA22+(PZB2+CIH)(γ2 _ HT Ht1(B2P22 

+HTC2) + CJC2 = 0 

(.5.18a) 

(5.18b) 

したがってヲ方程式 (5.18)が準正定である安定化解が存在する条件は，A22ぅA= All -

A12A221A21が安定行列かつ?条件式 (5.17)であたえられるγについて.γ<γを満足するこ

とである以上から?方程式 (5.16a);(5.16c)は方程式 (5.18)の変形にすぎないので.条件

式 (5.17)を満足すればうフマロック分割された新公式であるリカ ッチ方程式 (5.16a)，(5.16c) 

が準正定である安定化解をもつことがわかる 口

つぎに偏差を定義する

Pll = Pn +εEll (5.19a) 

P21 = P21 +εE21 (5.19b) 



P22 = P22 +εE22 、、BE
，，
，，
r-M 

ハ
叫
ゾ
l
i
 
zυ ，，has
、、

以上を方程式 (5.13)に代入する

0-オーダ方程式 (5.16)を用いて，偏差Eについての以下の再帰的アルゴリズム (5.20)が

導出される.

E~~+l)T Do + D'{; Eg+1) = VT HiJ)T + HIj)v --VT HJj)Vー εHJj) (5.20a) 

Eji+1)TD2+EY1)TD4+D1Eji+1)+HjJ)=:O (-5.20b) 

U+1)T n 1 nT D(J+1) 1 U(J) E~~T J. J'< D4 + D~ E~~T ' J + H~JJ = 0 (5.20c) 

プこだし

HjJ) A7114{)T+Pips114:)T+pji)TJ込pji)T

Hjj) 

HJJ) 

+ε(EH)TS12EJ;)+EM)TS22Ea)) 

EK)T311EK)+EZ)T522Eji)+EK)TsdH)+EK)TSEEK) 

A712PJ:)T+PJCAll2+εpips11PJ:)T+εES)7522EJ;) 

十P25124;)+pjj)T354[)T

P3) F11 +εEii) 

pj{) F21 +εEji) 

PS) F22 +εEj;) 

E，(?) EjO)-40)-O 
11 - .L./22 一

Do D1 -D2D:;1 D3・ v= D:;lD3 

D1 A111 + S11P11 + S12P21 

D3=Am+SEAl+S22P21 

ここで(j)はj番目の値ぅ(汁1)はj+ 1番目の値を意味する.したがって j番目の値が求ま

れば.逐次的に j+ 1番目の値が定まり 3 これを再帰的に求めればよい.

5.3.3 再帰的アルゴリズムの収束

定理 5.1仮定5.1における条件のもとで)̂( <γを満足するすべてのγにおいて.H.∞タイ

プリカッチ方程式 (5.2)は準正定である安定化解をもっ.

このとき.準正定である安定化解Pεは?一般化リカッチ方程式 (5.i)の解Pを用いて

五二 IP11 ε P2~ 1 = rえ'11+εEll ご(与1+εE21f1 
ι lεP21 εP22 J ε(P21 +εE21) ε(P22 +εE刈|

(5.21) 
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によって与えられる.また 3 アルゴリズム (5.20)は.k回の繰り返し計算によって.偏差 E

の正確な値に O(εk)の高精度で収束する.すなわち.
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(5.22) 

(定理 5.1の証明) 収束性の証明には陰関数定理 (Dieudonne1982.杉浦 1985)の手法を

利用する.すなわち‘収束解の存在は.ε=0の近傍におけるヤコビ行列が非特異であるこ

とを示せばよい.アルゴリズム (5.20)に対するヤコビ行列は以下のように計算される

[.Jacobi matrix] 

I J11 0 0 I 
JIε=0 I J21 J22 J23 I 

I 0 0 J33 I 

しだた

J11 

J22 

J33 

Jk1 

Jk3 

(5.23 ) 

-A

つu

q
d

T
L
r
u
u
r
u
u
 

1 ~ Do + D5εI 

1 Q9 D4 

IめD4+DJεI 
8Lk IδLk I 
θE111E=o、Jk2 死二|ロO

8L .. 
一二IE=o，(k = 1. 2， 3) 
θE22 
EIr Do + D5 E11 - VT H'{ -H1 V + VT H3 11" +εH2 

EIrD2 + E'frD4 + DI E22 + H1 

E!zD4 + D~ E22 + H3 

8はクロネッカ積である.ここでヲD4= A122 + S22P22はリカッチ方程式 (5.16c)が3補題

5.3から安定化解をもつので安定である

同様に，Ap + SPP11は3 リカッチ方程式 (5.16a)がヲ補題5.3から安定化解をもつので安

定である.したがって?

Ap + SpF11 = Dl -D2D:;1 D3 = Do (5.24 ) 

となるので‘ D。は安定となる.以上より、ヤコビ行列が非特異であるから、陰関数定理を適

用して再帰的アルゴリズムの収束性が証明される

8:3 



続いて‘ H∞タイプリカッチ方程式(.5.2)の解えが準正定かつ安定化解であることを示

す.通常.Gajicら(1990)などで扱われている最適レギュレータ問題において.最適ゲイ

ンを得るために解く必要がある摂動項を含むリカッチ方程式はヲ可制御性.可観測性が仮

定されている したがって.得られた解は準正定かつ安定化解を保証している.しかし本

章で扱われている H伏タイプリカッチ方程式(5.2)はヲ可制御性7可観測性を仮定していな

い.そこで.補題 5.3を利用して再帰的アルゴリズムによって得られた解が準正定かっ安

定化解である証明を新たに行う

この証明は.ε=0の近傍における解PCが準正定かつ安定化解であることを示すことに

等価である.(5.21)から

ぇ =[2121=[i1:l+0(ε) (5.25 ) 

である.補題5.:3で"P11は準正定であるからεが十分小さいとき.えも準正定になるー続いて?

Ao + BoR-1 HT C + BoR-1 B!ぇ

q
，u
 

q
L
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市
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A
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Fc 

q
L
 

H
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A

↓
 + r SllPn + S12P21 :~l~~~i S12P22 ， l 
lεー1(S'{;Pn + S22P川 ε-1(εS，{;P!r + S22P22) J 

[ぃω 日伝)e))1 
ε-1(D3 + O(ε))ε-1(D4 + O(ε)) J 

(5.26 ) 

である 収束性の証明と同様に補題.3.3から D4は安定行列でーあり:関係式 (5.24)と補題

5.:3から Do= D1 -D2D"i1 D3も安定行列である.また、以下の補題が成立する

補題 5.4 J'v!:;./ が存在して • 1'v! 0 = j¥II 11 - 1'v! 12 1'v!:;} J¥!121および J'v!22が安定行列で-あると仮定

とする.このとき.システム

われ)= [11111 + 0r(e)]Y1(t) + [J¥!I12 + 02(ε)]Y2(t). Yl(tO) = Y~ (5.27a) 

εY2(t) = [.1121 + 03(ε) ] y 1 ( t) + [1'v! 22 + 04 (ε)]Y2(t). Y2(tO)ニy; (5.27b) 

がεε(0.εつを満たすすべてのεで漸近安定となるようなe*> 0が存在する.

(補題 5.4の証明) 特異摂動システム (7.1)に対して、ムAll(t) Ol(ε) )ムA12(t) 

。2(ε).ムA21(t)= 03(ε) .ニミA以t)= 04(ε)とすれば.εが十分小さいとき.101 (ε)1 ~ 
而1・ 102(ε)1三仇2・ 103(ε)1~而3 ・ 104(ε)1三而4となる十分小さな正定数而1 f'oJ 而4が存在

する.したがって.

め(t)= [liJ11 + mdY1(t) + [NI12 + m2]Y2(t) (.5.28a) 
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勾2(t)= [NI21 + m3]Yl(t) + [A122 + m4]Y2(t) (5.2Sb) 

となる.ここで• N10 = lIl!l1 -lV!12JV!221 NI21および j!J22が安定行列で-あり.かつ.十分小

さな仇1rv 7子~4 に対してう不等式 ( 7.5)を満足するから定理 7.1を利用して安定性が証明さ

れる. 口

注意、5.17章で.より一般的な不確定要素を含む特異摂動システムの安定性について言及

されている

したがって.εが十分小さいとき補題5.4から行列 (5.26)は安定となる以上から.(5.2) 

の解五が準正定かっ安定化解であることが示される 口

本章で提案した再帰的アルゴリズムの手法を用いて.定理.5.1から以下の命題を得るこ

とカくで-きる

命題 5.1仮定 5.1および補題5.3が成立するとき.十分小さなけこ対して

IIGε(s) 11∞ sup d( Gε(jω))三max{IIGsll∞・IIGFII∞}

が成立する.こ こで.

G~ ( s ) = C(sl -At;t1 Bε+H  

である

(5.29) 

(5.30) 

(命題 5.1の証明) 定理 5.1および補題 5.3から?まず.I，21 -HT H > 0が成立している

次に • I' > ゥ=max{IIGsll∞) IIGFII∞)を満たすすべてのγにおいて H∞タイプリカ ッチ
方程式 (5.2)は準正定である安定化解をもつので.有界実補題を利用して

IIG~(s)11∞ <γ (5.31) 

となる.また7係数行列 Aε.Bε，C，H を与えればH∞ノルム IIGε(s)11∞は一意的に定ま

る.したがって.H∞タイプリカッチ方程式 (5.2)が準正定かつ安定化解をもっγの下限値

ヱを用いてヲ 7 三 IIG~(s)11∞が成立する . 口

注意 5.2命題5.1は， Dragan(1996)のCorollary:3.2に類似している.しかし全く同一の

問題設定において， Dragon(1996)によって

liptS叩 IIGt;(s)11∞=max{IIGsll∞， IIGFII∞) (5.32) 

が示されている.すなわち.εが十分小さいとき，H∞タイプリカッチ方程式 (5.2)が準正定

かつ安定化解をもつためのγの範囲の決定には『全次元の伝達関数のH∞ノルム IIGε(s)Ilc 

を計算するかわりにう低次元化されたfastsystem. slow systemの伝達関数の H∞ ノルム

IIGsl1∞、IIGFII∞を利用したゥ=max{IIGsll∞・IIGFII∞)を計算すれば十分である

δ 



5.4 数値例

以下のシステム (5.:32)に対して‘本章で提案された再帰的アルゴリズムを適用し解を求

める
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(5.33a) 

(5.:3:3b) 

ここで‘ slows~・ stem および iおt systemの伝達関数は補題 5.:3から (.5.:3:3)によって与え

られる

Gs = (δ+ 1)-1 + 2 

GF=(s+l)一1+ 1 

(5.34a) 

(5.34b) 

本章で導出された定理 5.1の十分条件からヲεが十分小さいとき，H，∞タイプリカ ッチ方

程式 (.5.2)は

ウ>ユ =max{IIGsll∞.IIGFII∞} = :3 (5.35) 

を満たすすべてのγにおいて.準正定である安定化解をもつことがわかる. ここで、 ε=

1.0 X 10-8におけるシステム (5.32)の伝達関数Go二 C(sI-Aε)-lBo + HのH∞ノルム
の値I'optはMATLABによって以下のように計算される.

ウopt= IIGol1ぼ =3.0 

したがって.ε=1.0 X 10-8であるとき

(5.:36) 

ウopt= IIGε11α =γ 

である

続いて.ε=1.0 X 10-
8
におけるシュミレーション結果を示す.ただし" = 4 >γ =3 

と設定する.まず.ε=0における Oーオーダ解を求める.方程式 (5.16)からp

(.5.:37) 

P=[ろ1;'，] = [ ~山6oi
P21 P22 I I 2.7530492 0.5835921 I 

となる

通常.ε=1.0 X 10-8のオーダでH∞ タイプリカッチ方程式 (5.2)を分割計算しないで直

接解を求めることは困難である.しかし?本章で提案された再帰的アルゴリズムを上述の

問題に適用すれば、一般化リカ ッチ方程式 (5.7)の解Ppro'"i.3回の繰り返し計算によって

得られる.収束の判定は IIP(J+l)-p(j)112 < 10一¥j= 1. 2.・・ となったところで計算を打

ち切る.

(.5.38) 
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表 5.1ε=1.0 X 10-8の Pの値

7
J

一1
ょっ
}

q

J

2.7530492:3 

2.75304923 

注意 5.3収束までの回数が3回と急速に収束しているがこれは初期値をEji)=E2)=

E2) =0 と選択しているためである初期値を Ei~) E~~) E~~ ) 0以外で再帰

的アルゴリズムを使用すれば収束までの回数は増加する.しかしどんな初期値でも‘第3

章の :3.-1:節と同様に1εが十分小さければ(5.22)から収束することには変わりない

表 5.1から.一般化リカッチ方程式 (5.7)の解Pp1.0は

r 8.3484863 x 10-1 2.75304923 X 10-8 1 
(5.39) 

pl.0 - I 2.75304923 5.8359217 x 10-1 I 

となる得られた非対称解 Pproを用いて.行列 (5.9)から H∞タイプリカッチ方程式 (5.2) 

の解P~ は次式で与えられる

r 8.3484863 x 10-1 2.75304923 X 10-8 1 
( 5.40) 

ー一 I2.7530492:3 x 10-8 5.8359217 X 10-9 I 

一方.MATLABの最適レギュレータタイプのリカッチ方程式PA+ATp-PBP+Q= 0 

を解くための関数areを用いたε=1.0 X 10-8での解Pareは

P~ro = I 0.8348 0.0000 I 
re --I 0.0000 0.0000 I 

である.(ここで、 Bは正定である必要はない.) 

(.5.41 ) 

さらに 1 MATLABのリカッチ方程式 (5.2)を直接解くための関数 careを用いたε=

1.0 X 10-8での解Pcare'ま

[080370ω00 I 
(5.42) 

0.0000 0.0000 I 

である.次に1本章で提案されたアルゴリズムの有効性を確認するために?え、 Pare及び.

PcareをH∞タイプリカッチ方程式(5.2)に代入したときの残差を計算する.

A7え+えAε+(九Bε +CT H)(γ21_ HT Ht1(B;え+HTC) + CTC 

[5m×r-3m×l刊
-3.83165 X 10-10 -7.54666 X 10-9 I 

( 5.43) 

A; Pare + P.訂eAε+(P areBε+ CT H)h2 1 -HT Ht1(B; Pare + HTC) 

+cTc 
[ ~ル 10-ï

0.0恥川
0.1266 X 10-i 0.0007 X 10-i 

(5.44 ) 
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A; Pcare + p，ωeAe + (九areBε+CT H)('/ 1 -HT Hr1(B;九are+ HT C) 

寸cTc

[ ~川 om
0.000 0.000 I 

(.5.45) 

以上の結果を比較する.まず.本章で提案されたアルゴ‘リズムによって計算された H∞タイ

プリカッチ方程式(.5.2)の解九が.10- 9オーダの範囲で妥当であることがわかる • MATLAB 

では.最適レギュレータタイプのリカ ッチ方程式を解くための関数 areを使用した場合.

Pareは 10-8オーダの範囲で妥当であるが.リカ ッチ方程式 (5.2)を直接解くための関数

careを使用した場合.解 Pcareの精度は良くない.したがってこの数値例の場合7再帰的

アルゴリズムを利用して解くことは有効であることがわかる

最後に.本章で提案されたアルゴリズムによって計算された H∞タイプリカッチ方程式

(.5.2)の解えが準正定かつ安定化解であることを確認する

Ae + BεR-1HTC+BER-IBfえ

[00101  
-6.8313 x 10' -8.944272 x 10' I 

(5.46 ) 

行列 (5.46)から、再帰的アルゴリズムによって求められた解Pεは3明らかに準正定である.

さらに.行列 (5.46)の固有値について Re入{Ao+ BεR-1HTC + BεR-1B!え}< 0を満た

すので安定化解である

以上かふ再帰的アルゴリズムによって得られた解えは，Hαタイプリカッチ方程式(5.2)

の準正定かつ安定化解であることが数値的に示された本章で提案された再帰的アルゴ、リ

ズムは.繰り返し計算によって解を求めているために?収束までの回数が3回となったが

この計算の複雑さを除けば.数値的に比較して?十分有効で-あることがわかる

5.5 まとめ

本章では 3第 3章及び第 4章の再帰的アルゴリズムの手法を利用して.摂動項εを含む

H∞タイプリカッチ方程式 (5.2)の再帰的アルゴリズムを導出した.またう準正定かつ安

定化解が存在する十分条件を 2つの subsystemである fastsystemおよびslowsystemの

ノルム条件によって与えた.得られた結果は，Dragon(1996)に類似しているが?証明方法

にアルゴリズムの手法を導入することによって従来の証明方法を変更することが可能と

なった.同時に?提案された十分条件を満たすとき 7導出した再帰的アルゴリズムが十分

小さなdこ対して.O(εk)の高精度で収束することを示したさらに?得られた解は準正定

かっ安定化解となる.本章では.導出されたアルゴリズムの有効性を検証するために簡単

な数値例を示したこの数値例によって εが十分小さくても.高精度の収束解が得られる

ことが示された.ここで、得られた解は準正定かつ安定化解で-ある
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第 6章

非標準特異摂動システムにおける H∞制御

問題のための再帰的アルゴリズ‘ム

この章では.第5章の拡張として.非標準特異摂動システムにおける H∞制御問題に対

し再帰的アルゴリズムの手法を利用した制御器の構築を提案する再帰的アルゴリズム

を利用することにより直接full-ordersystemにおけるリカッチ方程式の解を O(εk)の高

精度で解くことを示す.このとき 7構築された制御器は O(εk)の高精度であるので.特異

摂動法による近似解を利用したコント ローラに比べて.より最適である

6.1 はじめに

第 5章で扱った有界実補題を利用することによって?近年7標準特異摂動システムにお

ける H∞制御問題に対して，さまさまな研究が行われている.Panら(1993.1994)は「 微分

ゲーム理論に基づき.特異摂動法を利用して制御器を構築している.しかし 3 この設計法に

よれば.従来の特異摂動システムと同様に A22
1の存在が必要である.さらにうcomposite制

御器の場合， O(ε)程度の精度しか保証されないまた，Fridman(1996)によって)high-order 

である正確な制御器を得るためのアルゴリズムの研究報告がある.この設計法によれば守

AJが存在する仮定は必要であり.かつ補助的な状態、変数を導入しなければならないため，

システムの高次元化、ならひ、にヲ制御器を得るための計算が増加するなどの傾向がある

従来、係数行列である AJの存在が仮定されていない非標準特異摂動システムにおいて.

H∞制御問題に関する研究はほとんど扱われていない.また 3制御器を構成するために解

く必要があるリカッチ方程式の再帰的アルゴリズムを利用した数値解法もほとんど研究さ

れていない.
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そこで.本章では?第 5章の拡張として.非標準特異摂動システムにおける状態を利用

した Hcだ制御問題に対して‘再帰的アルゴリズムの手法を利用した制御器の構築を提案す

る.こ こでは 3再帰的アルゴリズムを利用することにより?特異摂動法を用いずに.直接

ful1-order systemにおけるリ カッチ方程式の解を O(ek)の高精度で解くことを示すこの

とき構築された制御器は O(ek)の高精度であるので.特異摂動法による近似解を利用し

た制御器に比べて.より最適である.つまり再帰的アルゴリズムによって得られた制御

器は.設計仕様のγに対してγ+O(εk+1 )を保証する.

又.本章では1 アルゴリズムの有効性を検証するため.数値例に適用し解を求める.こ

のとき.再帰的アルゴリズムによって得られたリカッチ方程式の解で構成される制御器が7

数値的に十分有効であることを示す.

6.2 問題設定

6.2.1 特異摂動システム

システムに摂動項を含む状態空間法において.以下のような線形時不変特異摂動システ

ムを考える

Xl(t) = Al1X1(t) + A12X2(t) + Bllω(t) + B21U(t).ュ:1(0)= 0 (6.1a) 

ε土2(t)= A21X1(t) + A22X2(t) + B12ω(t) + B22U(t)， X2(0) = 0 、、l'''

噌

h
U

1
，ム
F
h
u
 

/
eat--

、

このシステムに対する 2次評価関数は (6.2)である

J = 100 zT(t)z(t)dt 
アこだし.

( 6.2) 

z(t) = Cx(t) + Du(t) 

である システム (6.1b) 中のεは摂動項に相当する十分小さな正のパラメ ータ • x( t) = 

[の)山)rは 山(t)εRn，(i = 1，2)である状態ベクトル，u( t)εRmは制御入力7
ω(t)εRrは外乱ぅz(t)εR'は制御量である.また 3 各係数行列は適当な次元をもち?直

交条件として CTD= O，DTD = 1であると仮定する.ここで，システム (6.1)において3
A22が特異で・ある?つまりう AJが存在しないシステムを一般に非標準特異摂動システムと
呼ぶ

続いて.以下の行列を定義する.

Q = CTC = I Q日 ~121 = r ~[~l ~[C2 l > 0 
l Qi2 Q22 J l C! C1 Ci C2 I ~ 

v 
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5ij B2iB~- γ-2 Bl iB~ . i = 1，2， j = L 2 

B1c 

Aε 

s c"( 

[ε212l 九 =[JzJ
[A11 
ε-1 A21 

[f1521 

JJ 
εー1512 1 
ε-2522 1 

また.以下の仮定を導入する

仮定 6.1εε(0.ε。lを満たすdこ対して.行列対 (Ac.B2ε)が可安定であ り.また同時に行
列対(Aε.C)が可検出であるようなεo> 0が存在する

以上の条件のもと.H∞制御問題とは?

(1)状態フ ィードバッ クU=]{lによって，閉ループシステム (6.1)を内部安定にする

(ii)システム (6.1)における外乱ω(t)から制御量:::(t )にいたる伝達関数 GcのHぉノル

ム IIGε11∞をある与えられた設計仕様γ以下ヲすなわち IIGcl1∞<γにする.ただし、

Gε= (C + DK). (51 -Aε-B2cK)一
1B1ε (6.3 ) 

この H∞制御問題に対して1システム (6.1)及び評価関数 (6.2)に対する H∞制御則は以

下の (6.4).(6.5)によって与えられる

リカ ッチ方程式(6.4) 

PεAε+ A~ P，ε-P，ε5cγPc + Q = 0 (6.4 ) 

が準正定である安定化解，すなわち，Pc 三0かつ.行列 Aε-5εγえが安定で-あるような解

をもっとき 7制御器の制御入力

u(t) = -BIcpcx(t) = Kx(t) 

は;IIGε11∞<γを満足する.ただしう

P~ = I Pll (ε)ε
pI;(ε! 1 

|εP21(ε)εP22(ε) J 

である

(6.5 ) 

( 6.6) 
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6.3 0-オーダ方程式の導出

まず full-orderリカッチ方程式(6.4)を一般化リカ ッチ方程式に変換する補題をあげる

補題 6.1full-orderリカッチ方程式 (6.4)は:以下の一般化リカッチ方程式(6.7)を解くこ

とに等価である.

Pl'A + AT P _ pT 8γP+Q=O (6.7a) 

bT  P = pT jj (6.7b) 

このとき.(6.，5)で与えられる制御入力 u(t)は以下によって変形できる

μ(/) = -B!Px(t) = Kx(t) ( 6.8) 

しだた
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注意 6.1(6.5)及びぅ(6.8)の制御ゲイン Kは;B!eP:ε= BIpより同一である.

次に.一般化リカッチ方程式(6.7)における再帰的アルゴリズムを導出する.方程式(6.7)

を各ブロ ック ごとに計算する.

Ail九 +P~All + AIl九1 十 P~A21 -P~ 811 Pll -P~ 822九1

-P~812P21 -P~8~P11 + Q11 = 0 (6.9a) 

εP21All + P~A21 十 Aî2P11+ AI2九1ー ε九1811 Pll一 εP21812P21

-P!z8I2Pll -P!z822九1+ Qi2 = 0 (6.9b) 

AL九2+ P~A22 + εAî2P~ +εP21A12 -P2~822ん -εP~8~Pir
ー εP21812P22-ε2 P21 S11P2~ + Q22 = 0 (6.9c) 

続いて7 リカ ッチ方程式 (6.9)においてε=0とすれば?方程式(6.10)を得る.ここで・， 0-

オーター方程式の解をP11. P21 ， P22とおく

ALAI+PEAl+ALP21+PZA21-4511P11-ZS22P21 

-P5312P21-PZsLP11+Q11=0 (6.10a) 
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PZA21+ALP11+ALP21-PZSEAl-PZS22P21+QL=0 (6.10b) 

AI2九2+ff2A22-PZS22九2+ Q22 = 0 (6.10c) 

ここで以下の仮定を導入する

仮定 6.2行列対 (A22;B22)は可安定であり.かつ行列対 (A22.C2)は可検出である

また?リカッチ方程式 (6.10c)においてηを以下のように定める

I f = inf {ゥ>01リカッチ方程式 (6.10c)が準正定である安定化解をもっ}

このとき.ゥ>γjをみたすすべてのγに対して‘方程式 (6.10c)は安定化解をもつので行

列 A22-S22P22は非特異で、ある.したがってう (A22-522P22t1は存在する 以上から 0-

オーダ方程式 (6.11)が得られる

[O-order eq uation 

PEAo+AIP11-PESoP11+Qo二 O (6.11a) 

P21=-ivf+NfP11 (6.11b) 

ALん +PLAn-PZS22P22+Q22二 O

しだた

Q。

へff

A12 

Q12 

、、，l'''

「
』
1
よ
ーーよ

p
h
U
 

，，eaE
也、、

A。 An + N1A21 + 5ω7+N1322NI 
5n + N1S'{; + 512N; + N15川 rf

Q11ー叫ん1- AI1 N'[ -N2522J¥ず

AZJQfL Nf=-A;JAL 

A12 -512P22: A22 = A22 -S22P22 

50 

Q12 + AI1ん

注意 6.2行列 Ao，50ヲQ。を記述する公式の中には3 リカッチ方程式(6.l1c)の解P22が含ま

れているが.

T1 l A12-5121 
-Q11 7 ・九 -Q12 -Af1 -At1 

T3 
lべ引九 =l

A22 
-Qt2 -At2 J' 

-.， 
l -Q22 A~2 

に対し、
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一To =山口}=[20 (6.12) 

が成立するので実際には.行列 Ao;50・Qoはリカッチ方程式 (6.11c)の解]522に依存しない.

リカッチ方程式 (6.11a)が準正定である安定化解をもつために.以下の仮定を導入する

(6.1:3) 

このとき.

2;;l=η1+η2 

仮定 6.3QZj = C;l) (i・J= 1. 2)とする

-.412 
-.422 

1 I 81π-.411 rann: I ー

-.421 

(6.14) 2
 
n
 
+
 

η
 

一一
T
1
T
2
 

c
c
 

T
n
T
n
 

A

A

 
--

Vs =εc+ 

1 r slnl -.4;， 
1alrl-AL-

VsニεC

である

注意 6.3仮定6.3が成立することは=ウ >γfを満たすすべてのγに対して 3行列対 (.401Bo) 

は可安定であり.かつ行列対(Ao・Co)は可検出であることと等価である (Xuand Mizukami 

しだた

Qo = CJ C01 Co = C1 + C2Ji!f1T 

lVJ1 = -.421 A22 

.421二 AL+Q12PJ 

A22=AZ+Q22PJ 

So =BOB;-7-2AJ1 

Bo = B21 + N1B22;A.O = A.11 + N1A.12 

である

(6.15) 

次に.リカッチ方程式 (6.10c)に関して HamiltoIl行列
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を定義する.この Hauulton行列に関して.以下を定める

γo = max{ゥ>OIHamilton行列 (6.15)が特異である)

さらに.リカッチ方程式(6.11a)において%を以下のように定める

γs二 inf{ゥ>γ。!リカッチ方程式 (6.11a)が準正定である安定化解をもっ.} 

以上から.リカッチ方程式(6.l1a)、(6.11c)はヴ >1を満たすすべてのγに対して.準正定

である安定化解をもっ.ただしラ=max{ウ5-11}とする

6.4 再帰的アルゴリズムの導出

再帰的アルゴリズムを導出するために.偏差を定義する

Pl1 = P11 +εE11 

P21 = P21 +εE21 

P22 = P22 +εE22 

(6.16a) 

(6.16b) 

(6.l6c) 

以上を方程式 (6.9)に代入する

0-オーダ方程式 (6.11)を用いて.偏差Eについての以下の再帰的アルゴリズム (6.17)が

導出される

Eji+1)TAo+A541+1)=-VTHY)T-HY)V+1/THjJ)VHHjJ) 

Eji+1)TA12十EZ+1)Tλ22+ALErl)=Hjj)

ES+1)TA22+4471)=HjJ) 

Tこアごし

HJ3) 

m
.
4
 
pfi) 

-ALPji)T+PJ{)TS114:)T+pji)TS54{)T 

+ε(Eji)TS12Ejf+Eji)TS22Ea)) 

Eji)TS11Eji)+Ejj)TsdS)+Eii)Tsdji)+ES)TSEEr 

=-ALPJ{)T-pji)A12+εPJ:)S11pj;)T+εES)TS2A;) 

+Pips12PB)+pj;)Tsfjpji)T 

F11 +εEii pi:)=P21+εEji) 

95 

(6.17a) 
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p(j) 

A11 

F22 +εEJ;).Eji)=Eji)=EZ)=O 

.411 - 811 Pl1 - 812P21 

A21 AIl-55P11-522P21 

A。 .411 - A.12λ221 A.21・v=λ221A.21 

ここで (J)はj番目の値 (j+1)はJ+ 1番目の値を意味する.したがって.J番目の値が求ま

れば‘逐次的に j+ 1番目の値が定まり.これを再帰的に求めればよい.

6.5 再帰的アルゴリズムの収束

まず.定理をあげる

定理 6.1εが十分小さいと仮定する.また仮定6.1，，-，仮定6.:3が成立するとする.このと

き?ウ>う=luax{ IS川f}を満足するあるγに対して?再帰的アルゴ、リズム (6.17)は3た回の

繰り返し計算によって.偏差Eの正確な値に O(εk)の高精度で収束するすなわちぅ

IIE -E(k)112 = O(ek)‘ (k=1.2) (6.18) 

また.一般化リカッチ方程式(6.7)は準正定である安定化解Pをもっ.このとき.準正定で

ある安定化解Pは

P = I Pll εP2~ 1 = I与1+εEll ε(P21十εE2dT 1 
l P21 P22 J l P21 +εE21 F22 +εE22 

、、，E
，，，

n川
d

司

1
4

戸

h
U

'''at
、、

によって与えられる.ただし

「E11E211|E(k) E(k)l.L...Ill .L...I21 1. E(k) = l
.Ltll D21 

-l EL E221 
1 
E2)T E2)| 

また.マトリ クスノルム 11. 112は?任意の行列 Xについて IIxl12三[入max(XTX)p/2をあら
わす.以下も同様に定義される.

(定理6.1の証明) 再帰的アルゴ、リズム (6.17)においてうε=0の近傍における収束解E

の存在は陰関数定理により証明できる陰関数定理 (Dieudonne1982，杉浦 1985)を用い

るためにヲ再帰的アルゴリズム (6.17)に対するヤコビ行列を以下のように計算する

[.Jacobi matrix] 

I 111 0 0 I 
11ε=0 = I 121 122 123 I 
I 0 0 133 I 

( 6.20) 
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しだた

J11 

.J22 

.J33 

.Jkl 

.Jk3 

I@Ao+λ;s I 

1 (8) A22 

L1 

I8A22+AL P I 
δLk I oLk I 
0E11lz=0 仰二百J|E=

OLl-
一一二|ε=0・(k=1.2.:3)
aE22 
EEAo 十 Ã~Ell + VT H[ + H1 V -FT H3 Vー εH2

EEA12+EZA22+ALE22-H1 

ELAn+4E22-H3 

L2 

L3 

@はクロネッカ積である ここで..4.22 = A22 -S22P22はリカッチ方程式(6.11c)が.安定化

解をもつので安定である.同様に • Ao -SOPllは.リカ ッチ方程式 (6.11a)が:安定化解を

もつので安定である.したがって.

Ao -SOFll =λ11-A12AJλ21 = A。 (6.21) 

となるので A。は安定となる以上より.ヤコビ行列が非特異であるから陰関数定理を適

用して再帰的アルゴリズムの収束性が証明される

続いて.一般化リカッチ方程式(6.7)の解Pが準正定かつ安定化解であることを示す.こ

の証明は.ε=0の近傍における解Pが準正定かっ安定化解であることを示すことと等価

である (6.19)から

= [九141 1F1101=1ーー 1+ O(ε) = P + O(ε) 
P21 P22 I I P21 P22 I 

(6.22) 

である.仮定6.2，仮定6.:3から 3 リカッチ方程式 (6.11a).(6.11c)の解P11.P22はともに準

正定であるからεが十分小さいとき.Pも準正定になる.続いて.
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一 (6.2:3) 

である.同様に仮定 6.2からA22は安定行列で・あり.関係式 (6.21)と仮定 6.3からAo

Al1 - A.12A.221 A.21 も安定行列である したがって

A=[主主l
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は安定となる.以上からう解Pが準正定かつ安定イヒ解で‘あることが示される. 口

次に.あるγ>ラに対してう本章で提案された再帰的アルゴリズム (6.17)を利用してう一

般化リカッチ方程式(6.7)を解いた解Pproを用いてう (6.8)によって制御器を構成すること

を考える このとき.設計された制御器に対して以下の定理を得ることができる

定理 6.2ゥ>ゥ=max{ rs・ウf}を満足するあるγに対して.一般化リカ ッチ方程式 (6.7)を

再帰的アルゴリズム (6.17)によって解 PP7οを求めたとき)(6.8)によって構成された制御

器は.

II(C + D](pro)(s! - Aε- B2<:](P7.o)-1 Bk 11∞ 

II(C + DKexa)(s! - Ae - B2e!{exa)一1B1<:1Iα+ O(εk+1 ) 

<ゥ+O(εk+1 ) 

を満たすただし Kexa -BL九 Kpro = -BI PPTOである

(6.24 ) 

(定理6.2の証明) Fridman(1996)の手法を用いて証明を行う.まずヲリカッチ方程式(6.4) 

の解九を用いて， (6.5)によって構築された制御器をシステム (6.1)に適用する.このとき.

システム (6.1)およびラ評価関数(6.2)は?以下の (6.25)になる

i:(t) = Aεx(t) +ε凡x(t)+B1eω(t))x(O) = 0 

J = l'x; xT(t)Qx(t)dt 
ここで¥

.A.e = Aε-B2εBIP 

A~ _ I 511 εlε-15'{; 52221[i:よl
[A11A12 1 
ε-1.A.21 ε-1 A22 

λ=寸

Q = Q+九B2eεB'!el凡三

である • A22 = A22 -522T22は安定行列であるから.

， ~ ~ I A々 oI 
T-1A~T = I .~S V 1. 11 = r-1x 
l 0 AJ J ' V ー-

T=Iι1εH 
l -L !n2ー εLH 1 
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(6.25b) 

( 6.26) 



As = A 11 - A12 L = Ao + 0 (ε) (627a) 

Aj = A22 +εLA12 = A22 + O(ε) (6.2ib) 

である線形変換行列 Tが存在する. ただし L、Hは以下の代数方程式 (6.28)の解で

ある

A22L -A21一 εL(Au-A12L) = 0 (6.28a) 

H(A22 +εLAω-A12一 ε(A11-A12L)H = 0 (6.28b) 

したがって.線形変換(6.26)をシステム (6.25a)に適用することによって.システム (6.29)

を得る

!11 ( t) = As Yl ( t) +εFsy(t) + B1sω(t)， Yl(O) = 0 (6.29a) 

εY2(t) = AjY2(t) +εFjy(t) + B1jω(t). Y2(0) = 0 (6.29b) 

'レだた

[31fl二円
山)= [出l
[ム1= T-

1 

である

続いて.一般化リカッチ方程式 (6.7)を本章で提案した再帰的アルゴリズム (6.17)を利

用して得られた解Pproとする.この Pproを用いてう (6.8)によって構築された制御器をシス

テム (6.1)に適用する.このときのシステム (6.1)および.評価関数 (6.2)はヲ以下の (6.30)

になる

土(t) = AE: X ( t) +ε凡x(t)+ B1εω(t)， x(O) = 0 

j = Afわ∞~V2J刊内Tη(収t)Q仰州Z叫吋刷(いωtの)
7こfだニ.し

3

FE: 寸 2E:(恥-肝)= [ムj
Q =Q  +PpTOB2BIFL。

(6.30a) 

(6.30b) 

である.同様にう A22= A22 -S22P22は安定行列であるから，線形変換.f= T-1xをシステ

ム(6.30a)に適用すればうシステム (6.:31)を得る.
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fr( t) = As f1 ( t) +εFsf(t) + B1sω(t). f1 (0) := 0 

εん(/)= Ajん(1)+εFjf(t)+ Bljω(t) • ん (0) = 0 

(6.31a) 

(6.:31b) 

'レたた

[41=T-l 
fh[M J 

である

し、ま

T-1えT-T-1 FET = O([k) 

//Q -QI/2 = mot;k+¥mo > 0 
(6.32) 

(6.33) 

であることに注意すれば?コーシ・シュワルツの不等式 (Cauchy-Schwarzinequality)(付

録 4参照)を利用することによって.

|μJ 一-J/ 三1=∞ [m町1/ドe仰刷州州(収例川川tり州州州州)川川川1/ω似/y凶y以(い仰)川/+m昨町州叫2/れ州2/ポ|作e叫仰州州(収川州tの州川)川川1/尺仰削tけ仰)
く 而叫[/川1/作e司1/(川(1/防y/リ/+ /Ifハ州川11川lリ)+ε件川 111札b川Il防川y引y11 . II.f川11川1] 何6.34吋) 

fこだし、

1 e1(t) 1 e(t) y(t) -f(t) = I C- l ~~: I 
l e2(t) J 

而 max{mO，m1・m2}

m1 IITT QTI12・m2 IITTQTI12 

また 11.11及び.1.1は、それぞれん[0，∞lノルム及びぅベクトルのユークッリ ドノルムを
あらわす.

システム (6.29)とシステム (6.31)の差を考えることによってヲ以下のシステム(6.35)を

導入する

む(t)= Asel (t) +ε凡e(t)+O(εk+1)y(t) (6.35a) 

εゐ(t)= A j e2 (t) +εFje(t) + O(εk+l)y(t) (6.35b) 

以上の準備のもとで.まず‘微分方程式(6.29b)を解く

1/ぬ||25fAI2自 Pトき(2t-r -p)][/ω(p)/ +ε/y(p) 1] 
[/ω(1')/ +ε/y(7')/]drdpdt (6.36) 
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ただし.02・(32はそれぞれ 11expε一l.4.jtl12三P2exp( -E-1 Q2t)を満たす正の定数である.こ

こで.一般に成立する不等式 (Fridman1996) 

[1ω(p)1 +εル(p)1] . [1ω(1')1 +εIy(γ) 1] 

く e
2[ly(p)12+ IY(T)12] + 1ω(p)12 + 1ω(T) 12 (6.:37) 

および.積分方程式 (6.:36)の積分順序の変更を利用することによって以下のように変形

する

つ凡 f氏 {':::o rt 02 

11ぬw 三与/0Jp Jo exp[ーで(2t-1一州市[1ω(p)12 + :.2Iy(p) 12]dp 

三等[11ωW+e21IyW] (6.:38) 
α2 

同様にしてう微分方程式 (6.29a)を解けば

|ωIy仇川川1リ川川11:山12乍三 2与勾与弘[11ω叫W+勺+打dε己川2
α[ 

を得ることができる.したがって.εが十分小さいときには.

Ilyll三c111ω11，C1 > 0 

が成立する.また.(6.31). (6.35)から.

Ilfll三 c211ω11‘ C2> 0 

Ilell三 C3εk+111yll三C4εk+111ω11.C3ヲC4> 0 

が得られる.以上の結果から不等式 (6.41)を (6.34)に代入すれば，

IJ -JI三仇[llell(llyll+ 11111) +εk+11Iyll.llfll] 

<而[C4(C1+ C2) + C1' C2]sk+111ωW三而Oek+111ωw

となるが;J <γ211ωwに注意すれば

J = J + O(εk+1) 11ωWφ J < [γ2 + O(εk+1 )]11ωw 

と等価である

6.6 数値例

システム (6.1)および，評価関数(6.2)における各係数行列を以下によって与える

A" I ? 0~4 I‘ I _ ~. _ ? I 11 I 0 0 I‘J-112 I 0.345 0 I 
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(6.41) 

(6.42) 

(6.43 ) 

(6.44 ) 
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(6.45 ) 

システム (6.1b)における行列 A22の行列式 detA22は;detA22 = 0なので非標準特異摂動

システムである.まずう If= 0.7680、Is= 7.0817であるのでJが十分小さいときγ>守=

max{γsぅγf}= 7.0817を満足するあるγに対してヲ一般化リカッチ方程式 (6.7)は準正定

である安定化解をもつことがわかるはじめに • E = 0とおくことによって得られる 0-

オータ守解P。、および制御ゲイン f{oは以下によって与えられる.ただし3ε=0.0001であり.

I=8>1として設計する

I 14.85007 6.26150 0 0 l 

Tn = I 6.26150 8.74375 0 0 

I 12.54696 5.27678 4.86116 1.03771 I 
L 2.77242 0.72567 1.03771 0.24405 I 

ん=[-2.77242 -0.72567 -1.03771 -0.24405] 

続いて7本章で提案されたアルゴリズムを上述の問題に適用すれば.4回の繰り返し計算

によって次の一般化リカ ッチ方程式 (6.7)の解 PpTC)1 および制御ゲイン ]{proを得ることが

できる.

I 14.85237 6.26272 0.00126 0.00028 l 

P~~^ = I 6.26272 8.74439 0.00053 0.00007 I 
γo - I 12.54901 5.27789 4.86227 1.03794 I 
L 2.77286 0.72592 1.03794 0.24411 I 

ん。=[-2.77286 -0.72592 -1.0379-1 -0.24411] 
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本章では.収束の判定は IIP(J+l)- p(j) I h < 10-7・]= 1. 2. ・となったところで計算を

打ち切る.一般化リカ ッチ方程式の解の精度を比較するために.リカ ッチ方程式 (6.-1)を

~1ATLAB を利用して解いた解 P口口・および制御ゲイン I九四は以下になる

1 .. 1.8509 6.2620 0.001:3 0.000:3 

6.2620 8. i 440 0.0005 0.0001 
Pcxa = I 0.001:3 0.0005 0.000.5 0.0001 

0.000:3 0.0001 0.0001 0.0000 

ん=[-2.7726 -0.7258 -1.0:379 -0.2-1-11] 

最後に.I = 8で設計した制御器に対する式 (6.:3)による H∞ノルムの値は以下のとおりで

ある

ウo - 7.8729 

づpro 7.8727 

I'ex日 7.8729 

lopt 6.6602 

ここで• 10は0-オータ。解P。によって得られた制御器 K。をシステム (6.1)に入力したとき

の式(6.3)で与えられる H∞ノルムの値である同様にγproは提案型の方法を利用して得ら

れた解 PPTO ~こよる H∞ ノルムの値.ヴexaは直接リカッチ方程式 ( 6 .4)をゥ=8として得られ

た解 Pexロによる H∞ノルムの値を意味する.最後のγoptはヲε=0.0001としたときのシス

テム (6.1)に関するリカッチ方程式(6.4)が準正定である安定化解をもつためのγの下限値

である

これらの結果を比較する.まず10-オーダ解P。によって得られた制御器!{。をシステム

に入力したときの H∞ノルムの値γ0・提案型の方法を利用して得られた制御器による H∞

ノルムの値γprol直接リカッチ方程式(6.4)をγ=8として得られた制御器を入力したとき

の H∞ノルムの値lexaはし 1ずれも?ε=0.0001としたときのloptより大きいが:設計前の

γ=8より小さくなっていることが確認される.

さらにう本章で提案されたアルゴリズムで得られた解 Pproの P21，P22にεをかければ.リ

カッチ方程式を直接解いて得られた解 Pexaに限りなく近づく つまり?

[P1141 
εP21 εP22 

→ R ・a (6.46) 

したがって一般化リカッチ方程式の解が 10-3オーダの範囲で得られた結果は妥当である

ことがわかる また、制御入力およびうそのときの H∞ ノルムの値に関しても 10-3オーダ

の範囲で一致していることがわかる.以上から、数値例からも定理 6.2における H∞ノル

ムの不等式 (6.24)を確認することができる
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6.7 まとめ

本章では、第 5章の拡張として，A.i"lの存在を仮定しない非標準特異摂動システムにお

ける状態、を利用したHt;<制御問題に対して.一般化リカ ッチ方程式を利用した再帰的アル

ゴリズムの手法による制御器の構築を提案 した.再帰的アルゴリズムを利用することによ

り.第 5章と同様にリカ ッチ方程式の 2次の項が正定でなくても.摂動項εが十分小さいと

き.得られた一般イヒリカ ッチ方程式の解は準正定かつ安定化解で・あることを証明したさ

らに.直接full-ordersystemにおける一般化リカ ッチ方程式の解をO(εk)の高精度で解く

ことによって.構築された制御器はO(εk)の高精度であることを同時に示した.その結果，

特異度動法による近似解を利用した制御器に比べて.より最適な制御が可能となった.つ

まり再帰的アルゴリ ズムによって得られた制御器は.設計仕様のγに対してγ+O(εk+l )を

保証している.さらに.本章ではヲアルゴリズムの有効性を検証するため.数値例に適用し

解を求めた このとき，再帰的アルゴリズ、ムによって得られた一般イヒリカ ッチ方程式の解

で構成される制御器がう数値的に十分有効であるこ とが確認された
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第 7章

不確定性を有する特異摂動システムのロバ

スト安定性

この章では7第5章及び¥第6章で・扱われたH∞制御問題に関係するリカッチ代数方程式

の解がヲ安定化解である証明の部分で用いた補題 5.4を詳しく研究する.すなわち.(5.27) 

の不確定部分 Oi作)， (i = 1 rv 4)を不確定要素ムに置き換え.特異摂動システムが漸近安

定となる十分条件を導出する

7.1 はじめに

特異摂動システムの分野において確立された安定解析の lつに特異摂動法 (Kokotovie

et al. 1986)がある. この方法はヲまず，full-order systemにおいて?摂動ノマラメータで

あるεを恒等的に Oにする 次に.標準的な仮定である係数行列 A22が非特異で-あること

を利用して得られる slowsystem，および3 ァ =t/εに変換して得られる fastsystemの 2

つの subsystemについて?それぞれ独立に解析を行う.最後に、低次元化された 2つの

subsystemから得られた結果を利用してう full-ordersystemの解析を行うものである.

特異摂動システムの安定解析の問題は大きく分けて 2つに分類することができる.1つ

は?システムの係数行列が時変である特異摂動システムを対象にした安定解析で・ある.こ

の場合ヲシステムの係数行列の要素は非線形であっても 3 その具体的な関数が既知である

ことを前提にしている了 Kokotovi己ら (1986)や.Javid(1978)は3特異摂動システムが漸近

安定であるためのεの範囲を導出している.また.O'Reilly(1979)は.システムが安定化す

るための合成制御則を提案している.もう lつは係数行列に不確定要素を含んだ特異摂

動システムのロバスト安定性についての解析である.この場合.システムの係数行列は.ノ

ミナル部分と不確定要素の部分の和として表現することができる.ここで.ノミナル部分
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の係数行列は時不変であり?また 3不確定要素の部分の係数行列は時変である.不確定要

素の部分の係数行列については?その大きさの上限イ直下限値は知らされているが具体的

な関数は未知である.このロバスト安定性問題についてうShaoら(199:3)は3行列の H∞ノ

ルムによる指標を用いてシステムが安定するためのεの範囲を導出している.また.鈴木

ら(1996)は、リアプノフ関数を用いてシステムが2次安定化するための制御器を構築して

し1る

従来.係数行列が時変である場合の特異摂動システムの安定解析の研究.及び.不確定

要素を含む場合の特異摂動システムのロバスト安定性の研究においてう特異摂動法を用い

る ために システムの係数行列の仮定に • A22(t)または)A22 +ムA22(t)が安定行列である

必要がある.係数行列が時変である場合.係数行列の要素を構成する関数が既知なので3

A22( t)が時間によらず安定であるとしづ仮定は妥当である.一方3不確定要素を含むとき

のロバスト安定性の問題の場合3不確定要素であるムA22(t)を含んでの安定行列であると

しづ仮定は、不確定要素が時変であり.かっその構造が明確でないことを考慮すればう一

般的でない. しかし、不確定要素である係数行列の変動幅が.ノミナル部分の係数行列の

値と比較して:小さい.例えば)Shaoら(1993)がExample2で・扱っている数値例の場合.

電気回路に含まれている抵抗についてヲ熱によるノミナル値からの変動幅が Rl::; 0.05n， 

R2 = 1n土0.05%ならばヲ時間によらず A22+ムA22(t)が安定行列である仮定は妥当と考
えられる.

通常.不確定要素を含む場合の特異摂動システムのロバスト安定性の研究においてう不

確定要素であるムA22(t)の大きさがう係数行亨IjA22と比較して7どの程度なら特異摂動法を

用いて安定解析を行うことができるか.はじめに仮定する必要がある

そこで、本章では?第 5章及び?第 6章で・扱われた H∞制御問題に関係するリカ ッチ代数

方程式の解がう安定化解である証明の部分で用いた補題5.4に対してヲ摂動項εを不確定要

素に置き換え.特異摂動システムが指数漸近安定となる十分条件を導出する.大きな特徴

はちA22+ムA22(t)が安定行列である仮定を行わないでシステムが指数漸近安定となるた
めの十分条件を導出したことである.さらに，導出には 3従来から用いられていた特異摂

動法を一切使用していない.又7本章で導出された指数漸近安定となるための十分条件を

利用することによりヲ補題 5.4が証明できる

本章では.まず.Kokotovieら(1986)によって提案された座標変換法を用いて7 ノミナル

部分の係数行列を対角ブロックに変換する.さらに;この対角ブロックに変換されたシステ

ムを大規模システムと考えることによって、Zhangら(1996)によって提案された安定化の

手法を利用して、full-ordersvstemの指数漸近安定を保証する十分条件を導出する.導出

された十分条件は? 保守的ではあるが• A22 +ムA22(t)が安定行列である仮定を必要としな

い. したがって.本章で得られた十分条件は.従来の A22+ムA22(t)が安定行列である仮定
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と比較して、不確定要素ムA22(t)に対しての仮定が行列A22と独立であるとし 1う意味で緩和

である.すなわち，A22 + .6A22(t)が安定行列であるとする仮定は直接せずに.指数漸近安
定であるための十分条件を導出する.ただし間接的にノミナル部分の係数行列に対して

A22， Ao = Al1 - A12A221 A21は安定行列であり.かつ不確定要素ムAIJ(t).?=12j=12 

は有界であることを用いている

7.2 問題設定

以下の不確定要素を含む特異摂動システムを考える

土l(t)= [Al1 +ムAl1(t)]Xl(t)十[ん2+ムA12(t)]:r2(t) (7.1a) 

ε土2(t)= [A21 +ムA21(t)]Xl(t)+ [A22 +ムA22(t)]X2(t) (7Jb) 

ここで.システム (7，lb)中のεは摂動項に相当する十分小さな正のパラメータ ，Xi( t)ε 

Rn'(i = L 2)は状態ベクトルである.また.初期状態はXl(O)= x~ ， X2(0) = xgで・与えられ

るムんJ(t)(三ムAij)(i = L 2 j = L 2)はシステムの不確かさを表す未知の関数行列であ

る次に.システム (7，1)に関してう安定性の条件を求めるために基本的仮定を行う

仮定 7.1(Kokotoyie et al. 1986) A22、Ao= All -A12A22
1 A21は安定行列である

仮定 7.2(¥Nu and Mizukami 1994)システム (7.1)は、以下で与えられる構造的不確かさ

をもっ

I ~α乙 ( t)1 ~ a~l' i = 1，2j = 1、2 (7.2) 

ここでヲ ムα乙 (t ) は不確定行列関数~Aij( t ) の ( ι l ) 要素? aZ は |ムα乙 ( t )Iの上限を表す.

本章では、任意の実数行ヂuzのモジュラス行列 (modulusmatrix)をz+と表すまた?任
意の実数行列)(，yに対してうX[三]Yはすべての(k，l)要素に対し Xkl~ Yklを意味する.し

たがって，Aijを各 (k，l)要素が刊である行列と定義すれば (7.2)は

ムAij(t)+ [三]ムAij.i = 1， 2 j == 1， 2 (7.3) 

と表現できる.

7.3 安定性のための十分条件

まず.システム (7.1)に対する指数漸近安定性を保証する以下の定理を示す

定理 7.1εが十分小さいと仮定する.また「
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α1 <叫n{IReん(As)l.i = 1; 2.・} (7.4a) 

α2 < mi州Re入i(Aj)1. i = 1，2，・) (7.4b) 

とおく ただし ReAJZ)は任意の実数行列 Zのt番目の固有値の実数部分を表す.こ

のとき.以下の 3つの不等式.

。l>311kf (7.5a) 

。2>んkj (7..sb) 

(α1ー β11KI) (α2 -s22Ki) > s12s21 K; K; (7.5c) 

を同時に満足するとき.システム (7.1)は指数漸近安定である.ここで:sりうれ =1，2， j = 
1. 2). 1¥'ト 1{2は下記のように与えられる

T-1 I All A12 I rー IAs 0 1 
lε-1 A21 ε-1A2214-l O ε-1 Aj J 

T=Iι1εH 
I -L IπεLH I 

As = All -A12L = Ao + O(ε) 

Aj = A22 +εLA12 = A22 + O(ε) 

A22L -A21一 εL(Al1- A12L) = 0 

H(A22 +εLAω-A12一 ε(Al1- A12L)IJ = 0 
11ムAl1+ (A12A221)+ 6A21 +ムA12(A2}A2r)+ 

+( A12A221)+ムλ22(A22
1A心+115三sll

11ムA12+ (A12A221)+ムA22115三s12

11ムA21+ムA22(A221A心+115三s21

11ムA刈ls三s22

1{， =.1入max(九)ι=.1入m以(九)
ι"入min(Pd'--L ~入zτlin ( P2 )

(As +αl1)T P1 + P1 (As +α11)+Q1 =0 

(Aj + Q21)T P2 + P2(Aj +α21) + Q2 = 0 

であり、 Q1:Q2は任意の正定対称行列で‘ある.又 11.115は行列の最大特異値を表す.

定理の証明の前に‘以下の補題を準備する (Kokotovieet α1. 1987. \~iu and Mizukarni 
1994) 
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補題 7.1(Bellman-Gronwall Lemma) 

p( t)、q(t).r(t)は不等式 (7.6)を満たす正の値をとる関数とする.

p( t) 三7ベ巾(いtり)+ 10
tρq山

このとき.以下の不等式 (7.7a)または (7.7b)が成立する

バt)三仰x吋tq(榊)十10
t

7~(T)州

p(t) ::; r(t) + 10
t 

r(州山イ川ア}dσ

(1.6) 

(7.7a) 

(7.7b) 

特に、 q(t)が定数.つまり 1q(t) = f{ = (constant)であるときヲ以下の不等式 (7.8a)また

は(7.8b)が成立する

ばt)三仰x川 t)+子(7)exμ(t-T)}dT 

バt) 三ア(t)十K10
t 

r(山 p{K(t-州 σ

(7.8a) 

(7 .8b) 

(定理 7.1の証明) 仮定 7.1から線形変換行列y(t)= T-1 ~r(t) が存在するので.この線形

変換行列を用いることによってうシステム (7.1)をシステム (7.9)に変換する

れ(t)= ASY1(t) +ムAl1Y1(t)+ムA12Y2(t) 

εi12(t) = AfY2(t) +ムA21Y1(t) +ムA22Y2(t)

千
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udT
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1
1
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，，EEE
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1J

、、l'J

、、l
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千

ι

チ心

可
E
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「
1
1
1
1
1
1
t
o
t
-
-
L

一一
、t
lJ

I
7
b
 
Z
 

ただし

T-1 I ~Al1 ムA1~ I T = IムAqM13 |
|ε-1ムA21 ε一

1ムA221- ε-1ムA21 ε-1ムA22J 

(7.9a) 

(7.9b) 

(7.9c) 

ここでう考えているεはう線形変換Tが存在する条件下で・のεの上限値fに対して10 ::;ε< e'" 

を満たす.したがって.以後取り扱うεは)0 ::;ε< é~を満たす十分小さなε に対して解析

を行う

.Y( t)についてノルムをとれば

Ilx(t)IIE三IITlls.11ν(t) IIE 
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を得る ここで，II.JJEはベクトルのユークリッドノルムを表す.JJTJJsは有界で-あるから?

JJy(t)JJE→ Oは JJX(t)JJE→ Oと等価である.したがって;JJy(t)JJEの収束'性について研究

する.まずう以下の (7.11)で与えられるリアプノフ関数 V(y:t)を考える

V ( .1/. t) = 1/~ (.~h ・ t) +ε1/i(Y2・t)= vi P1Jh +勾TP2Y2 、、E
Iノ

ーl
ム
ーーよ
ウ
t
r
t
e
a
、、

ここで仮定 7.1から.εが十分小さいとき .4s・Ajはともに安定行列となる (h:okoto¥'i己et

(11. 1986). したがってう以下の 2つのリアプノフ方程式 (付録 l参照)

(As +α1I)T P1 + P1(As + 0.11) + Q1 = 0 (7.12a) 

(Aj +α2I)T P2 + P2(Aj +α21) + Q2 = 0 (7.12b) 

は正定対称解P1，P2をもっ以上から7 レイリ原理 (Rayleigh'sprinciple)(イ寸録4参照)を

用いて不等式 (7.13)を得る

入min(Pr) JJY1JJ~ 三竹 (yト t) 三入ma-.;(Pr) JJY I JJ~ (7.13a) 

入min(P2)JJY2JJ~ 三 I今 (y2 ・ t) 三入m出 (P2)JJY2JJ~ 、、i
t
''

'hu 
q
J
 

1
i
 

門，l，
，
a
t

‘、

次に.リアプノフ関数 (7.11)を軌道y(t)に沿って時間微分を行い1(7.9a)， (7.9b)を用い

れば下記式 (7.14)になる.

dV(y‘t) 

dt 

97PIU1+yfP191+εyT P2Y2 +εyfP292 

(AsY1 +ムAllyl+AAd2)TPIU1+yfP1(AsY1+ムAllY1+ムA12y2)
+(AjY2 +ムA21Y1+ムAω2)TP2Y2 + yfP2(AjY2 +ムA21Yl+ムA川 2)

Y'{ (A; P1 + P1As)Yl + 2yi P1 :2二ムA1jYj

十yf(AJ P2 + P2Aj )Y2 + 2yf九乞.d.AωJ

-2α11/~ (Y1 ， t) -yiQ1Yl + 2yi P1 LムA1jYj

-2α21今(Y2lt) -yf Q2Y2 + 2yf P2:2二ムA2jYj
J=l 

く -20.:1~(Y1 ・ t)+ 2yip1玄ムムjYJ

-2α2 V2(Y2・t)+ 2yf P2:2二ムA2JYJ (i.1-l) 
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さらに (7.14)の右辺に対して.ベクトルとノルムの性質を用いる.すなわち、任意のベク

トノレ ωと任意の実数行列 Zに対して.ωTZ山三 1 1ω 1I ~IIZ lI sを利用する

d'ノ(y.t) 
dt 

く -2Q1 V1 (:Y1' t) + 211yi P111E乞11ムムJlIs' 11.~h Il E 

-2Q2 ，仰2，t) + 211Y~ P211E L 11ム.42JIIs . IIYJ IIE 
J=l 

ここでう不確定要素である係数行列ム.4ij(1二1.2j = 1.2)の各要素は.

ム.411 ム.411- .412.42iムA21ームA12A22
1
A21 

+A12AZJムA22A221A21 + O(ε) (7.15a) 

.6.A12 ムA12- A12A2{ .6.A22 + O(ε) (7.15b) 

ムA21 =ム.421ームA22AJん1+ O(ε) (7.15c) 

ムA22 ムA22+ O(ε) (7.15d) 

である.ここで?任意の実数行列 Zに対して IIZlls::;IIZ+lIsが成立するのでグが十分

小さいとき.仮定 7.2を用いれば

11ムAlllls 11ムA.ll+ (.41211221)+ム.421+ムA.12(A22
1A2d+ 

+(A12A221 )+ムA22(A521An)+||s+0(ε)三sll (7.16a) 

11ム.41211s 11ムA.12+ (A12A221)+ムA刈Is+ O(ε)三s12 (7.16b) 

Q

U

S

 

-
-
q，u 

内

Ja

内

4

N
A
N
A
 

ム

ム

11ムA21+ムA22(AJAn)+||s+0(ε)三s21 (7.16c) 

11ムA2211s+ O(ε)三s22 (7.16d) 

となるsij(i二 1，2j = 1ぅ2)が存在する したがって

dV(y， t) 
dt 

く -2α1V1(Y1， t) + 2入max(P1)IIY1I1E乞s1jIIYjllE 

-2α2V2(Y2，t)+2入max(P2)IIY21IELs2jllYjllE 
)=1 

く 一-2土ふふα向凶凶州Zぷぷ刈刈κ只町陥陥i(ωω(ωωU抗川川i，tヲj刈tの引)+ 2辻土土 乍旦旦て何口訂;弘丸刈川siんω州iり川J川3バJ11 
ゾ入rn.inバ(Pi刊う勺) 

(7.17) 
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となる以下の 2つの不等式 (7.18a).(7.18b) 

dV1(Y1; t) 入max(九)r;-;ァーて 2
dt 三 -2αIM(ylt)+2fVM(P17t)乞s1jIlYj!!E (7.18a) 

¥/入m.in(P1)Y j=l 

dVi(.lJ2‘f) つ入rnax(九) Iτ?でて 2
dt 三 -2α21'2(Y2.t)十 】 / ゾ九(Y2)t) 乞 J2)11:~/Y IIE (7.18b) 

¥ゾ/入mJバI

が成立するとき.不等式 (7.17)を満足するので.不等式 (7.17)を考察する代わりに不等

式(7.18a)‘(7.18b)について議論する.まずう(7.18a)を直接積分すれば

ì~ (t) 三入max(Pr) IIY~ 1I 1exp(-2α1t) 

叫ん{一川ーァ)}半早て布石土s1j!!YJ (ア)11前
JO -V入min(Pr)

となる.ここで‘

的) = [入maA P1 )II Y~ 1I 1exp( -2a1t) 
rt 入 x(P1 r;;-;で+2 I~ exp{-2α1 (tーァ)}'; max \ ~ 1/ Jiぺ(ァ)
JO J入min(PdY 

L s1jIlYj(T)1Iベ5
を定義するおい)を tについて微分する

dS1 (t) 入m以 (P1)2

づ α151(t)+/ Z Fullyj||E
ゾmin(Pr)~ 

さらにもう l度 (7.21)を直接積分すればヲ

Sl (t) 三ゾ入m出 (Pd Il Y~IIE叫(-α1 t )
(入max(Pl) 2
+ l， exp{一α1(t-T)} ' ;~x \ ~ ~/ ， 2:= sljllYj(ァ)IIEdァJO ゾ入nun(P1);;i 

となる したカくって.

IIYl(t)IIE ::; 

< 
入mむ (P1)11 0 
入::('p;)IIY~IIE exp(-α1 t) 
(入ma:\，: ( P1 ) ~+ L exp{ -a1(t -T)} 乞s1jIIYJ (T) IIEdT )0 入mn(P1)j=1
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となる.補題 7.1を用いるために.(7.23)の両辺に exp(Q1 t)を掛ける.続いて.Bellman-

Gron九;vall不等式(7.8a)を利用すれば (7.24)式が得られる

Ilv1(t)IIE exp(Q1t) 

< }ピ1 11v~IIE exp(sll f{;t) 

+ lt s1川 叫(Q1T)11れ(ア)IIE仰{川(t-T)}dア (i. 2-1) 

以上かふ

Ilvdt)IIE :s; ]{11IY~ IIEexp{(élll f{i- αdt } 

巾 ](;fot Ilv2(T)IIE叫{()1lf{;-向)(t-ア)}dT (7.2.5 ) 

となる

(7.18b)に対して;(7.18a)と同様な手法によって (7.26)を得ることができる.

11ゎ(t)IIE 三f{21Iv~IIE exp{ε--1 (β22 f{~ -α2)t} 
凡唱Iイ?rt 
一一三 IIIv1 (ァ)IIEexp{ε-1 (.822巧 -α2)(t-T)}dァ (7.26) 
ε JO 

続いて.(7.26)を (7.25)に代入する.ここで?σα1-81l]{;，σε-1(G2-322ff;)と

する

Ilv1(t)IIE 

く λKι川川州~1 1川山lバJ岬川IIY~川|旬M凶yd山山山?引刊川IIE仰州(一吋州)+リ巾;31ん1口2川tVh川]{ん刈川fら川叫2バ刈11ルyd山山;引引11比Eμ刊e瓜州X
rサ2 r戸tsιι《一司 [{ i r r I I / ¥ I I . ¥ 1 .7.1 
2f{i )0 

f/
Ll[
H2
lJo Ilv1(S)11内{一前一寸}dsI exp{ -σdt-T)}d

ア

2 T' I I 0 I I exp(-σ2t) -exp(-σ1t) :s; ]{lllv~I IEexp( 一σ1t) + ß12 }ピJ九 Ilv~IIE
一一U1 - u2 

+~12ß21 f{i f{i 

fot日げ
t
l
t 
Ilv山州1バ山(いωSり)川11防E叫

sl 2]{; f{イら2 11防V~山;引IIEE く ]{llly~IIE exp( -σlt)+-lexp(一σ2t)-exp(-σ1 t)] 
σl一σ2

s12s21f{'j Ki rt ~ I Ilv1(s)IIEexp{ーの(t-s) }ds 
εσ JO 

(7.27) 

(7.27)の両辺に exp(σ2t)を掛けてう Bellman-Gronwall不等式 (7.8b)を利用すれば (7.28)

式が得られる.

IIY1 (t) IIE exp(σ2t) 

312](; f{21Iv~IIE 
く f{ 1 11 V ~ 11 E exp { -(σ1一 σ2)t}+ 

r- 1.G --l-- .G'~'7L"l.J [l_ exp{-(σ1ーの)t}] 
σ1一 σ・2

11:3 



ここで

312s21l¥? I(1 rt r s12s211(勺ρ 1=-I exp I ，-u r-~"- -1 --~ (t -s) I 
5σ Jo -L [(71 ' J 

[ ム2l¥iI{21Iy~ IIE KIIIY~IIE叫{-(σ1 ーの).5} +一一一一一一
σ1 --σ2 

[1一日中{-(σlイイds

/312J21 I\~ I(? 
σ=σ2一

εσ1 

(7.28 ) 

(7.29) 

とおく.(7.28)の右辺を実際に積分して exp(-σ2t)を両辺にかければ下記式 (7.30)が得

られる

rT' 11.011 ， ß12K; l川 ly~IIE (7-σ2 T' " n" 1 
II'yl(t)I!E ::; IK1 1! Y~IIE + '"' U~~~ ーァー~~I{l I! Y~ I!E I exp(-σ1 t) 
Lσ-σ1σ-σ  

[ _ IJ12 I~K2"Y~ I! E ， (j - (72 T' 1 1 n 1 1 1 
5 +z-32KIlld||Elexp(一討 (7.:30)
一 σ V - vl 

(7.:30 )と同様に.(7.25)を(7.26)に代入して計算すれば下記式 (7.31)が得られる

r T，' 11̂ ，OII 1 ß2 l J{l J{i llY~ 1I E (7-σ1 T.' 11 011 1 I!Y2(t)I!E ::;ん IY~IIE+~ ーァー.2.I{2 I1 Y~ I! E I叫 (ーが)
Lσ一σ2 σ一σ

[- ~21klk;!??|| E ， a--(72 T' 1 1 n 1 1 1 
丘一 σぅー +戸三J(2 I1 y~IIEI 仰(一釘 (7.31)
υ V - vl 

たfごし.

F12s211(; ]<♂ 
σ=σ1 -----...:::.---=: 

εσ2 
(7.32) 

である.(7.30)及び (7.31)から)Yl (t)うれ(t)が指数漸近安定するためには，4つの不等式

σ1 > O.σ2 > O. (j > 0ぅ丘 >0が同時に成立すれば良い.したがってうこれらの不等式を解

けば.

α1 > sl1I{; 

α2 >β22J(; 

( a 1 -811 J{ n (α2 -s22J{;) > s12s21 1(; K; 
が得られる

注意 7.1不等式 (7.5b)が成立するとき)fast system 

ε土2f(t)= [A22 +ムA22(t)]X2f(t)

口

(7.3:3) 

は.不確定要素ムA22(t)を含んでも漸近安定になるしたがって十分条件が成立する限

り • A22 + ~A22(t) は安定行列となるので. A22 +ムA22(t)が安定行列である仮定をしない
で.十分条件を導出してら本論文の定理7.1では.最終的に A22+ムA22(t)がムA22(t)に
依存しないで安定行列でなくてはならない
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7.4 数値例

以下の不確定要素を含む特異摂動システムを考える

2・1

2・2 o -0.5 0 -1 X2 
ι吋] o -2α(t) 吋1

(7.:34 ) 

乙吋2 o 1 b( t) -2 ~2 

ここで.α(t).b( t )は|α(t)I ~ιI b( t )1 ~ bを満たす不確定要素である以下.ε=0.1として

システム (7.:34)が指数漸近安定になるためのιbの条件を求めるまず.(7.9c)の線形変換

Tを計算すれば (7.:35)になる

O 0.05-12 O 

T = I 0 
。0.0542 

0.5271 。1.0286 C (7.:3.] ) 

。0.5271 。1.0286 
したがって、

o 
(7.:36a) 

Ar = I -1.9472 ~ __ I 
o -1.9472 I 

(7 .:36b) 

となる ここで、(7.4)より定まるα1，的を

min{IRe入i(As)l.i = 1，2;..'} >α1 = 1.0 (7.37a) 

min{IRe入i(Af)卜i= 1. 2. . . .} >α2 = 1.9 (7.37b) 

に設定する.また.(7.16)から

s11 =空1s12 = s21 =空 sn= fij (7.38) 
斗 2

である.さらに As、Afの形から f{1= f{2 = 1.0である.以上を条件式 (7.5)に代入して

連立不等式を解けば

leibl < 1.6593 (7.39) 

となる.以上より leibl< 1.6593を満たすならばp システム (7.34)は指数漸近安定となる.

続いて.α(t)= 1.2sin2(πt); b(t) =: -1.2 sin(討)cos(πt)としたときのシュミレーション

結果を Fig.7.1に示す.ただし初期値は

[X1 X2 Z1 Z2]T = [0.0 0.5 1.0 1.5]T (7.40 ) 

である
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図 7.1:Respollse of the sta.te varIa.bles. 

日=1.2， b = 0.6であるから指数漸近安定条件 (7.:39)をみたしている.したがって 3 シス
テム (7.:34)は指数漸近安定となる

図 7.1から状態変数のすべては，時間の経過とともに Oに収束していることがわかる

7.5 まとめ

本章ではヲ5章， 6章でリカッチ代数方程式の安定化解の証明に利用された補題5.4の拡

張として.不確定要素を含む特異摂動システムにおけるロバスト安定性のための十分条件

を，;-1.2'2 +ムAn(i)が安定行列である仮定を行わないで導出した導出には、一般的に利用

されていた特異摂動法を一切使用していない.導出された十分条件は，保守的ではあるが，

An+ムAn(t)が安定行列である仮定を必要としない.今後の課題としてう係数行列 Anが

特異である非標準特異摂動システムに対して，制御入力を付加した安定化についての研究

が期待できる.さらに、本章で導出された十分条件は.最終的に An+ムA22(t)がムA22(L) 

に依存せずに安定行列でなければならないが、本主主の十分条件の緩和として，ある時刻 lu

に対して A21+ムAn{iu)が特異行列であってもうシステム全体が漸近安定となる新たな十

分条件を導出することが考えられる
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第 8章

全士三会
'1'口口附1

本論文ではヲ主に 3係数行列 A22が非特異でーある仮定を必要としない非特異摂動システ

ムにおけるリカッチ代数方程式を解くための再帰的アルゴリズムについて研究した

第2章では.非標準特異摂動システムにおいて.ディスクリプタシステムで扱われてい

る一般化リカッチ方程式を利用した合成制御則による最適レギュレータ問題をとりあげ

た提案された新しい合成制御則は.従来と異なり標準.非標準特異摂動システムのどち

らにも適用することができる.又.合成制御則は.低次元化された slows}引 emのレギュ

レータ問題を解くことによって簡単に得られる.さらに.full-order systemのレギュレー

タ問題の解が存在するための条件(可安定性?可検出性)が?εlこ依存しない低次元化され

たslowsystem， fast systemのレギュレータ問題の解の存在するための条件によって記述

されることを示した.また、非標準特異摂動システムにおいてヲ従来の標準特異摂動シス

テムの場合と同様に?提案された合成制御則が3評価関数について)JC = J* + O(ε2)を満

足することを証明したその結果1非標準特異摂動システムについてもう最適フィードパッ

クを利用した場合と合成制御則を利用した場合との評価関数の誤差が O(ε2)であること

を示した以上から.新たに提案した合成制御則は?従来の Kokotovi己ら (1986)が提案し

た合成制御則と同様に.標準特異摂動システムにも適用できるという意味でKokotovi己ら

(1986)の手法を完全に含んでいることが確認された

第3章から第6章までは，第2章と異なり，非標準特異摂動システムにおける最適レギ、ユ

レータ問題(LQR問題)，LQG問題3及び，H∞問題を解くためのリカッチ代数方程式の再

帰的アルゴリズムに関して研究を行った.

特に.非標準特異摂動システムにおける最適レギュレータ問題に対して.第 3章では.

第 2章と異なり、合成制御則によるコントローラの設計を行わずに.再帰的アルゴリズ

ムによるコントローラの設計を提案している.ますディスクリプタシステムにおける
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Hamilton-J acobi方程式を利用して最適フ ィー ド‘パックゲインを求めた.次に.最適制御

入力を求めるために一般化リカッチ方程式を新たに導入したその結果ウ従来の Gajicら

(1986)が提案した標準特異摂動システムにおける再帰的アルゴリズムと異なった方法で

新たな再帰的アルゴリズムを導出することができた.また.この再帰的アルゴリズムの収

束性の証明に陰関数定理を用いることによ り十分小さな正のパラメータ (ε)に対し.収

束解の存在を証明することができた以上から.Gajic(1 986)と異なり係数行列 A22が特

異行列であってら再帰的アルゴリズムが適用できる

第4章では.第3章の拡張として.非標準特異摂動システムにおける最適レギュレータ問

題から、LQG問題を扱っている.この章では‘次の 2つの大きな特徴があげられる.まず.

第 3章と同様に 2つのリ カッチ方程式の解の存在性を保証する仮定に.A22が非特異で・あ

る必要がない.次に，2つの最適ゲインを求める際に.解く必要のある 2つのリカッチ方程

式を一般化リカッチ方程式に変換しこの一般化リカッチ方程式を解くことである.した

がって、第 3章と同様に?非標準特異摂動システムの LQG問題について.Gajicら(1986) 

と異なった仮定で-再帰的アルゴリズムを導出できた.

第 5章では.第 6章の準備として摂動項εを含む H∞タイプリカッチ方程式について.

一般化リ カッチ方程式に変換して.再帰的アルゴリズムを導出した.ここで3注意しなけ

ればならないことは.再帰的アルゴリズムはう基本的に第3章及び第 4章で扱ったともの

と変わらないが.扱うリカッチ方程式のタイプが異なるため.再帰的アルゴリズムによっ

て得られた収束解が準正定かっ安定化解である保証が従来の研究結果として存在しない.

したがって.新たに導出、証明を行うことにしたその結果.準正定かっ安定化解が存在

する十分条件を 2つの subsvstemである fastsvstemおよびslowsystemのノルム条件に

よって与えた得られた結果は.Dragon(1996)に類似しているが.証明方法にアルゴリズ

ムの手法を導入することによって従来の証明方法を変更することが可能となった同時

にう提案された十分条件を満たすとき?導出した再帰的アルゴリズムが十分小さなεに対し

てうO(ek)の高精度で収束することを示したさらに7得られた解は準正定かつ安定化解で

あることを示した

第 6章では?第5章の拡張として 1980年代後半に Doyleらによって解かれた状態空間

法に基づく H∞制御を非標準特異摂動システムに適用して，再帰的アルゴリズムによるコ

ントローラの設計を提案した再帰的アルゴリズムを利用することによりす摂動項εが十

分小さいとき‘得られた一般イヒリカッチ方程式の解は準正定かっ安定化解であることを第

5章と同様な手法を利用して証明した.さらに.直接 full-ordersystemにおける一般化リ

カッチ方程式の解を O(εk)の高精度で解くことによって.構築された制御器は O(εk)の高

精度であることを同時に示したその結果.特異摂動法による近似解を利用した制御器に

比べて、より最適な制御が可能となった.つまり再帰的アルゴリズムによって得られた制
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御器は.設計仕様のγに対してγ+OKK+1)を保証している.さらに.Fridman(1996)の研

究結果と比較して.本章で構築されたコントローラがゥに対して同程度の設計仕様を満た

しかつ再帰的アルゴリズムによって簡単に得られる点から十分実用的である

第 7章では.先の第 5章、及び.第 6章で.再帰的アルゴリズムによって得られた解が

安定化解であることを証明するために必要な補題を.従来と異なる方法で導出した.すな

わちp 不確定要素を含む特異摂動システムにおけるロバスト安定性のための十分条件を.

A22 十 ~A 22( t ) が安定行列である仮定を行わないで導出した導出には. 一般的に利用さ

れていた特異摂動法を一切使用していない.導出された十分条件は.保守的ではあるが.

A22 +ム.422(t)が安定行列である仮定を必要としない.
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付録 1

リアプノフ方程式，リ力ッチ方程式

未知マトリクスを含む微分 (代数)方程式のうちで、システム制御理論への応用上.重要

なものにリアプノフ微分 (代数)方程式やリカ ッチ微分 (代数)方程式などがあげられる

ここでは‘この 2つの方程式について.基本的な性質を紹介する

1.1 リアプノフ方程式

入力が存在しない線形時不変システム

土(t)= Ax(t) 

の安定性について考える

まずうリアプノフ関数 (A.2)を定義する

V(t) = XT(t)PX(t) 

システム (A.1)の軌道に沿ってのV(t)の時間微分は (A.:3)になる

す(t) 土T(t)PX(t) + XT P土(t)

xT(t)[PA + AT P]x(t) 

(A.1) 

(A.2) 

(A.3) 

したがって.システム (A.1)が漸近安定であるための十分条件は， V(t) > 0， V(t) < 0から

PA+ATp =-Q (A.4) 

が成立すれば良い (Gajicet al. 1995ヲ児玉，須田 1978).ただし，Qは正定対称行列である

ここで、 (A.4)をリアプノフ代数方程式と呼ぶ.

リアプノフ代数方程式 (A.4)に関して7以下の補題A.1が知られている.

補題A.l (児玉.須田 1978.美多 1994)QどOを満たす任意の行列であるとき，
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(i) Aが安定なら P三o.さらに.行列対 (A.C)が可観測なら P>0である

(i i )行列対 (A.C)が可検出で.PさOならば‘Aは安定である.

(iii) .4が安定なら行列対 (A.C)は常に可検出である

工学的問題では.システム (A.1)の漸近安定性では:十分でなく 、4の固有値入i(A)に対

して.

Re入JA)<一σ.σ>O. i = 1. 2づ3、 (A.o) 

となることが要求される.これは.システム (A.l)の時間的振動の減衰率の lつの尺度と

解釈できる • (A.o)が成立するためには.以下の新たなシステム (A.6)

.i-(t) = (.4 +σ人)1、(t) (A.6) 

が.漸近安定であればよい.ただし九は n次単位行列である.したがって)(A.6)が漸近

安定となる十分条件として.(A.4)と同様にして導出されたリアプノフ代数方程式

P(A +σIπ) + (A +σIπfp= -Q (A.7) 

が正定対称解Pをもてば良い (Muller1989) 

続いて.リアプノフ代数方程式の解について考える.はじめに.以下の (A.8)で与えられ

る線形マトリクス微分方程式を考える.

x = X D(t) + E(t)X + F(t) X(to) = X。 (A.8) 

ただし Xは、 Rmxnの未知マトリクスである.又)D(t). E(t)、F(t)は.それぞれ適切な

サイズのマトリクスでTその要素は tの区分的連続関数とする.このとき.以下の補題A.2

が成立する

補題 A.2 (児玉、須田 19i5)任意のX。εRmxγLと任意のtεRについて.(A.8)の一意解
X (t: to‘Xo)が存在しそれは、

X(作t仁:ゴtらOん)H= ゆ仇似州1バ山(収tおω似仙)戸尚XんXO<fJ2ω仇州φ仇2

で与えられる.ただし ゅl(t，tO)，の(t.to)は.

(A.9) 

生
況
の
一河

内

σ-
e〈
n
O
E
t
(

E(t)の1・のl(tO，to) = 1m 

。2D(t). 02 (tO' tO)こん

で定義される状態遷移マトリ クスである
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この補題A.2で特に.

mη. D(t) = /L E(t) = AT. F(t) = Q 

と限定すれば.次の補題 A.:3が得られるただし.A.Qは時不変マトリクスである

補題A.3 (児玉t須田 19i8)任意の X。εRmxπと任意の 1εRについて.線形時不変マ
トリクス微分方程式

X=XA+ATX+Q X(to) = X。

について.一意解X(t:to. Xo)が存在しそれは.

X(t: to. Xo) 

exp{(AT(t -to)}Xo exp{A(t -to)} 

+ 〈e叫 T(れtト山川一寸イ7寸)}ωQωe以叫X

(:¥.10) 

でで.与えられる さらにXoが実対称ならば、解X(作t;tらO、)(0ω)も実対称でで.ある.すなわち、

入~(t;to ， Xo) = [X(t:tO.XO)]TεRnxn. VXo = xl E Rnxη (A.12) 

が成立する

又.Aが安定行列(すなわち，Aの固有値の実部がReAi(A)< O. i = 1‘2. :3.・一)ならば.

(A.10)の解X(t;to; Xo)は任意の実対称マトリクス XoE Rnxπに対し.tとtoの範囲で一

様有界である

先に示した補題 A.2から、有界性を利用することにより以下の代数方程式 (A.1:3)の解

を求める.つまり Aの漸近安定性を利用することによりX = 0なる収束解を求め7 その

解を代数方程式(A.13)の解とする

与えられたマトリクス DεRnxn. E εRmxrr¥Fε Rmxnについて.線形マトリクス代

数方程式

XD+EX =-F (A.13) 

を満足するマトリクス Xε Rmxnを求める問題を考える.

まず(A.13)の解Xの存在と一意性について次の補題A.4がある

補題A.4 (児玉ヲ須田 1978)(A.13)の解Xが任意の Fε Rmxnに対して存在し:かっ F

に対して一意に定まるためには.D及びEの固有値が.

人(D)+入j(E)ヂ0 i = 1. 2. :3. j = 1. 2. 3. 

を満足することが必要十分である
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ここで特にm=九 D= A， E = AT; F = Q(ただし Q= QT)とすると (A.13)は.

XA + ATX =-Q (A.14) 

となる.この形の線形マトリクス代数方程式は.リアプノフ代数方程式と呼ばれる.この

方程式は.安定論など応用上.特に重要であり.リアプノフ代数方程式(A.4)と同一である

Qの対称性から (A.14)の解が存在すれば.必ず実対称行列解が存在するしたがって.

(A.14)の一意解の存在とその性質については.次の補題A.5が示されている

補題A.5 (児玉，須田 19(8)Aが漸近安定ならば、 (A.14)は任意の Q= QTεRπxnに対

して一意解Xをもち、解Xは (A.1.5)によって与えられる

X=f仰 (ATt)Q叫 (At)dt 
(補題 A.5の証明)

(A.14)が一意解を持つことは 3補題A.4より明かである

又守(A.15)の右辺の積分が存在することは?補題A.3より

X刈(付川t

が• t 三Oについて一様有界であることより明かである

まず.以下の微分方程式を導入する.

P=AP 

ここで¥

J=jjγQPdt 

を考える.したがって.

J =-jfpT川+山)Pdt

-ifIFXP+PTMldt 

-lf∞[三pTXP]dt = 一~fPTxpl 
2 Jo L dt スL- ---Jo 

= 一jケP門恥附(同阿∞叫)戸TX刀P門恥附(同阿∞刈)十;ν川P門P(O卯0仰)
となるがヲシステムが漸近安定(Aが安定行列)なので.P(∞) = 0となり

J=;P(0)TXP(0) 

124 

(A.1.5 ) 

(A.16) 

(A.17) 



となる.又• P=APの解は• P = exp(At)P(O)より

J = ~P(O円m
~l∞ pTQPdt 

jioこp(O)Tex川 t)Qexp(.4t)P(O)df 
jP(川f叫 (ATt)Q exp(必)dt]P(O) 

以上より.

x=l二xμt)Qexp(At)dt 

が示される

1.2 最適レギュレータ問題におけるリカッチ方程式

口

ここでは.最適レギ、ュレータ問題におけるリカ ッチ代数方程式 (l.la)の導出を行う

線形制御対象に対して.2次形式の評価関数を最小にする制御入力は状態、フィード‘パック

となりヲ構成系は再び線形となる.そのような問題は最適レギ、ュレータ (LinearQuadratic) 

問題と呼ばれている

制御対象は次の線形時不変システム (A.18)で記述される

土(t)= .4:r(t) + Bu(t). x(to) = :1.'0 (A.18) 

(A.18)の拘束条件のもと，2次形式評価関数(A.19)を最小にする制御入力 u(t)を決定する

J=jzT(t州 wiffIJ(t)QZ(川 T(t)R吋)]dt (A.19) 

ここで• x( t)εRπは状態変数)u( t)εRmは制御入力、 .4.Bは適当な次元をもっ定数行ヂ0.

SおよびQは対称な準正定行亨0，Rは対称な正定行列である.又3標準的な仮定としてう行

列対 (.4.B)は可制御とする.ここで¥ハミルトニアン (A.20)を定義する (太田ら 1984)

H = iトド(いゲxTQωx+ ut山仙仙/川川品t頃司川R品Ru山L
これより随伴方程式は(件A.2幻1)となる.

また、

。H .~ 
p =-τ一=-Qx -A.Lp 。r

。H ~~ 
τ一=Ru + B1 P = 0 
ou 

(A.20) 

(A.21 ) 

(A.22) 
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よか最適制御入力 Uoは次式で与えられる.

Uo = _R-1 BT P (A.23) 

ここで Rは正定行列であるから逆行列は存在する.式 (A.23)を式 (A.1S)に代入しう式

(A.21)と一緒にまとめて書くと (A.2-t)を得る

[ ~ト[二 -B~~?T1 [ : 1 
この 2η 次元連立 1階微分方程式を次の 2つの境界条件を使って解く

[2点境界値問題]

(i)初期条件:x(to) = Xo 

(jj )横断性の条件:p(tj) = ，f:[lxT(tj)Sx(tj)] = Sx(tj) 

(A.24 ) 

(ii)はx(t j )が自由端であるために 3 これに代わる境界条件で¥随伴変数に対する終端条

件を与えるここではリカッチ微分方程式の解を利用する方法を示す.xとpの間に次の

関係があると仮定する.

p(t) = P(tj -t)x(t). (to三t~ t j) (A.25) 

ただし;行JiJPは後述のリカッチ微分方程式の解として与えられる.ここで.PはRηxηで

ある行列である.(A.25)を(A.24)に代入すると次の2式 (A.26).(A.27)を得る

x = [A -BR-1 BT P(tj -t)]x 

P(tj -t)x + P(tj -t)土=-Qx -AT P(tj -t)l 

上式より土を消去すると (A.28)を得る

(A.26) 

(A.27) 

[P(tj -t) + P(tj -t)A + AT P(tj -t) -P(tj -t)BR-1BT P(tj -t) + Q]x = O(A.28) 

任意の Z に対して上式が成立するためには， [.]内が零にならなければならない.ここで

ア=tj -tとおいて，(A.29)を得る.

P(ァ)-P(ァ)A-ATp(γ) + P(T)BR-1 BT P(T) -Q = 0 (A.29) 

(A.29)をリカ ッチ微分方程式という.また，横断性の条件式及び(A.25)より .P(ァ)につい

ての初期条件は

P(O) = P(tj -t)ltj=t = S (A.30) 
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となる.又.最適制御入力 Uoは.式(A.25)を式 (A.23)に代入して得られる

uo(t) = _R-1 BT P(tj -t)エ(t) (:¥.:31) 

すなわち‘ u。は状態フィード‘パック制御系である

さらに.t j→∞とすれば.レギ、ュレータリカ ッチ代数方程式(A.32)を得る (太田ら 1978.

小郷司美多 1979)

PA + AT P -P BR-1 BT P + Q = O. P = P(∞) (A.32) 

これはリカッチ代数方程式 (1.1a)と同一である.このとき.最適フィード‘バック Uoは

uo(t) = _R-1 BT Px(t) (A.:3:3 ) 

で与えられる
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I I 付録 2

可安定性，可検出性

本文中にあらわれる可安定性う可検出性について説明する (美多 1995).

2.1 可制御ヲ可安定

u1A =入lUi 、、
..
 
，a'''
 

市

t
i
Rυ 
，，aE
E

目白、、

を満たす行列 Aε Rnx 九の固有値入z と左側固有ベクトル 片 手~ 0に対して 3

UiBチ0 (B.2) 

となる場合，入tを行列対 (A.B)の可制御極、

UiB = 0 (B.3) 

となる場合.んを行列対 (A，B)の不可制御極という.すべての入tが可制御極であるとき.

行列対 (A:B)を可制御といい.不可制御極があってもこれらが安定であるときヲ行列対

(A. B)を可安定という.

行列対 (A、B)が可制御であることは，次の (i)rv(iv)と等価である.

(i)すべての入i(i = 1，' • .η)に対してうUiBi= 0 

(ii)すべての SεC(あるいは.すべてのん)に対して1rank(A -51， B) =η 

(iii) A + BFの固有値を自由に変える Fが存在する"

(i¥') ra出 (B.AB. 、An-lB) =η 

12 



又行列対 (A、B)が可安定であることは.次の (i)rv(iv)と等価である

(i)すべての ReAi三Oに対して‘ UiB=f. O. 

(i i ) すべての ReÀ i 三 O に対して • rank(A一入J.B) = 12 

(iii) A + BFを安定行列にする Fが存在する

B

。
一一B
 
T
 

A
ん

わ
Jよ

A

O

換

=

変

T

以

A

引

↓
F

T

 

の能心ぃ犬

(BA) 

においてヲんは安定行列で.行列対 (.4ト Bdは可制御とおける

2.2 可観測ぅ可検出

次にう

AVi =入iVi (B.5 ) 

を満たす行列AER九 Xπの固有値入1と固有ベクトル υi=f.Oに対して.

CViヲf0 (B.6) 

となる場合.入tを行列対(A、C)の可観測極

CVi = 0 (B.7) 

となる場合.入zを行列対 (A，B)の不観測御極という.すべての入tが可観測極であるとき?

行列対(A、C)を可観測といい.不可観測極があってもこれらが安定であるときぅ行列対

(.4， C)を可検出という

行列対 (A.C)が可観測であることは?次の (i)rv(iv)と等価である.

(i)すべての入i(i =し・・3η)に対してうC叫ヂO.

(ii)すべての SεC(あるいは?すべてのん)に対して、

η
 

一一

1
s
I
'
l
I
1
4
1
1
1
1
J
 

T
i
 

nδ 一

C

A
 

p
t
i
t
-
-

・l
E』
B
L

しれn
 
a
 

rム (B.8) 

(iii) A + HCの固有値を自由に変える Hが存在する

(i，') ra叫.;:(CT、ATCT，・"(AT)π-lCT)T =η 
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又う行列対(A，C)が可検出であることはう次の (i)r-v(iv)と等価である.

(i)すべての ReAiどOに対して，C町ヂO.

(ji)すべての ReAiどOに対して.

叶AJIl=71 (B.9) 

(iii) .4 + HCを安定行列にする Hが存在する

(iv)状態の相似変換により

ドAT=[2;21円二日11 ハU
1
i
 
B
 

においてヲんは安定行列で.行列対 (.41・C1)は可制御とおける
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I I I 付録 3

ディスクリプタシステム

ディスクリプタシステムとは.以下のように表現される

E土(t)= Ax(t) + Bu(t) 、llノ
1
i
 

F
U
 

，，st
‘、

y(t) = C:r(t) + Du(t) (C.2) 

これは.中間標準形.singular system ~ semistate equation.微分代数方程式系?などと呼ば

れる数式表現である.ここで、 x(t ) ε Rπは状態変数• u( t)εRmは入力，y( t)εRPは出力

である.また.AERnxn.BεRnxm. C E RPxn. D εRPxmである

(C.l)式において，Eは正方行列であるが.非特異ではないとする (もし Eが非特異なら

ば，E-1を左から掛けることによって、 (C.1)式は状態方程式に変換できる)状態方程式と

いう合理的で実績のある表現をもちながら.なぜディスクリプ夕方程式というものが考え

られているかというと 3集中定数の物理システムの自然な表現がディスクリプ夕方程式で

あるからである.集中定数の物理システムは7適切に変数を選ぶことによって?一階微分

方程式または代数方程式で表される要素がいくつか結合したものとみなすことができる

これら要素と結合を表す式を羅列して得られる最も原始的な数式表現が?ディスクリプ夕

方程式の形になる.したがって.ディスクリプタシステムは.状態空間表現の状態という

概念を生かしながら.プロパ性と可解性という観点から一般化したシステム表現の一つで

ある.これにより 3モデリングや設計計算において対象の物理的な構造を保存できるとい

う実用的な側面と.微分器やインパルスなど極限的なシステムを表現できるという抽象的

な側面とを併せ持っている

ディスクリプタシステムは、工学システム?社会経済システム.生物学システムなどの多

くのシステムに現れる.
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------E・・E・・ 付録4

数学的基礎

まず.第 6章で利用したコーシ・シュワルツの不等式 (Cauchy-Schwarzinequality)に

関して?説明をする

向 >0、bi> O. P > 1， q > 1， p-l + q-l = 1のとき.

[さ(αiY]~ [t(bi)q] ~どま α1bi D
 

等号は (αi)P= c(bi)q(cは定数)の場合だけ成立する.

(D.l)をヘルダ (H剖der)の不等式と呼び.その特別な場合として，p=q=2のときは?

コーシ・シュワノレツの不等式 (Cauchy-Schwarzinequality)と呼ばれる.p=q=2の場合

は， (D.2)式になる.

[士川[会(ん)2]と[主α1bi] 2 q
L
 

h
u
 

r
t
t
t
‘、

又、不等式 (D.2)に対応する積分不等式も?同じ名で呼ばれる.積分不等式の場合を (D.:3)

で与える • f(t) > 0， g(t) > 0のとき?

[1:' [.f( t川[.f山川川f汽仰削(収肋tの)] 切叶l
が成立する

続いて.第 7章で利用したレイリ原理 (Rayleigh'sprinciple)について.説明する.

以下の関数(D.4)の最大化3最小化を考える (小郷、美多 1979). 

q
d
 
nu
 

(DA) 

しだた

1:32 



IlxW = XT X = 1 (D.5) 

である.ここで‘ AはAε RπXnである正定行亨11.xはzε R九である実ベクトルとする

ラグランジュ定数入として関数(D.6)を定義する

L = 1.T A.T一入(l'Tl' - 1) ph
U
 
D
 

(D.6)の両辺を :rについて偏微分すれば.

。L
~--.- = 2(Ax -ね (D.7)
U1' 

したがって.(D.7)の右辺をOとすれば.xはJュ:= 1を満たす行ヂ!JAの固有ベクトルで、

入は固有値である.Aは正定行列なので.固有値は正の実数である.これらを

入rnin 入1<入2::; ・・・ <入π=入rnax 、Itノ
円

δD
 

として.又‘対応する固有ベクトルを Xl・X'1・...，X回九とする.ここで.ユ・1において

J = xT AXi =入127zz (D.9) 

が成立するので¥Z二XlでJrrUn=入uun:X 1、ηで，Jrnax二入rnaxとなる.以上から.(D.4)は，

x
 
a
 
m
 

I
八<一

Z

一

A
7
1
 

J
一ど
<一n
 
m
 

l
八

、l
，Jnu 
--ムD
 

となる.さらに (D.10)の分母をはらい.

入rninllxW三XTAx ::;入rnaxIlxW 、‘，E
，，，

1
i
 

1
1
4
 
D
 

J'za

、

が得られる.(D.11)をレイリ商 (Rayl白ghquotient)と呼ぶ.また?以上の性質をレイリ原

理 (Rayleigh'5principle)と呼ぶ.
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