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This paper considers the Linear-Quadratic- Gaussian (LQG) problem for nonstandard singularly per-

turbed systems making use of the recursive technique. In order to obtain the optimal control law, we must 

solve the generalized algebraic Riccati equation. Using the recursive technique, we show that the solution of 

the generalized algebraic Riccati equation converges with the rate of convergence of O(ƒÃ). The existence of

 a bounded solution of error terns can be proved by the implicit function theorem. As aa result, the solution

 of LQG problem for nonstandard singularly perturbed systems can be obtained with an accuracy of O(ƒÃk).
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1.ま えが き

特 異摂 動 システ ムに お け るLinearQuaclratic-aussian

(LQG)問 題 は,文 献(:3)一(5)で 研 究 されて い る。 Gajicに

よ って研 究 され た文 献(4)に お いて は,レ ギ ュ レータ ゲイ

ンと フ ィル タゲ イ ンを求 め るた め の2つ の リカ ッチ方 程

式 を分 割 して 解 の性 質 を研 究 してい る(〉また,文 献(5)に

お いて は,(4)に 基づ いて,2つ の レギ ュ レー タ リカ ッチ方

程 式 と フ ィル タ リカ ッチ 方程 式 に再 帰 的 ア ル ゴ リズム を

適 用 して解 を求 めて い る。 これ らの 研究 報 告 のい ず れ の

場 合 にお い て も,Azzが 非特 異 であ る標 準 特異 摂 動 シス テ

ム の場 合 の み研 究 の対 象 と して い る。 近 年,A22が 特異 で

あ る よ うな シス テ ム にお け る研 究報 告 が 文 献(7)-(10)で

な され て い る。 中 で も,文 献(7),(9)で は,ん2が 特 異 で

あ る非 標 準 特 異 摂 動 シス テ ム に お け る レギ ュ レー タ 問題

を 扱 って い る。 ここで は,デ ィス ク リプタ シス テム の理 論

を 用 いて の研 究 が行 わ れ て い る。 しか し,再 帰 的 ア ル ゴ リ

ズ ムを 利 用 して の 制 御 ゲ イ ンを 求 め る こ とは 行 わ れ て い

な い。

標準 特異 摂 動 シス テム にお け る再帰 的 アル ゴ リズ ムの研

究 は こ こ10年 間 に わた り行 わ れ て き たが,そ の 間A22が

特 異 で あ る非 標 準 特 異 摂 動 シ ス テ ム にお け る再帰 的 ア ル

ゴ リズム の研 究 は な され てい な い。 そ こで 本論 文 は,扱 わ

れ て い なか った 非 標 準特 異 摂動 シ ス テ ム にお け る再帰 的

ア ル ゴ リズムを導 出す る。 本 論文 の大 きな特 徴 は以 下 の2

つ であ る。 まず第1に,2つ の リカ ッチ方程 式 の解 の存在

性 を保 証 す る仮 定 に文献(5)と 異 な り,A22が 非 特 異 で あ

る必 要 が ない こ とで あ る。 つ ま り,2つ のVギ ュ レータ リ

カ ッチ方 程 式 と フ ィル タ リカ ッチ方 程 式 が,ん2が 特異 行

列 であ って も解 が 存在す る。 第2に,2つ の最 適 ゲ イ ンを

求め る際 に,解 く必 要 の あ る2つ の リカ ッチ方 程 式 を一般

化 リカ ッチ方 程式 に変 換 し,こ の一 般化 リカ ッチ方程 式を

解 くこ とであ る。 この一 般化 リカ ッチ方 程 式 を導 入 す る

ことに よ り,Gajicが 提案 してい る2つ の リカ ッチ方 程式

の解P,Cの 形 を変 形 す るこ とが で き た。 ま た,新 たな公

式を 導入 す る こ とに よ り0一 オ ーダ 方程 式 を変 形 す る こと

がで きた 。 ここで も,A22は 非特 異 で あ る必 要 は ない 。

本 論 文 は,以 下 の よ うに構 成 され る。2章 で はLQG問

題 につ いて の 従 来 の結 果 を紹 介 す る。3章 で は2つ の最

適 ゲイ ンを 求 め るた め の2つ の リカ ッチ 方程 式 を一 般化

リカ ッチ方 程 式 に変 換 す る補題 を導 入す る。 こ の補 題 を

導 入 す るこ とに よ り,Gajicと は異 な った解 の形 を 紹介 す

る。4章 で は2つ の 一般 化 リカ ッチ方程 式を 再 帰 的ア ル ゴ

リズ ム を利用 して解 く。 こ こでは,陰 関数 定 理 を用 い る こ

とによ り,再 帰 的ア ル ゴ リズ ムが 収 束す る ことを 示す 。 そ

の結 果 非標 準 特異 摂 動 システ ム の ため のLQG問 題 の解

が,実 際 に0(εk)程 度 の確 か さで 得 られ る。5章 で は本
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論文で提案されたアルゴリズムの有効性を確認するため,

数値例に適用 し解を求める。6章 では,本 論文で取り上げ

られた結果に対する考察を行う。

2.非 標準特異摂動システムのためのLQG問 題

<2・1>非 標準特異摂動システム システムに摂動項

を含む状態空間法において,以 下のような線形時不変非標

準特異摂動システムを考える。

(1c)

この シ ステ ムに対 す る評 緬 関数 は(2)で あ る。

(2)

こ こ で 、シ ス テ ム(lb)中 のεは+分 小 さ な 正 の パ ラ

メ ー タ,u(t)∈Rmは 制 御 入 力,y(t)∈Rlは 観 測 出 力,xi

(t)∈Rnj(i=1,2)は 状 態 ベ ク トル, w(t)∈Rγ と

v(t)∈Rlは 互 い に 独 立 で 平 均0の 正 規 白色 雑 音,す な

わ ち,

を あ らわ す。 こ こで δは デ ィラ ッ クの デル タ関数 を 表す 。

また,ｚ(t)∈Rsは 評価 出力 であ り,(3)の 形を もつ 。

(3)

シス テ ム(1a)～(lc)に お いて, A22が 特 異 で あ る,つ ま り,

 1A22が存在 しな い シス テ ムを一 般 に非標 準特 異 摂動 システ

ムと呼ぶ 。

<2・2>LQG問 題の解 まず,以 下の行列を定義

す る 。

した が っ て,シ ス テ ム(la)～(1c)は,シ ス テ ム(4a)～(4b)

に な る。

(4a)

(4h)

この非 標準特 異 摂動 システ ム に対す るLQG問 題 の制 御

則 は,(5a)～(5b)に よ って与 え られ る(3)。

(5a)

(5b)

レギ3レ ータゲ イ ンIiは

(6)

で あ る。 ここでPEは,次 の リカ ッチ代 数方 程 式 を満 たす 。

一方
,フ ィル タゲ イ ンLは

(7)

(8)

で あ る。 同様 にEは,次 の リカ ッチ代数 方 程式 を 満た す。

た だ し.

3.一 般化 リカ ッチ方程 式 の変 換

この章 では,2つ の リカ ッチ方 程 式(7),(9)を 一 般化 リ

カ ッチ方 程式 に変換 す る補 題 を あげ る。

[補題1] 2つ の リカ ッチ方 程 式(7),(9)は,そ れ ぞれ

2組 の一 般 化 リカ ッチ方 程 式(10a)～(l0b),(11a)～(11b)

に等 価で あ る。

こ こ で
   ,

(10a)

(10b)

(11a)

(11b)

(証 明) まず,方 程 式(10b)を 解 く。
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とおく。方程式(10b)に 代入して分割計算すれば 同様 に,方 程式(lla)を 分割 計算 す る ことに よ り,

(15a)

(12)

ここで,以 下 の よ うに行 列 を定 義す る。 (15b)

また,方 程 式(10a)を 分 割計 算 す る こと によ り,

(15c)

これ らの 方程 式(15a)～(15c)は,直 接(9)を 分 割 計算 し

た結果 と比較 して

(13a)

(13b)

(13c)

これ らの方 程式(13a)～(13c)は,直 接(7)を 分割計 算 し

た結 果 と比較 して

とな る。

したが って,2つ の リカ ッチ方程 式(7),(9)を 解 くこ と

は一 般 化 リカ ッチ方 程 式(10a)～(!0b),(lla)～(llb)を

解 くことに等 価 であ る。 ロ

4.再 帰 的 アル ゴ リズムの 導 出

この章 で は,一 般 化 リカ ッチ方 程 式(10a)～(10b)お よ

び(11a)～(11b)の 再帰 的 アル ゴ/ズ ム を導 出す る。

<4・1>Pの 一 般化 リカ ッチ方 程 式 の 再 帰 的 ア ル ゴ リ

ズム  リカ ッチ方程 式(13a)～(13c.)に お いて ε=0と す

れ ば,方 程 式(16a)～(16c)を 得 る。 こ こで, 0一オ ー ダ方

程式 の解 をP11,P21,Yeaと お く。

とな る。 続 い て,方 程 式(11b)を 解 く。

(16a)

とおく。方程式(11b)に 代入 して分割計算すれば

(16b)

とな る。 ここで,以 下 の よ うに行 列 を定義 す る。

(14) (16)

方 程式(16c)に つ いて 以下 の仮 定 を導 入 す る。

[仮定1]方 程 式(16c)は,行 列A22一S22P22を 安 定 と

す る よ うな 唯一 の準 正定 解P22を もつ 。
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[仮定1]か ら,方 程 式(16c)が 安定 化 解P22を もつ 。 し

た が ってA2r 322P22が 非 特 異 で あ る こ とか ら(A22-

322P22)一1は 存在 す る。

以-ピか ら次 のo一 オ ーダ 方程 式(17a)～(17c)を 得 る。

ただし

(17a)

(17b)

(17c)

したが っ て偏 差Eに つ い ての 以下 の再 帰 的 アル ゴ リズ ム

(20a)～(20c)が 導 出 され る。

ただし

(20a)

(20b)

(20c)

次 に,以 下 の仮 定 を導 入す る。

[仮定2]方 程 式(17a)は,行 列Ap-鼻Phを 安 定 と

す るよ うな唯一 の準正 定解P11を もつ。

次 に偏差Eを 定 義す る。

(18a)

〔18b)

(18c)

1%(上を方 程 式(13a)～(13c)に 代 入す る。

0一オ ー ダ方 程 式(17a)～(17c)を 用 いて,偏 差Eに つ い

ての方程 式(19a)～(19c)が え られ る。

こ こでi(j)はj番 目の 値,(j+1)はj+1番 目の 値 を意 味す

る。 したが って,j番 目の値が 求 まれ ば,逐 次 的 にj+1番

目の値が 定 ま り,こ れ を再 帰 的 に求め れ ば良 い。

<4・2>偏 差Fの 収束 性 の証 明 まず,定 理 を あげ る。

[定理1]2つ の[仮 定1],[仮 定2]に お け る条 件 の もと

で,ア ル ゴ リズ ム(20a)～(20c)は,偏 差Eの 正 確 な値 に

0(εり の高 精度 で収 束す る。 す なわ ち,

(21)

(19a)
(22)

(19b)

(19c)
ただし

ただ し

ここで,マ トリクス ノル ムll引2は,任 意 の行 列x(に つ い

てllX//2…〓ax(XTxGl1/2を あ らわ す。 以 下 も同様 に定

義 され る。

(定理 の証 明) 再 帰 的 アル ゴ リズ ム(20a)～(20c)に お

いて,ε=0の 近 傍 に お け る収束Eの 存在 は 陰関 数 定理

によ り証 明 でき る。 陰関数 定 理 を適 用す るた め に,ア ル ゴ

リズ ム(20a)～(20c)に 対 す る ヤ コビ行 列 を 計算 す る。

[ヤコ ビ行列]

(23)
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ただし ただし

○は ク ロネ ッカ積 で あ る,こ こで,D4=A2一s22P22は

リカ ッチ方 程式(17c)が,[仮 定1]か ら安定 化解 を もつ の

で安 定 で あ る。 同様 に,Ap一SPP11は,リ カ ッチ方 程 式

(17a)が,[仮 定2]か ら安 定 化 解 を もつ の で安 定 で あ る。

したが って, 次 に,以 下 の仮 定 を導 入す る。

[仮定41方 程式(24a)は,行 列AW一W11Uwを 安定 と

す る よ うな 唯一 の準正 定 解W11を もつ 。

次 に偏差Fを 定 義す る。

(25a)

(25b)

(25c)

以上 を 方程 式(15a)～(15c)に 代 入 す る。0一 オ ー ダ方 程

式(24a)～(24c)を 用 い て,偏 差Fに つ い ての 以 下 の 再 帰

的ア ル ゴ リズ ム(26a)～(26c)が 導 出 され る。

とな るのでDoは 安 定 とな る。 以上 よ り,ヤ コ ビ行列 が非

特 異で あ るか ら,陰 関数 定理 を適 用 して再 帰 的 アル ゴ リズ

ムの収 束性 が 証明 され る。a

<4・3>Wの 一 般化 リカ ッチ方程 式 の再 帰 的 ア ル ゴ リ

ズム Pと 同様 に 、リカ ッチ方 程 式(15a)～(15c)に お い

てe=0と す る。

次 の 連立 方程 式(24a)～(24c)に つ い て考 え る。 この と

き,方 程 式(24c)に つ い て以 下 の仮 定 を導 入す る。

[仮定3]方 程式(24c)は,行 列A22-W22ひ22を 安 定 と

す る よ うな唯 一 の準正 定 Wz1を もつ。

[仮定3]か ら,方 程式(24c)が 安 定 化 解Wlzを もつ 。 し

た が ってA22一U22w22が 非特 異 で あ る こ とか ら(A22一

こら2W22)→1は 存在 す る。

以 上 か らWに つ い て の0一 オ ー ダ 方 程 式(24a)～(24c)

を 得 る。 こ こで,0一 オ ー ダ方 程式 の 解をW11,w/21,W22と

お く。

ただし

(26a)

(26b)

(26c)

(24a)

(24b)

(24c) <4・4>偏 差Fの 収束 性 の証 明 まず,定 理 を あげ る。
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[定理2」2つ の[仮 定31,[仮 定4]に お け る条 件 の も と

で,ア ル ゴ リズ ム(26a)～(26c)は,偏 差Fの 正確 な値 に

0(εk)の 高 精度 で 収束 す る。 す な わ ち,

(27)

ただし

(定理 の 証 明) [定理1】 と 同 様 に 再 帰 的 ア ル ゴ リズ ム

(20a)～(20c)に おい て, ε＝0の 近 傍 に お け る収束果解Fの

存 在 は 陰 関数 定 理 に よ り証 明 で き る。 ヤ コ ビ行 列 は以 下

のよ うに計算 され る。

[ヤコ ビ行 列1

ただし

こ こで,TTA=AT22-U22WT22～ は リカ ッチ 方 程 式(24c)が,

[仮定3'か ら安 定 化 解 を もつ の で 安 定 で あ る 。 同 様 に,

ATW-UwWT11は,リ カ ッチ方 程 式(24a)が,[仮 定4]か ら

安定 化解 を もつの で安 定 で あ る。 した が って,

となるので,T0は 安定となる。以上より,ヤ コビ行列が非

特異であるから,陰関 数定理を適用 して再帰的アルゴリズ

ムの収束性が証明される。0

5. 数代直例

数値例に対 して上述のアルゴリズムを適用し,解を求め

る。 システムは次のように記述される。

(29a)

(29b)

(29c)

た だ し,ω,uは 正規 白色雑 音 で あ り,

を満 たす 。 この とき,最小化 す る評価 関数 は(30)で ある。

(28)

(30)

シス テ ム(29b)に お い て,シ ス テ ム(!b)に お け る(2,2)

成分 す なわ ち小 行列A22は0な の で 非 標 準特 異 摂 動 シス

テ ム で あ る。 本 論 文 で提 案 され た ア ル ゴ リズ ムを 上 述 の

問題 に適 用 す れば,2つ の一 般化 リカ ッチ方程 式 の解 を 得

るこ とが で き る。

ま ず,ε=1.0×10-4に お け る 計 算 結 果 は 以 下 の とお

りで あ る 。一 般 化 リカ ッチ 方 程 式(10a)～(10b)の 解P

は,4回 の 繰 り返 し計算 に よ って 得 られ る。 収 束 の 判定 は

1}P(j+1)-P(j)}12<10一7,j=1,2,… とな った とこ ろで

計算 を打 ち切 る。 以 下 の収束 の判 定 は 同様 に行 う。

この とき,フ ィー ドバ ックゲ イ ンK脚 は,

と求 め られ る。

一 方
,一 般化 リカ ッチ方 程 式(lla)～(11b)の 解Wは,4

回の繰 り返 し計算 に よ って 得 られ る。

この と き,フ ィル タゲ イ ン 五脚 は,

と求 め られ る。

こ こで,レ ギ ュ レー タ リカ ッチ方 程 式(7)を 分 割 計算,

つ ま り,提 案 した ア ル ゴ リズ ムを使 用 しな いで直 接 解 い た

解Pexaと(6)式 で与 え られ る フ ィー ドバ ックゲ イ ンKexa

は,次 式の よ うに計 算 され る。
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同 様 に,フ ィル タ リカ ッチ 方 程 式(9)を 直 接 解 い た 解

Wexaと(8)式 で 与え られ る フ ィル タゲ イ ンLexuは,次 式

の よ うに計 算 され る。

提 案 型 の 再 帰 的 ア ル ゴ リズ ム と直 接 型 の2つ の結 果 を

比 較 す る。 再 帰 的 ア ル ゴ リズ ム を 用 い て 解 い た2つ の

一 般 化 リカ ッチ 方 程 式(10a)～(10b)
,(11a)～(llb)の 解

PPro,Wprro,お よび2つ の最適 ゲイ ンKpro Lproは,分 割 計

算 せず 直接 解 いた リカ ッチ方程 式(7),(9)の 解Pexa,Weoa

と2つ の最 適 ゲ イ ン1]exu,Lexuに つ い て10-9オ ー ダの 範

囲 で,行 列 の各 要素 につ いて一 致 す る。 したが ってGajic

らが 文献(5)で 提案 した従 来 型 と異 な り,係 数 行列A22が

特 異 で あ つて も,提 案 型 の アル ゴ リズ ムが 有効 で あ る こと

が わか る。

 続 い て,ε=1.0×10-8に おけ る計 算 結果 は以 下 の とお

りで あ る。 一 般化 リカ ッチ方 程 式(10a)～(10b)の 解Pは,

3回 の繰 り返 し計算 によ って得 られ る。

と求め られ る。 また,一 般化 リカ ッチ方 程式(11a)～(11b)

の解Wは,3回 の繰 り返 し計算 に よ って得 られ る。

こ の と き,フ ィ ル タ ゲ イ ン 五proは,

と求 め られ る。

ここで,レ ギ ュ レー タ リカ ッチ方 程式(7)を 直接解 いた

 Psa、と(6)式 で与 え られ る フ ィー ドバ ックゲ イ ンKex

aは,次 式 の よ うに計 算 され る。

一 方
,フ ィル タ リカ ッチ 方 程 式(9)は,係 数 行 列 で あ る

GεVlGTε とGTV2-1Cの オ ーダ の 違 いか ら直 接 解 くこ と は

困難 で あ る。 しか し,εが 十 分小 さい シ ステ ム に おい て も

提案 型 の再 帰 的ア ル ゴ リズム で は,容 易 に2つ の リカ ッチ

方 程式(7),(9)の 解が 得 られ た。 したが っ て,こ の数 値 例

の場 合,提 案型 が有効 で あ る こ とが 示 され た。

6.ま とめ

本 論 文 で は,A22-1が 存 在 しな い非 標 準 特異 摂 動 シ ステ ム

にお けるLQG問 題を 扱 って い る。 本論 文 で は,次 の2つ

の 大 きな特徴 があ る。

1)2つ の リカ ッチ 方 程 式 の解 の 存在 姓 を保 証 す る仮 定

に,A22が 非 特異 で あ る必 要 が ない。

2)2つ の最 適ゲ イ ンを求 め る 際 に,解 く必 要 の あ る2つ

の リカ ッチ方 程 式を一 般化 リカ ッチ方程 式 に変 換 し,こ の

一般 化 リカ ッチ方 程 式 を解 く
。

したが って,非 標準 特異 摂 動 システ ム のLQG問 題 につ

い て,Gajicら と異 な っ た仮 定 で再 帰 的 ア ル ゴ リズ ム を導

出で きた。 また,こ の ア ル ゴ リズ ムの 収束 性 の証 明 に 陰関

数 定 理 を 用 い る こ とに よ り,十 分 小 さ な 正 の パ ラ メ ー タ

(ε)に対 し,収 束解 の存 在 を証 明す る ことが で きた。

さ らに,本 論文 で は,導 出 され た アル ゴ リズ ム の有 効 性

を 検証 す るため に数 値 例 を 示 した。 この 数値 例 に よ って,

A22が 特 異 行 列 の場 合 で も解 が 得 られ る こ とが 示 され た 。

また,εが 十 分 小 さ くて も,収 束 解 が 得 られ る こ とが 示 さ

れ た。

以上 の得 られ た結果 は,数 値 例 か らも妥 当 な もの で あ る

こ とが わか る。

最後 に,本 研 究 を進 め るに あた り多 大 な御 協 力 を 頂 いた

広 島 大 学 のDr. Hua Xuに 感 謝 い た しま す 。 ま た,本 稿

に関 して有 益 な ご指摘,ご 指導 を 頂 い た査 読者 に感謝 いた

します 。

(平成7年9月8日 受 付,同8年4月26e 受付)
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