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This paper considers new recursive algorithm to find the positive semidefinite stabilizing solution of H∞

 type Riccati equation with small parameter ε>0:ATεPε ＋PεAε ＋(PεBε ＋CTH)(γ2I-HTH)一1(BTεPε+

HTC)+CTC=0 where the solution P depend on the ε. In order to obtain the stabilizing solution of the

 H∞ type Riccati equation, we must solve the generalized algebraic Riccati equation. Usingthe recursive

 algorithm, we show that the solution of the generalized algebraic Riccati equation converges to a positive

 semidefinite stabilizing solution with the rate of convergence of O(εk).

We also show that for singularly perturbed systems, if the H∞ norm of the transfer matrix functlon

is less than the H∞ norms for the fast system and for the reduced slow system, then theH∞ type Riccati

equation has a. positive semidefinite stabilizing solution.
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1. まえが き

近年,H∞ 制御問題に関連する リカ ッチ方程式の解 の構

造について盛んに研究されている(2)。中でも,有 界実補題

(1),(2),(6)(strict bomided real lemma)に 現 れ る以下の形

式の リカ ッチ方程式(1)

(1)

について,準 正定である安定化解の存在する必要十分条件

は,“Aが 漸近安定かつ||B(sI-A)-1C||∞<1"を 満たす

ことである。

標準的な特異摂動 システムにおけるH∞ 制御 問題にお

いて,Z. Panら(3),(4)は ゲ ーム理論の手法を利用 して,2

つ のsubsystemで あ るfast systemお よ びslow system

の伝 達関数 のH∞ ノル ムの最大 値を考 え ることによ っ

て,full-order systemの 制 御則が存在す るための十分条

件 を導 出 してい る。 また,特 異摂動 シス テムにお ける

有界実補題において,V.Dragon(5)は 摂 動項εが十分小 さ

い と き,full-order systemの 伝 達 関数 のH∞ ノル ムが ,

|| Gε||∞＜γ を満たす ことは,2つ のsubsystemで あ る

fast systemお よびslow systemの 伝達関数のH∞ ノルム

の最大値がmax{||GF||∞,||Gs||∞}<7を 満 たす ことと

等価であることを証明 している。

特異摂動システムの場合,有 界実補題で扱われる以下の

形式のκ菊タイプリカッチ方程式

(2)

につ いて,解 の存在条件 は,V. Dragon(5)に よ って研究さ

れた。 しか し,実 際に方程式(2)を 解 くとき,係 数行列で

あるAε.Bε に摂動項εを含むので,数 値的に解 くことは困

難である。

著者 らは文献(10),(11)に おいて,非 標準特異摂動シス

テムにおける最適 レギ ュ レータ問題やLQG問 題 に現れ

る摂動項(ε)を 含む リカ ッチ方程式を解 くための再帰的

アル ゴ リズムを提案 した。 しか し,再 帰的アルゴリズム

(唄9)を 利 用 したH
∞タイプ リカ ッチ方程式(2)の 数値解

法は研究 されていない。 この理由は,ま ずH∞ タイプ リ

カ ッチ方程式(2)のPε の2次 項である係数行列中に存在

す るγ2I-HTHが 正 定であるために,従 来の仮定である

可制御性や可観測性の条件の もとでは,再 帰的アルゴリス

ムを利用 して得 られたH∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)の

解 が準正定かつ安定化解である保証がない。つぎにHa

タイ プリカ ッチ方程式(2)の 係 数行列中には,パ ラメータ
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7が含まれている。 したが って,準 正定かつ安定化解が存

在する7の 範囲を直接摂動項を含んだままγ一イタレーシ ョ

ンなどの方法によって試行錯誤的 に決定 しなければH∞

タイプ リカッチ方程式(2)を 解 くことができない。その

結果,準 正定かつ安定化解が存在す る7の 範囲が先 に求 ま

らない限り,収 束す る保証がないため再帰的アルゴリズム

を使用することはできない。以上の理 由が考えられる。

そこで,本 論文 では,H∞ タ イプ リカ ッチ方程式(2)を

一般化 リカッチ方程式(10),(11)に変 換 して
,こ の一般化 リ

カッチ方程式を解 くための再帰的アルゴ リズムを提案す

る。また,同 時にH∞ タイプリカ ッチ方程式(2)が,準 正

定かつ安定化解が存在す るための十分条件 に,低 次元化

された2つ の伝達関数 を利用する。 この十分条件は,2つ

のsubsystemで あ るfast systemお よ びslow systemの

伝達関数のH∞ ノルム条件によ って与え られるという点

では本質的にV. Dragon(5)の 結 果 と類似 してい る。 しか

し,証明方法において,再 帰的アルゴ リズムの手法を取 り

入れるなど重要な変更点 もある。提案 した再帰的 アルゴ

リズムは i出された2つ の伝達関数のH∞Qノ ルム条件を

満足すれば,必 ず収束解 をもつ。得 られた収束解 は,従 来

の最適 レギュ レータ問題などで扱われる リカ ッチ方程式

の可制御性,可 観測性を仮定 しな くて もH∞ タイプ リカ ッ

チ方程式(2)の 準正定かつ安定化解になる。

本論文で導出されたH∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)の 準

正定かつ安定化解が存在す る7の 範囲は,十 分条件 に過 ぎ

ないが,2つ の 低次元化 されたfast system, slow system

の伝達関数のH∞ ノルムを計算するだけで求め ることが

できる。

本論文は以下のように構成されている。第2章 では,有

界実補題についての既存の結果 を照会す る。第3章 では,

まず,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)を 一 般化 リカ ッチ方

程式に変換する公式を照会する。つ ぎに変換 された一般

化リカ ッチ方程式の解を求め るための再帰的アルゴ リズ

ムを導出す る。 また,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)が 準

正定である安定化解を もつための十分条件 を導 出す る。

さらに,提 案 されたアル ゴリズ ムが,十 分小 さなεに対 し

て,0(εk)の 高精度で収束す ることを証明す る。 このとき,

低次元化 された2つ の リカ ッチ方程式の準正定である安

定化解が存在するための十分条件か ら,全 次元のH∞ タイ

プリカッチ方程式(2)の 準 正定である安定化解が存在す

ることを示す。第4章 では本論文で提案 されたアルゴ リ

ズムの有効性を確認 す るため,数 値例に適用 し準正定であ

る安定化解を求 める。第5章 では,結 果 に対する考察を

行う。

2.準 備

以下の線形時不変 システムを考える(5)。

(3a)

(3b)

こ こで,w∈Rmは 外 乱,z∈Rlは 出 力 ベ ク トル,

x∈Rnは 状 態ベ ク トルをあらわす。また,名.係 数行列 は

適当な次元をもつ。 このとき,wか らzま での伝達関数は

(4)に よ って与え られる。

(4)

このとき以下の補題が成 立す る(1),(2),(6),(8)。

[補題1]2つ の条件 σ)お よび(II)は 等 価である。

(1)Aが 安定行列かっ,

(5)

ここで,δ は最大特異値をあらわす。

(II)γ2I-HTH>0か つ リカ ッチ方程式

(6)

が準正定である安定化解を もつ。

3. 再 帰 的アルゴリズム

〈3・1〉 一般 化 リカッチ方程式 の変換  特異 摂動 シ

ステムにおいて,シ ステム(3a)～(3b)の 係数行列A, B, C

は以下'になる。

まず,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)を 一,化 リカ ッチ方

程式に変換する補題をあげる(10),(11)。

[補題2] H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)は,以 下の一般化

リカ ッチ方程式(7a)～(7b)を 解 くことに等価である。

(7a)

(7b)

ただ し,

(補題2の 証明) まず,方 程式(7b)を 解 く。

(8)
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とおく。方程式(7b)に 代入して分割計算すれば

(9)

また,方 程式(7a.)に,(9)で 定義 された行列Xを 代入 して

分劇計算することによ り,

(10a)

(10b)

(10c)

(1Od)

(10e)

ここで,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)の 行列P εは以下

の(11)に よ って与え られる(3)。

(1l)

ここで,方 程式(10a)～(10e)に 対 して ,(11)を 直接 リカ ッ

チ方程式(2)に 代 入 して分割計算 した結果を比較する。 こ

のとき,

となる。 したが って,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)を 解

くことは一般化 リカ ッチ方程式(7a)～(7b)を 解 くことに

等価である。 □

〈3・2〉 再帰的アルゴリズムの導出 この節では一

般化 リカ ッチ方程式(7a)～(7b)に お ける再帰的アルゴ リ

ズムを導出する。 リカ ッチ方程式(7a)を 各 ブロ ックごと

に計算する。すなわち,

(12)

を方程式(7a)に 代 入 して計算す る。

(13a)

(13b)

(13c)

(13d)

(13e)

(13a)～(13e)に お い て ε ≡0と お く と0オ ー ダ 方 程 式

(14a)～(14e)が 得 ら れ る。 こ こ で,0オ ー ダ 方 程 式 の 解 を

P11,P21,P22と お く。

(14a)

(14b)

(14c)

(14d)

(14e)

また,以 下の行列を定義する。
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したが って,方 程 式(14a)～(14e)は 下 記 式(15a)～(15c)

にな る。

(15a)

(15b)

(15c)

後で 述 べ る[補 題3]の も とで 方 程 式(15c)が 解 を もつ の

で,A22＋B2R-1HTC2＋B2R-1BT2P22=Al22＋S22P22

は,非 特 異 で あ る。 した が って(A122＋S22P22)-1は 存 在 す

る。 以上 か ら0一 オ ー ダ 方 程 式(16a)～(16c)が 得 られ る。

[0-order Equation]

(16a)

(16b)

(16c)

ただし

ここで,以 下の仮定を導入する(5)。

[仮定] A22,A=A11-A12A-1221A21は 安定行列である。

以上の条件の もとで,[補 題3]が 成立する。

[補題3][仮 定}の 条件が成立するとす る。 また,

(17a)

(17b)

(17c)

と定義す る。 この とき,γ<γ を満足するすべての7に お

いて,2つ の リカ ッチ 方程式(16a),(16c)は 準正定である

安定化解P11,P22を それぞれ もつ。ただ し,

(補題3の 証 明) は じめ に,同 一 である方程式(15c),

(16c)が 簡単な計算 によって方程式(18)に な る。

(18)

つぎに,方 程式(15a)が 以下の

(19)

お よ び,(16a)に 変 形 で き る こ とを 簡 単 に 説 明 す る(5),(10)。

まず,方 程 式(15b)は, D2,D4を 用 い て

(20)

と書ける。方程式(16c)が 安定化解 をもてば1)一14は存在

す るのでDSTを(20)の 左 か ら掛けて方程式(16b)が 得

られる。 この 方程式(16b)を 方程式(15a)に 代 入すれば,

AP, Sp,QPを 用 いて方程式(16a)が 得 られる。

続いて,:方 程式(16a)が 方 程式(19)に な ることを示す。

以下のハ ミル トン行列を定義する。

このとき,T4に 関 して

が成立する。さらに,

と計算 され る。 したが って,実 際にT1-T2町1%に 代入

すれば
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(21)

が得られ る。 ここで,関 係式(21)か ら,行 列AP , SP,Qp

は ハ ミル トン行 列T1～T4で 表 され るの で,実 際 に

は方程 式(16c)の 解P22を 含 ん でい ない こ とに注意 し

な け れ ば な らな い 。 さ らに,7計 は 存 在 す るの で,

.4読=A22-1-A-122 B2 (R+HTC2A-122B2)-1HTC2A-122な

どを利用 して関係式(21)のT1-T2T4-1T3を 直 接計算す

れば,行 列(22)が 得 られる。

(22)

ただ し,

以上か ら方程式(16a)を 方 程式(19)に 変形することがで

きる。

次に,方 程式(18)～(19)が 準正定である安定化解が存在

する条件は,A22.A=A11-A12A-122A21が 安 定行列かつ ,

条 件式(17a)～(17c)で あたえ られ るγについて ,γ<γ を

満足することである。ここで,方 程式(16a),(16c)は ,そ

れ ぞれ方程式(19),(18)の 変 形にす ぎないので
,条 件式

(17a)～(17c)を 満 足すれば,ブ ロック分割された公式であ

るリカ ッチ方程式(16a),(16c)が 準 正定である安定化解

をもつことがわかる。 口

つぎに偏差を定義す る。

(23a)

(23b)

(23c)

以上を方程式(13a)～(13e)に 代 入する。

0オ ーダ方程式(16a)～(16c)か ら,偏 差Eに ついて以下

の再帰的アル ゴリズム(24a)～(24c)が 導 出される
。 これ

は,文 献(10),三)と 同様な手順で得ることができる
。

(24a)

(24b)

(24c)

ただし

ここで,(j)はj番 目の値, (j＋1)はj+1番 目の値を意味す

る。 したが って,j番 目の値が求 まれば,逐 次的にj+1番

目の値が定まり,こ れを再帰的に求めればよい。

 <3・3>再 帰 的アルゴリズムの収束 まず,定 理を

あげる。

[定理][仮 定]に おける条件の もとで,γ 〈 γを満足する

すべ てのγにおいて,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)は 準

正定である安定化解を もつ。

このとき,準 正定である安定化解P
εは,一 般化 リカッチ

方程式(7a)～(7b)の 解Pを 用いて

(25)

によって与え られる。 また,ア ルゴ リズム(24a)～(24c)

は,偏 差Eの 正確な値 にO(εk)の 高精度で収束する。す

なわち,

(26)

又,マ トリクスノルム||・||2は,任 意の行列Xに ついて最

大特異値||X||2≡[λmax(XTx)]1/2を あ らわす。

(定理の証明)収 束性の証明には,文 献(10),(11)とFBI様

に 陰関数定理の手法を利用す る。す なわち
,収 束解の存在

は,ε=Oの 近 傍におけるヤコビ行列が非 特異であること

を示せばよい。 アル ゴリズム(24a)～(24c)に 対 するヤコ

ビ行列は以下のように計算 される。
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[ヤコビ行列

(27)

ただし

〓はクロネ ッカ積である。 ここで, D4=A122＋S22P22は

リカッチ方程式(16c)が,[補 題3]か ら安定化解を もつの

で安定である。

同様に,AP+SpP11は,リ カ ッチ方程式(16a)が,[補 題

3]か ら安定化解をもつので安定である。 したが って,

(23)

となるので,D0は 安 定となる。以上よ り,ヤ コビ行列が非

特異であるか ら,陰 関数定理を適用 して再帰的アルゴ リズ

ムの収束性が証明 される。

続いて,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)の 解Pε が準正定

かつ安定化解であることを示す。通常,文 献(9)な どで扱

われている最適 レギ ュ レータ問題において,最 適 ゲイ ンを

得るために解 く必要がある摂動項を含 む リカ ッチ方程式

は,可 制御性,可 観測性 が仮定 されてい る。 したが って,

得られた解は準正定かつ安定化解を保証 している。 しか

し,本論文で扱われているH∞ タイプ リカッチ方程式(2)

は河 制御性,可 観測性を仮定 していない。 そこで,[補 題

3]を利用 して再帰 的アルゴ リズムによって得 られた解が

準正定かつ安定化解である証明を新たに行 う。

この証明は,ε=0の 近傍におけるPε が準正定かつ安

定化解であることを示すことに等価である。(25)か ら

(29)

である。[補題3]でP11は 準正定であるか らεが十分小 さい

とき,Pεも準正定になる。続いて ,

(30)

で あ る。収 束性 の 証 明 と 同様 に[補 題3]か らD4は

安 定行 列 で あ り,関 係 式(28)と[補 題3]か らDo=

D1-D2D-14D3も 安定行列である。また ,文 献(12)か ら

以下の補題が成立する。

[補題4] M22-1が 存 在 して,M0=M11-M12M22-l M21お

よ びM22が 安定行列であると仮定 とする。 このとき,シ ス

テム

(31a)

(31b)

がε∈[0,ε*)を 満 たすすべてのεで漸近安定 となるよう

なε*>0が 存在する。

したが って,εが十分小 さいとき[補 題4】 か ら行列(30)

は 安定 となる。以上か ら,解Pε が準正定かつ安定化解で

あることが示 される。 □

本論文で提案 した再帰的 アルゴ リズムの手法を用いて,

[定理]か ら以下の 係]を 得ることができる。

[系][仮 定 〕および[補 題3〕 が成立するとき,十 分小さなε

に対 して

(32)

(33)

が成立する。ここで,

で ある。

(系 の 証明)[定 理]お よ び[補 題3]か ら,ま ず,

γ2I-HTH>0が 成 立 して い る。次 に,γ 〉 γ=

max{||Gs||∞,||GF||∞}を 満 たす す べて のγにお いて,

H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)は 準 正定である安定化解を

もつので,有 界実補題を利用 して

(34)

となる。また,係 数行列Aε,Bε, C, Hを 与 えればH∞

ノルム||Gε(s)||∞ は一意的に定まる。 したが って,H∞ タ

イプリカ ッチ方程式(2)が 準 正定かつ安定化解をもつγの

下限値γを用いて,γ ≧||Gε(s)||∞が成立する。 □

[注意][系]は,文 献(5)のCorollary 3.2に 類 似 してい

る。 しか し,全 く同一の問題設定 において, V. Dragon(5)

によ って
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(35)

が示 されて い る。すな わち,ε が十分 小 さい とき,H∞

タイプ リカ ッチ方程式(2)が 準 正 定かつ安定化 解を も

つためのγの範囲の決定には,全次元の伝達関数のH∞

ノルム||Gε(s)||∞を計算するかわりに,低次元化され

たfast SyStem, slow SyStemの 伝 達関数 のH∞ ノル ム

||Gs||∞,||Gp||を 利 用 したγ=max{||Gs||∞, ||GF||∞}

を計 算すれば十分である。

4.数 値例

以下の システム(36a)～(36b)に 対 して,本 論文で提案

された再帰的アルゴリズムを適用 し解を求める。

(36a.)

(36b)

こ こ で,slow systemお よ びfast systemの 伝 達 関 数 は

[補 題3]か ら(37a)～(37b)に よ っ て 与 え られ る 。

(37a)

(37b)

本論文で導出された[定理]の十分条件から,εが十分小

さいとき,H∞ タイプリカッチ方程式(2)は

(38)

を満たすすべてのγにおいて,準 正定である安定化解をも

つ ことがわかる。 ここで,ε=1.0×10-8に お けるシステ

ム(36a)～(36b)の 伝 達関数Gε=C(sI-Aε)-1Bε ＋H

のH∞ ノルムの値γopfはNIATLABに よ って以下のよう

に計算される。

(39)

(40)

で あ る 。

続 い て,ε=1.O×10-8に お け る シ ュ ミ レー シ ョ ン結 果

を 示 す 。 た だ し,γ=4>γ=3と す る。 ま ず,ε=0に

お け る0オ ー ダ 解 を 求 め る。 方 程 式(16a)～(16c)か ら,

(41)

となる。

通常,ε=1.0×10-8の オ ーダでH∞ タイプ リカ ッチ

方程式2)を 分 割計算 しないで直接解 を求めることは困

難であ る。 しか し,本 論文で提案 された再帰的アルゴリ

ズムを上述 の問題に適用 すれ ば,一 般化 リカ ッチ方程式

(7a)～(7b)の 解Pproは,3回 の繰 り返 し計算によって得ら

れる。収束の判定は||P(j+1)一P(j)||2＜10-7,j=1,2,…

となったところで計算を打ち切 る。

表1ε=1.0×10-8のPの 値

Tab.1.Value of Pwhen ε=1.0×10-8

表1か ら,一 般化 リカ ッチ方程式(7a)～(7b)の 解Pproは

(42)

となる。得 られた非対称解Pproを 用 いて,行 列(11)か ら

H∞ タイプ リカ ッチ方程 式(2)のAPEは 次 式で与え ら

れる。

(43)

一方
,MATLABの 代数 リカ ッチ方程式を解 くための関数

areを 用 いたε=1.0×10-8で の解Pareは

(44)

である。 ここで,本 論文で提案 されたアル ゴリズムの有

効性を確認す るために,具 およびPareをH∞ タイプ リカッ

チ方程式(2)に 代入 したときの残差を計算する。

(45)

(46)

したが って,本 論文で提案 されたアルゴリズムによって計

算 されたH∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)の 解Pεが,10-8

オー ダの範囲で妥当であることがわかる。 さらに,

(47)
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である。行列Pεが明らかに準正定かつ行列(47)の 固有値

についてReλ{Aε 十BεR-1HTC＋BER-1BεPε}<0を

満たす。

以上か ら,再 帰的 アル ゴ リズム によ って得 られた解Pε

は,H∞ タイプ リカ ッチ方程式(2)の 準正定かつ安定化解

であることが数値的に示された。本論文で提案 された再

帰的アルゴリズムは,繰 り返 し計算によって解を求めてい

るために,収 束までの回数が3回 とな ったが,こ の計算の

複雑さを除けば,数 値的に比較 して,十 分有効であること

がわかる。

5.ま とめ

本論文では摂動項εを含むH∞ タイプ リカッチ方程式

AεPε＋PεAε ＋(PεBε ＋CTH)(γ2I-HTH)-1(BTεPε ＋

HTC)+CTC=0に つ いて,一 般化 リカ ッチ方程式に変

換して,再 帰的アルゴ リズムを導 出した。また,準 正定か

っ安定化解が存在す る十分条件を2つ のsubsystemで あ

るfast systemお よびslow systemの ノルム条件 によって

与えた。得 られた結果は, V. Dragon(5)に 類 似 しているが,

証明方法にアルゴリズムの手法を導入す ることによ って,

従来の証明方法を変更することが可能 とな った。 同時に,

提案された十分条件を満たすとき,導 出 した再帰的アルゴ

リズムが十分小 さなεに対 して,O(kε)の 高精度で収束す

ることを示 した。 さらに,本 論文では,導 出されたアルゴ

リズムの有効性を検証す るために簡単な数値例を示 した。

この数値例 によ って,εが十分小 さ くて も,高 精度の収束

解が得 られることが示 された。 ここで,得 られた解は準正

定かつ安定化解である。

今後の研究課題と して,特 異摂動 システムにおけるH∞

制御問題に関係する リカ ッチ方程式

(48)

を再帰的アルゴ リズムを利用 して解 くことが考えられる。

最後に,本 研究を進めるに当た り多大な御協力をいただ

いた広島大学のXu Hua助 教 授に感謝いた します。

(平成8年7月19日 受 付,平 成9年2月6日 再受付)
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