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Linear Theory as a Background of Geometric Teaching Materials

-Similarity and Similar Transformations-

Mitsunori Imaoka

In this paper, we show a process of similarity in the framework of linear theory. Similarity of

figures is one of the fundamental concepts in Euclidean geometry, and an elementary definition of it

uses the notion of a site or a center of similarity. Another definition of similarity is given using a

similar transformation, which enables us to consult methods developed in linear algebra. We investi-

gate a relation between such definitions, and the effect of the comparison. Main subjects include the

following:

How to find a cite and a center of similarity for given similar figures;

how to apply properties of the orthogonal transformation to the study of similarity.

Linear algebra is a well investigated subject in mathematics, which has given us an abundant idea

for linear theory. The purpose of our study is to describe functions of linear algebra as a background

of fundamental properties of figures.

1.はじめに

現代の数学において,複雑系などの非線形な理論の

研究が盛んであるが,線形理論は,よく理解され応用

力のある理論として,依然その支持基盤をもっている。

現今の学校数学においては,線形性の根源である1次

方程式が中学校で導入され,線形理論の中心となるベ

クトルが高校で導入される。ベクトルは,動的な空間

図形の記述においても優れた概念である。

大学では,線形理論は線形代数によって導入される。

線形代数学a,行列や行列式などの演算をもつ代数的

対象と,ベクトル空間という幾何的解析的対象とを融

合し,両者の関係を通して線形理論を展開していく学

問である。基礎教科として線形代数を学ぶ学生は,そ

の線形性の考え方を専門分野で広く応用していくこと

が期待される。

かってDieudonneは,幾何教育においてベクトルと

線形代数を優先させることを主張し,大きな論争を巻

き起こした。そのように線形代数的な考え方は強力な

のであるO　ただし,図形的直観の育成なしに線形代数

を推進することは真の空間認識に決してつながらない,
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という見解には説得力がある。 Freudenthal [1]は,角

度という天賦の図形性質がベクトルからは直接引き出

せないと指摘している。しかし, Dieudonneによる線

形代数の教科書[2]は,ユークリッド幾何との関係を

重視した理論展開を示していて,図形性質の背景とし

ての線形理論を考える上で参考になる。

本稿でFも図形の相似性というユークリッド図形の

基本概念をとりあげ,その背景にある線形理論を考察

する。相似変換の性質がその線形理論に相当し,それ

が伝統的な相似の考え方にどのように関わり,その関

わりが概念のどのような発展をもたらすか,というこ

とを調べる。ベクトル空間を基軸にしたユークリッド

幾何の公理としてWeylの公理[3]がある。その公理

によれば,ユークリッド図形の基本概念は線形理論を

用いて記述できるの　その意味では,当然,図形の相似

性も線形理論で記述でき,本論は単にそれを確認して

いるにすぎないということになる。しかし,筆者は,図

形の基本性質について,それに関わる数学理論を具体

的かつ統一的に洗い出し,その性質の普遍性を捉え直

し整理することは,一般論とは別の意味があり,広義

の幾何教材研究につながると考えている。本論ではそ



の主旨に即して,相似の基本的な定義と相似変換によ

る定義を比較し,その比較を通して得られる性質を普

遍的に捉え,必要となる線形代数の概念を具体的かつ

統一的に記述することをめざす0

2.図形の相似

ユークリッド幾何はユークリッド原論にその起源を

もつが,そこでは,どのように長さの単位を設定して

も共通に得られる性質が論じられているO　それゆえ,

2つの図形が「等しい」とはそれらが合同であること

をさすが, 2つの図形が「同じ形」であるとはそれら

が相似であることを意味する。角度の概念は相似な図

形に共通な性質であり,正多面体が5種類であるとい

う正多面体の分類も相似ということを基準にした分類

である。このように,相似性はユークリッド幾何にお

いて基本となる性質である。

2つの図形T, Tが合同であるとは, 「一方を移動

して他方に重ね合わすことができる」ことである。つ

まり, Tを移動してTの上に重ね合わすという表現は,

TとTが等しい図形であることを「移動」という操作

を用いて表現したものである。一方,図形の相似性に

は, 「拡大・縮小」という操作が加わる。現今のカリキュ

ラムでは,相似は中学校の2年で導入される。その導

入時の表現の仕方は教科書によって多少異なるが,い

ずれも拡大・縮小ということを用いている。たとえば,

「ある図形を,形を変えないで拡大または縮小すると

き,その図形ともとの図形は相似であるという」(学校

図書[4])というように表現される。それでは,この拡

大・縮小という操作を数学的に処理しやすい形で定義

するにはどうすればよいだろうか。 1つの確実な方法

は,後でとりあげる相似変換を用いる方法であるが,

もっと拡大・縮小の直観的な意味に近い方法として,

次の定義がよく知られている。(寺坂[5】,岩田[6]参

照)

定義l.図形SとS'が相似であるとは, Sを適当に移

動して∫′とたがいに相似の位置にあるようにできるこ

とをいう。

ここで, ∫と∫'が相似の位置にあるとは,

「ある定点Cがあり, S上の各点pに対して,

直線cp上にある点p'で, CP′:CP-k(一

定)となるP′全体がS′である」

というものである.

そのとき,定点Cを相似の中心,定数kをSとS′の相

似比と呼ぶO　ただし,比CP':CP-kは長さcp'とcp

の向きづけられた比がkであることを表し,それは次

のような意味である:kは零でない正負の実数である;

k>0ならば, pとp'はCに対して常に同じ側にあり,

cpとcp'の長さの比がkである:k<0のときは, P

とp′がCに対して常に反対側にあり, CPとcp'の長

さの比が-kである　　　　ならばC-Fである。 k

-± 1のとき, Cを中心に回転または対称移動するこ

とによって∫を∫′に重ね合わすことができるので, ∫

とS′は合同である。

mm

合同に比べて相似の定義は,このように表現が少し

長くなるが,それは移動と拡大・縮小の2つの操作を

必要とすることに起因する。後で述べるように,相似

変換を使えばより短い表現が可能になる。しかし,そ

の場合には逆に,その定義が上の直観的な定義と同値

であることを確かめる必要が生じる。

例1. 2つの円c cはつねに相似であり,相似比は

半径の比rl:㌔に等しい0円Clの中心が円C2の中心

になるようにClを移動すれば,そのとき,これらは相

似の位置にあり,相似の中心はC,の中心であるOもL

c.とC2の2つの共通接線が1点Aで交われば,その

ときclとC2は相似の位置にあり, Aが相似の中心で
あるO　一般に,あたえられた2つの円はつねに相似の

位置にあり,そのときの相似の中心はそれぞれの円の

中心を/"i : r2に内分または外分する点のいずれかであ
ることがわかる。

円や多角形などの場合には定義1は比較的明白な意

味をもつ。ところが,相似性が図形の形にのみ依存す

る性質であるにもかかわらず,定義1では図形の位置

関係が関与するた吟,一般の図形の場合にかならずL

も明白な意味をもっとはかぎらない。ただし,団形の

位置関係を調べることは,幾何の重要な研究対象でも

ある。

2つの図形が「同じ形」であることを,最初に述べ

たように,一方の単位の長さを変えると他方に合同に

なることとすると,次のような問いが生じる。
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(CM) 「同じ形」の2つの図形に対して,かならず相

似の位置があるか。

(Q 2)相似の位置やその中心をどのようにしてみつ

けるか。

(Qi)は,たとえば佐々木[7]の定理80によって正し

い。ただし,定理80の証明は「読者に委せる」とある。

これらの問いに対する考察を次節で行うO　与えられた

位置が相似の位置ではない例はいくらでもある。

粒
相似変換は一対一対応であるが(3節参照), .この一

対一対応ということを用いると,以下のことが考えら

れる。まず,相似の中心Cの定義は, 「Sの点pとS'の

点p′との一対一対応で, P′は直線cp上にありCF蝣

Cp-k{一定)である,ことをみたすものが存在する」

と表現することもできる。この定義に対して. C,P,P'

がかならずLも一直線上にないとしたらどうだろうかO

すなわち,次のような定点Aを考えるのであるO

「Sの点pとS'の点p'との一対一対応で, AP':

AP-k (一定)かつ∠PAP,-∠p′lAP′2であ

る,ことをみたすものが存在する。」

△亘
図3

ここで,角度∠ pIAP2または∠ p′lAP′2は,それぞれ,

3点A,P,P2またはA,P.,P'2を含む平面上での, Oo

から180　の間の角度である.もしそのような点Aが

存在すれば, Aを∫と∫'の広義の相似の中心とよぶこ

とにしよう。相似の位置にある図形の相似の中心は当

然この広義の相似の中心でもある0　2つの合同な図形

の場合,広義の相似の中心が存在しない例は容易にみ

つかる。たとえば,対称性をもたない2つの合同な多

角形が平行の位置にある場面を考えればよい。しかし,

合同でない2つの相似な図形の場合には,広義の相似

の中心が存在しない例をつくることは難しい。それゆ

え,次を問いが生じる。

(03)合同でない2つの相似な図形に対して,つねに

広義の相似の中心は存在するか。

実際>(Q3)が肯定的に成立することを4節で示す。そ

れゆえ,相似の次のような定義も可能になる。

「図形SとS'が相似であるとは,それらが合

同であるか,または,広義の相似の中心をも

つことである。」

この定義の利点は,相似の位置という位置関係が関与

しないことであるが,その代わり,角度が定義に入り

込む。さらに,次の問いが生じる。

(04)合同でない2つの相似な図形に対して,その広

義の相似の中心をどのようにしてみつけるか。

次節以降で,相似変換による.(QDから(Q4)の解法

を示す。その場合,大事なことは,これらの問いを個々

の図形の関係としてのみ捉えるのではなく,空間全体

の移動との関係で捉えることができる,ということで

ある。

3.相似変換.

3. 1.ユークリッド空間.

2つの実数の組(*,, x2)は座標系によって平面の点と

考えられる。同時に,位置ベクトルの考え方によって,

平面ベクトルXの成分とも考えられる。同じように,3

つの実数の組は,空間の点または空間のベクトルと考

えられる。一般に自然数nに対して, n個の実数の組

- (*,.-Jn)をn次元空間の点またはベクトルとい

ラ.そして,それら全体の集合を

R"-ix-(x[,---,)各項ま実数)

で表す。ゆえに, R2は平面の点全体の集合, Rコは空間

の点全体を表す。この集合R〃において, 2点間の距離

は実数

d(x,y)-J(xl -y,Y十一+(x -ynf

として与えられ,この距離を導入するとき, Rnをn次
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元ユークリッド空間という。 2次元または3次元の

ユークリッド空間はそれぞれ平面または空間であり,

その距離はそれぞれ平面または空間で通常考える距離

である。

ユークリッド空間R〃はユークリッド幾何が展開さ

れる舞台でありRnの部分集合K⊂R"をユークリッド

図形または単に図形という。特に,平面図形はR2の部

分集合であり,空間図形はR3の部分集合である。

KleinはErlangen大学での就任演説(エルラングン

の目録)で,幾何における変換群の重要性を指摘した。

ユークリッド幾何では,それは後に述べる合同変換や

相似変換を考えることに相当する。まず変換から始め

る。

写像/: Rサ-Rnは,各点xに対して点/(x)を指定す

る対応をいうが,写像fが一対一対応のとき,それを

Rnの変換という。ここで,一対一対応であるとは次の

(a)と(b)を同時にみたすことである:

(a)異なった点xl≠x2に対しては異なった点

1(x,)≠1(x,)が対応する;

(b) /(x)をxの像というが,像全体がRnと一

致するO

たとえば, ∫(x)-xで与えられる最も簡単な変換1:R〝

-R〃は恒等変換という変換である。変換で重要なの

は, 2つの変換の合成を考えることである。変換:/:Rサ

-Rnと変換*:R"-Rnに対して,その合成gfはgf(x)

-g(f(x))によって定義されるが,このときgTR"→

Rnは変換であり,合成変換という。 Rnの変換全体は,

この合成変換を考えることにより, 「群」を形成する。

群の概念は変換の合成による性質を有効に機能させる

考え方である。以下で考える合同変換全体や相似変換

全体は変換全体の部分集合であるが,それ自身で群を

形成し,それぞれ「合同変換群」および「相似変換群」

という　Kleinの変換群の考え方は,ユークリッド幾何

の構造的な理解において,これらの変換群がその中心

的な役割をはたすというものである。

次に,変換/:R"-Rnが合同変換であるとは,すべ

ての2点間の距離を保つ変換をいう。すなわち, ′は,

Rnのすべての点x, yに対して　d(f(x),f(y))= d(x.,y)

をみたす変換である。図形KとLが合同であることは,

合同変換を用いれば,次のように表される:

「KとLが合同であるとは,ある合同変換1で

f(K)- Lをみたすものが存在する。」

ここで, f(K)-{f(x)I x∈K)はKのfによる像で

ある。距離を保つ変換によってKがL,の上に写される

ということは, Kを移動してLの上にきっちりと重ね

合わせるということであり,最初の合同の定義にほか

ならない。 R〃の合同変換全体は合同変換群を形成し,

このことを通して,合同性と線形理論との関係がでて

くる。

3. 2.相似変換.

相似性も合同性と同じように変換を用いて表すこと

ができる。 2点間の距離という観点からは,合同性は

距離を保つということであり,相似性は距離を定数倍

(相似比倍)することである。それゆえ,相似性は相似

変換を用いて次のように与えられるO

定義2.変換f:RA-Rnが相似比k>0の相似変換で

あるとは,任意の2点xとyに対して. d(f(x),f(y))

-k蝣d(x,y)がなりたっことをいう。

図形KとLが相似であるとは. f(K)-Lを満たす相

似変換fが存在することである。

定義の仕方により,相似比k- 1の相似変換は合同

変換である。また,相似比kの相似変換fと,相似比

lの相似変換gの合成変換h -fgは　d(k{x),h(y))-

d(fig(x)),∫(g (y)))- k - d(g(x),g (y))- Id・d(x, y)を

みたすから,相似比klの相似変換であるo Rnの相似変

換全体は群を形成し,これを相似変換群という。

定義2での相似は, 2点間の距離を定数倍(相似比

倍)するというものであるが,それは単位の長さを変

えることに相当する。つまり,相似比kの相似変換fに

よって/(*)-」.であるとき,図形Kから単位の長さ

をk倍してできる図形をK'とすると, K'はLと合同で

あることを意味する。これは(QDで言うところの「同

じ形」ということにほかならない。したがって,定義

2は, 「図形KとLが同じ形である」ということを意

味するC　ゆえに,(QDで問うていることは,定義2に

よる相似性が定義1の相似性を意味するか,というこ

とになる。

まず,その逆の,定義1の相似性は定義2の相似性

を意味する,ことを確認する。いま,図形∫と∫-が,

定義1の意味で,相似比kの相似な図形であるとする。

つまり, Sを適当に移動した図形吾がsTと相似の位置

にあり,その相似の中心がCであるとする。このこと

は,変換を用いて表現すると以下のようになる。ある

合同変換g (相似比1の相似変換)が存在し. S-g(S)

となり,次の変換1によって′(∫)-∫lとなる:

(1)　/(x) - fac+(l-fc)c.

このfはCを中心にして定数kの拡大・縮小を行なう

変換であり,これを伸張変換(dilation)という。そし

て　<*(/(x),/(y))=d(kx.,ky)=Wrf(xj)となるので, f
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は相似比fklの相似変換である。このとき,合成変換h

-fgは相似比Ikrの相似変換であり, h(S)-f(S)-
S'となるから, SとSは確かに定義2の意味でも相似

であるO　以上により,定義1の相似性は定義2の相似

性を意味する='とがわかった。

上の(1)の中における演算はR〝のベクトル空間とし

ての和,差とスカラー倍である。すなわち, y±Z-

0,1±v>:yn±zn)はyとZの和,差であり. ry-(ry,

-- ry)はスカラー倍であるD

伸張変換がk>0のときは,すなわち,相似変換

(2)　　g(x)=(fcx+(!-」)a (fc>0)

を考えるとき, gを点aのまわりの相似比kの相応

(stretch)という(佐々木[7]参照)0

さて,定義2の相似性が定義1の相似性を意味する

ことを示そう。まず,次の命題2を変換群の考え方に

よって証明する。

命題2.相似比kの相似変換fは,任意の点aのまわ

りの相似比kの相応gとある合同変換hの合成変換gh

である。すなわち, /(x)-a-fe(ft(x)こa)がRnのす

べての点xに対してなりたっ。

証明.相似変換の合成変換は相似変換であった。相応

の定義により, gはg(x)-ftx+(l-k)a.で与えられ

る。同様に, g'(x)-(l/*)x+(l - 1/k)aで与えられ

る変換grはaのまわりの相似比1/kの相応であり, g'g

-Iかつ　-/をみたす。ここで, Iは恒等変換であ

り,このようなとき, g′をgの逆変換という。

変換hを合成変換h-g'fとして与えると> /-gg'f

-ghであり. /(x)-a-*(/i(x)-a)となる。変換h

は,相似比kの相似変換と相似比1/kの相似変換の合

成変換であるから,合同変換であり,証明は完成したO

図形KとLが定義2の意味で相似比kの相似である

とするOつまり,相似比kのある相似変換fが存在し,

f(K)-LをみたすとするO命題2によって,任意の点

aに対して, aのまわりの相似比kの相応gとある合同

変換hによってf-ghとなる。ゆえに　g(.h(K))-L

である。このことは,まず合同変換hによってKを合

同なh(K)に移動し, aのまわりの相応gによってh(K)

をLの上に重ね合わすことができることを示してい

る。そのとき, a杖h(K)とLの相似の中心であり, h

(K)とL.は相似の位置にある。ゆえに,定義2の意味

での相似は,定義1による相似であり, hによって相

似の位置が確定できることになるOつまり.(QDと
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(Q2)の問いに対して,次のことが判明した。

系3.図形KとLが,ある相似変換fによってf(K)-

Lであるならば,それらは定義1の意味で相似であり,

その逆も成り立つ。そのとき,任意の点aに対して,命

題2を満たす合同変換hをとれば,h(K)とLは,aを

相似の中心とし,相似比k>0の相似の位置にある。

この系3によって,任意の点を相似の中心にとるこ

とができ,そのときの相似の位置は,与えられた相似

変換fに対して,命題2の合同変換hによる移動で実

現される。hを具体的に計算する方法は次節で示す。以

上のことから,次のことが観察できるO

●定義1と定義2と同債性は,「拡張・縮小」と「同じ

形」の双方の直観的な意味を明確に数学化する。

●相似変換により,変換群による方法が自然に入り込

み,相似の意味が明確になる。

●相似変換は個々の図形と空間全体の関係を記述す

る。

4.相似変換の線形性.

4.1.直交変換.

変換/:Rサ-Rnは一次写像のとき線形変換という。

すなわちx-{x-・>*)の像y-/Wをy-ov->>蝣)

とするとき,各yjがx・の-次式

yt=a-,*,蝣≦j≦n)

になるOそのとき,各係数a..
・jを(i,j)成分とするn次
正方行列をAとすると

∫(x)-Ax=

…　(Zl

a-,

・T.

11° :

V..

がなりたっ。この行列Aを1の表現行列という。ここ

で右辺はAとxの行列の積である。このとき,線形変

換1は任意の点x,yと任意の実数r,∫に対して,線形

悼

(3)　/(rx+sy) =げ(x)+s/(y)

をみたす。逆に,線形変換はこの線形性をみたす変換

であるとしても定義できる。

Rnの2点x -(*,, -**).y-ov -->蝣)に対する内積

は,実数



x-y=^,y, +-+x,y.

であるOそして'llxll-后をxのノルムというOこ

のとき,これらとRnの距離との関係は,

d(x,y)-V(x-y)・(x-y) -||x-j|

で与えられる。

R〃の直交変換とは,内積を保つ線形変換のことをい

うOすなわち,直交変換/: Rサ-Rnは次の(a)と(b)を

みたす変換であるO

(a)線形変換である。

(b) ∫(x)-∫(y)-x -yをみたす。

直交変換の表現行列を直交行列という。

この直交変換と相似変換の関係は次のようになる。

命題4.相似比kの相似変換fは,ある直交変換gに

よってf-kg+f(Qf)と表されるoすなわち,すべての

点xに対して,

/(x) = kg(x)十/(O)

がなりたつO　ここで, 0-(0,--.0)はRnの原点であるO

証明.結果を逆用すると,変換gはg(x)-d/*)(/(x)

-/(O))として与えられるので,このgが直交変換ある

ことを示せばよいo fが相似比kの相似変換であるこ

とから. d(g (x), g (y))-(Ilk)d(f(x)-/(0),/(y)-/

(O))-(l/fc) d(f(x),f(y))- d (x, y)となり・, gは合同変

換である。そして. 8(0)-0がなりたっ。ゆえに,

g(x)l Ig(x)-g(o)ll-d(g(x),g(0))-d(x,0)

-i Hiなり,gはノルムを保つ。そして. IIsw一

g(y)II2-d(g(x),g(y)f-d(x,y)2- I!x-y "2と関

係x-y-(1/2)(IIx II2+時　Ix-y II2),およ

び, gがノルムを保つことから, gは内積を保つ。すな

わち. g(x)*g(y)-x-yがすべての点x,yに対して

成り立つ。ゆえに, gが(b)をみたすことが分かったの

で.(a)を示す。すなわち, gが(3)をみたすことを示

す。 gは内積とノルムを保つので,次の式変形ができ

る。

¥¥g(rx + sy) - -g(x) - sg(y)¥¥

-¥¥g(rx+sy)‖　r%(x)f +*%(y)|r

-2rg(rx + sy)蝣e(x)-2sg(n. + sy)蝣g(y)

+2rsg(x) - g(y)

HI"i+sy¥f+r　十ny¥

-2(rx + sy)蝣(rx) - 2(rx十sy) -(sy)
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+2(nO - (sy)

- |(rx +sy) - rx -.s}|

=0.

ゆえに, g(rx+sy)-rg(x)+sg(y)となり, gは線形

変換である。以上より, gは直交変換であり,証明は

完成した。

命題2と命題4を併せると次の系が成り立つ。

系5. fを相似比kの相似変換とする。 /(*)-山こよっ

て相似となる図形KとLについて,点aを相似の中心

とする相似の位置は, Kを合同変換h (x)-g (x)+

(1/rfc)/(O)+(l - 1/k) aによって移動することで実現で

きるOここで,gはfに対する命題4の直交変換である。

このように,相似変換の線形性を考える上で直交変

換が中核的な役割をもつO　直交変換,および,その表

現行列である直交行列は,線形代数学での中心概念で

あり,種々のよい性質をもつ。たとえば,直交行列A

の行列式叫AI=±1であり,次は直交行列の標準化と

よばれる性質である(佐武【8]参照)0

命題6. n次直交行列Aに対して,あるn次直交行列

Tが存在し,

T'AT=

0　　0

0　-/　0

0　　0

0　　0　　0

(a+b+c-n)

となる。ここで,T~はTの逆行列,IaとIbはそれぞ

れa次とb次の単位行列であり,

A・(cose,

-sin。言。s。,(1≦i≦C,

は2次の直交行列である。

また,命題4から相似変換はアフィン変換であること

がわかる。Rnのアフィン変換FR"-Rnは,ある線

形変換Gとある定点aによって,F(x)-G(x)+aの

形になるものをいう。このGとして命題4のkgをと

れば,相似変換はアフィン変換ということになるoRn

の直線または平面はそれぞれ1または2次元のアフィ

ン部分空間であり,アフィン変換はm次元アフィン部

分空間をm次元アフィン部分空間に写すOさらに,Rn

において1直線上にない3点や,1平面上にない4点



を独立な点というが, Rnのアフィン変換Fはn+1個

の独立な点x--.x,の像によって定まるOすなわち,ア

フィン変換F'≠Fに対して, F'W=PW-',F′(*サ)

-FOOはおこりえないoゆえに,これらのことは相

似変換に対してもあてはまる。

系7. (1)相似変換は, m次元アフィン部分空間をm

次元アフィン部分空間に写す。特に,相似変換によっ

て,直線または平面はそれぞれ直線または平面に写さ

れる。

(2) Rサの相似変換は, n+ l個の独立な点の像によっ

て定まる。特に,平面の相似変換は1直線上にない3

点の像によって,また,空間の相似変換は1平面上に

ない4点の像によって定まってしまう。

これにより,多面体の相似性などは,いくつかの頂

点などに着目すればよいことがわかる。

4. 2.広義の相似の中心.

2つの相似な図形K,Lに対して,相似変換fがf(K)

-Lをみたすとする。このとき,もしx.がfの不動点

であるならば,つまり1(xo>-xoであるならば, xoは

KとLの広義の相似の中心になる。実際, xoがfの不

動点ならば, Kの各点xに対してd(f(x),x-)= d(f(x),

/(xo))- fa/(x,xo)となり,比/(x)xo : xx0 - kがなりた

つ。また, 2点x,,x,に対して, ♂-∠　XOx2とすると,

cos∂=
(x1-xo)-(x2 -xo)

||xI X。…I^2　X。

であるから,命題4によって,

∠/(x,)x。/(x2) = ∠g(xl)g(x。)g(x2) = 0

となり,角度を保つ。ゆえに,一対一対応fによって,

x。は確かに広義の相似の中心であるo

次の定理8で,相似比がk≠1のどのような相似変

換にも不動点が存在することと,その不動点の求め方

を示す。これらのことにより,(Q3)が肯定的に成立し,

(Q4)も解決することになる。

定理8.相似比k≠1の相似変換fが命題4のように

/(x)-kAx+bをみたすとする。ここで, Aはn次の

直交行列であり, b-/(0)である。このとき, I-kA

は正則行列であり,点x0-(/-fcA)"lbはfの不動点

である。ただし, Iはn次の単位行列である。ゆえに,

f(K)-Lをみたす相似な図形K,Lに対して,広義の

相似の中心x。が存在するo

証明.単位行列1は恒等変換の表現行列であり,(∫ -

kA)x-x-kAx-x-/(x)+bであるoゆえに,(I

-kA)x -bをみたす点xoは/(*o)-xoであり, fの

不動点である。以下, I-kAが正則行列(逆行列をも

つ行列)であることを示す。そのとき,点,- (/-

M)　はfの不動点となり,所要の結果を得ること

になる。

行列I-kAが正則行列である必要十分条件は,その

行列式　　kA　が零でないことである。直交行列の

標準化(命題6)によって, ll-fcA】 -(1-kf(¥ +kf

tl・-tとなるoここで,∫,-(1~kcos年f+sin29 (1

≦i≦C)である。仮定から, k≠±1より, t.>0であ

り, Il-fc4| ≠0となる。ゆえに, I-kAは正則行列

であり,相似変換fは不動点¥-v-kA)-'bをもつ。

一般に,直交行列Aは,その行列式IA】が± 1であ

るが, lAl-1のとき回転と呼ばれる。そのとき,命

屠6より,ある直交変換Tが存在し,

T~'AT =

/.　0

0　A1 -　0

0　0　　　A,

(a+b-n)

となる。直交変換fの表現行列Aが回転のとき,fを固

有回転という。平面の固有回転は原点を中心とする回

転であり,空間の固有回転は,原点を通る直線のまわ

りの回転である0 -方,直交変換fの表現行列Aが

¥A ¥　　のとき, fを回転鏡映(rotational reflection)と

よぶことにする。次のn次直交行列Jは, Ul--i

かつ〃-1を満たす:

J=¥0　-I

このJは, Rnの超平面H-x -0に関する対称移動(鏡

映変換)の表現行列である。この変換も同じJで表す。

平面のときHはx軌空間のときHはxy-平面であ

り, Jはこれらに関する対称移動である。 fが回転鏡映

のとき,合成変換g-脚ま固有回転になり. f-gjよ

り, 1は鏡映変換と固有回転の合成であることがわか

る。

直交変換Aと1点aに対して, /a(x)=Ax+(/-A)a

によって合同変換faを定義するoこのfaは, Aが回転

のときaのまわりの固有回転を表し, ¥A　--1のと

きaを通る超平面に関する回転鏡映を表す。

さて,相似比k≠1の相似変換/-M+bに対して,

定理8により,不動点!(x。)-x。が存在するo x.のま

わりの相似比kの相応をgとするO逆変換gJ'は相似
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比1/kの相応であるが,合成変換h-g-'fはhW-

x。-A(x-x。)をみたす。すなわち, hは, A-±1

のそれぞれに対して, x。のまわりの固有回転か回転鏡

映になるoそして. f-g>>であるO点xoのまわりの,

固有回転と相応の合成を相応回転(stretch rotation),回

転鏡映と相応の合成を相応回転鏡映(stretch rotational

reflection)ということにする。以上のことより,合同で

ない相似変換はこれらのどれかであることが判明した。

さらに, nが奇数の場合を考える(たとえば,空間の

場合)O　そのとき,もしLAI--1ならば　-Al-1で

あり, fは/ォ-(-*)(-A)十bとも表される。そ

の場合, 3節の(1)の伸張変換g(x)-- fcc+(l + *)x-

を考える。点x。のまわりの,固有回転と伸張変換の合

成変換を伸張回転(dilative rotation)というとき,上と

同様な理由により, k≠ 1の相似変換fはすべて伸張回

転となる。以上により,次の相似変換の分類が得られ

た。

定理9. R〃の相似変換は,合同変換か,相応回転か,

または,相応回転鏡映である。特にnが奇数のときは,

合同変換か,または,伸張回転である。

線形理論を用いずに,すなわち直交変換の性質を用

いずに,定理8と定理9を平面と空間の場合に直接示

す方法がMartin[9]に示されている。この[9]にある方

法は,まず平面の場合に平行性を保つ変換(dilatation)

の性質に着目して結果を示し,空間の場合は平面の場

合に帰着する方法である。それに対して,上の我々の

方法は,直交行列の標準化を用いるという,相似変換

の線形性に依拠する方法であった0

5.おわりに.

以前,[10】において,線形代数の授業に関する調査

と考察を行い報告した。それは,教員養成系の教育学

部での数学教師をめざす学生達を対象にしたもので

あった。そのなかで,筆者達の予想に反して,直交変

換や直交行列が理解しにくいという回答が多かった。

本論でものべたように,これらの概念はユークリッド

図形の性質と密接に関係するもので,学校数学の教材

の背景となる概念である。本稿は,そのとき感じた,理

論と教材の結びつきを深めること-の必要感から出発

したものである。

理工系の学問を学ぶ大学生は何らかの形で線形理論

に接する。もしそれが数学科などで数学を専攻する学

生であれば,線形代数学は必修教科であり,それを基

盤にして他の多くの数学理論-とすすむ。物理を専攻
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する学生は,物理現象を解明する理論の記述のなかに,

広義のベクトルの有効性を知るだろう。工学や経済学

関係の専攻生であれば,たとえば線形微分方程式やグ

ラフ理論,線形計画法などの,行列の応用が必要な場

面に遭遇するかもしれない.

それならば,教育学部などで教科教育科学としての

数学を学ぶ学生にとって,線形理論はどのように位置

づけられるだろうか。まず,数学的な推論を学ぶ必要

性という側面において,線形性は1つの主要な考え方

である。また,数学の広範な理論のなかに横たわる,基

軸となる理論を知る必要性という側面において,たと

えば微分積分法や統計的方法のなかにもみられるよう

に,線形性は幅広い分野で活用される理論である。幾

何的側面において,線形理論は図形の性質を統一的な

方法で記述するのに得した面をもち,それを活かした

教材作成-の動機となる。ユークリッド的方法は,平

面図形に対して非常に撤密で効果的である反面,立体

空間図形の性質に対しては難解で熟練された思考を必

要とする場面も多い。それゆえ,空間認識に対する発

展的な教材開発が必要とされるとき,線形理論の真価

がそこに発揮されると考えるのは自然なことである。

その場合,幾何の教科内容と線形理論のさまざまな

結びつきを具体的に調べることが必要となる。それは,

単に既存の数学教材との直接的な結びつきにかぎらず,

たとえば固有債などの,線形代数の核となる概念の真

価が,身近な図形性質のなかに応用され理解される場

面を探索することも含まれる。すでに,そのような観

点の著書も少なくない(たとえば,一校[ll],Rees[12],

Jennings[13])。また,相似性や線形理論の数学教育的側

面を著したものとして,上垣・山本[14]による教科書

での相似の定義の与え方に関する史的な考察,山口

[15]の行列方程式の線形理論, H∬el[16]のベクトル空

間の教授に関する論文などもある。このような動機に

もとづき,理論と教材の結びつきの,さらに広範な考

察を筆者の今後の課題としたいO
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