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RnはRより高精度にRを推定できるか？

— 1回の計測で同時に得られるR, R2, . . . , Rnから

回転行列Rを推定する手法の提案 —
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あらまし 本論文では、3 × 3回転行列 Rをより高精度に推定するために、高次の回転行列 R2, R3, . . . , Rn を用いる
手法を提案する。まず、電磁波測距に基づいて 2× 2回転行列 Rの推定を R2, R3, . . .などを用いて行う手法について
述べる。そして、その手法を 3 × 3回転行列の角度推定のために、次のように定式化する。つまり、もしノイズを含
む観測行列 R,R2, . . . , Rn が与えられた場合、それらから適切に Rを推定する。提案手法では、まず与えられた観測
行列を直交化により回転行列に変換する。次に固有値分解により回転軸と回転量を求める。最後に回転量の不定性を
除去する。数値実験と、物体の姿勢推定実験により、Rn を用いることで R単独よりも高精度に回転行列を推定でき
ることを実証する。
キーワード 回転行列, 高周波数を利用した計測, 電磁波測距, 見えに基づく姿勢推定

Can Rn estimate a rotation matrix R more accurately than R ?

— A method for estimating a rotation matrix R

by using R, R2, R3, . . . obtained by an one-shot measurement —
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Abstract In this paper, we show that a more accurate estimation of a 3×3 rotation matrix R can be achieved by
appropriately decomposing higher-order rotation matrices: R2, R3, and so on. First we discuss an angle estimation
of a 2× 2 rotation matrix inspired by the Electronic Distance Measurement. Then we reformulate the problem for
a 3 × 3 rotation matrix: if noise-contaminated measurement matrices R,R2, . . . , Rn are given, find an appropriate
rotation matrix R. In the proposed method, the given measurement matrices are first transformed to rotation
matrices by using the polar decomposition. Then the rotation angles are obtained by using an eigen decomposition
of the rotation matrices. Finally, the ambiguity of the obtained rotation angle is removed. Numerical simulations
and pose estimation experiments show that the use of Rn results in more accurate estimates than when R itself is
used.
Key words Rotation matrix, Measurement with higher frequency, Electronic distance measurement, View-based
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1. は じ め に

回転の推定はコンピュータビジョンにおいて重要な問

題の一つである。コンピュータビジョンの主要な問題の
多くが、回転行列Rと並進ベクトル t で表わされる 3次



元姿勢の推定を必要としている。たとえば、エピポーラ
幾何 [1], [2]で推定される F行列や E行列は Rと tをそ
の中に含んでいる。バンドル調整や因子分解法 [3]など
の多視点幾何 [1], [2]は、最適なカメラ姿勢を推定する。
ICP法 [4]などのレジストレーション問題は二つの点群
データの間の変換を求め、カメラ校正法はカメラ座標系
と世界座標系との間の変換を求めている。姿勢推定手法
（モデルベース手法 [5]、見えに基づく手法 [6]～[8]、局所
特徴量を用いる手法 [9], [10]）は対象の姿勢を推定する。
このように、回転の推定は多くの重要な問題にかかわる
ものであり、本論文では回転行列Rを推定する手法につ
いて議論する。
上記のすべての手法は、回転行列Rそのものを推定し

ている。言い換えれば、その回転を特徴づける（フーリ
エ解析の意味で）最も低周波な成分を用いている、と言
える。近年の SO(3)上のフーリエ解析 [11]～[14] では、
Rの高周波表現も研究されている。そこで、もしRその
ものに加えてR2, R3, . . .のような高次の（つまり高周波
の）情報が得られれば、回転の推定がさらに高精度に行
えることが期待できる。
本論文における高周波成分の利用は、電磁波測距 (Elec-

tronic Distance Measurement, EDM) [15], [16] にもヒン
トを得ている。電磁波測距は周波数の異なるいくつかの
電磁波を用いており（詳細は 2節で述べる）、単一周波
数の電磁波を一つ用いる場合よりも、高い精度で距離を
測定することができる。後述するように、電磁波測距は
2 × 2回転行列の角度推定とみなすこともできる。そこ
で、高周波成分や高次の回転行列を利用すれば、2× 2や
3 × 3回転行列の推定の精度を向上させられると予想で
きる。
本論文では、R2, R3, . . .などを用いてRを推定する手

法を提案する。本手法は、観測行列 R, R2, . . . , Rn が与
えられ、それらはノイズを含むものとする。これらの観
測行列から、適切に回転行列Rを決定する。このような
問題設定は、基礎行列推定のための 8点アルゴリズム [2]
に似ている。8点アルゴリズムでは、連立方程式の解と
して行列が与えられ、基礎行列であるという制約条件付
きの最適化問題による定式化により、最適な基礎行列が
決定される。提案手法の場合、観測行列が与えられ（こ
れはタスクに依存する）、適切な回転行列が決定される。
ここで重要なのは、本研究は 1回しかない計測機会に

おいて、ある回転行列の複数の観測 R, R2, . . . , Rn が得
られる場合に、非常に有効である点である。通常のコン
ピュータビジョンの問題 [17]でよくあるように、ノイズ
を含む観測データを複数回観測すれば、統計的手法に
よって推定精度を向上させることができる。しかし、ノ
イズを含む観測が 1回しかない場合には、このような手
法は適用することができない。本研究が対象としている
のはこのような場合、つまり、回転行列Rの観測データ
を繰り返し何度も計測することはできないが、一度の計

測においてRの異なる観測データを同時に計測すること
はできる場合である。
本手法を適用することができる応用として、見えに基
づく姿勢推定手法 [6]～[8] がある。コンピュータビジョ
ンの幾何学に基づく通常の推定手法には、今のところ上
記のような本手法が適用できる応用場面はない。一方、
見えに基づく物体の姿勢推定手法は、学習セットのパラ
メータを学習し、推定に用いるというものである。パラ
メータを変更すれば、様々なものを学習できるため、R

だけでなく R2, R3, . . .も同時に学習することができる。
さらに、それぞれの姿勢パラメータの推定を別々に行う
ことができるため、一回の計測においてR,R2, R3, . . .の
推定を同時に行うことができる。そのため、本手法は特
に学習ベースの見えに基づく姿勢推定に重要である。本
論文では、実験によって本手法が有効であることを示す。
本論文の構成は次のとおりである。まず 2節において、
電磁波測距にヒントを得た 2 × 2回転行列の角度推定に
ついて述べる。そして 3節では、その手法を 3 × 3回転
行列の角度推定に定式化しなおす。まず与えられた観測
行列を直交化により回転行列に変換する。次に固有値分
解により回転軸と回転量を求める。最後に回転量の不定
性を除去する。4節では数値シミュレーション実験と、
画像中の物体の 3自由度姿勢推定を行う実験により、Rn

を用いることでR単独よりも高精度に回転行列を推定で
きることを実証する。

2. 1自由度の角度推定

この節では、R2 を使うことで Rだけを使う場合より
も高精度に推定できることを示す。そのために、まずこ
こでは 2× 2回転行列 Rの 1自由度の角度推定について
述べる。
ここで、Rは角度 θの回転を表すとすると、Rを n乗
した Rn は nθの回転を表す。つまり Rn は Rよりも高
周波成分を含んでいるといえる。
高周波成分の利用は角度の推定をより高精度にする。
これは電磁波測距として知られている。そのため、まず
電磁波測距について説明し、そのあと回転行列R の推定
について述べる。

2. 1 電磁波測距

電磁波測距は測量の分野 [16], [18]で用いられている距
離測定手法の一つであり、波長の異なるいくつかの可視
光や電磁波を用いる（図 1参照）。電磁波測距は、送信
した電磁波と受信した電磁波の位相差を計測し、送信側
と受信側の距離を測定する。
ここでDistを計測する距離、λ1を 1番目の計測に用い
る電磁波の波長、θ1を計測した位相差とする。λ1 > Dist
を仮定すると、次式が成り立つ。

Dist =
θ1

2π
λ1, 0 <= θ1 < 2π (1)



図 1 電磁波測距の例。距離 Dist を測るために、波長 λ1 と
λ2 の電磁波を用いる。

この計測の精度は波長に依存する。θ1 を 2π/1000の精
度で計測した場合、Dist の計測精度を λ1/1000にするこ
とができる。
次に、波長 λ2 (< λ1) を用いて 2番目に計測された位

相差を θ2 とすると、次式が成り立つ。

Dist =
(

θ2

2π
+ k2

)
λ2, 0 <= θ2 < 2π (2)

ここで k2 は波長 λ2 の波の数である。
λ2 を λ1 の 10分の 1に設定すれば、2番目の計測を 1

番目の計測よりも 10倍精度を高くすることができる。こ
れは、2番目の計測精度が λ2/1000だからである。もち
ろん k2 は未知であるが、最初の計測結果から決定する
ことができる。
このような原理を用いた計測機器は電磁波測距儀と

呼ばれ、Total StationやGeodimeter、Tellurometer [19]
などの商品名で実用化されれている。ただし実際の機器
では、二つの周波数が少しだけ異なる電磁波のうなり
(beating)を用いて、波長が大きく異なる複数の波を作
り出している。

2. 2 2 × 2回転行列の推定

次に、上述の電磁波測距の議論を 2 × 2回転行列の推
定にあてはめて考えてみる。

2 × 2回転行列 Rを R2（Rの 2乗）を用いて推定す
ることは、電磁波測距の特殊な場合とみなすことができ
る。計測対象は、距離ではなくRの回転角 θである。つ
まり、Rに対応する 1番目の計測 cos θ1, sin θ1と、R2に
対応する 2番目の計測 cos θ2, sin θ2 を用いて、1自由度
の角度 θを推定する。θ1 は θの（粗い）推定値であり、
θ2 は 2θ の推定値である（R2 は Rの回転の 2倍である
ため）。

θ1 と θ2 を用いた θの推定を、以下のように定式化す
る。θ1 のための 1番目の波長は、0 <= θ < 2π なので、
λ1 = 2πとする。θ2のための 2番目の波長は、θ2は θ1の
2倍なので、λ2 = πとする。すると、次式が得られる。

θ =
θ1

2π
λ1 = θ1, (3)

θ =
(

θ2

2π
+ k2

)
λ2 =

θ2

2
+ πk2, (4)

ここで k2は 0か 1である。k2の不定性は、θを 2倍した
ことによるものである。もし 2θが 2π より大きい場合、
2θ = 2θ + 2πであるため、θは θ + πと区別することが
できない。
この不定性を除去するためには、 θ2

2 と
θ2
2 + πk2 のど

ちらが θ1 に近いのかを判定する必要がある。ここでは、
以下の二つのベクトルの距離を最小化する。

min
k2=0,1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

cos θ1

sin θ1

)
−

(
cos( θ2

2 + πk2)
sin( θ2

2 + πk2)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

. (5)

これにより、最初の推定値である θ1を 2番目の推定値で
ある θ2

2 + πk2 に置き換える。
上述の手法は Rn に一般化することができる。Rn の
回転量を θnとする。Rnは n回の θ回転であるため、θn

は nθの推定値である。θnは波長 λn = 2π/nを用いて推
定される。

θ =
(

θn

2π
+ kn

)
λn =

θn

n
+ 2π

kn

n
, (6)

ここで kn = 0, 1, . . . , n−1は回転の不定性を表す。knは
以下の距離を最小化することで決定される。

k̂n = argmin
kn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

cos θ1

sin θ1

)
−

(
cos( θn

n + 2π kn

n )
sin( θn

n + 2π kn

n )

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

(7)

最終的な角度の推定値は θn

n + 2π k̂n

n である。

3. 3 × 3回転行列の推定

この節では、Rn を用いて 3 × 3回転行列 Rの 3自由
度回転を推定する手法について述べる。これは前節で述
べた 1自由度回転推定の議論に基づいているが、3自由
度回転に特有の問題も扱う必要がある。まず行列の直交
化を行い、次に回転軸と回転量を決定し、最後に回転角
度の不定性を除去する。
ここでは、Rn (n = 1, 2, . . .)に対応する 3 × 3の観測
行列が与えられるということを仮定する。また、それぞ
れの観測行列の nは既知であるとする。これは電磁波測
距の場合に波長が既知であったのと同様である。

3. 1 行列の直交化

まず最初に、行列 Rn を観測した行列を回転行列に変
換する。なぜなら、観測行列は通常単なる 3 × 3行列で
しかなく、直交行列でも回転行列でもないからである。

Rn を Rn の観測行列とする。つまり、Rによる回転
を n回繰り返した行列であるべきものに、観測時のノイ
ズが加わったものであるとする。次に R̃n を Rn に最も
近い回転行列とする。R̃n はそれらのフロベニウスノル
ムを最小化する [20], [21] ことで得られる。

min ||Rn − R̃n||F + µ||R̃T
n R̃n − I||F (8)

ここで µはラグランジュ乗数である。



この解は polar decomposition [20]として知られてい
る。Rn の特異値分解を Rn = UnΣnV T

n とすると、Rn

の polar decompositionは次式で与えられる。

Rn = (UnV T
n )(VnΣnV T

n ). (9)

ここで polar partである UnV T
n が求める解であり、式

(8)を最小化する直交行列である。
しかし、この解は回転行列である保証がないため、さ

らに修正する必要がある。つまり、UnV T
n は単に直交行

列であるというだけであり、行列式が −1の場合もあり
えるのである。その場合には、UnV T

n を R̃n として用い
ることはできない。そこで、以下のように解を修正する。

R̃n =

{
UnV T

n if |Un||Vn| = +1,

Un(HVn)T if |Un||Vn| = −1,
(10)

ここでH = diag(1, 1,−1)とする。
この修正は以下のように解釈できる。polar decompo-

sitionは、Rn の特異値分解から UnV T
n を抜き出すため

に、因子 V T
n Vn（これは単位行列 I である）を挿入して

いるとみなせる。しかし、任意の正則行列 Gについて
の V T

n G−1GVnを因子として用いても、同様に成り立つ。
そこで、polar partの行列式が 1になるように、行列H

についての V T
n H−1HVn を因子として用いる。すると

HT H = I と |H| = −1から、|Un||Vn| = −1の場合に
は、元の polar decompositionを次のように書き直すこ
とができる。

Rn = (Un(HVn)T )(HVnΣnV T
n ) (11)

3. 2 固有値分解

次に、R̃n の回転量を決定する。回転行列の回転量と
回転軸は、その回転行列を固有値分解することで得る。
回転行列 Rn の回転角度は、exponential map [2]によ

り cos θn = trRn−1
2 で求めることができる。しかし、本

論文における定式化においては、この式では角度を一意
に決定することができない。exponential mapは回転角
は 0から πまでと仮定しているが、本論文においては θn

の範囲は 0から 2π である。したがって、角度の cosだ
けでなく sinも知る必要がある。
回転角度と回転軸を求めるには、回転行列の固有値分

解が必要である。ここで ωn = (b, c, d)T を回転軸を表す
3次元ベクトルとすると、exponential map [2]により、
次式で与えられる。

ωn = (r32 − r23, r13 − r31, r21 − r12)T , (12)

ここで rij は R̃n の ij 要素である。
この R̃n の回転軸は、R̃n の固有値 1に対応する固有

ベクトルである [1], [22]。他の二つの固有値は回転角度
に対応する。そこで、R̃n の固有値分解は、ユニタリ行
列 Pn と対角行列 Dn を用いて以下のように表わされ

る [1], [22], [23] 。

R̃n = PnDnPH
n , (13)

ここで、i =
√
−1として

Pn =
1

||ωn||


b

√
c2+d2

2

√
c2+d2

2

c −bc+id||ωn||√
2(c2+d2)

−bc−id||ωn||√
2(c2+d2)

d −bd−ic||ωn||√
2(c2+d2)

−bd+ic||ωn||√
2(c2+d2)

 (14)

Dn = diag(1, eiθn , e−iθn) (15)

Pn の列が固有ベクトルであり、回転軸は第 1 列に相
当する。Dn の対角成分が固有値であり、最後の二つ
の固有値 e±iθn が回転角度に対応する。したがって、
PH

n R̃nPn = Dn の対角成分を取り出せば θn を求めるこ
とができる。

PnはすべてのRnに共通である。なぜなら回転角度だ
けが倍になったとしても回転軸は不変だからである。これ
は数式でも表わされる。R = PDPH を R の固有値分解
とすると、PHP = Iなので、Rn = PDPH · · ·PDPH =
PDnPH となる。
しかし、実際には Pnは R̃nのすべてで同じではない。
なぜなら観測行列にはノイズが含まれており、回転軸が
同一である保証はないからである。Pnの最適な選択方法
は今後の課題である。ここでは、ω1, . . . ,ωn の median
をとり（注1）、ノルム 1に正規化した軸 ωmedを用いて計算
した Pmed を用いることにする。ここで、

ωmed = med
i=1,...,n

ωi (16)

は、各要素の medianをベクトルの medianと定義して
いる。

3. 3 ブロック対角化

上述の固有値分解を、さらに実行列を用いたブロック
対角化に変換する [24], [25]。固有値分解は複素行列を用
いており、複素数を扱える（Matlabなどの）ソフトウェ
アがあるとしても、実用上は実行列を用いる方が好まれ
る場合が多い。
ここで、次のようなユニタリ行列 S を定義する。

S =

 1 0 0
0 1√

2
i√
2

0 1√
2

−i√
2

 , SHS = SSH = I. (17)

すると固有値分解を次のように書き換えることができる。

R̃n = PnDnPH
n = PnSSHDnSSHPH

n , (18)

= P ′
nD′

nP ′T
n , (19)

ここで P ′
n = PnS、D′

n = SHDnS である。P ′
n は実直交

（注1）：平均よりも median の方が精度がよかったため。



行列であり、P ′
nP ′T

n = P ′T
n P ′

n = I が成り立つ。さらに、
D′

n は以下のような実ブロック行列である。

D′
n =

 1 0 0
0 cos θn sin θn

0 − sin θn cos θn

 . (20)

θn はD′
n = P ′T

n R̃nP ′
n の二つの要素から求めることがで

きる。この計算は実行列のみで行うことができ、実装が
容易である。

3. 4 角度の不定性の除去

最後に、回転角度の不定性を除去する。これは 2 × 2
場合と同様である。

R1とRnからそれぞれ角度の推定値 θ1と θnが得られ
たとする。θnの不定性は以下の距離を最小にすることで
決定される。

k̂n = argmin
kn=0,1,
...,n−1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

cos θ1

sin θ1

)
−

(
cos( θn

n + 2π kn

n )
sin( θn

n + 2π kn

n )

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

(21)

最終的な角度の推定値は θ̂ = θn

n + 2π k̂n

n である。
R1 から Rn までの n個の観測行列が得られる場合に

は、上式において θ1ではなく θn−1を用いることにする。
なぜなら、θ1 の誤差が 2π

n より大きい場合には（ノイズ
が大きい時に生じる）、kn が正しく求まらないからであ
る。θ1 から順に角度の推定値を更新すると、θn−1 の推
定誤差は 2π

n−1 以下であるため、kn は正しく求めること
ができる。
最終的な回転行列の推定値は、以下で与えられる。

R̂ = P ′
med

 1 0 0
0 cos θ̂ sin θ̂

0 − sin θ̂ cos θ̂

P ′T
med (22)

4. 評 価 実 験

提案手法の有効性を示すために、二つの数値シミュレー
ション実験の結果を示す。一つ目の数値実験は、ある回転
行列を真値として、それぞれの観測行列Rn (n = 1, 2, . . .)
には独立に同じタイプのノイズを加える。二つ目の数値
実験は、R1 にノイズを加え、それを n乗した (R1)n を
観測行列 Rn とする。

4. 1 数値実験 1：独立にノイズを加えた場合

一つ目の数値シミュレーション実験では、以下の手順
で観測行列を生成した。

• 真の回転行列 Rを生成する。
• Rを n乗して Rn を計算する。
• Rn に一様乱数を加えて観測行列 Rn を生成する。
真の回転行列Rの生成には球面乱数 [26]を用いた。球

面乱数により、ノルム 1の 4次元ベクトルを生成する。
それを単位四元数とみなし、回転行列に変換する。実験
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図 2 数値実験 1。一様乱数 ±0.1 ∼ ±0.5に対する角度推定値
の平均絶対誤差。
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図 3 数値実験 1。一様乱数 ±0.1 ∼ ±0.5に対する回転行列の
推定値と真値のフロベニウスノルムで測った誤差。
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図 4 数値実験 1。一様乱数 ±0.1 ∼ ±0.5に対する回転行列の
推定値と真値のフロベニウスノルムで測った誤差。ただ
し Pmed の代わりに P1 を用いた。

には、1000個の回転行列を用意した。
観測行列を生成するために、要素が一様乱数からなる
行列を毎回生成し、真の回転行列に加えた。つまり、R1

と R2 に加える乱数行列は、同じ幅を持つ一様乱数から
生成されているが、別のものである。一様乱数の幅は
±0.1から ±0.5とした。
評価には、回転角度の誤差（真値と推定値との絶対誤
差）と、回転行列としての誤差（真値と推定値との差の
フロベニウスノルム）を用いる。ここで、角度誤差の計
算には回転軸の方向を考慮している。回転角度と回転軸



の真値と推定値をそれぞれ θ, ωと θ̂, ω̂とすると、3次元
回転の性質から、θ, ωが表す回転は (2π − θ),−ωが表す
回転と等しい。そのため次式のように、ωと ω̂のなす角
が 90度以下であればそのまま角度誤差を計算し、そう
でなければ推定角度を 2πから引いて角度誤差を求めた。

angle error =

|θ − θ̂|, ωT ω̂ < π
2

|θ − (2π − θ̂)|, otherwise
(23)

図 2に回転角度の推定結果を示す。縦軸は角度の推定
誤差 [deg]を表し、横軸は推定に用いた観測行列 Rn の
nを表す。n = 1は R1 のみを用いた場合、n > 1は R1

と R2, . . . , Rn を推定に用いた場合の結果である。それ
ぞれの角度誤差は 1000個の回転行列に対する推定値の
平均であり、誤差棒は標準偏差を意味する。加えた一様
乱数の幅 (±0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5) ごとに推定結果を示し
てある。
この結果から、回転角度の推定には提案手法が有効で

あることがわかる。加えた乱数の幅によらず、R2, R3, . . .

を用いた方が R1 だけを用いた場合よりも角度の推定誤
差が小さくなっている。R2の推定誤差はR1の推定誤差
の 7割程度にまで抑えられている。この傾向は加えた乱
数の幅が大きくても顕著である。そのため、提案手法は
ノイズが大きい場合にも有効であると言える。
図 3に、推定された回転行列と真の回転行列との誤差

をフロベニウスノルムで表わしたものを示す。回転行列
には角度の誤差に加えて回転軸の誤差が加わるため、こ
の評価は前述の回転角度の評価とは異なる。R2を用いた
結果はR1のみの場合よりも悪くなっているが、R3まで
用いると推定誤差が減ることが分かる。R2の結果が悪い
理由は、対角化行列の計算に回転軸の medianを取った
Pmed を用いているためである。2つのデータの median
は意味のあるものではない。R2 の結果を向上させるた
めに、Pmed の代わりに P1 を用いた結果を図 4に示す。
こうすることで、R2の結果はR1よりも向上する。しか
し R3 以上に対しては精度に大きな変化は見られない。
このように対角化行列 P の取り方によって結果は変わる
ため、最適な P の決定方法が今後の課題である。
以上の結果は提案手法の有効性を十分に示している。

この実験ではそれぞれの観測行列に別々のノイズが同程
度に加わると仮定している。もし応用場面においてその
ような仮定を満たせば、提案手法が非常に有効であると
いえる。

4. 2 数値実験 2：加えたノイズが独立でない場合

二つ目の数値シミュレーション実験では、以下の手順
で観測行列を生成した。

• 真の回転行列 Rを生成する。
• Rに一様乱数を加えて R1 を生成する。
• R1 を n乗した (R1)n を観測行列 Rn とする。
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図 5 数値実験 2。一様乱数 ±0.1 ∼ ±0.5に対する角度推定値
の平均絶対誤差。
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図 6 数値実験 2。一様乱数 ±0.1 ∼ ±0.5に対する回転行列の
推定値と真値のフロベニウスノルムで測った誤差。

通常の応用場面では R1 しか得られないため、この実験
の仮定は、一つ目の実験の仮定よりも現実的であろうと
思われる。
図 5に角度推定結果を、図 6にフロベニウスノルムで
評価した結果を示す。これらの図のフォーマットは一つ
目の実験結果と同じである。
この図から、この実験においてはR2を用いてもR1よ
り精度が向上していないことが分かる。これは、R2 が
R1を 2乗して生成されているため、Rに関して追加的な
情報を持っていないためである。提案手法は R1, R2, . . .

が別々に得られることを仮定しているため、ノイズを含
む R1 しか得られない場合には、それ以上精度を向上さ
せることはできないことがわかる。

4. 3 見えに基づく姿勢推定への応用

ここでは、本手法を見えに基づく 3自由度の姿勢推定
へ適用した実験結果を示す。画像全体の見えに基づく手
法 [6]～[8]は、モデルに基づく手法 [5]や局所特徴量を用
いる手法 [9], [10]）とは異なり、画像とパラメータとの関
係を学習するものである。

3 自由度の姿勢パラメータとしては、固定角やオイ
ラー角、四元数などがあるが、ここでは回転行列 Rそ
のものを姿勢パラメータとする。そしてこの実験では、
R,R2, . . . , R8を姿勢パラメータとして推定し、その推定
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図 7 見えに基づく姿勢推定に適用した結果。角度推定値の平
均絶対誤差。
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図 8 見えに基づく姿勢推定に適用した結果。回転行列の推定
値と真値のフロベニウスノルムで測った誤差。

値 R1, . . . , R8 を本手法の推定に用いる。
推定手法には、正準相関分析 [8]や非線形回帰 [27] な

どがあるが、ここではもっとも単純な線形回帰 [28]を用
いる。つまり、姿勢を表す回転行列Rの学習画像ベクト
ルを xR として、

Rn = FnxR, n = 1, . . . , 8 (24)

を満たすように行列Fiを求めておく。ここでRnは、Rn

の 9個の要素を並べたベクトルである。
未知の画像 xを推定するときには、

Rn = Fnx, n = 1, . . . , 8 (25)

として得られた 9次元ベクトルRn の要素を、3 × 3の
行列 Rn に並べ直し、本手法での観測行列とする。
実験には、3次元物体モデルを用いて作成し、学習用

に 100枚、推定用に 1000枚の CG画像（128 × 128、グ
レイスケール）を使用した。姿勢は、学習用と推定用と
もに、正面から 30度以内にランダムになるようにした。
まず球面乱数により生成したノルム 1の 3次元ベクトル
を回転軸とし、0 ∼ 30[deg]の範囲で一様乱数により生成
した値を回転角度とした。
図 7に角度推定結果を、図 8にフロベニウスノルム

で評価した結果を示す。R1 のみを用いた場合では、角
度誤差は 5.31 ± 5.84[deg] であったが、R8 までを用い

た場合では 2.87 ± 4.55[deg]にまで減少している。また
フロベニウスノルムでの誤差も、R1 のみを用いた場合
は 0.183 ± 0.162であったが、R8 までを用いた場合では
0.142± 0.146にまで減少している。nが大きくなるにつ
れて推定誤差が減少しており、この結果は本手法の有効
性を示している。
この実験では線形回帰による推定結果を用いたが、本
手法は線形回帰以外の手法にも適用できる。非線形手法
を用いた姿勢手法を、この実験と同様に本手法に適用す
れば、姿勢推定精度をさらに向上させることができると
思われる。

5. お わ り に

本論文では、回転行列 R をそのべき乗の行列 Rn

(n > 1) を用いて推定する手法を提案した。一様乱数
を加えた回転行列を用いて数値シミュレーション実験を
行い、その推定誤差を角度とフロベニウスノルムを用い
て評価した。実験結果から、もし観測行列がそれぞれ独
立にノイズを加えられた場合には、推定誤差は減少し、
提案手法は非常に有効であることが示された。しかしノ
イズが独立でない場合には、精度の向上は見られなかっ
た。見えに基づく姿勢推定に適用した結果、推定誤差が
減少することが確認され、本手法が有効であることが示
された。Rがノイズを含むデータから推定される応用問
題において、観測行列が持つノイズの独立性という仮定
が満たされるようにするにはどのように問題を定式化す
ればよいかということについては、個々の応用問題にお
いて今後示す必要がある。
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