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反転可能性,単位根,

co-integrationのための検定方式

小　　瀧　　光　　博

1.は　し　が　き

近年,非定常時系列の統計的分析が,計量経済学や時系列分析の分野に

おける重要な研究テーマの一つとてっている.これまでにも,それに関し

ての数多くの結果が,様々な問題意識と形態の下で報告されてきており,

その結果,非定常時系列の統計的性質がかなりの程度,明らかにされた.

とりわけ,経済現象-の応用を考えた場合,すなわち,経済時系列に焦点

を合わせた場合,非定常時系列の統計的分析は,単位根検定,非確率的ト

レンドの統計的検出及びco-integrationの定式化と推測というテーマに

限定されることになる.この様な経済時系列の一つの特徴は,多変量では

なく一変量ごとに考察した時の各々の時系列が,正の実単位根を持ってい

る,すなわち,生のデータ系列の1階の差分をとった系列が,定常過程に

なっているということである。単に,統計理論だけではなく,経済学的意

味という面から,さらには現実の経済データ-の応用という点から,様々

な意味での貢献が数多くの論文によってなされてきたが,大部分の論文に

おいては,生の`加工'されない(非定常)系列そのものから構築された

検定統計量とその性質を,論じたり応用したりするものであった.

元々,非定常時系列の種類は複雑多岐にわたっており,また,それらの

ための統計的推測理論も定常時系列の場合と異なり,非定常性の種類に応

じて異なってくるのであるが,経済時系列の場合には,正の単位根一つと

いう様に,ある意味で非定常性を一つに固定してしまうことを意味する.
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しかしながら,たとえ非定常性のパターンが一つに限定されていたとして

も,複数個の時系列を多変量システムとして考察するか一変量ごとに分析

するかで,また,時系列に非ゼロ定数項があるか否かでその様相は,大き

く異なったものとなるのである.実は,この点に関わってくる問題が,罪

確率的トレンドやco-integrationの存在性なのである.個々に,一変量

として考察された経済時系列で,非確率的トレンドの存在による統計的影

響を分析し,且つ実際のデータを用いての検証を試みたのが, Nelson

and Plosser (1982)である.一方, Engle and Granger (1987), Stock and

Watson (1988)及びJohansen (1988)等は,複数個の時系列を多変量シス

テムとして考察し, co-integrationの概念の定式化と推測を論じた.また,

小瀧(1988, 1989, 1993)は,非確率的トレンドの存在を考慮した場合の

co-integrationを定式化し,さらにその推測方式を確立した.

これらの論文ではあまり強調されなかったことだが,非確率的トレンド

が存在しない場合のco-integrationは,実は,問題となっている多変量

時系列システムの各々の系列の一階の差分をとることによって得られた,

定常な多変量時系列システムの反転不能性と同値な概念となっている.罪

確率的トレンドが存在している場合でも, co-integration　を単に確率トレ

ンドの部分だけを除去するものとして定義するのであれば,それはやはり

反転不能性と同値になる.すなわち, co-integrationのための統計的検定

は, (差分をとることによって得られた多変量定常過程の)反転可能性(あ

るいは,反転不能性)の検定として考えることができる.また,その特殊

ケースとして,一変量時系列での単位根検定は,その階差系列の反転可能

性の検定(単位根があるという帰無仮説は,反転可能であるというものに

取り替えられる)とみなされることになる.しかしながら,反転可能性の

ための`望ましい'検定方式(あるいは,それを通してのco-integration

や単位根のための検定方式)を思いつくのは,基礎となっている時系列が

定常であるという利点があるにもかかわらずそう容易ではない.このこと

は,部分的には,反転不能な時系列に対する統計的解析が一般的にいって

(非定常時系列の場合よりもはるかに)困難なものとなっているからかも
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しれない・実際, `検定'ではないが,反転不能時系列モデルでのパラメー

タの推定理論を確立するのは,最も単純なモデル(一階の移動平均過程)

の下でさえ非常に困難となっている.例えば,小瀧(1992)を参照せよ.

他方, Phillips and Ouliaris (1988)による試みは,定常化された階差系

列を用いてのco-integrationのための検定統計量の構築であった.そこ

では,階差系列の(多変量の)スペクトル関数を推定し,それが周波数0

の点で非特異となっているか否か(なっている場合がco-integrationの

存在が認められると判断する)の分析による方式が提唱された.すなわち,

反転不能性のための検定を通してのco-integrationの検定であった.し

かしながら,この論文で提唱された検定方式は,とても`望ましい'もの

とはいえないもので奉る.パワーの点ではとても貧弱であるし,帰無仮説

の下での漸近分布も明らかにされていない.従って,定常化された系列を

用いることのメリットがまるで活用されていないばかりか,生の非定常

データ系列を用いての各種の検定方式に(様々の点で)とても及ばないも

のとなっている.

本稿の目的は,一変量並びに多変量時系列において,反転可能性のため

の一つの検定方式を確立することである.対象となる時系列は定常であり,

無限次数あるいは有限次数の移動平均過程(MA過程)で表わされるも

のを想定する.また,その反転不能性は過度の差分操作(over-differenc-

ing)よってもたらされるものに限定する.すなわち,生のデータ系列は

非定常的なものであるが,それを何回か差分することによって定常時系列

に変換可能となるが,差分が過度にとられた時,変換された系列は定常で

はあるが反転不能に陥ってしまう様な状況が想定されることになる.また,

本稿では,一応,定常時系列における反転可能性の検定を分析対象するが,

既に述べた様に対象となっている時系列が差分操作の結果得られたものと

みなすのであれば,本稿でのアプローチは自動的にc0-mtegrationや単

位根の検定つながることになる.

本稿で提案される検定方式の特徴は,検定統計量の帰無仮説の下での漸

近分布がきわめて標準的なものとなっていることである.すなわち,それ
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は正規分布から直接得られる分布(具体的には, t分布とかF分布等)

となっている.また,帰無仮説の下で導出された漸近分布の形状は,それ

が対立仮説の下ではどの様になっていくのかを示唆してくれる.そのこと

は,この検定統計量による検定のパワーの評価につながるものである.対

立仮説の下では,帰無仮説の下での分布が`非心的'なものとなっていき,

検定統計量のオーダーが'n (ここでnは標本数とする)となることが

示される.これらの結果は,本稿で提案された方式が, Phillips and

Ouliaris (1988)によるものの欠陥(パワーが貧弱,帰無仮説の下での漸近

分布不明)を克服し,定常化された系列を用いることのメリットが十分に

活用されていることを意味するものと思われる.

2.対象となる時系列並びに反転可能性と単位根ないしは

co-integrationとの関連性

本稿では,一般に以下の様なP次元の多変量定常過程bt)が分析対象

となる.

o°

yt-u+eO」(+ 」 9j,ォEt-j
(1)

ここでuはP次元の定数ベクトル, ◎O,S,,サ,j≧1,はPXPの行列,そし

て　fe}　は

Eet-O, Estet-Ip, Eet<-O,

但しst-(sit,蝣・-, Bpt)',である様な系列的に独立なP次元確率変数であ

る.また,ここでnは標本数を表わしており,我々は,今後bt)につい

てのn個の標本@1,～,yn)が得られた下で,それらから検定統計量を

構築することになるであろう. (1)に関しては,さらに次の3つの仮定が

置かれる.

仮定I deteo≒0

仮定n det◎.(A)≒0, A-l以外の間≦1なる任意のAに対して

°°

ここで◎.00-eo+E%JJ
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OO

仮定Ⅲ l◎ +.」/1/21^>l<oo,任意のn (あるいは乃⇒co)に対して

(1)の表現は,無限次数の多変量移動平均過程(MA過程)の形態をと

っており、また、 Wold表現とみなすこともできる.また,ある正整数q

に対して, j≧qなるすべての.白こついてョy..-0である晩(1)は有限次

敬(q次の) MA過程となる・なお, (1)においてョy.ォが標本数nに依

存していることの意味は,単に帰無仮説に非常に`近い'状態の対立仮説

の下での統計的性質が考慮される`局所'検定の効果を調べるための便宜

的なものに過ぎず, `局所'対立仮説以外の状態の下では*>..-*,蝣とみな

してかまわない.

さて,上記の3つの仮定の意味について考察してみよう. MA過程や

Wold表現における誤差項は, Etというよりも　eoefの方がふさわしいと

思われるが,仮定Iは単にこの♪次元の誤差項が♪次元の非退化確率変

数(非特異な♪×♪分散行列)であることを意味するきわめて自然なもの

である.仮定Ⅱは, (1)がもし反転不能状態となっているのであれば,そ

れは1つのタイプのもののみに限定されることを意味している.一般に,

A -1となる様なAについて, det◎サU)-0となる時(1)は反転不能と

いわれる.すなわち,その時1/det◎サtt)はその様なAに対して展開で

きなくなり,そのことは(1)から`意味のある'自己回帰表現(AR表現)

を得ることが可能でなくなることを意味する.この仮定は,その様な反転

不能を引き起こす(|A|-1となる) Aを, k-¥のみに限定するものであ

る.そのことの背景には, (1)におけるyfは必ずしも生のデータ系列では

なく,元々それは非定常なものであり,それを(何回か)差分することに

よって得られたものがytであり,従って反転不能性は単に差分操作の取

り過ぎによってのみ起こり得るであろうという(現実の経済時系列データ

に立脚した)認識がある.特に, p-lの時,すなわち, yiが一変量時系

列である時,この仮定は差分の取り過ぎの状態を端的に示すことになる.

仮定Ⅲは, ytが定常且つエルゴ-ド的,すなわち,分散行列が有界であ

るために要請されるものである. ytのエルゴ-ド性は,抄　;yn)から
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作られる統計量の`有意味な'漸近的性質を確立するために是非とも必要

なものである.

ところで, (1)は

yt-u-◎n (l) Et+vt>n-Vト1,n
(2)

と書ける.ただし,ここで◎,(!)-eo+Zj'iQj,*,また. H雅-∑k≡0(-∑

;4+i*/,サ}e*-*一秒tlの反転不能性は, (2)の◎サ(1)の階数がpよりも小

さくなる,すなわち, rank◎.(1)…rとするとr<l,ということによって

も定義されることになる.この時,

A′◎M(l)-0, rankA-l-r…S

となる様なsXP行列A′が存在することになり

A'yt-A'v,,n-A′ vt-l,n

(3)

が導出されることになる.すなわち, A'y,のどの要素も反転不能となっ

ている.もし,生のデータ系列がytではなく,

Zt-Z卜i -yt 0

である様なZtである(すなわち, ytは生のデータ系列の1階の差分を取

ることによって得られたもの)とし,さらに, A′〝-0並びにγ≧1であ

るならば, A'の各行はいわゆるco-integrating vectorを表わしている

ことになり, A'Ztは定常過程となる.つまり, ytの反転不能性,すなわ

ち, ◎.(1)の階数がpを下回っているということは, Ztがco-integrate

Lている(多変量)システムであることを意味するものである・また,

r-Oは◎.(1)--0と同値であり,それは

yt= 1>t,n - vt-l,n
mリ

を意味し, ytのどの要素も反転不能であり,それ故, Ztのどの要素も定

常過程であることが示される.そのことは,また, Ztの差分をとってyt
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を作り出すことが無用の行為であるばかりかかえって困難な意味を生じさ

せる(無用の差分操作によって反転不能性がもたらされたゆえに)ことを

意味する.とりわけ,ytが一変量である時(p-lの時)には,(◎,(1)の

階数がpを下回るケースは,r-0,すなわち,◎サ(D-o以外には存在し

ないという意味で)こういった困難性が端的に顕在化してくる.明らかな

様に.p-lのケースでは,yfの反転不能性はZtの定常性(すなわち,

単位根を持たない)と同値である.つまり,Ziが単位根を持っていると

いうことは,ytが反転可能でなければならない,すなわち,◎,(1)キ0を

意味する.

この節を終えるにあたって,仮定HIの持つ意味として,yfや(2)におけ

るvt,nの分散が有界となることを保障するものであることに触れておく.

すなわち,

|oo|+.ril/2|o;>|eol+.r^i0,-,,∫

-|*o|◎¥+^¥^¥¥^¥+¥*o¥{^′¥ョ/,n¥}+{zjl/2¥%,n¥}

,ooa°J沖/W2!^,.!!**,,!

-M,

とすると,

/E(◎iCDc/e,◎ォ(D′)

-(◎o+」O,J*o+rゥyJ

;=1'v;=1/<Mn

JEvunvun-Evt-¥,nvト1,n

>y^^mr<-E
y=i*至min{/,&}S,>。k,n<Mn

であることが示されることになる.

3.反転可能性のための望ましい検定総計量の導出をめぐって

(1)によって生成される抄i)について,n個の標本(yi,-.y%)が得ら
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れた下で, ytの反転可能性のための検定について考察しよう・今,検定

のための帰無仮説を

i70:det◎,(1)…anキ0及びlimα柁…αキO
n⇒oD

と表わすことにする.これは, bt)が反転可能である状態を帰無仮説と

していることを意味するものである.そうすると,対立仮説としては,

bf)の反転不能状態を定式化するものが採用されることになり,

Hi:diet ◎サ(l) -0

また,帰無仮説の近傍というべき`局所的'対立仮説は,

#i:det◎ォ(D=αnキ0及びlimαヵ-0
FTC巴Ei]

と表わされることになる.

それでは,上記の仮説Hoを検定するために,どの様な統計量を考案し,

利用するのが望ましいのであろうか?一般に,望ましい検定方式とは,

高いパワーを持つものと解釈されるであろう.それは,多分Hoの状態と

HlやKlの状態で,大きくその性質が異なったものとなってくる様な統

計量が検定に用いられた時実現するであろう.また,検定が行なわれる際

には,当然その有意点の値がわかっていなければならない・そのことは,

検定に用いられる統計量の,帰無仮説の下での確率分布が明らかにされて

いるということであるが,実際には時系列分析においては,標本数nが

大きくない時の統計量の性質はほとんどの場合解明できないものであるの

で,それはnが大きい時の漸近的な確率分布ということになるであろう・

その意味からいくと,パワーについても漸近的なパワーを評価の対象とす

ればよいであろう.つまり,望ましい検定方式とは, Hoの下での漸近分

布が知られていて,且つそれがHlやKlの下では大きく異なったものと

なってくる様な統計量を,検定に用いることによって達成されるであろう・

そうすると,その様な統計量を兄い出すことが要請されることになる・

ところで,上記の要請を満足する様な統計量を論じようとすると,一般
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的なケースではあまりに複雑になり過ぎてその本質的意味が見失なわれが

ちになることが多々ある.そこで,さしあたり, (2)において,p-l,

!-0, vt,n-vtとした特殊ケース

yt-¢ (X) et+vt-vt-¥ し211

を考察しよう.ただし,(2)での◎.1はここでは¢(1)と表わされてい

る.今,ある正整数qに対して,

Hyn(q)-n~9-1/2∑#yt
t-2

という統計量の性質について論じよう.(2)′より

yn(q)-<j>(l)n-0-q-1/2Et^et+n-"-1
t=2/rn-1n-1
2-,+I^-E
I(=2*=2(.t+l)tvt-2ivi}

n-め(Dm-*-1/2∑flet+k
fニニ2

ここでも-n-′2vn-M-1′2-,-lJElZllq(.t/n)<-i+O(軒2/ni-^M-n-i-1′2

2ォi>i

また,(t+l)'i-ti+qti-1+O(fl-2)であることを記しておこう.任意のt

に対して

q(tln)ォー1+O(fi~2/ni-1)≦M

となる様なある正数Mが存在することよりIn-Op(n-W)であること

がわかる.すなわち,この統計量のHoの下での漸近分布は,*(1)

n-q~1/2∑t望,t>stのそれであり,また,Hlの下では(0(1)-0となってい

ることより)この統計量はOp(n-W)であり,nの増加とともに0に収

束していく.

それでは,^(Dm-?-1/2∑t望>fietの漸近分布はどの様なものとなるであろ

グか?単にこのことについてだけではなく,本稿における主要な結果を

導出するために,我々は次の3つの補題を用意する必要がある.
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補題1.(1)において定式化されているetに対して,次の様な量を定義し

よう.

ォ/,fサfll/2
Zn-t-L2Stet/{Z2StSt)

γここで,∫戸EajWnV,また,aj,j-0,1,～,r・は0<a′a<のを満たす

様な任意のP次元定数ベクトル・ただしa-¥(O."i>ar).そき時,J

Znは漸近的に標準正規分布に従う.

証明:Liapounovの中心極限定理(例えば,Fuller(1976)p.199,

JTheorem5.3.2を見よ)を適用する.et-st」(,甜t-Eet,a号-E{(e,-ut)*}

及びVn-∑t望16号と置こう・

その時

Jut-Estet-0

l0号-E(stEt)2-stst

ォIVn-Zs,st

nrr
-」Ea
t=21;=。(^/サ)>}{Efl,-a/M)'|

;-Oi-l;l(-2J

-a′[Kn㊥ID]a

ここで[Kn㊥I。]は,KnとIpのクロネッカー積を表わしている.また,

0+1)×0+1)行列Knは

KH-
∑t=21　∑t望.{tin) -∑t望.{tin)"

∑t望・{tin) ∑t望xt/ny　-・∑t望蝣{tin)r+l

∑t望xt/ny ∑t三,(t/ny+1-∑t塁,(*/ォ)*

と書かれる.さらにsi-Oと置かれている.明らかに
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limn-1Kn-K=
n⇒°°

1　　1!2　-1/(γ+1)

1/2　　1/3　-・1/(γ十2)

1/(γ+1) 1/(γ+2)-1!(2γ+1)

であることより,

limw~lVn-a'[∬㊥Ip]a<の
us巴仇

よってYn-O{n)

次にいわゆるLiapounovConditionが満たされていること(例えば,

前述のFuller(1976)のTheorem5.3.2において∂-2とする時)を確か

める.

t'Li¥¥et-ut¥*dFt(.et)-ZE(s'
te,)*

-xE{I.si
t=i¥ォ=i鐸・)・

nlP♪l
=」
t=ii,至1i2至1i。至1i4至jVi声i3声utE(eiltei2fei31eiit)

"/蝣/蝣/>/>
≦γ(=11,至1i2至1i3至1i4至Is*声i2緑i4t

乃-γECs,*)2

-㍗nI
M
t=2V=oy=o/

ここでFt(ef)はetの分布関数,γは(γ<coとなる)ある正数,また,sf

-(.sit,蝣蝣・,Spt)′・

n∑{tln)m-O{n),任意の正整数mに対して
f-2

であることに注意すれば,

x¥¥et-ut¥*dFt(et)-O(n)

t-1J

であるこは明らかである.またVl-O{rfi)であることにも注意すると
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nl聖」¥¥et-ut¥HFt{et)¥鴎

-まi-{IE{s'
tEt)4
}c。U=ll」s'*J-0
であることが直ちに示されるので,LiapounovConditionが成立すること,

それ故,Liapounovの中心極限定理が適用できることが確立されたこと

mima

Q.E.D.

補題2.補題1と同じetとstに対して, n-1/2Et塁2S,」tは漸近的に平均

o分散a'IK㊥Ip]aの正規分布に従う・ここで, aはstの定義の中で用

いられている.

証明:上の補題1とFuller(1976)p.198-199Corollary5.2.6.1を適用

する.

xn-¥n-'ll/21&"*)

とすると,我々は補題1において,

£
Zn-^>Z,Z-N(0,1)

lim∬£-。′[∬㊥Ip]a

n⇒w

となることを示した.6-{ォ'Dfi:(x)Ip]a}i/2とすると,Fuller(1976)Cor-

ollary5.2.6.1(ii)の結果より

nii
nl/2∑sfi,-xnZn→bZ
-2

が得られるbZ-N(O,b'b)であることは明らかであるので,この補題

。C
の結論が示されたことになる.なお,Zn→Zは,Znの確率分布が漸近

的にZに収束していくことを意味するものとする.

Q.E.D.
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補助3.補題1と同じeJに対して,(γ+1)l次元確率変数

/,-(n-i/zj;e;,n^lfe,',蝣蝣M-r-1/2」fB;

(=2

を定義すると,fnは漸近的に平均0,分散[#ョIp]の多変量正規分布に

tf-う

"/証明:n~1′ォ」.,

-n-1'2E:E(ZajWnV)et
t=2V-0/

r..M,-∑n-1/2->Ea,蝣e,
f-0

-a'fn

であることに注意すると,補題2とFuller(1976)p.200Theorem5.3.3

並びにLemma2より明らかである.ここで,st,ahaは補題1において

与えられたものであり,aについては0<a′a<のである様な任意の

(γ+1)♪次元定数ベクトルとみなされている.

Q.E.D.

上の補題3より,¢(l)M-ォーl/2∑t望-fiEtの,換言すると,Hoの下でのyn

(q)の漸近分布は平均0,分散4>2(1)/(2q+l)の正規分布であることが

わかる。また,r≒qなる正整数Yに対して.(yn(q),yn(r))′の同時分布

は,漸近的に平均0で分散行列が

r1/(2,7+1)l/(q+r+l)l
'll/iq+r+l)l/(2r+l)J

となる様な正規分布であることがたやすく確かめられる.

ところで,yサ(q)とかyn(r)そのものは明らかに検定統計量足り得ない.

なぜならば,それらの漸近分布の形状は(正規分布として)知られていて

も未知パラメータ¢(1)に依存するものとなっているからである.しかし
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ながら,抄n(q),yn(r))′の漸近分布は,これらの統計量を用いての`望ま

しい'検定統計量の構築の仕方を,ある程度示唆してくれる.すなわち,

yn(q)とyn(.r)のある1次結合は,多分yn(q)かyサ(r)のいずれかと漸近

的に独立に正規分布する様なものであろうし,それらを適当に組み合せる

ならば,漸近的にf分布する様な統計量が構築できるものと思われる・

4.一変量時系列のための反転可能性検定

この節では,3節の(2)'(すなわち,(2)においてl-1,U-0,Vt,n-vt)

を想定して分析を行う.3節で定義されたr≒qなるy.(q)とyォ(r)につ

いて,まずyn(q)-yn(r)の統計的性質について考察しよう.(2)'より

yn(q)-yn(r)

-*(!){ォ-.′2E

t=2鞄-n-r-1/2」pe-M-l.M-(ォーl)-1
*=2J′2E
t=2
n-1
{qt>-1+O(t'i-2)}vt-n-<i~1/2t>12ォ+M~l.M-(r-1)-1/2∑
f-2

W-i+CKf-2)}vt+n-r-l'2v12r

nl1/2∑^(*/ォ)'-0(1),任意の正整数Yに対して,であることに注意す

ると,

yォ(q) -yn(r) -4>(Ven(q, r) +Op(n~1)
(5)

であることが示される.ただしsn{q,r)-n-i-1/2∑t望,fiet-n-r-1/2∑t望2tr

e,.また,任意の正整数mに対してen(m)-n-M-tn-1/2∑t望>^e<と置くこと

にする.我々は3節において

yn(m) -<t>(l)eH(m) +Op(サーi/2)
(6)

であることを示した.補題3 (あるいは補題2)より,互いに異なる正整

数m,q,rに対して,
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(::(m)^

(q,r)i去;

であることに注意すれば,

列が

(sn(m), En(q, r)) は漸近的に平均0,分散行

1/(2^+1)　　　　　l/(m+q+l) -1/(m+r+l)

l/(m+q+l)-1/(m+r+l) 1/(2q+l)+l/(2r+l)-2/(q+r+1)

1/(2ot+1)　　　　　(r-q)/(m+q+l) (m+r+l)

(r-q)/(m+q+1) (m+r+1) 2(r-q)2/(2q+l) (2r+l) (q+r+1)

となる正規分布に従うことが示される.平均0,分散行列

f^^EM^^^^2^31

となる様な正規分布に従う(2次元)確率変数ill, h)′　に対して, (/l-

(012!<722)h, k)'は平均0,分散行列

on-anlo22

0

となる正規分布に従う・すなわち, ll-(0-12/022)hとl2は独立に正規分

布する確率変数となっている・その議論に従えば, eB(m)-Km, q, r)en

(ォ, r)と」n(q,　も統計的に独立且つ正規分布に従う確率変数となって

いる・ここで, Km, q, r)-{¥!(m+q+l)-1(m+r+1)} / (1/(2q+l)

+1!(2r+l)-2/(q+r+1)}.すなわち, (c(トJ(m, q, r)en(q, r), en(q,

γ))′　は漸近的に平均0,分散行列

H(2m+l)-{ll(m+q+l)-lHm+r+l))Km, q, r)

l/(2?+l) +1/(2*4-1) -2/(?+r+l)

の正規分布に従う.また,

yn(mトKm, q, r) {yn(q) -yn{r)}-<j>{l){sn{m) -1{m, q, r)en(q, r)}+

ot　~1/2)　　　　　　(7)

及び(5)は, (yn(.m)-Km, q, r){yn(q)-yn(r)}, yn{q)-yォ(r))′が漸近的

に平均0,分散行列¢2(D rの正規分布に従うことを意味する.ただし,
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それはあくまで¢(1)キ0,すなわちHoの下でのみ意味を成すものである.

γ-1/(2m+l)-{l/(m+q+lト1/(m+r+l)}l(m,q,r)及びγ22

-1/(2q+l)+l/(2r+l)-2/(q+r+1)としよう・

(yn(m)-1(m,q,r){yn(q)-yn(r)}〕/γ1/2
11¢(1)とbn(q)-yn(γ))/γ1/2
22¢(1)は,漸近的に互いに独立に標準正規分布に従うことを念頭に置いて,

次の様な統計量S^1を定義する.

[yn(m)-1(m,q,r){yn(q)-yn(r)}〕/jtf

bn iq) -yn(r)}/γ1/2
22

[yn(m) -1(m, q, r) {yn(q) -yn(r)}〕/γYftd)

bォ(q) -yォ(r) }/γSォ(!)

(8)

(8)の第2番目の等式の右辺において,flb:*(Dキ0の下で,その分子

と分母は漸近的に互いに独立に標準正規分布に従う量である.その時,つ

まり,Hoの下で,siは漸近的にCauchy分布に従うことが示される・そ

れについては,例えば,HoggandCraig(1978)p.1424.22あるいは

KendallandStuart(1958)p.268Examplell.21を見よ.また,Hlの下

では,(5)及び(7)より,si(を構成する分数)の分子はOpin-1'2)であり,

また分母の方はCUm-1)であることより,負-Op(ni/2)であることが示

される.

また,siに関連して,以下の様な統計量S^2も定義する

tyn(m)-1(m,q,r){yn(q)-yn(r)}〕/γ1/2
11 S2

〔bn(q) -yn(r) }2/γ22〕1/2

[>ォ(ササトKm, q, r) {yn(q) -yn(r)}〕/γ1/2 , n¥

〔b>n(q) -yn(r) }2/γ22¢2(1) 〕
1/2 (9)

ここで, Hoの下で, (yn(mトKm, q, r)抄n(q)-yn(r)}〕!yYi*(l)は漸近

的に標準正規分布に従い,また, b>n(q)-yn(r)}2/γ22¢2(1)は漸近的に自

由度1のカイ2乗分布に従い,さらに,これらは漸近的に独立である.そ

れ故に, Hoの下で, s2は漸近的に自由度1のt分布に従うことが示され
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る・例えば,Hogg and Craig (1978) p. 143-145.また,Hlの下では, (5)

及び(7)より, 51の場合と同様にして　h-Op{nl/2)であることが示され

る.

以上の結果は, siやS^2が検定に用いられた時,それは十分に`望まし

い'性質を持っていることを示すものである.すなわち, Hoの下での漸

近分布はわかっており,漸近的な意味での有意点は容易に計算できる.ま

た, Hlの下ではこれらの統計量は0*(ォi/2)となり,それは,これらの統

計量に基く検定が標準的な程度のパワーを持ったconsistent検定になっ

ていることを意味するものである.

5.多変量時系列のための反転可能性検定

観測値@1,～,yn)についてのベクトル・行列表現によって, (2)は

Y　- ln u' +　E　◎,(1)'+　V　-　V-i

(nxp) (サ×1 (1×P) (サ×p)(pxp) (nxP) (nxl)
10

と書ける.ここで, 1nはすべての要素が1である様なn次元(定数)ベ

クトル, Y-抄1, -,yn)',E-(ei,～, En)', V-(!*.,～, I'm,*)'.そして

K-i-(サb,邦,～,ササー!,サ)′.さらに,任意の非負整数qに対して,次の様な

n次元定数ベクトルを定義しよう.

Z(ff)-(lォ, -,ォォ)'

今,ある正整数qに対して

y,(?) -サ-v2h(q)-i/2Y′ [Zn-1サ(1こI.)-1!ニ]/(?)

という統計量の性質について論じよう.ただし,ここでh(q)-q2

/(2q+l)(q+1)*.この　Yn{q)は, 3節で, (2)の特殊ケースであるとこ

ろの(2)'において定義されたyniq)を, uが必らずLも0でない場合をも

考慮して,一般の(2)のために拡張したものと解釈されるかもしれない.

Yn(q)がp次元ベクトルであることにも注意する必要があろう. (10)よ

り
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yn(q) -◎ォ(1) 〔h(q)-1/2サーl!2tn-iE'l(qトE'ln-n-idニI,)-1!ニ

Kq) }〕+h(q) -1/2〔n-q-1/2{V'l(qトV-iKqK -n-VHV lu

- V-iWn-'O.ニIn)-1!こ/(ォ)

であることが示される.また,

nlニl{q)-t=li-n<i+1/(q+l)+O(ni)

nサーォ(!こI.)-1!こKq)-n-i-1∑β-1/(o+1)+0(n-l)

qi-り

サォE′/(ォ)-∑fist,」'!=∑et
(-1(-1

n-1
V'l{q)-∑tfvt,n-nivn,n+∑wvt,光
/_(-1

肌ffllV∴Kq)-∑fvt-1,サー∑(t+l)"vt,n+vo,n
J-1才-1

であることに注意し,さらに,

n-*-i/2{V/(ォ)-V-1/(ォ)}-サーq-1′2W,サ+(-i)¥〔(什1)-〕

Vt,n-Vo,n

-n-1/2vn,n-n-n-i(qn-f0-1'-1'2^ti-V

・n-(i-1′n-1
210(fl
t=l一!)vt,nトn-q-1/2vo,n

-OD(n-i/2)

nl1/HVL-V-il.}^-ォーi/'{vn,n-vo,n}

-Op{n-W)

であることが示されるので,

nyn(q)-◎.(!)*(ォ)-1/2∑{{tln)ォー¥/{q+DUt/nl/2+Op(,n-1'2)
f-1

であることが確立される.㌔(¢)は
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y,(ォ)-サーォー1′2h(q)-1′ Ulォ*一,t=¥ ) (M

n

と書けることに注意せよ・また, En{q)-h(q)-wg Ut/n)ト1!(?+l)}

etlri^と置くと

Yn (q) -◎n(l)En(q) +Op(n~1/2) (ll)

という関係が得られる・本稿の補題2と3より,En(q)は漸近的に0,分

散行列がZpとなる様なO)次元)正規分布に従う確率変数であることが

示される.ここで

11hn(q)-n-w-i∑{(t/n)"-1/(q+1)}2
t-l

とすると,

7t*.(ォ)-n-i∑{(t/n)2v+l/(q+l)2-2(t/n)Hl/(g+l))}
蝣si

孟+読-読+o(n-1)

-q2/(2?+l)(fl+l)*+O(n-i)

-h(q)+O(n~1)

Em-1/2I
t=l〔(t/n)"-1/(o+1)〕e,¥M-i/2E[(f/n)サー1/(<7+l)W

-hn{q)Ip

であることに注意せよ.

次に,q≒rなる正整数qとrに対して,以下の様な統計量Yn(q,r)

の性質について考察しよう.

Yサ(q,r)-h(q,r)~1/2h(gV/2Yn(q)-h(q,r)-1/2h(ry/2Yn(r)

ここでh{q,r)-h(q)+h(r)-2k(q,r),またk(q,r)-qr/(q+r+l)

(<7+1)0+1).このYn(q,r)も,4節で論じられたyn(q)-yn(r)の,一

般的ケース-の拡張と解釈できるであろうEサ(q,r)を
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En(q, r) -h(q, r)-^h(qV/2En(q) -h(q, r)-Wh(rV!2En(r)
1z

-h(q, r)-1^-1!2 ∑ {(t/n)i-1/(q+lト{tin)γ+1/(r+l)}e,
≠-1

と定義しよう.その時, Yn(q)並びにYn{r)の定義と(ll)より

yn(q, r)-◎,(!)」 (?, r)+n-1′2h(q, r)-1′2〔 E (f/n)ォー

ー?-!蔓iSォ)] (f(,ォー^-i,ォ) } - {Ji[(t/n)r-

・-r-1董sr)](vt,n-^ト-,n) 〕

さらに,任意の正整数mに対して

n

j-m-1 ∑sm-l/(m+l)+O(n-1)
s-l

(t+l)m-tm-mtm-1+O(tm-2¥

サーl

∑ (t/n)m(vt,n-v.ド.,n) ∑ (t/n)mvt,n- ∑ [(tt-1)/ri]mvt,n
(-1　　-  I ‥　/-1

-Vォ.n-1 - -n-<--1) ¥m¥11サ>-1vtサ+n'L O(tm-2)vtin} -n- *%0

-vn光+Op(n i/2)

n

∑ (vt,H-Vt-l,n) - Vn,n-Vofi
t-¥

となることに注意すれば

yn{q, r)-◎niX)En{q, r)+n^2h(q, r)^'Hl!(r+l)-1/(?+D)

{vn,n-vofi) + Op {n-x)

すなわち,

yn(q, r) -◎n(l)En(q, r) +Op(n-1'2)

(12)

(12)′

であることが示される.本稿の補題2と3より, En(q, r)は漸近的に0,

分散行列がIpとなる様な紗次元)正規分布に従う確率変数であること

も証明される.また,
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Hkniq,r)-n-ォーl∑{(f/n)ォ-1/(q+l)}{(t/ny-1/(r+1)}
t-¥

hn(q,r)-hn(q)+hn(r)-2kn(q,r)

とすると,ォ,(?)の場合と同様にして

kサ(q,r)--k(q,r)+O(n~1)

hn(q,r)-h(q,r)+O(nil)

さらには

E[n-l′2E

t=l〔(脚11/(q+1)-(t/ny-Kr+meMn-1′2s

t=l〔(t/n)i-1(q+l)-(t/ny-1/0+1)]e()'

-hn(q,r)Ip

であることが示される.

今,新たに,すべての正整数9i,92,n,r2に対して

kサ(qi,n;q2,r2)-kn(qi,q2)+kn(ri,r2)-knin,qz)-kn(qi,r2)

-kn(q2,r2;qi,n)

なる様な記号を導入しよう.もし01-02及びn-r2ならば&ォ(?!,?2):

hn(qi),及びkn(rhr2)-hn(ri)であるのでKiqi,n;q2,r2)-hn(qi,r{]

が成立することに注意せよ.また,同様に,すべての正整数QhQi,n,r2

に対して

k(qi,n;q2,r2)-k(qhq2)+k(rhr2)-k(rhq2)-k(ql,r2)

-ォ(?2,r2;qi,n)

とすると,

7i>n;q2,r2)-k(qi,n;q2,r2)+O(n-1)

が示される.次に,すべての正整数qo,Q¥,nに対して

kniqo'li,ri)-kn(qo,qi)-k(qo,n)
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k(qo<qi, rl)-k(qo, qi)-k(qo, n)

と定義する.明らかに,

kniqo'Qi, n)-k(qo;qi, ri)+O(n x)

である.以上において定義されたkn(qi, n;q2, r2), k(qh n;q2, r2), kn(

Qi,n)及びk(qo',qi,n)等を用いて,すべてのi,j-h mに対して(こ

こでm≧Pとする)

ooi,*-kn (qo;qi, r,) I{hn{qa)hn{qi, r,) }1/2

co; -k(qo¥qi, n)/{h(qo)h(qi, n)V/2

Oii-1

oij,n-kn(qi, n;qj, rj)/{hniqu rt)hn{qj, r,)}1/2

-oサ.8

<r,y -k{qit n;qj, r;)/{*(?,-, r,)h{qj, r,)}W

-Oji

さらに札mXm行列∑(m), (m+1)×(m+1)行列∑及びm次元ベク

トルaim)を

∑(m)

ffll "- (7lサ

CFmv '0m

=/1a{m)'¥

¥a(m)E(w)/

a(m)-

と定義すると,互いに異なる正整数Qo, qu n, qj, rj (ここでi≒;, i,j≧1)

に対して

E{En(qd)En{qu n) '} -ooi,nIp

E{En(qu n)En{qh rj)'}-a銑nIp

であることが示される.それ故, (mp+p)×1次元ベクトルfnを

fn-(En(qo)′, En{qi, n)'・, En(qm, rm)′)′

と定めると,補題2及び3より, fnは漸近的に平均0,分散行列[∑㊥I。]

の(mp+p)次元正規分布に従うことが示されることになる・今, (m+1)
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×(JM+I)行列Lを以下の様に定めよう.

{¥-aimV∑[m)-Wm)}-w　-aim)'∑(m)-Ml-ff(m)'∑(m)一%(ォ)}- /2

U(m)-

ここでmXm行列U(m)は, ∑(m)-U(.m)U(m)′　を満たす下三角行列

として定められているものとする.その時,

L∑L′ -Im

が成立することになるので,

bn- ZL㊥Ip]fn

という量は,漸近的に平均0,分散行列u,m+1㊥Ip]-l蝣mp+pの正規分布に

従うものとなる.gnとanを

gn-(Yn(qo)′　Yniqu n)', H Yn(qm, rn)′)I

an- [L㊥Ip]gn

と定義すると, (ll)と(12)より

gn- Un +1㊥◎nd)]fn+Op(n-1/2)

dn　¥_L,㊥Ip][lサ　㊥◎n(l)]fn+Op(n-i/2)

- [L㊥en(l) ]fn+Op(n-1/2)

rym+1㊥◎n d) ] [L㊥Ip]fn+ Op (n~1/2)

- [Im+1㊥◎nCD Ubn+Opdl-1/2)

がでてくる.すなわち,統計量anは,漸近的に平均0,分散行列u,m+1

㊥◎ (1)◎(1)']の正規分布に従うことが示される.ただし,それはあく

までHoの下でのみ意味を成すものである. anをm+1個のP次元サブ

ベクトルに分割すれば

ォォ-(ォO,ォ.ォ1,ォ7 ->ォォ,サ)'

において,任意のj(m≧j≧0)について04.はP次元ベクトルとならなけ

ればならない.明らかに,ォO,雅t @l,nt -'t @m,nは, Hoの下で,漸近的に互

いに独立であり,且つそれぞれ漸近的に平均0,分散行列◎(1)◎(1)′　の

正規分布に従う(P次元)確率変数である　Ho,すなわち, ◎(1)が非特

異であるならば,
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aB(l) -ao,ォC◎(1)◎(1) , I-^O.n

m　　　,

An(2)- E-,

と定義すると　ォn(0は漸近的に自由度pのカイ2乗分布に従い　An{2)

は漸近的にWp(m, ◎(1)◎a)1:というタイプのO,次元) Wishart分布

に従う(例えば, Muirhead(1982)p.85を見よ)ことが示され,さらに,

それらは漸近的に独立であることより,以下で定義される統計量S'n

sn- {.m-p+l)/'p{an(l)'An(2)-1an(l)}

-{an(l)∫ [◎(1)◎(1)・r'aniD/p}I

(m-p+1)

(1)'[◎(1)◎(1)'二「蝣a. 1

an(l) 'An(2主LflK(l)

は, Hoの下で漸近的にFp,m-p+¥というタイプのF分布に従うことが確

立される.このことは,例えば, Muirhead (1982) p.96 Theorem 3.2.12

を用いれば,容易に証明できるものであることを記しておく.では, Hl

やKlの下ではsAnは漸近的にどの様な性質を持ってくるであろうか?

詳細は省略するが, 4節で用いられた議論を適用すれば, Hlの下で

sn- Op (ni/2)

であることが示される.すなわち　sn　を検定統計量として採用する時,

それは十分に`望ましい'性質を持っていることが意味されることになる.

6.　ま　　と　　め

本稿では,一変量並びに多変量の両方を考慮した,定常時系列の反転可

能性のための一つの検定方式が提示され,その統計的性質が論じられてき

た.本稿第2節で論じた様に, `望ましい'検定方式を考案するために,ま

ず何よりも,反転可能か否かによってその性質が著しく異なってくる様な

統計量を兄いだすことが要請される.この様な反転可能性を`際立たせる'

統計量による検定は,非常に高いパワーを持つことが期待される.他方,
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検定が`望ましい'ものであるた桝こは,高いパワーとともにその有意点

が容易に兄いだせるものである必要がある.検定に用いられる統計量の帰

無仮説の下での確率分布(少なくとも漸近分布)が明らかにされるならば,

この要請は(少なくとも漸近的には)満たされることになる.

本稿における検定方式では,定常時系列を用いることのメリットと過度

の差分操作によってもたらされる反転不能状態の特性が十分に活用された

ものとなっており,その漸近的な性質も標準的なものであった.すなわち,

具体的には,その漸近分布はt分布あるいはF分布となっており,また,

対立仮説の下での検定統計量のオーダーは　n (nは標本数)となるこ

とが示された.

本稿の検定方式は,一応定常時系列における反転可能性のためのものと

いう形態で表示されているが,その定常時系列が生のデータ系列の差分を

とることによってもたらされたものとみなすならば,単位根やcointegra-

tionのための検定にもなり得るのである.そして, Phillips and Ourialis

(1988)によって提示されたものより`望ましい'ものとなっている.

しかしながら,本稿における結果は,あくまで漸近的且つ理論的なもの

である.小標本の下で,上記の漸近的結果がどの程度認められるかを兄い

だすためには,いくつかの小規模の時系列モデルに対してのモンテカルロ

実験等による調査が必要であろうし,また,この様な調査を通して,現実

の経済データを用いて実証分析を行う際にも,上記の漸近的結果がどの程

度信頼できるものなのかある程度見通せるであろう.以上の様な意味にお

いて,今後の課題として,何らかのモンテカルロ実験によって本稿の結果

を確かめる必要があるであろう.
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