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Co-integrationと非確率的トレンド

を持つ多変量時系列体系における

error correction表現と最尤推定

小　　瀧　　光　　博

I.は　し　が　き

多変量時系列モデルによる計量経済学体系の定式化は, 1970年代,マク

ロ経済変数を具現する計測モデルとしての一変量時系列モデルと伝統的な

同次方程式モデルの双方を統合するものとして脚光を浴びた・そもそも伝

統的な同次方程式モデルを動態化し,さらに外生変数の特定化を経済理論

や先験情報に基いてではなく, Granger causalityのテストを通して行な

うとすれば,マクロ経済変数の体系は多変量自己回帰過程(VAR process)

によって生成されるものと考えられることになる.その結果,経済変数デー

タの多変量自己回帰モデル(VAR model) -の統計的適合と統計的推測が

関心を集めることになる.といっても,モデルの次数の決定はAIC

(Akaika's information criterion)等の基準によって自動的に決められるこ

とになるし,モデルの係数パラメータのいかなる統計的推測も最小2乗推

定量(OLS)に基いてなされるので,伝統的な同時方程式モデルにおける

それよりもはるかに簡便であり,また,定常性が仮定される限り漸近的正

規性に基いた標準的推測理論が常に適用可能となっており,それ故理論上

究明されなければならない問題はあまり存在しないということになる・

しかしながら,問題視されるべき数少ない事項として,定常性の仮定が

指摘されなければならない.Nelson and Plosser (1982)に端を発した`単
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位根'のための数多くの実証研究を持ち出すまでもなく,時系列として観

測される多くのマクロ経済変数がトレンドを持ち,時間とともに不安定的

な動きを示すものであることは,古くから認められていたことである.す

なわも,マクロ経済時系列の多くは定常過程に従っているとはいい難い.

そこで,通常なされることは,一変量時系列の解析手順に従って,各系列

を一つごとに階差をとったりタイム・トレンドに回帰させることによって

得られる残差によって,系列の`定常化操作'を行なうことであった.し

かし,この様な定常時系列-の変換は,果たして一変量時系列の場合と同

等になし得るものなのか,あるいは,多変量時系列の場合そのことによっ

て何らかの問題が生じ得るのではないかという素朴な疑問に対して何らの

説明も兄い出せないままに用いられてきた.勿論,一変量時系列の場合に

おいても定常時系列-の変換は,その変数の持っているある種の情報の損

失を引き起こしていると思われるが,多変量時系列の場合には,一変量時

系列と異なり単なるブラック・ボックスであってはならず,何らかの(経

済)理論を盛り込むことがその使命の一つとされているので,むやみに情

報損失を認めるわけにはいかず,また,仮りに認めるとしてもどの様な情

報が失なわれるのかが明確にされる必要があるのである.いずれにしても,

一変量・多変量を問わずこの定常性についての扱いが時系列分析の大きな

ネックとなっていた.

EngleandGranger(1987)によって提示され,以降多くの論文によっ

て研究されてきたco-integrationの概念は,時系列アプローチによる計

量経済学体系の新たな構築と解釈をもたらした.すなわち,多変量時系列

モデルにおけるco-integrationの存在は,モデルの統計的且つ経済学的

解釈に関して様々な意味づけを可能とした.例えば,体系内の個々の一変

量時系列が非定常であっても,これらの時系列の非定常性にある種の同質

性が存在する場合,そのある種の一次結合においては,その様な非定常性

が相殺されて定常時系列となり得る点が挙げられよう.この場合,各系列

それぞれ個別に差分操作によって定常時系列-の変換を行なえば,変化さ

れた多変量時系列モデルは,いわゆる`過剰差分(over-differencing)の
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状態となり,有意味な自己回帰モデルの表現は得られない. Engle and

Granger (1987)は,この様に体系がco-integrate Lているケースにおい

ては,多変量自己回帰モデルの体系はerror correctionモデルに変換され

るべきであることを指摘する.このerror co汀ectionモデルは,各系列の

差分をとったものの自己回帰部分に,これらの各系列のレベルでのある種

の一次結合が加えられているところに特徴があり,もしそのその一次結合

の係数が既知であるならば,すべての観測値が定常時系列とみなされるこ

とになる.ところで,この一次結合の係数を構成する様なベクトルは

co-integrating vector　といわれ,それはある種わ経済理論を表わすもの

と解釈される.すなわち,各々が非定常である一変量時系列のある種の一

次結合が定常であるということは,その一次結合が表わす経済理論が統計

的な意味で安定していることを意味づけるのである.

以上の様なco-integrationによる統計的・経済学的解釈に加えて,近

年の非定常時系列や単位根に関する膨大な研究成果(主として,非定常時

系列における推測の漸近理論)は, (定常時系列に変換することなく)非

定常時系列そのものでの一応の統計解析と解釈を可能なものとした.

Co-integration　を持つ多変量時系列での統計的推測は,主として

co-integrating vectorの推定とc0-mtegrationの有無の検定,あるいは

もっとより一般的にco-integrating rankの値に関する検定から構成され

るが,これらに関する全んどすべての研究成果は,非定常時系列の推測の

漸近的結果を踏まえたものである.例えば, Engle and Granger (1987),

Stock (1987), Stock and Watson (1988)及びPhillips and Ouliaris (1988)

等を見よ.

ところで,非定常時系列のための推測の漸近理論は,定常の場合と異な

り,統一的・画一的なものではなくモデルごとに異なってくるものであり,

モデルが複雑化する(次元や次数が大きくなる)につれて複雑なものとな

りがちである.さらに,一般に, co-integrtionのための検定統計量の漸

近分布等も未知パラメータに依存するものとなり,また,その点を克服し

ょうとすると漸近理論からの轟離が大きくなってしまうという傾向が見ら
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れる. Johansen (1988, 1991)によって確立された　error correctionモデ

ルでのco-integrating rankの値のための尤度比検定とその漸近的性質

は,この様な問題点を克服し,さらに統一性.画一性をも指向するものと

思われる.

定数項(drift)や非確率的トレンドといった確定的な非定常性をもたら

す要素が,統計的推測の観点からも経済的側面からも無視できないもので

あることは,一変量時系列が分析対象となっている場合には, West

(1988), Nelson and Plosser (1982)等によって論じられているが,多変量

時系列においてそれらと　co-integration　との関連については,全んどの

文献では限定的にしか扱われていない.小瀧(1988, 1989)によって指摘

された様に,このケースでのco-integrationの概念は非常に微妙なもの

となり,確率的な意味での非定常性のみを除去する一次結合や確定的な意

味での非定常性のみを取り除く一次結合,あるいは双方を同時に除く一次

結合が存在し得ることになる.

本稿の目的は,第1に,定数項や非確率的トレンドを考慮した場合の

co-integration　の概念を, error correctionモデルを始めとしてEngle

and Granger (1987)において提示されている様々の形態の多変量時系列

の表現で定式化することである.既に述べた様にこれは小瀧(1988, 1989)

において一応の定式化がなされているが,本稿ではいわゆる`2次トレン

ド'をも考慮した,より一般的な観点から小瀧(1988, 1989)の結果を拡

張する.その結果,例えば,小瀧(1989, p.54 (15)式)において得られ

た, error correctionモデルにおける非確率的トレンドの係数ベクトルが,

実はco-integrating vectorによるある種の制約に従っていること等が示

されることになる.次に,体系をco-integrationの関係にある2つのサ

ブ・ベクトルに分割することによって,ある経済変数の外生性を決定する

ための,すなわちある経済変数が外生変数とみなされるか否かを判断する

ための,一つの新たな基準を提案する.また,この基準はGranger

causalityのテストによるものとは全く関連性がないことが指摘される.

しかしながら,ある変数が`内生的'であるかどうかを判断する基準とし
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て用いられた場合,この基準はGranger causalityのテストによるものと

完全に同じ結論をもたらす.

本稿のもう一つの目的は,本稿で得られた,非確率的トレンドを考慮し

たerror correctionタイプのモデルの係数パラメータの推定方式を確立す

ることである.前述のJohansen (1988)では制約つきの最尤推定量が級わ

れたのに対して,本稿では制約なしの最尤推定量を取り上げる.それが最

小2乗推定量であるとも考えられることが指摘され,また,一部の係数パ

ラメータを除いて,他の係数パラメータの推定値に対して,通常の収束速

度での一致性と漸近正規性に基つく標準的漸近理論が適用可能となってい

ることが確立される.また,それら以外の係数パラメータについては,過

常とは異なる率での一致性は示されるけれども,その漸近分布については

正規分布であったりとか未確定であったりで,統一的な結果を得るのは困

難であることが示唆される.さらに尤度比検定統計量との関連性について

も言及する.

2. Co-integrationの概念と多変量時系列体系の表現

次の様なN次元多変量時系列1tを考察しよう.

(1 -L)#- C(L)蔓・t+U (1)

ここでLは. L%-2.ト1となる様なラグ・オペレーターであり, LLはN

次元の定数ベクトル,また,

cO

C(L)-IN+Z,CjD,　Cj-.Nxn, y-i, 2,～,

さらに{&}は平均ゼロ,分散行列としてNxN正定値行列∑を持つ様

な,系列的に独立・同一分布に従う　Ⅳ次元確率変数の系列とする.我々

は, (1)において

00　　CO

xi=ァi-Q< J=0'~1・ ~2, j=。k孟|C*|<oo

を仮定することにする・Jサ-&-Q (J-0, -1, -2, -)という`初期条件'
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は,StockandWatson(1987)においても採用された仮定である・また,

各種推定量の漸近分布の導出のために,」/-(」サ,-,em)′において,sst

(s-l,～,州の何らかの高次(3次以上)モーメントの存在も仮定する・

(1)は,

(1-L)#-C(1)蔓+(1-L)vj+〟

-」>(!)&+(1--L)vt(2)

と書くこともできる.ここでC(l)-7jH-3i"iQ,vt-ち"o{-∑;-7+lCi?}

蔓w.D(D-kcan,&-[i,ァ;]'.(2)は,さらに,

#-C(L)/(1-I.)&+〟!(1-L)

-C(1)&/(1-D+g/d-D一聖t

t

-C(1) -Lej+tii+vj (3)

と書かれる.ここで, C(!)」,一望19がヱtの確率的トレンドとみなされるこ

とになりまた,tEはEtの非確率的トレンドとして考察されることになる・

ところで,定数項が存在しない場合毎-9)のco-integrationは,

Engle and Granger (1987)等多くの文献においてそうなされている様に,

C(l)の階数によって定義される.すなわち, rankC(l)<Nである時,

射まco-integratedであると定義されるのである・この場合には, (3)よ

り明らかな様に, Etにおける非定常性は確率的な意味でのものだけ

(C(!)」,一三1&-)となる・しかしながら,定数項が存在する場合毎≠9)には,

確定的な意味での非定常系列(fe)も存在することになる. Nelson and

Plosser (1982)等,多くの実証研究より明らかな様に,経済時系列モデル

の定式化においては定数項の存在((1)における〟)が考慮される必要が

ある.にもかかわらず, co-integrationは扱っている多くの文献では,定

数項の存在によってco-integrationの定式化がどの様に影響されるかが

明確に論じられなかった.

一方,小瀧(1988, 1989)は, (1)において必ずしも〟-Qでないケー

スにおいて, 刀(1)の階数によるco-integrationの定義を提案した.すな

わち, D(l)の階数をm　と定義することにすると(rankD(l)-m),
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m<Nの時Etはco-integratedであるといわれる.さらに,小瀧(1988,

1989)はこの定義を採用した上で, (1)あるいは(3)から得られるはずの

error correctionモデルの表現が,様々な場合に応じて微妙に異なったも

のになることを示した.また, L!≒Qの場合でも, CO)の階数による定

義もそれなりの意味を持っている(刀(1)の階数による定義の方が自然で

あるけれども-)ことが指摘された.

他方, Engle andYoo (1987)では, 〟≒QではあるがLLがC(l)の列

ベクトルによって牽られる場合,すなわち, 〟-cahとなる様など≒Q

が存在する場合が論じられている.この場合には,常に　rankD(l)

-rankC(l)であり, co-integrationはC(l)の階数によってもD(l)の

階数によっても同等に定義されることになる.しかしながら, Engle and

Yoo(1987)は, 〟-C(1)γの意味については全く言及していない.この様

な定式化をも含めて定数項を考慮した場合,どの様なモデルが定式化でき

るか,またそれはどの様な意味をもっているか,そこからどの様な表現が

誘導できるかについては,本稿4節ないしはこの節の残りの部分において

論じられる.

1≦rankC(l)-n<Nの時, Engle and Granger (1987)はC(L)の余

因子行列adjC(L)と行列式detC(L)に対して

o°

adj C(L)-(l-L)N-　-lA(L), A(L)-IN+ HAjD

く10

det C{L)-(1-L)"-ォd(L), d{L)-l+ ZdjD

となる様なNxN多項式行列A(L)と多項式d(L)が存在することを示

した　A-^JAj　としよう・その時A(L)C(L)-(l-L)d(L)IN及び

AiDiiKl-L)-Aa)t/i+A〟であることを用いて, (3)の両辺に左側か

らA{L)を乗ずると,

A UL)xt-d(L)蔓蝣f+ tA (X)/i +A/i

が得られる.さらに

0
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A(L)-(.l-L)n(L)+A(l)L

CO
A(X)-fiォ'
(Nxr)(rx'mr-N-n,Yl(L)-IN--T.UjD

となる様なnCL),l,αが存在することが示されるので,(4)より

n(L)(i-i)ヱt+βα′ヱ:-!-(!(L)erK#α'〟+Au

が導出される.

151

3.Co-integrateLている多変量時系列における変数の外生

性とGrangercausality

(2)および(3)におけるC(l)の階数をn(すなわち,rankC(l)

-n)そしてN-nをrと定義し,且つ1≦n<Nと仮定する時,

c
(rxN)(N

a‰0,rank

(rxN)α-f(6)

となる様なrXN行列αが存在する.〟-Qのケースにおいて,

α′の各行はcoJntegratingvectorといわれる.Odaki(1989)の

Lemmalより,yuをEfの第i要素(1-1,～,N)とする時,

co-integrateLないn次元多変量時系列となる様な(y*.-,yjj)'

を兄い出すことができる.ここで,Oi,-Jn)はU,2,-,〟)のある部

分集合である.Odaki(1993)のSection4から明らかな様に,この時一

般性を失うことなく,Oi,-Jォ}-{r+1,-,N)としてさしつかえない.

すなわち,r次元ベクトル蔓t,n次元ベクトル蔓tに対し

*=(蔓It・蔓7

と分割される時,蔓tが先ほどのOサAfr-'>ォ)'に対応するものとなる・こ

の時,αの1つの候補として

α′-ur:-F](7)

というタイプのものを構成することができる.ここで,Fは0でない

rxn行列である.

(6)及び(7)は,蔓t-Fzjが定常時系列になっていることを意味している・
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すなわち, (3)の両辺に[I,: -F]を乗ずると,

登蝣t-Fzt- tγ+ yL (8)

が得られる。ここで, ど-Ur:-F]〟及び*-[lr: -Fty.また　B-1

r-Fを満たす様な任意のrXr正則行列Bとrxn行列rに対して, (8)

より

Bxt- T蔓t- tBγ+Bg, (9)

がでてくる.伝統的な計量経済学の教義に従うならば, (8)及び(9)は,そ

れぞれ同時連立方程式モデルの`誘導形'と`構造形'として解釈される

ことになる　B, Tには, (8)に対して(9)が一対一対応する様に, `識別条

件'が経済学的観点から課されることになる.同時に,伝統的な計量経済

学では, 11の`内生変数'としての蔓tと`外生変数' (`政策変数'をは

じめとする-)としての蔓t -の分割も,経済(学)的意味に基いてなされ

る.

しかしながら,本稿で展開されてきた議論の下では, (8)及び(9)におけ

る登tと蔓tは,何ら経済(学)的根拠によることなく, co-integrate Lない

n次元部分体系を兄い出すことによって,機械的・統計的手続きによって

構成されたものであった・すなわち,本稿において,蔓t　という

co-integrate Lていないn次元の部分体系の検出という手続きにより,

経済変数の`外生性'の判定に関する一つの基準が与えられたことになる

のである.

他方1970年代以降, (多変量)時系列分析のわく組みでの,変数の`外

生性'決定のための統計的基準が脚光を浴びることになった. Granger

causalityの概念とその検出法がそれである.その分析は, 1980年代には

いるまでは,統計理論上の制約から,定常時系列や元の系列が非定常であ

っても階差を取ることによって定常系列に変換したものに対してなされて

きたが,単位根やco-integrationの統計的推測の議論も含め,近年の非

定常時系列理論の発展は,元の系列での分析を実用的且つ意味のあるもの
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としてきている.

(4)において,Grangercausalityの概念について考察しよう・#=c貰't・

蛋,)'において,蔓tがGrangercausalityに基ついて外生的と判断される

のは,蔓tから蔓t-の因果関係がない.すなわち,登tが蔓tをGranger

causeしない時である.そのための必要十分条件は,

と分割された時,A21(L)-0であることはよく~知られている・同様に,(5)

において

n(L)-nn(L)

Iki(L)怒IIβr

hαrn
-r[Ir"-F]
とすると,その必要十分条件がn2i(L)-o及びβ2-0であることも容易

に示すことができる.これらの条件は,先ほどのco-integrateLていな

い部分体系の検出による変数の外生性の判定基準とGrangercausalityに

ょるものとは,全く関連していないことを示すものである・

しかしながら,一方rankv4(l)-rankβ-rankβ1-rは,β1F≒0を

意味する.(5)において,蔓tが蔓tをGrangercauseしないための必要十

分条件はn12(L)-o及びβiF-Oであるので,そのことは,蔓tが蔓tを

Grangercauseしている.すなわち,蔓tから蔓t-の因果関係があることを

意味している.そして,それは,蔓tが`内生的'であるということが,

先ほどのco-integrateLていない部分体系の検出による基準によっても

Grangercausalityに基つく基準によっても同等に,定式化されることを

意味するものである.

4.Co-integrationと非確率的トレンドがある場合のWold

表現とerrorcorrection表現

(5)において,rf(L)-l及びn(L)が有限次数,すなわち,n(L)-/tf



219-

-Y^njU,さらに　Pa'炉0ならば,その時(5)は, Engle and Granger

(1987)によって一般化されたerror correctionモデルそのものとなる.

このうち, <f(L)-l並びにn(D　を有限次数とする仮定は,時系列モデ

ルの定式化においてごく普通になされるものである. βα′〟-0の意味に

ついて考察しよう. βα′〟-0はα′〟-0と同値であるが,もし〟-Qでな

ければ,このことはA{Q　とC(L)の定義より, L!がC(l)の列ベクト

ルによって張られる.すなわち, 〟-Clγとなる様なγ≒Qが存在しな

ければならないことを意味する.すなわち, Engle and Yoo (1987)が扱

ったケースがこれに相当する.このケースでは, (1)は

(1-L)ど -C(L)蔓蝣H-C(l)ど

と書かれ,また, (5)は

nCL) (i-L)i*+lα'2トi-d(L) et+γ2

(1)′

し5l'

と書かれることになる.ここで12-A〟-AC(X)ど.

〟が何らの制約に従っていることが事前にわかっていると想定すること

はあまり自然なことではなく,通常腰-C(1)2の様な制約には従ってい

ない(たとえ従っているとしても,そのことは事前にはわからない)とい

う具合に想定されることになる.従って, (1)あるいは(3)の〟が事前に

何らの制約にも従っていない場合のerror correctionモデルは, (5)の様

な非確率的トレンドをも考慮したものが想定されなければならないことに

なる.ところで,この場合, (1)あるいは(3)の〟は何らの制約にも従っ

ていないけれども, (5)の非確率的トレンドの係数ベクトルはある制約に

従っていることに注意する必要がある.すなわち,その係数ベクトルは

,4(1)-βα′　の列ベクトルによって張られている.

(5)において,非確率的トレンドの係数ベクトルが何らの制約にも従っ

ていないケース

n(L) (!-」)#+lα′xt-i-d(L)蔓t+如+γ2 (5)〟
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あるいは

A{L)2t-d(L)蔓t+tll+12 in

を考察しよう.ここで, rl及びZ2はN次元ベクトル. F(L)-CCI)

/d(L)と定義しよう.再びC(L)A(L)-(l-L)d(L)IN及びF(L)tzl

-F(X)tti+角1,ここでF-zJjFj及びFiD^N+L^FjU,を用いて,

(4)〟の両辺に左側からF(L)を乗じると

(トL)gt-C(L)」j+tFa)n+ (Fu+F(l)i2)　　　　　(1)〟

あるいは

ヱt-C(L)メ(1-L)蔓+tFa)n/(1-L) + (Fzl+Fa)i2)/(1-i) (3)〟

が得られる.これは, xtが2次の非確率的トレンドを有する可能性まで

をも考慮したものとなっている.しかしながら, 2次のトレンドの係数ベ

クトルは, F(l)の列ベクトルで張られるという制約に従うことになって

いる. (1)′′あるいは(3)〝において, 2次のトレンドの係数ベクトルが何ら

の制約にも従っていないケース

(X -L)2t-CU.) it+tt3+U

あるいは

%-C(JL)/(i-L)ァH-*i:3/(i-」) +z4!(1-i

(1)′′'

(3)〝'

を考察しよう.ここで,こ3及びと4はN次元ベクトル. (3)〝′の両辺に

A(L)を乗ずることによって,

A(L)zt-d(L)蔓>+tA(L)is/(l-D +ACL)こ4/(1-i)　(4) 〝′

あるいは

n (D (l-L)%+βα'1ト-d(L)蔓t+t2βα'聖1+%+聖　　(5) 〝'
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の様な(何らの制約にも従っていない) N次元定数ベクトル聖1,召2,聖3

の存在を示すことができる.すなわち, (5)〝′は2次トレンドまでをも考

慮した(但し, 2次のトレンドの係数ベクトルは制約つきのものとなって

いるが-) error correctionモデルの様な表現となっている.

以上論じてきた様に, (1), (1)', (1) , (1)〝'の様なWold表現と(5),

(5)', (5)〟, (5)"'の様なerror correctionモデルのタイプの表現とは,

表現をより一般化していく際に,きわめて密接にしかし微妙に関連しあっ

ていき,一方を一般化すれば,他方も一般化されるが同時に,他方の一部

のパラメータが制約されるという事態を引き起こしている. Wold表現に

ついては(1)', (1), (1) , (1)〝'の順に,同様にerrorcorrectionタイプ

のモデルについては(5)′, (5), (5)′′, (5)〝'の順で, 1tのためのより一

般的なモデルとなっている.係数ベクトルの一部が制約づけられているか

否かという問題は,それらの推測に非常に多大の影響を与えることになる.

5.係数パラメータの制約なしの最尤推定と最小2乗推定

(5)〝においてd(L)-l及びn(L)-iN-∑タzlnsU (これは, (4)〝におい

てA(L)-IN-Zj望AUを意味する)を仮定すると

l-1

a#- 2 n舶-i-Pα'xt-i+tli+こ2+」< (10)

が得られる.ここでAヱt-ヱtlEト1・また, do)とJohansen (1988)の分析

の基本となっている表環式(但し,そこではZ1-と2-9が仮定されている)

A-1

A*- z,ryAヱト;+r*ト♪+tn+i2+蔓　　　　　　　(ll)

とは同値である.こ_こでrニーβα'及びry-n,-+r,j-i, -,p-l.今,

包1, -・2t)が観測値として与えられた時, (ll)におけるパラメータ(ri,

-,Fp-i, r, 」1)の推測について考察しよう. r--βα'という制約を考慮

しない時,これらのパラメータは最小2乗法によって推定できる.

T-T-pとし,さらに
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ユV/　　　　~ユi"/ I

(fxM　　(Tx (P-DN)

(fxli],慧」-

(T堅z-y-i,y.If

(Tx(iW+l))

V-LY,壬デ,与],　　W-[y-U王宮,与],　Q-

(fx ((A-1)N+2})  (Tx CAH-2))　　　(OV+2) ×N)

V- r (p-i) r′㊥ -1)-

({(p-DN+2}×AO　({pN+UxAO　　　((p-DNxN)

と置くと, (ll)は,

y-YT (p-D+WQ+e

あるいは

y-y-lIl′ + I/也+E

.tiるいは

y=与h +ZW+」

(12)

(12)′

(12) ′'

と書ける・ r′(p-i), r′, t1の最小2乗推定量をそれぞれf'(p-1),

r′,£;とすると,

I;′抄+1)-〔Y Uf-W(W VIO^WIY}~11

〔Y Ut-W(W W)-lW ly〕 (13)
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f′ -(y^uT- V(V'V)~lV'ly-1十1・

(y^UT- V(V'V)一蝣iy ]y〕

14

至1　　　　　　　〕 -KL'lIT-Z(Z'Z)-lZ'-]y-) (15)

であることが容易に示される.また,これらの最小2乗推定量は,蔓fの正

規性が仮定された時,制約なしの最尤推定量になっていることも明らかで

ある.

T-nn i

CAM-2) × (N+2)

{PN+1} × {PN+1}

1

T%l-DJV+1; Q

_3

0'　: f2

{ip-1)N+2} ×{(p-DN+2}

T~1In i　　　　　0

Ⅳ×Ⅳ

とすると, DiWWDi, LhWY, DzV'VDz, D2V'y-iD4, D3Z'ZD3, D3

Z'LT-1のいかなる要素も　0,(1`)であることが, Odaki (1993)の

Theorem 2　の証明で用いられた方法と同様にして示すことができる.そ

の時, (12) (12)′ (12)〟の関係式を用いて

1 .

二柁{r (j>-i)-r (p-1)}-〔T-iy Y-T-^Y'WDiiDxW WDx)
1　　　1

-WiWY}-l. 〔T'zY's-T~豆Y'WDl

(ZW WDi) ~WiW'e〕　　　(16)

D完蝣{r-r};=〔Par^-iPi-Dv^VIhahVVD2主W'y-tDt〕

Tl・〔Ay'e-Ay'vd2(d2vvd2)-1d2ve
~1~1〕(17)
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3T2(fry¥〔T-3L'L-T-1蝣T-WZD3(D3Z'ZD3)"W'与Tl1〕

1
11・〔T-V2L'e-T~豆7-i与'ZDsiDsZ'ZDz)-WzZ'e〕

(18)

が成立することが示される.それ故,f'(p-1)及び臣こついては

1T5{T'(p-1)-T'(p-1)}-〔7Liyy]-i〔T-云Y'8〕+Op(T2)(19)

71{f-jr'}=〔T13与,打1〔tll'e-)+Op(T一芸(20)

であることも示されるe-Cgi,-,eNl,r抄-1)-[碧1O,-1),w

O・-1)],r′(P-1)-Lγ1(クー1),-IyN紗-1)]及び2(fl-[4^,

Av;+1]'とすると,(19)は

11
乃{&・(*-1トサ(*-!)}-〔T-^YTtつ~1〔T-V2Y'ej〕+op{r豆)21)

,y-i,～,Nを意味する.∑の第j対角要素をa,7とし,E^t)2'(t)

1
-S(p-1)とすると,(21)よりT2{yj(p-1)-ij{p-1)}が漸近的に平均

9,分散ajjRip-1)の正規分布に従うことが確立されることになる.また,

3(20)はtm*;-?;}が漸近的に平均9,分散3∑の正規分布に従うこと

を意味している.

一方,小瀧(1989)の中で用いられた議論によりDY{T'-T'}の各

列ベクトルが退化しないある確率分布に収束することを見てとることがで

きる.この論文の(17)で与えられるBTは,本稿の(15)で与えられたF

ときわめて密接にかかわっているものであること,それ故,-1D~4

(f′-r′)の確率分布を定式化することは,漸近的にも非常に困難なもの

であることが記されなければならない.

D^Hr-r}の漸近的性質を調査しようとする時,その要素そのもの

よりもそれらの固有値の方が扱いやすくなっていることは,Johansen

(1988),小瀧(1989)の議論より明らかである.f'及びr'の固有値をL.,

k,*-1,日,Nと記すことにし,さらに,|Ail≧¥k¥≧-≧IAjvI及びIAl
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l≧|A2|≧-≧M　の様に,絶対値の順位がつけられているものとしよう・

その時,小瀧(1989)の中でなされた議論を用いて,

*-1, 1-1, -,r

<1, t-r+l, -,N

Ai-ん-Op(7し1), *-1, -, r
l

Xi-ki-Op{T一云), t-r+l, -, N

であることが示される.

ところで,蔓tの正規性が仮定された時の包　">It)の尤度関数をL

とすると

.〟

Ll2/r-det(Soo) n (l-A,)
!-1

(22)

ここでSoo-y'Ut-V(VV)-Wly/T.さらに　r--βα′　という制約を

考慮した下での尤度関数をL(T--βαノ)とすると

r

L(r- -/?a') -2/T--det(Soo) n (l-A,-)
・31

(23)

であることが　Tohansen (1988)の議論を用いて示される.その時,

r--βα'という帰無仮説をテストするための尤度比検定統計量-21n

(Q)は,

-21n(.Q) -21nL/L(T- -βαつ

Ⅳ

--T　∑ lfia-*)
i-r+l

(24)

となり, Johansen (1988)のTheorem 3の(18)式で与えられる様な漸近

分布に従うことが示される.

6.　ま　　と　　め

本稿では, co-integrationの概念に関する様々な計量経済学上の問題と

統計的推測が,非確率的なトレンドの存在ということに重点を置きつつ論

じられてきた. 4節において考察された様に,非確率的トレンドの存在は,

レベルの変数の多変量時系列のerror co汀ectionモデル-の変換に際し
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て,細心の注意が必要であることを意味する.すなわち,errorcorrec-

tionモデルでのトレンドの係数ベクトルは,A(l)の列ベクトルによって

張られるものになっていることが示される.さらに,そのトレンドの係数

ベクトルがその様な制約に必らずLも従わず,RN空間(N次元実ベクト

ル空間)の任意のベクトルであり得るならば,gtは非確率的なトレンド

として,`1次トレンド'だけでなく`2次トレンド'も含んでいるかも

しれないことが指摘された.非確率的トレンドについて,`1次トレンド'

だけでなく,2次やもっと高次のものまで含めてある種のスプライン関数

的なものを想定しようとするのは,きわめて自然なことと思われる.

3節において提示された変数の外生性を判定するための基準は,績局の

ところ,多変量時系列体系におけるcommontrendsに相当するものを外

生変数とみなそうとするものである.その場合,commontrendsに相当

する部分が,それ以外の部分をGrangercauseしていることは容易に示

されたが,そのことは,この基準とGrangercausalityの検定による変数

の`内生性'の判定基準が同じ結論をもたらすことを意味するものであっ

SI

本稿の5節で扱われた推定方式は,2節で提示されたerrorcorrection

モデルでの,何らの制約をも考慮しない最尤推定に基づくものであった.

これは,そもそも定数項やトレンドが考慮されないケースでめJohansen

(1988)の,rニーPα'という制約の下での最尤推定量とは異なったものと

なっている.A(l)-βα′及びγ≦Ⅳ-1という制約を課さない下での係数

パラメータの最尤推定量は,最小2乗推定量そのものであること,また,

一部の係数パラメータを除いて,かなりの部分の係数パラメータの推定量

には,通常の収束速度(T-1/2)での一致性と漸近的正規性という標準的

漸近理論が適用し得ることが確立された.それ以外の係数パラメータにつ

いては,トレンドの係数ベクトル倉1はT~3/2という収束速度を持つが漸

近的に正規分布することが示されたし,また,fについては,その固有

値の漸近的性質を考察することによって,尤度比検定統計量やTohansen

(1988)のtheoren3の(18)式との関連性が指摘された.
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以上論じてきた様に,本稿の中で論じ且つ確立された結果は,統計理論

の上でもまた実用面でも多くの意味づけを与えるものと思われる.
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