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反転不能な移動平均過程に

おける推定の問題について

小　　瀧　　光　　博

1.　は　し　が　き

本稿では,真の係数が1あるいは- 1である様な1階の移動平均過程の

係数の推定とそれに関連した統計的諸問題が扱われる.従来,移動平均過

程の統計的解析,特にその係数パラメータの推定は,その特性方程式の根

の絶対値が1よりも大になる様なケースにのみ限定されていた.すなわち,

1階の移動平均過程を例にとると,その係数の絶対値が1よりも小になる

様なケースである.その様な移動平均過程は反転可能といわれ, "意味の

ある''無限次数の自己回帰表現を得ることが可能となる.パラメータの推

定量としては,通常最尤推定量が用いられるが,その統計的性質について

は,適当な仮定の下で,漸近的正規性に基いた標準的結果が成立する.一

方,特性方程式の根の1つが絶対値にといて1に等しくなっている様な

ケースの移動平均過程(その次数が1の時には,その係数が1あるいは-

1となる様なもの)は,反転不能といわれ,そこから得られる自己回帰表

現は"収束"するものとはならない. Plosser and Schwert (1977)等にお

いても指摘されている様に,この様な反転不能な移動平均過程は,主とし

て時系列解析における過度の"差分操作(overdifferencing)"によって生

じてくる場合が多い.多くの時系列,とりわけマクロ経済時系列について

は,その生のデータ系列は非定常的なものとなっている. Box-Jenkins

流のアプローチにおいては,元の系列を何回か差分することによって定常
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時系列に変換することができると想定される.ところが,この差分操作が

"過度"になされた時,変換された系列は定常ではあるが反転不能なもの

となってしまうのである.

ところで,反転不能な移動平均過程における統計的解析上の問題点は,

単に"有意味な"無限次数の自己回帰表現が得られないということだけで

はなく,そのことによって係数パラメータの推定が非常に困難なものとな

っているということにもある.反転不能な場合にも係数パラメータの推定

量としては,通常最尤推定量が考えられるが,後で詳細に論じられる様に,

その尤度関数は係数パラメータの真の値(1階の反転不能移動平均過程の

場合, 1ないしは-1)の近傍で非常に"たちの悪い"不連続的な関数と

なっている.また,移動平均過程においてはパラメータの識別条件が考慮

されなければならず,そのためパラメータ空間がある閉空間(1階の移動

平均過程の場合, [-1, 1]区間)に制限されることになり,さらにそ

のことはパラメータの真の値がパラメータ空間の境界上に存在することを

意味する.これらのことによって,反転不能な移動平均過程における最尤

推定量の漸近的性質を評価することは,きわめて厄介なものとなっている

のである.それ故,反転不能な移動平均過程における係数パラメータの最

尤推定量の漸近的性質については,まだごく一部しか確立されておらず,

過去の研究においてもすべて1階の移動平均過程での分析に限定されてい

る.この論文においても1階の過程が取り上げられることになるが,恐ら

く過程の次数が高くなっていくにつれて漸近的性質は複雑な様相を示して

くるものと思われる.反転可能な場合の様な統一的な結果は得られないで

あろうと思われる.

この分野における過去の研究結果について触れておくと, Davidson

(1981), Plosser and Schwert (1977)といった人達は,反転不能な1階の

移動平均過程における係数の最尤推定量には,漸近的正規性に基いた,過

常の標準的漸近理論は適用できないことを示した.さらに, Sargan and

Bhargava (1983), Anderson and Takemura (1986), Tanaka and Sachell

(1989)といった人達によって,最尤推定量の漸近的性質がかなり明瞭に
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なってきた.まず,係数の真の値が1あるいは-1である時には,その尤

度関数において,反転可能なケースでは"無視"できた項が無視し得ない

ことが指摘される.これらの項の中には"初期値"の効果を示す項も含ま

れることも示される.そうして,これらの項を無視するか否かによって3

つのタイプの(最尤)推定量が提示される.これらの人達の論文において,

これら3つのタイプの推定量の真値-の収束の速度が通常よりも著しく速

くなっていることが非統一的に示されたが,それらの漸近分布を評価する

ことはできなかった.また,なぜこういった結果が得られるのか,あるい

は得られなかったのかということについての説明も十分になされなかった.

本稿の主たる目的は,過去の論文において得られた,反転不能な1階の

移動平均過程の最尤推定量についての漸近的結果を,過去の論文のそれと

は異なるアプローチによって導出し,且つ前述の3つのタイプの推定量を

統一的に分析することである.既に述べた最尤推定量の漸近的性質の評価

を難しいものとしている2つの要因を詳細に吟味することによって,なぜ

最尤推定量の真の値-の収束の速度が通常よりも速いのか,また,なぜ最

尤推定量の漸近分布を評価するのが困難なものとなっているのかが明らか

にされる.特に,尤度関数がパラメータの真値の近傍で非常に"たちの悪

い"不連続的なものになっている点を解明するた桝こ,過去の諸文献にお

いては明瞭に述べられてこなかった, (1階の)移動平均過程における最

適線形予測と反転可能性との関連が分析される.最適線形予測量を構成す

る表現と反転によってもたらされる自己回帰表現とを比較考察することに

よって,反転可能性と尤度関数の性質との関連性が論じられる. 3つのタ

イプの推定量を導出するための尤度方程式の漸近的性質についても,本稿

において強調される事項である.尤度方程式はパラメータの複雑な非線形

関数となっているが,一般に,線形近似し, 3次以降の項を無視すること

によって最尤推定量が一義的に求められ,且つその分布が評価できる.こ

のことは,反転可能な移動平均過程をはじめとする多くの標準的漸近く理

論が成立する様な時系列に対して,漸近的に可能となる.しかしながら,

反転不能な移動平均過程においては,その尤度方程式は漸近的にもパラ
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メータに対して高度に複雑な非線形関数となっており,従ってそこから一

義的な解を得てその分布を評価することはきわめて困難であることが指摘

される.

この論文のもう一つの目的は,その漸近分布が反転不能であっても正規

分布になる様な,最尤推定量以外の推定量を得ることである.そのことは,

パラメータ空間の制限を取り除くことによって,また,定数項部分が相対

的に大きくなる様な,尤度関数とは別の評価関数を構築することによって

達成されることが示される.

2. 1階の移動平均過程とパラメータの識別条件

-パラメータ空間の制限より生ずる問題をめぐって

1階の移動平均過程

y戸Et-a.」t-i ; et-i.i.d.(0, a2)　　　　　　　　　　　　　(1)

を考察しよう.ここでst-U.d.(O, a2)は, etが平均0,分散02の独立

同一分布に従うことを意味する. (1)から,次の様なもうーっ別の(1階

の)移動平均過程が得られる・.すなわち

vt-et-a-1e・-i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2)

ここでet-et- (I-a~2)ォ」,-l-(l-ォー2)∑k=。u7-*£t-2-k-また, (2)が移動

平均過程になっていること,すなわち, etが平均0,分散a2a2且つ系列

的に無相関であることは,容易に確かめられる.すなわち

Eee-ll+ {トa-2)2a2+ {l-a~2)2(l-ォー2)-1](72

-a-a-

Eefit-j- ¥_- (l-a-2)a->+2+ (l-a-z)2a-'+2+ (l-a-2)2a-i+ -]02
cO

-[- (1-0~2)fl-'+2+ (l-o~2)2fl-;+2 ∑　"la2
m-0

-[- (l-ォー2ォー'+2+ (l-a-2)a-]+2W

-0, 1-1,2, 3,

(1)におけるaについて, ¥a¥≠1である時(1)によって生成されるyf

は反転可能といわれ. (1)と(2)はytの異なる2つの移動平均過程となる.

また　　a　-1である時yiは反転不能といわれ, (1)と(2)は同一の表



Hi]

現となる. (1)において　a　>1である時, (2)はその係数の絶対値が1

より小となる様な1階の移動平均過程を表わすものとなっている.すなわ

ち, (1)に対して(2)の表現が常に可能てあるということは, ytが1階の

移動平均過程によんて生成されるものである時,常にlαl ≦1である様

なものが存在することを意味する. ytの自己相関係数が

小二、'. . /:v
-a　　-d/a)

1+α2 1+(1/α)2

Eyfft-j/Ey,-O, j-2, 3, -

であることより, (1)と(2)は観測的に同等(observationally equivalent)

といわれる.すなわち, 1階の移動平均過程には反転可能である場合,戟

測的に同等の2つの異なるものが存在する.

観測的に同等な確率過程の存在は, (1)におけるパラメータ(α, α2)の

識別の問題が考察される必要があることを示唆する.しかしながら, (2)

の存在は必らずLも直ちに(α, α2)が識別されないことを意味するわけで

はない.注意しなければならないことは,パラメータ(α,α2)の識別か問

題になってくるのは£t'が正規分布する(その時, efも正規分布すること

になり,従って独立同一分布に従うことになる)場合の尤度関数に対して

であって, etが正規分布しない場合には, etの3次以上のモーメント次

第で, (α, ♂2)は尤度関数に関して識別されるかもしれないし,また,た

とえefが正規分布したとしても, (α, ♂2)を識別する様な尤度関数以外の

評価関数が存在し得るかもしれないのである.実際,本稿においても5節

で,その様な評価関数を提示する.

最尤推定を考察するためにefが正規分布に従うものと仮定すると, (α,

♂2)は尤度関数に関して識別されないことになる.そのことは, (1)と(2)

の異なるパラメータ((a,a2)と(a~Iォ%2))に対して同一の自己共分散

ないしは自己相関係数が対応していることより明白である. (1)か(2)の一

方において係数パラメータは絶対値において1を越えないので, (α, α2)

が識別可能となる様に, aのとり得る領域,すなわちaのパラメータ空

間をi?1 (1次元実数空間)から[-1, 1]区間に制限する.この制限



- 80 -　反転不能な移動平均過程における推定の問題について

によって(α, α2)は識別可能となるけれども,同時にこの制限は反転不能

な場合の移動平均仮定の最尤推定に一つの困難性をもたらすことになる.

すなわち,この場合係数パラメータの真の値(1あるいは11)がパラメー

タ空間の境界上にあることになるのである.このことは,例えばαのあ

る関数〟(α)を閉区間[-1, 1]上で最小にする問題を考えた時,

α-1で〟(α)が極小になるためには

慧

かあるいは

7.1/

tla

-0,慧>O

a=¥

m

o

のいずれか一方が成立すればよいということに端的に示されよう.

-M{a)が何らかの尤度関数である時,最尤推定の標準理論に従えば

Mia)を最小にする様なaをd*と表わし,パラメータaの真の値aoが

パラメータ空間の内点であるならば,適当な仮定の下で尤度方程式

慧1 -0　　　　　　　　　　(5)
より

vT(fl*-fflo)-[f慧　n-′JTT慧l　+0,(1′VT)(6)

が得られる.ここでTはデータ数を表わす. x≦yとなる任意の実数x,y

に対して, (6)は

Iim P[flo+*/VT≦d* ≦ ao+y/^T]
HSE-

- limP
T-)の [x≦〔1′T慧a=a。〕11〔-1/VT慧a=a。〕≦　(7)

とも書ける.ここでPD4]は事象Aが起きる確率を表わす.ところで,

もしαのとり得る領域が(α≦αo)に制限されるならば,制限されたパラ

メータ空間ta≦ao)の上でM(a)を最小にする様なaをd**と表わす時,

lim P[ffl** -ォo]
T->oo
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-禦[l/VT慧<o]+ii-Pri/Vr

a=aaJr-サ。。L雷-0,

毒慧>・]
(8)

が成立することが, (3) (4)を考慮することにより直ちに示される.関係

式(8)は, Tjのの時のみならず任意の　Tに対して成立するものである

ことに注意せよ.一方,ォ<ォoなる任意のGに対しては

IimP[ォ**-虎]
T-)の

・["-,,r=dM
-li-Pl/VT
T-Lda-0,

a=n妄慧>o]が成立しなければならないことにより,注意のZ>0に対して

IimP[ォ0-z/VT≦d**≦ao]
T⇒.カ

-hmP
T　>ォ

(9)

[-Z≦〔1′T慧a=a<)〕>'′rT慧fl=fl。〕≦ (10)

であることが示される. αOがパラメータ空間の内点であるケースでは,

1点確率は測度ゼロであることより, a*がaoに等しくなる確率は(小標

本においても大標本においても)ゼロとなる.しかしながら,明らかに

(1/lT慧　<Oが起きる確率は測度ゼロではなく,そのことはαO

がパラメータ空間の境界上にあるケースでは, a**がaoである確率,す

なわち〟(α)がαOで極小となる確率もゼロではないことを意味する((8)

を見よ).従ってaoがパラメータ空間の境界上にあるケースでは, a**が

αOに等しくなる確率,とりわけその極限値を評価することが1つの目標

となるであろう.但し(10)は,ォ**の漸近分布が,適当な仮定の下でd*

のそれ((7)で与えられる)と同様に評価できるであろうことを示唆して

いる.

反転不能な1階の移動平均過程(1)の最尤推定の問題に戻って, -〟(α)

はgfの正規性が仮定された時の尤度関数としよう.また,パラメータ　α

のとり得る領域は識別条件が課された結果, [-1, 1]に制限されてい

るものとする. (1)と(2)がytについて同一の分散・自己共分散を生み出
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すことより,

M(a)-M(l/a)

であることが直ちに示される.(ll)は

慧a=l-0,あるいはdM

da-0

(ll

(12

を意味する. (12)はyfが反転可能である場合(aの真の値aoがIao

L <1である場合)においても成立する.このことは, @tが反転可能で

あろうがなかろうが) α-1あるいはαニー1で〟(α)の1階の徴係数が

常に0となっていることを意味する. (12)を考慮すると　　ォ0　-1であ

る時(8)は

Iim P[fl** -ォo]
T-)∝l

- limP
r⇒ co [妄慧　>・] 13

と書きかえられるであろう.

以上考察してきた様に,反転不能な移動平均過程の最尤推定問題は,移

動平均過程に伴う識別性の問題やパラメータ空間の制限とパラメータの真

値がパラメータ空間の境界上にくることによって,著しく"標準理論''を

逸脱したものになっている.

3.最適線形予測量と反転可能性-尤度関数に与える影響

(1)によって生成されるyf kついて, n次の自己回帰モデルに適合させ

てみよう. (1)より直ちに

yt+ayトi+a2yt-2+ - +anyt-n

-Et-an+1Et-n-1　　　　　　　　　　　　　　　　　　(14)

が得られる. ytが反転可能である時,すなわち　aI <1である時, (14)

においてn⇒吋　とすると

yt+ayt-i+a2yト2+ - -st　　　　　　　　　　　　　　(15)

となる. (15)はyiについての無限次数の自己回帰表現であり, (15)が(1)

からもたらされるということが"反転"という名称の由来になっている.
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すなわち, I.月≦1なる任意の複素数人に対して

(¥-aX)-l-l+aX+a2Xi+-

一方, ytが反転不能である時,例えばa-1である時(14)は

yt+yトi+yt-2+一一- +yトk-」ォーeトB-1　　　　　　　　　　(16)

(16)においてn⇒吋としても£t-n-1の項は決して消えない.すなわち,

(1)においてα-1である時, "意味''のある無限次数の自己回帰表現は

得られない.

ところで,時系列が無限次数の(有限次数でもかまわないが・-)自己回

帰過程によって表現できるという性質が何故"望まれる"ものとみなされ

るのかというと,それが線形で表わされるものの中で"最良"な予測量に

対応するものになっているからである. lのく1の時, (15)において

Riyt l yト1, yト2,・・・)--(ayt-1+a2yt-2+-　　　　　　　(17)

は,抄トi,yt-2,・・・)を用いてのyiの最適線形予測量となっている.最適

線形予測量は(yt-i,yt-2,・・蝣)の任意の線形結合blyトi+b2yt-2+-　につ

いて, ytとの平均2乗誤差

E抄t- (biyt-1+b2yト2+-サ2

を最小にする様なものであるが,ある線形結合b-iyt-i+bぴト2+-が最適

線形予測量となっているための必要十分条件は

E{[yt- (by.汁.+!>&.ト2+-)〕¥y,-j}-0, ;-l, 2, -　　　(18)

で与えられる. h--a, b2--a2,　の時, yt-(&iv<-i+%<-2+-0-st

であるので, (.17)で与えられるR(yt¥yトi, yt-2, -)が抄t-u yト2, -)

を用いてのytの最適線形予測量となっていることは明らかである.

しかしながら,反転不能のケースにおいて"意味''のある無限数の自己

回帰表現が得られないことが,反転不能のケースで@ト1,yト2, -)を用

いてのytの最適線形予測量が兄い出せないことを意味するものではない.

次の命題では反転可能性があるか否かにかかわらず, ㊥トi. yt-2,～, yトn)

を用いてのytの最適線形予測量の表現が与えられる.

命題1. (1)によって生成されるytに対して, bトi,yt-2, -・yトn)を用い
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てのytの最適線形予測量をPレtlyト1,yト2, -,yt-n)と書くことにする

と

p(yt ¥ yト1, yト2, -, yト形)--S吉H(a+a3+- +a2n-1)yト1

+ (,a2+ai+- +a2サー2)yt-2+ - + (ak+l+-+a2n-k-¥)yトk-1

+-+ (aサー1+an+1)yトn+i+anyト形) (19

及び

yt-p(yt ly-1, y-2,～, y-n)-et-bvxa　　　--<} (20)

であることが示される.但しbn-l+a2+---+a2n.

この命題は,関係式(20)を用いて;-i, 2,　　について(18)が成立する

ことを示すことによって,また, (19)のyト声こEt-j-OBt-j-1を代入して

(20)を導出することによって容易に証明できる.

R(yt ¥ yト1, yト2, -, yt-n)--(ayt-i+a2yト2+-+a"yt-n) (21)

と置くと

E抄>-R(yt I yトi. yt-2, -, v(_K)}2-cT2(l+a2(サ+i)) >

E{yt-P(yt I yt-u yt-z, -, yt-nW　　　　　　　　　　　(22)

ここで(22)における不等号は, E{(yt-R(yt lyt-u yt-2,～, yト形)〕yトn)

-E(〔et-an+1Et-n-i〕|y,-,}-flォ+2(ja≠0　であることより　R(yt yトi, yt-2,

・・・, yトn)が最適線形予測量でないことからでてくる. fi-lの時, (19)

(20)はそれぞれ

p(yt I yt-i, yt-2, -, yt-n)--{{孟)yt-i+[芝宗)y-2+-

・(孟¥yt-n+l+I孟)y- (23)

yt-p…-i, yt-2,～, y-サ)-」<-I孟　　　(24)

と書かれる. nが充分大である時, (24)式右辺第2項は0,(1/、伝)であ

るので, n⇒co　とすることによってa-1の場合においてもP(yt yト1,
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yt-2, -)あるいはyt-P@t lyト1,yト2, -)に関する表現がもたらされる

ことになる.ところで

Ebt-Pb yt-i, yt-z, -, yt-n)}2

・72[l+(l-a2)(l-a2(n+1)上Ia2(n+D]- I a ] <1の時

<72 1+1
1

謡「)]　　　　-α-1の時

(25)

は, lal <1の場合にはyt-P(ytIyt-uyト2, -,yト柁)は(そしてyf-R

(yt yトi.yt-2, -,yt-n)も) ai2(K+l)という幾何級数的なスピードでet-yt

-P(ytIyt-i, yト2, -)に収束していくのに対して, a-l　の場合には

(1/n+1)という非常に遅いスピードで収束していくことを示す.同様な

ことはyt-nの係数についても成り立つ.また　　aI <1の時にはnが

大の時, yt-P(ytlyトi. yt-2, -・, yト打)とyt-Riytlyt-i, y卜　・. yt-n)

との差は全んどないのに対して, a-lの時にはnが大であっても明瞭な

差が存在する.

ところで,充分大きなnに対してaが1の近傍にある時,それがどの

程度1の近くにあるかで(19)や(21)の右辺の表現式の係数,とりわけ

yt-nの係数は著しく異なってくる.すなわち, aが1に近づくにつれて,

(19)や(21)の表現は著しく変化していく.例えば, n⇒cDの時Pn⇒coと

なる様な正数列{P.}　に対してa^l-C/P.とした時, anがどの様に変

化するか考察してみよう.但しCは適当な正数とする.任意の実数A>0

に対して

Iim [l-CM]MA- (l/ec)X　　　　　　　　　　　　　　　　(26)
9SE2

であることを考慮して, Pn±nkサで,乃→coの時AJl→o且つnX i→co

となるくらいPnが"大きくない"時,

[1-C/PJ"± 〔Ll-C/Pnf"f"　　　　　　　　　　(27)

であることより, anは0に収束する.つまり,この場合の(19)及び(20)

(そして(21))は,反転可能な場合(αが明らかに1から離れている場合)

と同じ動きをする.しかしながら,任意の実数A>0　に対して(例えば

A一l-1/4, 1!2, 1, 2, 4　とか) Pn±nX-　である時, (26)によってanは

ai<?yに収束する. (1/ecyは1と0の間にある実数であり, A-1が大き
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くなるにつれて,すなわちPnが大きくなるにつれて大きくなっていく.

また, Pn±nk-1で, n→心の時　-1→coとなるくらいPnが"大きい"

時, (26)及び(27)より　anは1に収束する.また,この場合には

[1-C/PJ -〔Ll-C/Pnf"Y"霊)≧〔[1-c/pnf"f; k-i, 2,～, n

であることより,すべての,-1 ?～,nについてakが1に収束するこ

とが示される.そして,そのことは, n⇒叫　の時,この様なaに対して

は(19)や(20)は, (23)や(24)に収束していくことを意味する.しかしなが

ら,例えばfl-l-C/サである場合にはn⇒印　としても, (19)や(20)は(23)

(24)には収束していかない.以上の様に, anの収束値はPn　をどう与え

るか次第で著しく異なったものとなっているが,このことは(19)や(20)の

表現をαの関数とみなした時,それはα-1の近傍で不連続な"たちの

悪い"関数となっていることを意味する.

etの正規性を仮定し,レ1,^2,～,yr)が観測値として与えられる時の尤

度関数について考察してみよう. f抄t)はytの周辺分布を表わす確率密度

関数とし, fiyt¥yt-i, -,ydはOv-i, -,yi)が与えられた時のyfの条

件付分布を表わす確率密度関数とすると(yi,y%一,yr)の対数尤度関数

srui, aご1は.

T

grift, <T2)-log/抄1)+ ∑log/to yト1, -, yi)
(-2

と表わされる.また, etの正規性は

(28

log/cvi)--‡log2万-÷lOg(T2(l+ォ2)寸aHl+a2)}-^ (29)

log/ov ¥ yt-u一, *) --÷log2万410g〔E{y,-P(yt | y,-1.蝣・蝣,州2〕

寸:E{yt-P(yt | yト1,～, yi)}2〕I.

(yt-Pb ¥yt-u -, yi)〕2, t-2,　T (30)

をもたらす.ここでP(ytly.ト　;yi)は(19)において定義されたO,ト1,

;yi)を用いてのytの最適線形予測量である. (28) (30)は, (対数)尤
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度関数gT(a, a2)がP抄tlyト1, -, vi), t-2, -, Tの連続関数であるこ

とを意味する.よって,上で論じてきたことよりgr(a,az)はa-1の近

傍で不連続な"たちの悪い"関数となっていることが示される.

ところで, Tanaka and Sachell (1989)をはじめとして,反転不能移動

平均過程の推定を扱っている文献においては,しばしばeiについての初

期条件e0-0が課された場合の分析についても触れられている.その場

令, (1)によって生成されるytはt≧1についてのみ定義されることにな

る.非定常時系列の場合と異なって,反転不能移動平均過程において　80

-0　を仮定することの意味はあまり明瞭ではないが, 」0-0が仮定される

時(n-t-1とした時の) (14)からもわかる様に　　aI <1の場合と異

なり　a-1の場合には"初期値の効果　a'Eoは無視できないものとなって

いる.よく知られている様に,反転可能移動平均仮定の最尤推定では, £0

-0が仮定される場合とされない場合とでは漸近的には差異がない.しか

しながら,反転不能の場合, 」0-0　の仮定の有無は最尤推定に実質的な影

響を与えるものと思われる.£0-0が仮定されると, αの値にかかわらず,

f≧1に対して

yt+ayt-i+cfiy卜2-¥　　¥-a'-1yi -et　　　　　　　　　　　　(31)

が成立しているのでいわゆる反転可能性の問題は生じなくなる.この場合

P@tlyト1,～, yi)--(ayt-1+-+al-1yl), t-2,～, T　(32)

と解釈される.しかしながら, P(yt yト　;yi)をaの関数とみる時P

(yT¥yT_　;yi)は, T-H>ooである時a-1の近傍で不連続的な"たち

の悪い"関数になっていることは,初期条件が仮定されていない場合と同

様である.

以上考察してきた尤度関数の不連続性や"たちの悪さ"は,尤度関数の

1階の徴係数が(7)での様にrTで標準化されないかもしれないことを,

従って最尤推定量のパラメータ真値-の収束の測度が1!JTTでないかも

しれないことを,また,尤度方程式の解が漸近的にも複数個存在する可能

性をも示唆する.
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4.評価関数の諸特性と各種最尤推定量の導出

(1)において観測値m,yz,～,yr)が与えられた時,(1)は

2(T)-A蔓(7つ+如(33)

と表わされる.ここでy(T)-㊥¥,y%-,yr)′,蛋(T)-(」i,」2>・・蝣,eT)'及

びを-(-ォ,0,～,0)'はTxlベクトル,またA-{aij}はaサ-l,αi+1,i

--aそしてその他のi,再こついてαサ-oとなる様なTxT行列となっ

ている.etが正規分布する場合の(yi,y2,-,yr)の対数尤度関数gr(a,

α2)は,(33)より

gT(a,cr2)--2-!0g2花T
-2loga2-‡log¥AA'一針

一品w iAA'+wi-wn

と表わされることになる.また,関係

[AA′ +をを′二「i- {A¥_I-A-lを(-Db'A'-^Al )-1

-A'-m-A-1をを′Aト1/(1+b'A' lA-^b))A-1

及び
T

l+を′A'-^A-1を- ∑a2j-　AA'+ををつ
;-0

を用いて

l(T)′ [AA'+をを'二「12(T)

-v(T) 'A'-1A-1y(T) -v(T)'(-1)A'^A-1をを′Aト1A~1

・-1),(T)/( E^

が得られる.さらに

A-^-

1

v^^^^^^^B ^^^^^^^^^^^^^^Etj

a-

aT~　rr蝣*　^ /7蝣サー*J　-　a 1

(34)

(35



89-

b'A'-1A-H-1)-(a-
La*,ォ2Vォ2->,-,fl^1!^,aT)

;=。/を用いて
x(T)'[AA'+をb′]-MT)

T-l,t¥2?I-TIT-*¥¥2I/T¥
-2[yt+1+I<Pyt+1-A+y2-Ea'Ia^yt)1/」ォ%"(36)

であることが示される.(1)の係数パラメータaの真値をaoとする時,

AndersonandTakemura(1986)に従って,αOを推定するための2つの

評価関数Mx{a)及びM2(ォ)を紹介する.

T-1,
Mi(ォ)-E[y汁i+Z^+i-y)JT+ylJT-〔T,T-tx

t=¥v=。/〕2

Tiv-o /

M2(a) -Ml(a) ¥ i. a2i¥l

(37)

(38)

ここで, M2(a)は実は尤度関数に対応するものとなって奉り,マイナス

の対数尤度関数-gAa, a2)に62の最尤推定量<72-i(7y [A4′ +をを′]-1

2(T)ITをq2の代わりに代入して, aに依存しない定数項部分を無視し

たものがIogM2(a)となっている・それ故, aのパラメータ空間上1,

1]において, gT(a, a2)を最大にする様なaとM2(a)を最小にするa

とは同値なものであり, M2(a)を最小にするaを&MLと記すことにすれ

ばそれはaoの最尤推定量ということになる.一方,.Mi(a)はM2(a)か

ら　AA'+bb' /T-lyT　!T部分を取り除いたものに相当する・ Ml

(a)を最小にするaをdLSと記すことにすれば, (36)から明らかになる

様に,それは2(T)′LAA>+bを'i-^m/rを最小にするaということに

なるので, Anderson and Takemura (1986)では最小2乗推定量と呼ばれ

ている.

ところで

a2x(T) 'LAA′ +をを′ l-ix(T) -x(T) 'IHH'+dd′ ]-MT)
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rT^1
r-2Sォ24

V=o>/T
ここでd-(-a-¥0,-,0)'はTxlベクトル,またH-(扉はm・i

-1,m+¥,i--a~1そしてその他のi,再こついて〃ォ-oとなる様なTxT

行列,であることに注意すると,

Mi(a)-a-Wfl-1),注意のa∈[-1,1]に対して(39)

M2(fl)-M2(a-1),任意のa∈ト1,1]に対して(40)

であることが示される.(40)については,2節(ll)式において既に示され

ているともいえる.2節(ll)における〝(α)がマイナスの尤度数関数で

あったことを思い出せばよい.(39)は

警<O,

ォ=1警>O

a=-¥を意味し,(40)は

dM2

da-0,dMi

da-O

a=-1

(41

(42)

を意味する. αのパラメータ空間はト1, 1]であることを思い出すな

らば, (41)は〟ユ(α)がα-1あるいはαニー1で常に極小になっている

こと,言い換えるとMi(a)がa-1あるいはfi--1で極小になる確率

は1であることを意味する.また, (42)はMz(fl)がa-1あるいは

αニー1で常に極小か極大(すなわち,極値)になっていることを,そし

てその確率が1であることを意味している. M2(a)がa-1あるいは

a--1で極小となるためには,その2次徴係数豊のa-1または

fl--1での符号が正となる必要があることは明らかであるが, (1)のyt

が反転不能である場合(αの真値αOがlα　-1である場合)でのその

確率(とりわけ,極限確率)の導出は,この分野における一つの目標とさ

れてきた.欝がa-1あるいはa--¥で正となる確率(の極限)は,

Sargan and Bhargava (1983), Anderson and Takamura (1986)及び

Tanaka and Sachell (1989)によって独立に評価されている.しかしなが

ら,ここで注意しなければならない点は, Mi(a)が確率1でa-1あるい
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はa=-1で極小値になっていることがdLSが1あるいは11であること

を意味するものではなく,[-1,1]区間のある内点(それは,一致性

の観点から-1や1の近傍)に別の極小値が存在する可能性を排除するも

のではないということである・その場合,その極小値はパラメータ空間の

内点であるので,その点においてMlの1階の微係数はゼロとなり,い

わゆる尤度方程式の様な形態の表現式が得られ,それがαに関して一意

的に解けるならば,解くことによってdLSを求めたり評価したりするこ

とができるM2(a)についても同様で,[-1,1]の内点に別の極小値

が存在し得る.しかしながら,Mj(a)やM2(a)が1や11で極小値にな

る確率が0でないという性質は,関数Mi(a)及びM2{a)のある種の"た

ちの悪さ"を予感させるものがある.

3節において既に言及した様に,反転不能移動平均過程を扱っている場

合,しばしばetについての初期条件」0-0が課される.その場合,次の

様な評価関数が与えられることになる.

M3(a)-ll(y-i+Sォ>>,+!-,IT(43)

;=1/I

M3(a)は(37)で与えられているMi(a)の第1項に相当し,」0-0が仮定

された時の尤度関数に対応するものになっている.すなわち,マイナスの

対数尤度関数において,62にその最尤推定量62-x(T)′A'-^A-^iT)

/Tを代入し,aに関係しない部分を除いたものがIogM3(a)となってい

る.AndersonandTakemura(1986)に従って,M3(a)を最小にする様

なαをd-sと記し,条件付最小2乗推定量と呼ぶことにする・警ォ=1

<0である漸近確率が,fio-l及び」0-0が仮定された時に*?<1である

様な確率に等しくなることが容易に示される.ここでx;は自由度1のx2

分布に従う確率変数を表わしている,また,この証明については,例えば

TanakaandSachell(1989)を見よ.

5.各種最尤推定量の漸近的性質と新たな推定量の構築

前節において導入された各種の最尤推定量&LS,&uL及び&cLSの何らか
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の漸近的性貿を得るために,以下の様な量を定義しよう.

T-l,t
Xi(a)-Ie-
(=1V喜NT-l,t-2k
ast-j),X2(a)-Ee/+iE(j+Ddet-i-A,

I(=2V=。'X3(a)-VeHa('」(7+l)(7+2)a>e,-2-,),Y(a)-」(I<#」<-/),

t=3V=。'<=1V=。'

Z(a)-」{Y.de,-jE(j+l)a>et-i-j),Wo(a)-a2[Ea'e,)['La2')

t=2V=。'V=。'W=。''V=。'

,T-1
Wl(a)-¥Ha汁V=。6f-jv-。'w-iV-。

iW(,-V*)

また,(43)のytにe<-ォo」ト1を代入することによって

M3(a)-き',e2t+1/T+2(a-ao)Xl(a)/T+(a-ao)2Y(a)/(44)

が得られる.同様にして

Ml(a)-M3(a)-Wo(a)/T-{a-azYWiia)/T+2(a-ao)

W2(a)/T+f(a)/T

ここで/(ォ)-ォo〔」。{|。f12i}-2」o(a-fT-l,t-¥>

W=l'7=。

fT-l
-2eo」
w=。碗+1)〕

閉区間[-1,1]における任意のαに対して,

α-孟あるいはα--1+孟

(45

(46

と置くことができる.但しCは適当な非負の実数,また{Pt)は任意の

・についてPT-P≧‡Cか--の時PT司となる様な正の整数列と

する.その時,その様なPTとともに, &LS, &ML及び&CLSの(一致性を

中心とした)漸近的結果を得るために必要な補題を3つばかり述べること

ができる.
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埠堕1.(46)で与えられるa,PTに対して

i)limPr-ooならばIimaT-e-2c
TjのT-*心
(ii)limSrAPr-Oとなる様な任意の正の整数列{ST}に対して,
r->oo
2S:
a-T-1+O(STP:T

m)limPT/ST-Oとなる様な任意の正の整数列{ST}に対して,
T->oo
limsT-o
T->∝I

この補題の結果はきわめて基本的なものであり,証明を与える必要性は全

くないが,本稿では3節(26)(27)式において同様の結果がより詳細に論

じられている.この補題を用いて次の結果が得られる.

補題2. (46)で与えられるa, PTに対して, QT-mm(PT, T)とすると

xl (a) -Op(TU2Ql'2)

(ii) X2{a) -Op{T^Q%2)

匝　X3(a)-Op(TU2Q5'2)

.iv) Y(a)-Op(TQT)

Z(a) -Op{TQt)

r-i

証明:Yiia)- ∑diit{a), i-¥,2, 3と置くことにしよう.
≠-1

ここで<*i, t(a) -弓:孟t&, <fe,ォ(a) -EJ:吉(j+l)2a2>

及びd3,t(a) -弓:呂(j+l)2(j+2)2a2>.

補題1より

rfu(ォ)-O(minal+2ォーD Qt　)), t-l, 2,-, T, i-l, 2, 3

であることが示されるが,それは

Yi(a)-O(TQl+2l'-1}), i-l, 2,

を意味する. EXi(a)-O及びE{XM}*-YM/a4, i-l, 2, 3であるこ

とに注意すれば, (iXflXm)が直ちに得られる.また, EY(a)-Yl(a)/02及

びy(α)は常に非負であることは,回を意味する.さらに,
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''la'sJ-Op{dl,t(a)),t-2,

>/=。'一,T

''lO'+D^i-iJ-Op(d2,t(a)),-・-,T

であることより,

・/=oiV=o'/2W2サ]1/2),

t-3,蝣蝣蝣,T

が得られるが,それは(Ⅴ)を意味する.証明終わり

補題3.(46)で与えられるa,P再こ対してQT-mm(PT,T)とすると,

ォoI-1である時f(a)-Op(Q.-1/2)

(可Wo(fl)-0*(l)

WWl(a)-Op(QT)

(iv)W2(a)-Op(Ql'*)

{」a2+)1/T-l+O(logQT/T)

lt=o)

昼型巨_補題2の証明において用いられた論法によって

・.a2+-O(QT),El^a'st)-o(QT)

t=。W=i>

rT-1

w=i岩a>e,-j)}-0(Q2T)

が得られる.それ故,

za'et)-Op{QT),Ea'EflisJ-o{Q¥)

・ォ'」f)(」a'(l,cPst-,)}-Op(Q3^)

>=ilw=iv=。'II1

la)M軸まこれらの結果より直ちに得られるfl0-1の時にはa-a0

-0{pz})であるので,(i)も示されることになる.また,
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{・La2t¥=

w=。I-1+0

であることを用いて,回と(Ⅴ)も示される.

これらの補題から,以下の二つの定理が打ち立てられる.

定理I. (1)において　ォoI-1を仮定すると,

O aLS-a^OpiT-1)

dML-a0-Op(T-1)

証明終わり

」0-0が仮定される時

dcLs-a0-Op(T~(49)

昼型⊥最初に(ll)を示すことにする.(46)から明らかな様にfl0-1の

時a-#0-C/pTと書けることより,ォ0-lの時

・3(a)-」ejt+i/T一緒鞄+監禁豊

α!--1の時

T-l
M3(a)-Se,+1/T+鰭鞄+219t

+ptpt豊

となることが示される.ここで補題2によって

鞄-o^(1),鷲-0,(1)

であることに注意せよ.HmPT/T-O及びPT>Cとなる様なPTに対し
Tjの
て,M3(a)の第3項はOpCfV),第2項はOp{P-mT-l!2)であり,従っ

て第3項の方のオーダーが大きくなる.第3項は常に正であるので,M3

(ォ)>M3(ォ0)が成立していることになり,a-ォ0-0(p:1)となる様など

んなaも決してAf3(a)を最小にしないことになる.他方IimT/PT-O
T-^oo
となる様な回-1-C/PTに対しては,M3(a)の第3項はOpiP'1),

第2項はOp(P妄2T)であり,第2項のオーダーの方が第3項より大きく

なる.補題1は,
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器-者審+ OP (T/PT)
を意味するが,そのことよりM3(a)の中で第1項を除けば,荒竿
のオーダーが最も大きくなることがわかる. M3(a)はICl　が増加する

につれて減少していくので,この様なaについてもM3{a)は決して最小

にはならないことになる.この様にして

dcLs-l-CIT　あるいは　-1+C/T

が示されることになる.

(i)については, αo-1の時

・i(a)-M3(ォ)-Wo(a)/T一票学等　緩笠
+Op(T-1Q妄1′2)

という表現が得られ,また　00--1の時の表現は00-1の時の表現にお

いてCを　-C　と取り換えることによって得られる. ¥imPT/T-O及び
T->oo

pt>Cなる任意のPT< a-X-p-Tに対して・補題2及び3より, Mi(a)

の中でM3(fl)の第1項を除けば最もオーダーが大きくなる項は,

C

pQi監謡-Op(p-1)
であることが示されるが,この項は常に正であるのでそのことはMi(fl)

>Mi(flo)であることを意味する.他方, limT/Pr-O　となる様な任意の
T->oo

a-l-C/PTに対して, Mi(a)の中で最もオーダーが大きくなる項は,

M3(a)の第1項を除けばWo(fl)/Tであり,それはa2がlに近づくにつ

れて増加するものであるので, Mi(a)>Mi{ao)が示されることになる.

よってdLS-a0-Op(T-1).同様の論法によって, dML-a0-Op(lL1)も示

される.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終わり

星畢む(1)において　fl0　-1を仮定すると

i) a-ao-C/Tなる様な任意のaに対して
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Pli-豊.-(慧-c慧Jl≠O,i-¥,2　(50)
ここでCは適当な定数とする.

in) e0-0が仮定される時　a-aQ-C/Tなる任意のaに対して

Pli-
T-サc。警ォ-(普-c警Jl≠o (51

ここでCは適当な定数とする.

証明:(ii)のみ示す. (i)も(a)と同様にして示される.補題1より,

a-l-C/Tである様な任意のaに対して

¥imaT-e c≠1
T->eo

であることより

Plim
T-> oo

Plim
r-サoo

i掌-茎欝l ≠O, i-l,2,3

ニ　　　　　　…　/二

が得られるが,これらの結果は(51)をもたらす. 証明終わり

これらの定理は, aoの3つの推定量AIS, &ML及び0-CLSには,標準的

漸近理論は適用できないことを結論づけるものである.定理1では, 3つ

の推定量は一致性を持っているけれども,それらのαOへの収束の速度は

標準的漸近理論におけるもの(それはT-i/2)より速く, T-1の速さで収

束していくことが述べられている.また,定理2は,推定量を導出・評価

するための方程式(尤度方程式に相当する)

-I.:' -0, *-1,2,3

がαに関して,漸近的にも(勿論,小標本においても)高度に非線形で

あり,それ故Tが充分大の時でさえ複数個の解が存在し得ることを意味

している.そのことは,これらの推定量の漸近分布を導出することがきわ

めて困難であることを示唆している.
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aoの新たな推定量を構成するた桝こ,始桝こ,ytを

zt-yt+(-1)*uo+vo(52)

に変換する.ここで,〟o≠0及び〝o≠0は適当に与えられる定数とする.

次に,以下の様な評価関数R(a,u,v,w)を導入しよう.

T-lrt
R(a,u,v,w)-EI,a>zt+i-j-(t+1)(-
t-1<j=01)什Iu-(t+l)v-w¥

・+zyT-〔T/T-t
la*Ia2'
t=iV=。〕(zt-t(-1)'u-tv-w)〕I

/i¥

V-o'
(53)

また,β0-0が仮定される場合には以下の様なものが提案されることにな

る。

S(a,u,v,w)-If」a>2,+i-,-(H-1)(-1)

t=iv=。什^u-a+Dv-w)It(54)

評価関数(53)(54)においては,それぞれ関数値を最小にする様なパラメー

タ(a,u,v,w)の値が求められることになるが{a,u,v,w)のパラメー

タ空間はR4とされる.すなわち,(1)の係数aも含めてパラメータ空間

に対しての何らの制限もなされないことになる.Siの正規性の仮定を取

り除き,そのかわりにEs]<吋を仮定することによって,R(a,u,v,w)

を最小にする様なaであるdRとS(a,u,v,vo)を最小にするaであるLis

の漸近的性質について,次の様な結果が得られることになる.

定理3. (1)においてEetォx>を仮定しよう・その時

O。-1である時　T*HdR-ao)の漸近分布は平均0,分散62/vZの

正規分布となる.また, e0-0が仮定された時, flo-lについて, T^'Hds

-ォ。)は漸近的に平均0,分散q2/vZの正規分布に従う.

匝　00--1である時, -p'Hdn-ao)の漸近分布は平均0,分散q2/u20

の正規分布となる.また,ォ0--1で」0-0が仮定された時,7ち/2(ds-ao)

の漸近分布は7ち/2(dR-aO)のそれと等しくなる.
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NIfloI<1である時,V-'HdR-ao)漸近分布はT"2(dML-ao)のそ

れと等しくなり,またfioI<1で」0-0が仮定された時.V-Hds-ao)

の漸近分布はTL'Hdcis-ao)のそれと等しくなる.

昼喝⊥(i)の」0-0が仮定された時のdsについての結果のみ示す.(1)にお

けるその他の結果や(軸こついては,それと同様の方法で示すことができる.

また,Nの結果は標準的漸近理論の適用によって得られることができる.

(52)におけるztの定義より

f
∑azt+i--{t+i)[(-1)t+1u+v]-w
;-0

-恥i+(a-ao嘱a>8t-j)+Ft(a),t-l,-,T-¥

が得られる・ここでFt(a)-(弓=。(p)vo+(-D'叫=n(-1)w
=。〕a-(H-1)
K-Dt+ht+v]-wFAa)はさらに

Ft{a)-¥(La/)-(H-1)lサー(hai)(v-vo)

・(-1)'+1f」(-1)W〕uo-(t+DK-D'+^u+v^-w

-(a-ao虜(t一-j)a)v-¥i.。蝣(v-vo)

・((-D'r(-i)'fl'k-w}

-;=。-I-(H-D(-1)汁1u

と表されることになるので,そのことはr-i
s-or
<=i蝣<+!'を除けば

2(a-ao)vI.11岩(i-痢+i/T

と(a-<*>)VE{I{t-j)a¥/TのオーダーがS(a,u,v,w)の項の中で

最も大きくなっていることを意味する・それ故,ds-a0-Op(T-M)が直

ちにでてくる・また,これらの2つの項を評価すれば,vT(<*s-ao)が漸
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近的に平均0,分散02!vZの正規分布に従うことは容易に示すことがで

きる.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終わり

この定理によって, ytが反転不能であっても反転可能であってもその

漸近分布が常に正規分布となる様な推定量の存在が示されたことになる.

6.まとめ並びに課題

本稿では,反転不能な1階の移動平均過程における係数パラメータの推

定の問題が論じられてきた.係数パラメータの最尤推定量が通常より"逮

く"その真の値に収束していくこと,また,その漸近分布を評価すること

がきわめて困難であることが,過去の文献とは異なるアプローチによって

説明されてきた.本稿でのアプローチによって明らかとなったその主たる

原因は,パラメータの識別のために課されることをとなるパラメータ空間の

制限によって,係数パラメータの真の値がパラメータ空間の境界上にくる

こと,最適線形予測における過去の系列の係数値が幾何級数的に減少して

いかないことに関連して,尤度関数がパラメータの真の値の近傍で非常に

"たちの悪い"不連続な関数になっていることに集約されるものであった.

既に述べてきた様に,最尤推定量については,一致性並びにその収束の

速度が通常より"速い"ということだけがわずかに証明されているに過ぎ

ず,その漸近分布の評価もなされていないし,到底その漸近的性質の全貌

が明らかにされているとはいい難い.漸近的正規性に基いた標準的統計理

論が適用できず,広い範囲の確率過程に対して統一的・画一的な理論を組

み立てていくことが困難であることは,非定常過程の推定の問題と似通っ

ているが,反転不能移動平均過程の場合の方がはるかに厄介であり,確立

された結果もごくわずかなものに過ぎない.

ところで,標準的漸近理論が適用できないということは, (最尤推定量

の)漸近的有効性は何ら証明されてていことを意味する.我々がパラメー

タの推定量として最尤推定量を求める理由は,何といってもその漸近的有

効性が保証されているということにあるのであるが,この場合それが保証
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されていないということは,最尤推定量に固執しなければならない必然性

は何らないということを示唆する.他に望ましい推定量を考え出そうとす

る試みも,この場合正当化されることになるであろう.

本稿の5節の最後に,我々はパラメータ空間の制限を取り除くことによ

って,また,定数項部分を考慮することによって,尤度関数に関するもの

とは別の評価関数を構築し,それを最小にすることによって得られる新た

な推定量を提案しその漸近的正規性を証明した.しかしながら,最尤推定

量とは異なり,この推定量は1階の移動平均過程でのみ定義可能であり,

高次の過程やベクトル過程に拡張定義することはできない.そういう意味

で,もっと一般的に広い範囲で適用可能である様な推定量・推定手法を考

えていくことが必要であろう.といっても,それよりも前に高次の反転不

能移動平均過程や反転不能ベクトル過程自体の統計的性質や最尤推定量の

性質がもう少し調査されなければならないと思われる.

はしがきにおいても触れた様に,本稿も含め他の文献においても高次の

反転不能な移動平均過程の統計的分析は,全くといってもいいくらい扱わ

れていない・また,ベクトル次元の反転不能移動平均過程についても,

c0-mtegrationとの深い関連性についてはよく知られているが,反転可能

性や移動平均過程の推定という観点から論じた文献は全んど存在していな

い・恐らく,反転不能な移動平均過程の推定については,反転可能な場合

の様な統一的・画一的な結果はとても期待できないであろうし,過程の次

数や次元が高くなればなるほど複雑なものとなり,また,パラメータに強

く依存したものとなっているであろうと思われる.以上述べてきた様に,

反転不能な移動平均過程の推定問題では,得られている結果はごくわずか

なものに過ぎず,今後取り組み解決していかなければならない厄介な課題

は数多く存在しているのである.
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