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非定常性に関する統計的諸問題

と自己回帰モデルにおける係数

の最小2乗推定

小　　瀧　　光　　博

1.　は　し　が　き

時系列データとは,種々の現象が年とか四半期とか月とかいった一定単

位時間ごとに観測されたデータを一つの系列にまとめたものであるが,経

済時系列を含む時系列データの多くは,本質的に非定常的なパターンを持

っている.なぜならば,時系列の定常性とは,ある意味では周期性とか安

定性と同じニュアンスを持つ概念としてとらえることができるのである

が,経済現象をはじめとして多くの現象は,明らかに,不安定であったり,

ある時点で突発的な意図されない変化が生じたり,あるいは一定の傾向で

増大したり減少したりするものであるからである.例えば,一国のGNP

とか消費支出とかの時系列データを図示してみるならば,明らかに,大体

一定の傾向でもって時間とともに増大していく動きとその傾向のまわりで

の若干の変動を読みとることができるであろう.この様に,多くのマクロ

経済時系列データには,何らかの時間的傾向(しばしば"トレンド''と呼

ばれる)並びにそのトレンドのまわりでの若干の変動が認められる. 1920

年頃,景気分析を中心にした時系列分析の経済学-の応用が活発化した時,

経済時系列データを,トレンド(傾向変動),循環変動,季節変動,不規

則変動に分解する試みがなされた.つまり,トレンドのまわりの変動を,
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さらに,循環変動,季節変動,不規則変動に分解するということである・

このうち,循環変動の部分は定常的であり,その元のデータが内包してい

る経済的情報の本質的部分に相当しているものと考えられ,元の時系列

データからいかにこの循環変動の部分を抽出するかが,当時の経済時系列

分析の基本的テーマになっていた. (例えば,溝口・浜田(1975)及び溝

口・刈星(1983)を参照せよ)

Box and Jenkins (1970)によって確立された,今現在主流となってい

る時系列分析法(Box-Jenkins法)においても,観測された元の時系列

データがそのまま分析されるのではなく,それからトレンド,季節変動,

不規則変動をまず取り除いてから,分析にかけられたり,各種の時系列モ

デルに適合されたりするのである.それ故,多くの実証研究は,観測され

た時系列のトレンドの除去によって(季節変動や不規則変動の除去は,例

えば,年次データの様に季節変動が存在しないものをはじめとして,その

様な変動がほとんど認められない時系列データも数多く存在すること,ま

た,これらの除去はかなり厄介で,その除去法にも統一的方法がなくケー

ス・バイ・ケースでなされるものであること等から,別の問題として扱わ

れることが多い)元の非定常時系列を定常時系列に変換することに基いて

なされてきた.つまり, Box and Jenkins (1970)の方法とそれに基く実

証研究では,非定常時系列の問題の回避に重点が置かれてきたのである・

このことは,経済学的要請からくるものではなく,統計理論上の必要性か

らくるものであった.すなわち,非定常時系列については,一般に,定常

時系列において成立していた漸近的正規性に基いた標準的漸近理論が適用

できなくなるのである. Mann andWald (1943)によって最初に示された

様に,定常性が満たされる限り,高次のベクトル自己回帰モデルの様なか

なり広範な時系列モデルに対して,その係数パラメータの最小2乗推定量

(OLS推定量)による推測に,漸近的正規性に基いた標準的漸近理論を適

用することができるのである.すなわち,定常時系列に対しては,少なく

ともベクトル自己回帰モデルによって表現される様な定常時系列の下で

は,漸近的正規性に基いた統合的・画一的理論が成立するのである・
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一方,非定常時系列のそのものに対する統計理論の確立への取り組みに

ついては,まず, 1階の一変量自己回帰モデル(AR(1))における係数の

OLS推定量の漸近的性質が, White (1958, 1959)及びAnderson (1959)

等によって研究された.それらの論文によると, OLS推定量の漸近的性

質は全く標準的ではなく,さらに異なる非定常性(すなわち,モデルの係

数の値が1になるケース,あるいは1を越えるケース)に対して,異なる

漸近的性質がもたらされる.これらの試みは,その後Dickey (1977),

Dickey and Fuller (1979, 1981)及びEvans and Savin (1981, 1984)によ

って, 1階の一変量自己回帰モデルの係数が1か否かの検定(単位根検定)

のための係数のt一億(Dickey-Fuller検定統計量)の確立分布並びにパワー

に対する研究に継承・展開させられる.同時に,これらの論文では,単純

なAR(1)モデルではなく,定数項(ドリフト)つきのAR(1)モデルで

の係数パラメータの　OLS　推定も考察され,理論的にはその後West

(1988)によって示されることになるが,このモデルでのOLS推定量の漸

近分布が(非定常時系列の下であるにもかかわらず)正規分布であること

が兄い出された.すなわち,ゼロでない定数項の存在によって,確定的な

非定常性(確定的なトレンド)がもたらされることになり,それが確率的

な非定常性(確率的なトレンド)を上回るがゆえに,漸近分布が正規分布

になるのである.マクロ経済時系列がこの2つのうちいずれの非定常性に

よって支配されているかについての実証研究は,ある意味では単位根検定

よりも経済的に本質的なものであるが, Nelson and Plosser (1982)によ

って,この2つの非定常性の分類とともにその様な実証研究が始めて本格

的になされ,その後の多くの経済時系列による実証研究のための論文を通

して,経済時系列を確率的非定常性によって説明されるものと確定的非定

常性によって説明されるものとに分類することの重要性と,定常時系列へ

の変換のやり方が確率的な非定常性と確定的なそれとで一義的にはなされ

ていことが強調されてきた.非定常時系列に対する理論的且つ実証的論文

は,その後も数多く書かれてきており,扱われる時系列モデルも　AR(1)

から次第に大型化・複雑化され,また仮定・条件がゆるめられる等の下で,
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各種の漸近的・経験的結果が得られてきたが,それらを通して一様に兄い

出される点は,定常の場合の様な統合的且つ画一的な理論を組み立てるこ

とは難しく,特にOLS推定量に固執するならばモデルごとに統計理論が

存在するといっても過言ではないということである・

他方, Engle and Granger (1987)等によって,多変量時系列における

・Co-integration"という概念が導入された・一変量時系列において,非

定常時系列から定常時系列への変換のやり方は,確率的な非定常性に対し

ては原系列の階差をとることによってなされ,確定的非定常性に対しては

タイムトレンドへの最小2乗回帰による残差をとることによってなされる

のが普通である.もっと一般んに,様々なパターンの非定常性が存在する

高次の自己回帰モデルでは,複数回だけ階差をとったり,より低次の自己

回帰モデルでの最小2乗回帰による残差をとることによってなされる・こ

れら柱, Hintegration"という概念に関連する操作である・ "co-integra-

tion"は,非定常な多変量時系列間の同時的結びつけによって,一つの定

常時系列が構成し得るということを意味する概念である・一変量ごとでは

非定常な時系列であるにもかかわらず,それらを2つないしは複数個結び

っけて作った系列(それらの時系列のある線形結合)が定常になることも

あり得るであろう.その時,この多変量時系列は, co-integratedである

と定義されるのである.換言すると, co-integrate Lている状況において

は,個々の一変量時系列それ自体の変動は不安定的弓巨定常的であるのに

対して,それらの時系列のある種の線形結合の変動は安定的・定常的にな

っているのである.これは,多くのマクロ経済時系列の非定常性にある種

の同質性が存在し,時系列として観測されるマクロ経済変数の一つの線形

結合によって,その様な非定常性が相殺されて定常的になり得ることを意

味している.その時,ある種の経済理論が複数個の経済変数間のこの様な

同時的な線形関係式で表現されていると考えるならば,この線形関係式が

定常であるということは,ある意味ではその経済理論が統計的に安定して

いるということを意味するのである.

本稿の目的は,自己回帰モデルにおける非定常性に関する各種の問題,
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すなわち,係数パラメータの推定,とりわけOLS推定量の漸近的性質,

co-integrationの定式化と検出等を,これまでまったく考慮されてこなか

ったいくつかの観点から考察することにある.以下の諸節において,その

様な観点からの各種の統計的結果が論じられる.まず, explosiveな根に

よってもたらされる非定常性に対しての分析を重点的に取り扱う.マクロ

経済時系列の様にデータ数がそう多くない場合には,その非定常性が単位

根によってもたらされているのかexplosiveな根によってもたらされてい

るのかを識別するのは困難である.にもかかわらず, explosiveな非定常

時系列に対する考察は, White (1958, 1959), Anderson (1959)等ごく少

数の論文でしかなされてこなかった.本稿では,定数項(ドリフト)つき

のAR(1)モデルで, explosiveな根の存在する場合のOLS推定量につ

いての考察がなされる.また,単位根だけでなく, explosiveな根に対し

てもco-integrationの概念が定義できる様, co-integrationの定義を拡張

する.そして,その場合について, co-integrationの有無を検証するため

の検定統計量として,小瀧(1988b, 1989)によって提示されたものの漸

近的性質を調査する.また,単位根を持つAR(1)の最小2乗推定が,あ

る意味で反転不能な1階の移動平均モデル(MA(1))の最尤推定に対して

双対的になっていることも示される.さらに,種々の単位根やexplosive

な根を複数個持つ様な高次の自己回帰モデルにおいて,係数のOLS推定

量の漸近的性質について論じる.この様な各種の非定常根を複数個含んだ

様な自己回帰モデルに対する結果は,過去の論文では得られていなかった.

本稿では, OLS推定量の真のパラメータ-の収束のスピートが,各種の

非定常性のパターンに応じたものであることが示される.

2.次数1の自己回帰モデルにおける非定常性と

係数の推定問題

この節では以下の様な,必ずしもゼロでない定数項(ドリフト)を持つ

1階のスカラー自己回帰モデル(AR(1))を考察しよう.

yt-ayt-i+u+et, st-i.i.d.(O, a2) (1)
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ここでs,-U.d.(O,a2)は,8tが系列的に平均0,分散02の独立同一分

布に従うことを意味し,また〟は必ずしもゼロでない定数とする・さら

に,ここではa>0,y0-0,Ee苦く吋を仮定する.(1)から

・-(&')*+岩(pst-j(2)

が導出される.いま観測値(yi,-,yn)が与えられているものとしよう・

その時,まず,(1)の定数項がゼロ(ll-0)の場合を考察しようyt<t-2,

-,nをyi-ut-2,に回帰させることによって得られるaのOLS

推定量a-は,

a-[*2yi-i)¥-i/zyt-

¥t=2ぴt)

として得られる.(1)より,さらに

-a-[」2yU)I[Z2yt-ie,)

が得られる.ォ<1であれば,(1)によって生成されるytは定常的になる・

その時,Liの漸近的性質は標準的であり,すなわち、伝i-a)の漸近分布

は正規分布である.そのことは,MannandWald(1943)の特殊ケースに

なっていることから明らかである.また,a≧1である時,ytは非定常な

時系列となる.α-1の時,(1)によって表わされるAR(1)モデルは単位

根を持つといわれ,α>1の時,(1)はexplosiveな根を持つといわれる・

単位根を持つ時-a)の漸近分布は,その確率密度関数は陽に表わす

ことはできないけれども(J吉W(s)2ds)-1÷(XHD-1)の様な確率変数の

分布に等しくなることがWhite(1958,1959),Anderson(1959)及び

EvansandSavin(1981,1984)等によって示されている.ここでW(.)

は[0,1]における標準的なウィナー過程xHDは自由度1のカイ2乗

分布する確率変数である.また,explosiveな根を持つ時,efについてさ

らに正規分布することを仮定すると,〔ォ2-1〕-a"(a-a)の漸近分布が

Cauchy分布になるこ'とが示される.(例えば,White(1958,1959),

Anderson(1959)).これらの結果から,aのOLS推定量dは,a<¥で
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yfが定常的である時n11/2のスピードでaに収束し, a-lで(1)が単位

根を持つ時n-1のスピードでa　に収束し,さらに, a>lで(1)がex-

plosiveな根を持つ時, a-"のスピードでaに収束することになる.

次に(1)が非ゼロ定数項(u≠0)を持つ場合を考察しよう　yt:t-2,

nを(yt-u l);t-2,　　に回帰させることによって得られる(a,ォ)の

OLS推定量は以下の様に与えられる.

n

n-¥　&*-1

n

^ (=2姓1

n

&*

1z

∑ yトiyt
∫-2

n

A*-1

n

Eyt-i zyf-i
ど-2

a

∑ef
f-2

n

∑　V/-i」f
t-2

(1)よりさらに

a<1の時, (1)が定常的であり,壷(成一u, a-a)'が漸近的に正規分布に

従うことは,極めて標準的な結果(Mann and Wald (1943))である.また,

(1)が単位根を持つ時,すなわちα-1の時には, (2)は

ト・l

yt-tu+ 」 Et-j (2)∫

t-1

となり,確定的な非定常成分tuのオ~ダ~が確率的な非定常成分;4」(-
のオーダーを上回るがゆえに, (wl!2(u-u), n3/2(ォーォ))'の漸近分布は,

平均(0, 0)′,分散q2巳/2　続]の正規分布となる.(West (1988)).一方, (1)

がexplosiveな根を持つ時,すなわちa>1の時には, ytの中に含まれる

確率的な非定常成分のオーダーと確定的な非定常成分のオーダーとは等し
t-¥

くなる.すなわち, (2)の第2項については　∑ (Pst-j-Op(at)であり, (2)

の第1項に-いては(岩a>)u-O(a')とな荒、る・ - (1)より
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nd-¥¥

-2V-0/(3)

n n i-1

∑ yt-i- ∑　∑(Pet-i-j+u∑
-2　　　　　t-2 i-0

nnit-1¥2サ/'-I

(=2/-2V;-o/-」East-
/-2V-02n/*-l.¥

t-2y-o'Efl/eォ-y(4)nn/t-1¥ォ
」yt-iet-ul.T.a)et+E

(=2(=2V=。'*=2民a>et-i-j)et(5)

がただちに得られ,さらに(3)及び(5)の右辺のどの項のオーダーもanに

等しく,また,(4)の右辺のどの項のオーダーもa2nに等しくなっている

ことが容易に示される.このことは,(1)が単位根を持つケースと異なっ

て,(3),(4),(5)においては,確定的な非定常な部分と確率的な非定常

な部分のオーダーが等しくなっていることを意味するものである.また,

虎-u-Ot(n-1/2),a-a-Op(a~n)であることの証明も容易である・

3.次数1の移動平均モデルにおける係数の

最尤推定との双対性

1階の移動平均モデル(MA(1))

yt-et-aet-i,et-i.i.n.(0,a2)(6)

を考察しよう.ここでef-i.i.n.(0,<t2)は,etが系列的に平均0,分散q2

の独立な正規分布に従うことを意味する.さらに,ここでは,go=0およ

び1≧a>0を仮定する.a-lの時,(6)は反転不能といわれ,yiは無限

次数の自己回帰表現が不可能となる.また,α<1の時(6)は反転可能と

いわれ,yfは無限次数の自己回帰表現が可能となる.観測値として抄1,

->yn)が与えられた時,(6)は

y_{n) -A(n)蛋(n)

あるいは

蔓(n) -A(n)-1y(n)

と表わすことができる.ここで

(7)

(7)∫



9 I3E

y.{n)-ヨ　A(n)-
mxI　　　　　　　　　　　　＼77

1

-a 1_　　0

0　　　　　ニーd 1

その時,レ1,～,yn)の対数尤度は,

logL-- (n/2)log 2n- 0/2)log <72- (1/202)yjn) 'B(n)'-l

BW-yin)

ここで

B(n)-
--b 1 O

0　　　　　ニーb'1

(8)

nxn

またbは1≧b>0　を満たす任意の実数値をとり得るものとする. logI,

を最大にする様なbの値は,

n11

M(b) - ∑ iyt+x+byt+-+Vyx)2/n
J-1

(9)

を最小にする様なbの値と同時となることは明らかである.この様なb

の値を藷と定義しよう.すなわち,

M{d)- min M(b)
bell,0)

(9)のytにet-ast-iを代入することによって

M(b) -¥ e?+1/rc+2 (&-ォ) {*」 ef+i (et+bet-i+-+b'-h!) /n)

・ (6-ォ)2{B」 (et+bet-i+-+&'-1」l)2/・}　　(10)

が得られる.

一方, 2節の〝-0の場合の(1)における〃-0の最小2乗推定と最小

2乗推定量虎について考察しよう.明らかに虎は
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S(b)-妻11秒1-w2/　　　　　　(ll)

を最小にする様なbの値として定義される. (ll)のytに, M-0の場合

の(2)の右辺を代入することによって

S(6) -Ve?+1/サー2(6-fl) {*r et+i(e(+ae,-iH hfl'-^i)/n)

・ (b-a)2^ (et+aet-i+-+ォ<-1」l)2/　　(12)

が得られる. (10)と(12)はある意味では双対的とみなすことができるであ

ろう.勿論, (12)はbに関して単純な2次関数となっており,最適なb,

すなわちdの導出も評価も簡単になされ得るのに対して, (10)はbに関

して非常に複雑な関数となっており,十分大きなnに対しても(12)の様

な単純な2次関数として近似することはできないであろう・それ故,最適

なあ,すなわち諒の導出や評価は非常に厄介なものになっている・にもか

かわらず, (6)においてa-1である時のa^-の近似的性質は, (ll)の最小

化によって導出される崖のそれとの密接な関連性が期待できるものと忠

われる.

4.様々な非定常根を持つ高次の自己回帰モデルにおける

非定常性のパターンと係数の推定

必らずLも定数項が0ではない♪次の(スカラー)自己回帰モデル

yt- Y, ajyt-j+u+et, er-i-i-d.(O, a2)　　　　　　　(13)

を考察しよう.ここでe　-Li.d.iO, a2)は, 2節において定義されている・

またuは必ずしもゼロではない定数とする.さらに　y-j-O,j-0,1, -・,

A-1及びES苦くcDを仮定する. (13)から

yi-民Q) u罵Cjet-j　　　　　　　(14)
が導出される.ここでCo-lまたQ,j-0,1,　は,任意のAに対して
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(ト」a/A') (l+ E C/A')-1

が満たされている様に定義する. (13),あるいは(14)によって生成される

ytが定常か非定常かは, (13)の特性方程式

♪

1- LayA>-0 (15)

の根に依存する・すなわち, (15)におけるすべてのAについて　困>1

ならば,ytは定常であり,もし少なくとも1つのAに対して間≦1な

らばytは非定常である.間-1なるAは,単位根と呼ばれ, |A|<1な

るAは, explosiveな根と呼ばれる.また,間≦1なるAは,まとめて

非定常根ともいわれる.明らかに,非定常な自己回帰モデルといっても,

その非定常性には色々なパターンがある.例えば, (13)によって生成され

るytは, (15)において1ないしは11といった実単位根を持つ様な非定

常時系列かもしれないし,e"および,-iXの様な複素単位根かもしれない.

さらには,その非定常性は, 0.5とか0.5ett及び0.5e-i;lの様なexplosive

な根によって発揮されるかもしれない.また, (15)における単位根やex-

plosiveな根が1つだけとは限らないであろう.すなわち, yiは,ある1

つの単位根やexplosiveな根を重根として持つ場合,異なる単位根やex-

plosiveな根を複数個持つこともあり得るであろう. 1-

様に置こう.

♪

z afi を以下の

l
a(A)-l-.Ea/A>

さらに,a(A)は,間>1なる(15)の根から成る多項式と(15)の非定常根

だけを集めた多項式の横によって以下の様に表わされる.

a{X)-V(k)U(k)

FB^H^^^^^^^K
ここでVU)-1+I.vjti,VU)-l+T.ujti,
J--lJ-1また,FU)-OなるAは,
すべて|A|>1なるものとし,uv0-0なるAは,すべてIAf≦1とな

るものとする.その時
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vu)-危:a-xr+jk)

;-i

γ」/(A)-n(l-A;-A)
;=i

と表現できる.ここで,Å*J-1.-,r,r+1,-,pは実数または複素数で

あり,VU)及びU(X)についての定義から,困≧i,i-i,並びに

|Ar+;|<l,j-l,-,クーrが成立していなければならない・また・A-1

i-i,-,r,r+1,-,Pが(15)の根になっている・我々は,p>r≧1すな

ゎち,(15)に間>1なる根と間≦1なる根がともに少なくとも1つ以

上存在するケースを考察する.

(13)を以下の様に書き直そう.

y,-貰Lia+a+e,(w

ここで登(-1-秒ト1,-.yt-1)',g-(ォi,・・蝣,ap)'.いま観測値としてbl,

-yサ)が与えられているものとしよう・我々の目的は,(16)において・

yut-p+i,～,nを抄t-i,-,yt-p,i),t-♪+1,に回帰させること

によって得られるOLS推定量のうちgに対応する部分の漸近的性質に

っいて,あるいは(16)において炉0が仮定され且つそのことが既知であ

る時,yht-p+i,-,nを甚ト1,t-p+l,-・nに回帰させることによっ

て得られるgのOLs推定量の漸近的性質についての調査をすることに

ある.前者のOLS推定量を壷,後者のそれを毎と書くことにすると,そ

れらは,

亘-〔」(

t-p+i--*)(s-1-亘)′〕〔E(

t=p+i甚/-I-衰)的)〕(17)
昏-〔t=p+i貰Xt-1)
t-ih-~1〔・=p+i蔓-Wt〕(18)

nnと表現できる・ここで元-Ext-1!(n-/>),タEytlin-1).(16)を考
(-6+1
慮すると,(17)から
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壷一g-〔E(蛋-1-*)(&-!-ォ)']〔」(

t=p+l甚t--抽t-i)〕(19)

nが導出される.ここで-8-∑」t/(n-A).また,同様に,u-0が仮定さ
Bxm
れた下での(16)から,(18)は,

毎Ig-〔t=p+i蔓t-lXt-1〕11〔>=p+i貰t-lBt(20)

γと変換される・まず,u-Qが仮定された下で,t/U)-n(i-A;A)にお
.7-1
けるXj,)-!,蝣蝣蝣,rが,すべて実数で且つ

|Ai|>|A2|>->lAr|(≧1)

となっているケースでの毎について考察しようa{(j),i-¥,-,j-1,

]-2,-,r,r+1及びyt(j),j-l,2,-,r,r+1を以定の様に定義する.

y-i
nl-Ail)-1+ai(j)A+-+aj-¥<S)M-¥j-2,
1-1

′n(l-A;A)-f/U)-l+ォi(r+l)A+--+a,(H-1)A'
i-¥

ytd)-yt

yt(j)-〔l+ai(j)L+-+aj-1(j)D-1〕¥yt,j-2,～,r

yt(r+l)-U(L)yt-tl+ai(r+l)L+-+ar(r+l)LOyt

ここで,Lはラグ・オペレーターであり.Lyt-yト1と作用するものとす

る.(14)とyt(j)の定義から

yt(j)-op(i,(j)),j-i,～,r,t-l,

>,(r+l)-O*(l),t-l,-,n

であることは容易に示される・ここで^H3>i!]‡・さらに,

nJy
蝣-p+iトi(j)2-Op(h(j)2),j-l,～,r,i-0,1,-,p

n∑yt-i(r+l)2-Op(n),*-0,1,日・,l
t-p+l
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n

∑ yt-i(j)et-Op(iサ(j)), i-l, -, P, J=h
(-6+1

n

∑ yt-i(r+l)et-Op(nl/2), 1=1, -, p
t-p+l

であることも同様にして示されるJ?(l)'及び刀nを

1

1 αi(2)

fli Wi

(γ×γ)

と定義しよう.さらに,R'及びCnを

γ

1 axir+1)

m-

ai)2

0

(γ× γ)

1,(2 2　　　　0

0　1　α1(γ+1)∴一一‥一一一αγ(γ+1)　O

1　α1(γ+1) αγ(γ+ 1)

/'蝣/'

/'蝣/い

として定義する.その時,

R,貰>-i-(K-i(l).-'yトiO),yトi(r+l),・蝣蝣,yt-(p-γ蝣)(r+D)′

1n
が成立する.また,ytd)のオーダーとCnの定義よりnt=p+i貰t-lSt

l〃l__1
のオーダーが1でありc-すR'X.
t=p+i蔓ト1蔓IiRC詩のオーダーが1で且つ
確率1でもって正則であることが示される.(20)紘
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1毎-a-R叫C-JR'」

.t=p+i貰>-1&-1^-ly1,4u*-*J(21)
1と書かれるので,壷のgに対する収束の速度はRC:首によって評価され

ることになる・R及びCnの定義より,喜一a-Op(nil/2)であることは明

らかである.

より一般の非定常根から作られる様なUU)に対しても,上記の様な

R'及びCnを容易に構成することができるA(/),i-l,2,-.,Sを

A(l)>A(2)>->A(s)≧1

となる様な適当な正整数としよう.A(/)に絶対値が等しくなる様な(15)

の根の個数をmU)としよう.その時,どの様な非定常根を持つ(13)に対

ここでM(j)-豆1
1-1

しても, A(/)-IXk+M(j)とできることに注意せよ.

.sm(i),k-l,-,m(f),j-l,2,-,S及び・Li

.7-1i(j)-r.また,ここで,困≧|A2|≧」・≧困(≧1)

が仮定されているものとする・例えば,」/(A)-0なるAが全て異なれば,

-1をua)-Oの異なる根とする時,s-r,m(j)-l,l(j)-¥kj¥,y-l,

-,r,とみなすことができる.また,ua)-a-3A)2(1-A)3(1+A)4で

ある時,r-9,s-2,ma)-2,m(2)-7,A(l)-3,A(2)-1となっている.

Utt)-0の根が全て異なっているケースと同様にaid),i-h-,/-I,

1=2,T,r+1を以下の様に定める.もし,Alが実根であるならば,

al(2)-Alとする.もし,Alが複素根であるならば,fli(2)-0と置く.

さらに,A2-Ai(Å1はAlの共役根とする)とみなすことにし,

(1-XiL)(1-AzL)-l+ォi(3)L+ォ2(3)L2

を満たす様に,ai(3)及びォ2(3)は決められるものとする・またkj,

3-2,-,rが実根であるならば,

ノ
n(1-1kL)-l+al(j+l)L+-+aj(j+l)U
k-2

が満たされる様に,ォiC什1),～,<%・(/蝣+1)は決められるものとする.もし,

KJ=2,-I,rが複素根であるならばAj+i-Aj(机まAjの共役根とする)

とみなすことにし,
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ォ,蝣(/+!)-<*,-(/),/-!,-,i-1,ォ,蝣(ォ+!)-0

と置き,

1+1
n(トXkL)-l+al(j+2)L+-+aj+i(j+2)lJ+i
*-1

が満たされる様に,oiC汁2),-,fly+iC汁2)が決められるものとする・こ

の様にして定義されたai(j),i-l,-,jト1,j-2,蝣蝣蝣,r,r+1に対して,

U(Jl)-OなるAが全て異なっているケースと同じ様に,yt(j),RQ-)′Dn,

R,,Cnを構築することができる.その時,lt(j)だけは以下の様な定義と

取り換える必要がある.

it(k+M(j))-{:=。÷k-l,-,-(j)

1毎のgに対する収束の速度がこの様にして築かれたRC~首によって評価

され,それ故を-a-Op(n-1'2)であることも同様にして示される・

以上の結果札非ゼロ定数項が存在するケース(u≠0のケース)の壷

の漸近的性質に対する結果-,容易に拡張される.u-0のケースと同様

にA(0,-*-!,2,-,Sを定める.A(s)>lの場合には,w-0のケースに

ぉいて定義された,R',Cn等がそのまま採用される・一方,A(s)-lの

場合には,u-0のケースにおけるit(k+M(s))-¥;妻im(s)-kY'¥k-iy一,

m(s)が,このケースで札It-1ll/2一,m{s)

と修正されることになる.すなわち,R'はそのままで,Cnの一部の対

角成分の定義だけを修正すればよい.その時,(19)より(21)に対応する様

1
な表現を得ることによって,毎のgに対する収束の速度がRC:首によっ

て評価され,壷-q-Op(n-1/2)であることが,w-0のケースと同様にし

て示される.

5.ベクトル自己回帰モデルとco-integration

以下の様なl次のベクトル自己回帰モデル
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♪

Zt　=∑　Aj yj-j　+　　　+　蔓t ,

(kxl) ;=i(*×*)(*×1) (*×1) (*×1)

蔓　　-i.i.d. (0,　∑),

(kxl)　　(*×1) (*×k)

(22)

を考察しよう.ここでAjはkxk係数行列, yはk次元定数ベクトル.

さらに,ここでは　j!-;-Q,;-O, l,～,a-1及びEe},<oo, f-l,～,kが

仮定される,ここで蔓'-(clt, -, 」kt)′. (22)によって生成されるZtが定常

か非定常かは, (22)の特性方程式

detA(X)-恒」Atki -o (23

♪

の根に依存する.ここでA{X)-Ik~&w-また, detAU)はAについ
てのPk次の多項式となっていることに注意せよ. (23)におけるすべての

Aについて, A>1ならばZiは定常であり,もし少なくとも1つのA

について,困≦1ならばZtは非定常である.困-1なるAは,単位根

と呼ばれ,聞く1なるAは, explosiveな根と呼ばれる.また. |A|≦1

なるAは,まとめて非定常根ともいわれる.

ベクトル自己回帰モデルは,統計学的にも経済学的にも,スカラーの自

己回帰モデルとは比較にならないくらい,十分意味のあるものと考えられ

ている・例えば, Ztが(22)によって生成される時,その個々の成分yォ,こ

こでyj-(yi≠, -, yki)′,はARMA(pk, pk-p) (AR部分とMA部分の次

数がそれぞれ♪k,pk-pである様なARMAモデル)としても表わされる

ことが示される.すなわち, (22)は

A (L)yj-u+Et,　　　　　　　　　　　　　　　　　(22) '

ここでLはラグ・オペレーターであり>Lzt-%t-¥と作用するものとする,

とも表わされるが,それは,さらに

det A iL)yj-響+adj A (L)蔓　　　　　　　　　　　　　(24)

に誘導される.ここで轡-adjA(L)ォ,またad)A(L)はA{L)の余因子

行列である. detA(L)がLについてのPk次多項式, adMCL)がLに
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ついてのpk-p次の多項式行列になっていることは容易に確認されるの

で,各iについてyifがARMAipk,pk-p)であることは明らかである・

一方, (22)は,各yiiの間の同時的な関係(それらはある場合には経済

理論とみなされ得るであろう)についても考察し得る様なモデルなってい

る. Engle and Granger (1987)は, M-0の場合においてco-integration

という概念を定義した.以下において,小瀧(1988b, 1989)に従って,

y-Qの場合並びにy≠Qの場合それぞれについて, (22)によって生成

されるZtのためのco-integrationの定義を紹介する. A{L)について次

の様に設定しよう.

A(L) - (1-L)H(L)

ここで　　　　　　　　　　また,detffU)-OなるすべてのAについて,

間>1となることを仮定する・その時, (22)′より

a-L)yt-s+caj)蔓　　　　　　　　　　　　　　　(25)

が得られる.ここで, v-C(L)u,また, C(D-HUL)~1・さらに, (25)よ

り

(1-L)yt-v+C(l)蛋,+ {l-L)C*{L)蔓t

が導出望る・~ここでC(1)-EQ, C*{L)-Y. (-
1) 2
/->・+!

26

C′〕〟,また,

C{L)-EQ,Co-Ik,
j=oさらにぢ-;-Q,i>0を仮定する.D(X)-Lvican
としよう.

定義:(25)によって生成されるZtについて,1≦rank」>(!)<&である時,

Ztはco-integratedであるといわれ,rank」>(!)-/?である時・Ztは

co-integratedLていないといわれる.

Ztがco-integratedである時,すなわち,rarikD(l)<kの時,ォ'」>(!)

-Q'なるk次元ベクトルg≒Qが存在することになるので,(26)より

g′Ztは定常となる・すなわちg>-0をある種のマクロ経済理論とし

てみなすならばu'yjが定常であるということはそれがある意味で安定

的であることを意味するものである1-0のケースにおいては,0(1)

⇒C(l)とすることができる.すなわち,co-integrationはC(l)の階数
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によって定義される.rankC(l)-m<kである時,EngleandGranger

(1987)のLemmalより,detC(L)-(l-L)サー*da)及びadjC{L)

-(X-L)k-m-^F{L)である様なLの無限次数の関数d{L),関数行列

F(L)が存在することになるので,(25)は

F{L)yj-t」+d{L)蔓(27)

が得られる.ここでt-F<J,)v.また,detA(L)-(l-L)kdetH(L)及び

ad)A(L)-(l-D^adjtfO,)であることより,(24)は

(l-L)detff(L)#-(l-L)i-*轡+adjH(L)蔓(28)

C(L)-H(L)-i-〔1/detH(L)〕adjH(L)であることより,(28)の両辺を

detH(L)で割ると,それは(25)でなければならない.K(L)-adjH(L)

と置くと,(28)より

(l-L)detH(L)yt-a-Ly-サ轡+K(1)蛋+(1-L)K*(L)蔓(29)

が導出される・ここでp(k-1)/>(*-1)-l
K(l)-」isTj,K*(L)-」
;=。y=。〔(-DzkAd;
またp(k-1)
K(L)-ZKj,
;-0K0-hとする.ranked)-rankC(l)

及びrank[wi#(l)]-rankZ)(l)であることは明らかである.従って,

我々は,C(l)やD(l)の替わりにK(l)や[y:Kanの階数によって

co-integrationの有無を兄い出すことができる.

6.Explosiveな根のためのco-integrationの

定義の拡張とその推測

前節の(22)あるいは(22)′において,A(L)が次の様に設定されている

ものとしよう.

A{L)-{l-kaL)H{L)

ここでAは実数であり|Ao|>1となるものとする,また,det#U)-O

を満たすすべてのAについて,間>1なることを仮定する.その時,(22)

′から

(l-XoL)yj-v+C(.L)蔓t (30
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が導出される.ここで,v-C(L)u,また,C(L)-H(L)-¥さらに,(30)

より

(l-XoL)yj-v+CUo1)st+(l-AOL)Co*(L)蔓(31)

が得られる.ここでCUiTl)-.3:c*
/=。A-',C。*(L)-|。[(-D^QXol)^,

訂E<またCCL)-l.CjU,Co-Ik-(3D
j-0はC(L)-I,CjV
;'-OであることとC
ur)+(1-A止)C。*(L)-(jtctf)+(-D(,1W)+(J/W-i+i¥

l+(-D(|2C;a。-')aoL+(|2Qao-'+2)l2+(-D(Jcatl)a^+-であ

ることを考慮すれば,ただちに得られる.D(^)-[-v!CUn"1)]とする

と,explosiveな根のためのco-integrationも,前節の単位根のための

co-integrationと同じ様に,D(Xql)の階数によって定義されることにな

る.すなわち,(30)によって生成される2tについて,1≦rankZ>Uo)

<kであるならば,Ztはco-integratedであるといわれrankDUo)-」

である時,Ztはco-integratedLていないといわれる.m-0のケースに

ぉいては,-DUO-)吟(椋1)とみなせばよく,すなわち,co-integration

はCU0-1)の階数によって定義される・また,detA(L)-(トXoL)kdet

H(L)及びa&}A(L)-(トAOL)*-1adjH(L)であることより,(24)は

(l-AOL)deti?(L)^-(トXoL)トk轡+adjH(L)蔓(32)

となる.C(L)-H(L)-i-〔1/detH(L)〕adjH(L)であることより,(32)

の両辺をdet#(L)で割ると,それは(30)にほかならない.X(L)-adj

H(L)と置くと,(32)から

(l-XoL)&etH(L)yj-(1-AOL)i-*轡+KUo)ぢH-(l-AOL)

Kt(L)ぢ(33)

が導出される.ここで]-。KSCO-♪(k弐~蝣(<-!,
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pik-1)l)mまたp(k-1)
K(L)-」KhKo-hとする.rankifUq-1)

-rankC(Ao"1)及びrank[ォ:KUon^ankDUol)であることは明ら

かであるので,我々は,CUo"1)やDUql)の替わりに,tfUo"1)や

uIKCAq"1)]の階数によってco-integrationの有無が兄い出される.-

方,(22)より

yj-(.Lw+^-i+'s[(-Dti+A^M)^1iyj-j-X&j-j-1)

+y+蔓(34)

が得られる・明らかに,1≦rankEA,V+1)<k

v=iiであるならば,Ztは

co-integratedLており,rank(」AV+1)-」

V=i'である時,Etは

co-integratedLていないAou0-1)-」yl,V+1と置くことにしよう・

いま観測値として也1,-,y_n)が利用可能であるとしよう・小瀧(1988

b)においては,co-integrationの有無を検出するために次の様な量の固

有値が採用された.

An-〔tb-^T〔J2w)(35)

Anは,次数1のベクトル自己回帰モデルを適合させた時の,係数行列の

OLS推定量となっている.また,小瀧(1989)では,次の様な量の固有

値が考察された.

Bn-〔Iy

t=p+f~-哩LU^-1蔓*u,蔓ト増≠11)〕11〔t=p+輿

Et,-」yt-i蔓¥-1)Z-
n

-li蝣t=p+i蔓tA)〕(36)

Hここでzn-s
t-p+l蔓t-l臥l,また,Bnは,(34)においてyj,t-p+i,-,n
を包i-1.蔓t'_1)∫,t-p+l,～,nに回帰させることによって得られる係数

行列のOLS推定量のうち&-1の係数行列であるAou。"1)に対応する
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部分に相当している,蔓t-¥一也i-i-yj-　　　yj-♪+1-yj-p, 1)′・

rank[ォi JRr(A0-1)]-rankJDU。-1) -rank^oU。"1) -r<kである時,

H'¥ i K(Xoln-H'D(Xol)-H′AottJ )-o

rank iif -k-r=m

ranklK蝣H]-k

である様なkxr行列K及びkxm行列Hが存在する.この時,明らか

に

K'[u IKiXo'n≠O

K'DUV) ≠O

K'AoUJl≠O

が成立していなければならない.いま

#(1) -K'yj

yj(2) -H'yj

の様にr次元ベルトルV,(D及びm次元ベクトルyti2)を定義しよう.

4節と同じ様な議論によって,

yta) -Op(it(0))

#(2) -0,(1)

であることが示される.
ここでtt(O)-{;藍l^。l'jl′2・さらに,

〃

∑yトi(l)^-i(1)'-Op(in(0)2)
弓S9

n

∑yト(2)^-2(2)′ -Ot(n)
t-2

n

∑ yt-i(l)ej -Op(in(0))
t-2

n

・L^t-1 (2)ei =Op{n)

であることも示される.ここでet-v+C{L)et.また,
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_I+13M(l)j卜蝣ro'-U^M^Ui…ト(1),-(WO)2)

J+?-1{2)y~トi(2)'-I担(2)&-iU-ii蔓t-恥(2)')-Op(n)

」yt-i(l)el-[E担(l)si-i右¥t=p+l蔓tl1蔓l)-Op(in(0))

rj>/-i(2)
t=p+¥-蔓¥t=p+i~娠)右E蝣蔓-1蔓})-OtW′2)

であることも同様にして示される.(30)及び(34)を考慮すると,(35)及び

(36)はそれぞれ

An-xoik-〔'-2~-*'-1)〔u-1&〕(37)

Bn-AoUol)-〔Ey

t=p+v-*'-l一覧担蔓Ll)若者'-*'-!〕11

・yt-i
・t=p+i-蔓上4^;--^Up+i雛IS/))(38)

と変換される.R'及びCnを

R'-YK'Cn-一蝣|サ(0)

.。㌣急-

(kx*×k)

として定義しよう.その時,(37)及び(38)はそれぞれ

An-lolk-RC^[c^TR'ig-増LiRC-‡s-If1n〕(39)

Bn-AoUa1)-RC-J〔CITR'」yt一針RC-m-CJl′2R,

・yt-%雛蔓・-iZU)RC-1-1′2〕11
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〔C-JR′2yi-i

t=p+i~言C㌃1′iRIu^-1)^1

4=p+i蔓tl1湖

と書かれる.またDn(l)及びDn{2)を

Dn{l)-¥[iォ(.0)%

。01-,-蝣Dn(2)-控Ir急

(RxR)

と定めると,(39)は

AH-x。ik-RDサa)-1′′iR'Xgt-yl-iRC耳1

〔A,(2)-1′2i?¥?2*-lSO

(40

(41)

とも書かれる・R'zト1-虹l(l)∫, *-i(2)')′であることより, C志/2R-1

〔BB-AoUo- )〕及びかw(Dl/2#- 〔AM-Aolk〕がオーダー1で且つ非退化

となることが示される. C£/lg-1〔Bn-Aott。1)〕の平均は漸近的にゼロで

ぁることが示されるので, BnのAoUo- )に対する収束の速度はRC㌃1/2

によって評価され,それ故, R及びCnの定義より　Bn-AoUol)-Op

(n-1/2)であることがでてくる・ 2tがco-integrated Lない時,すなわち,

rank[M i KUal)]-rankD(X^)-rankAaUol)-kの時には, H'は定

義できないので　R'-Ik, Cn-in(0)2Ikとする・その時, Bn-Ao(Xai)-

OpbniO)-1)であることが示される・一方, Ztがco-integratedである時

のD.(1)1'2R-Itf.-xolk〕の平均は,漸近的にもゼロではないので, An

はAo/*には収束しないl Ztがco-integrated Lない時には　R'-/*, Cn=

iniWhとすると　An-koIk-OpUAO)-1)であることが示される・

7.まとめ並びに今後の課題

本稿では,非定常性に関する様々なパターンとそれらによって生じてく

る各種の統計的諸問題を論じるために,スカラー並びにベクトル自己回帰
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モデルが取り扱われた.第1に,過去の文献においてほとんど考慮されて

こなかった, explosiveな根によってもたらされる確率的・確定的非定常

性のパターンを意識しつつ,必ずしも定数項がゼロではない次数1の自己

回帰モデルにおける　OLS　推定とベクトル自己回帰モデルにおける

co-integrationの問題が考察されてきた.非定常性がモデルの特性方程式

のexplosiveな根によってもたらされている時には,それが単位根によっ

てもたらされている時と異なって,確率的な非定常性と確定的非定常性の

オーダーが等しくなっていることが示された.また, explosiveな根によ

るco-integrationの定義並びに統計的検証は,単位根によるc0-mtegra-

tionのそれらからまったくパラレルに拡張できることが論じられた.同

時に,本稿では, (ゼロ定数項を持つ)次数1のスカラー自己回帰モデル

における係数のOLS推定が, (ゼロ定数項を持つ)次数1のスカラー移

動平均モデルにおける係数の最尤(ML)推定とある意味で双対になってい

ることを示した.特に,その自己回帰モデルとその移動平均モデルの係数

が1になる時,すなわち,自己回帰モデルは単位根によって確率的に非定

常なものとなり,また,移動平均モデルは反転不能となる時,それらの双

対関係が際立ってくることが強調された.さらに,本稿で札　単位根や

explosiveな根を複数個持つ様な高次の(スカラー)自己回帰モデルにお

けるOLS推定量の漸近的性質が論じられた. OLS推定量の真の係数パ

ラメータ-の収束のスピードは,各種の非定常性のパターンを結合したも

のになっていたことが示された.

今後の課題としては, 4節の(13)の様なスカラー自己回帰モデルではな

く, 5節の(22)の様な,最も一般的な非定常の高次ベクトル自己回帰モデ

ルにおいて,種々の非定常性のパターンとそれらに応じたOLS推定量の

漸近的性質が論じられる必要があるであろう.また, (23)が種々のex-

plosiveな根や単位根を持つ時, co-integration (あるいはそれと同様な概

忠)がどの様に定義され,どの様に統計的に検証されることが可能かも研

究されていなければならないであろう.
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