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多変量時系列モデルにおける

co-integrationの定式化と統

計的推測

小　　瀧　　光　　博

1.は　し　が　き

経済理論の妥当性に関する統計的検証は,様々な観点から,また種々の

方法によってなされてきたが,多変量時系列分析による検証を正当化する

ものとして,近年　co-integration　という観念が, Engle and Granger

(1987)及びGranger and Weiss (1983)等によって提唱された.これは,

経済理論の安定性を,多変量時系列の定常性・非定常性という統計的安定

性の観点から定式化するものである.

時系列データとして観測される多くの経済変数が非定常なものであるこ

と,またその1階の差分をとったものが定常となっているということは,

経験的事実として多くの文献において指摘されている. (例えば　Nelson

and Plosser (1982)参照)ところが,この様な各経済変数の非定常性にあ

る種の同質性や従属性が存在する場合,これらの経済変数のある一次結合

をとったものは,その様な非定常性が相殺されて定常時系列となることが

ある.その時,ある種の経済理論が複数個の経済変数間のこの様な線形制

約で表現されていると考えるならば,この一次結合の定常性はある意味で

は,その経済理論が統計的な意味で安定しているとみなすことができるで

あろう.この様なケースを,これらの経済変数が　co-integrate Lている
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として定義するのである.換言すると, co-integrate Lている状況におい

ては,個々の一変量時系列それ自体の変動は不規則的・不安定的で相対的

に大きくなっていく(すなわち,非定常的)のに対して,それらの時系列

のある種の線形結合の変動は安定的且つ規則的(すなわち,定常的)にな

っているのである.

Co-integrationに関する統計的推測は,主として,いわゆるC0-mtegr-

ating vectorと呼ばれる定常系列となる様な一次結合を作る定数ベルトル

の推定と　co-integrate Lているか否かの検定とに大別される.基本的に

は非定常時系列が扱われるので,漸近的正規性を中心とした標準的推測論

は適用できないが, co-integrationが取り上げられている場合におけるこ

の問題の様相は,一層複雑となっている.すなわち, co-integrationが存

在する場合, 1階の差分をとったものの系列が　non-invertible　な定常多

変量時系列になっていることからわかる様に,単純な非定常多変量時系列

ではないのである.ところで, c0-mtegrationの統計的推測については,

この様な複雑性にもかかわらず理論・実証の両面において数多くの研究結

果が報告されており,推測方法については一応確立されたものとみなすこ

とができる(co-integrating vectorの推定については, Engle and Gran-

ger (1987)及びStock (1987),検定については, Engle and Granger

(1987), Stock and Watson (1987), Phillips and Ouliaris (1986, 1987)及

びJohansen (1988)参照)しかしながら, co-integrationの取り扱いには

依然としてある種の不十分な点と不整合な点が存在している様に思われ

る.それは,非定常性のゆえに標準的推測論が適用できないということで

はなく,もっと基本的且つ本質的な事項であり,以下の2つの点に要約さ

れる.

同　何らかの有限次数の時系列モデルの設定

回　定数項の存在(分析対象となっている各時系列データの1階の差分

をとった系列の期待値がゼロでないケース)

後で明らかにされる様にこれらの2点は互いに関連している.

一般に時間領域表現による時系列分析においては,例えばARMA (A
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q)の様に,未知パラメータが有限次元空間に含まれる様に何らかのモデ

ル・スペシフィケーション(有限次数の時系列モデルの設定)が行なわれ

る.これは,いわゆる推定量の"収束の速度"の問題と密接にからみあっ

ている. Co-integration　に関する統計的推測に関しても,推定された

co-integrating vector　や検定統計量がパラメータの真の値に収束してい

く,また,漸近分布に収束していく速度が,ある程度望ましい水準(少な

くとも標準的水準程度)であるためには,データが何らかの時系列モデル

に従って生成されたものと仮定する必要がある.事実, co-integrationの

統計的推測を扱っている多くの文献においては　error correction represe-

ntation (ECR)や多変量自己回帰モデル(VAR)の様な有限次数の時系列

モデルが仮定されている.一方,有限次数の時系列を仮定しない,ノン・

パラメトリックな　co-integration　の推測を論じたPhillips and (Julians

(1987)において, "収束の速度"の水準が決して望ましいものではないこ

とを見てとることができる.

Co-integrationを扱っている多くの文献では,定数項はゼロと仮定され

ているかあるいは非ゼロの場合であってもその扱いはきわめて不十分・不

明瞭なものであった.しかしながら,多くの経済時系列においてゼロ定数

項が棄却されるということは, Nelson and Plosser (1982)等において報

告されている.小瀧(1988)は,定数項をも考慮した場合にもco-integr-

ation　の定義を拡張し且つその場合における推測を論じた,小瀧(1988)

において, Engle and Granger (1987)によって示されたco-integration

とECRやVARとの関連性が,定数項の存在によって希薄になることが

指摘された.このことは, ECR　と　VAR　との対比による　co-integration

の定数(Engle and Granger (1987) p.266の4から7までの検定方式,

さらにはJohansen (1988)によって論じられた検定方式)が無効となるも

のであることを意味する.

本稿の目的は,定数項をも考慮されたある時系列モデルのもとで　co-i-

ntegrationの統計的推測を論じることにある.以下では,小瀧(1988)の

結果を踏まえて, co-integration　をめぐる(i)回の様な問題点が論じられる
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ことになる.さらに, ECR　に替わる,どの様なケースをも含むより一般

的な新たなモデルが提示され,そのモデルのもとで　co-integration　の推

測手法が構築される.

2.定数項の存在とco-integrationの概念

次の様なⅣ次元多変量時系列を考察しよう.

00

蔓t一雛i =ォ+.|。Q蔓トj

-u+C(l)蛋+v,-V.t-1

-D (X) 」t+vt-ut-¥ しい

ここで(蔓t)は平均ゼロ,分散行列が単位行列となる様な,系列的に独立

・同一分布に従うN次元系列であり,またy^はN次元の定数ベクトル

である.さらに,

CO

c(i)-x;oQ, Cf-NxN (7=0, 1, 2, -)

・*-& {一息ck)蔓t-i

D(l)-[サ: can, &-[i,蔓Ii]′

の　　　0°

またrankCo-N, S　鼻¥Ck¥<の及びs=&=Q 0-0,~1, ~2,-)
を仮定することにする・&-&-Q 0-0, -1, -2, -)という''初期条件"

はStock and Watson (1987)においても採用された仮定である. (1)に従

って生成される(誠は,観測可能なN次元多変量時系列であるものとし

よう.また>牀i>・-,Ztが観測値として与えられているものとくしよう. (1)

は,

蔓蝣-<!f+C(!) {」&}+サ

-」>(!) { xfij +ut (2)

と書かれる.この時, co-integration　は,小瀧(1988)に従うならば,
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刀(1)の階級によって定義されることになる.

定義(小瀧(1988)) : (1)によって生成される　蔓t　について, 1<rank

D(l)-m<Nである時,蔓tはco-integratedであるといわれる.また,

r-N-mはco-integratmg rankと呼ばれる.

蔓tがc0-mtegrating rank rでco-integrated Lている時

▽'」>(!)-0, rank▽-r (3)

である様なγ×Ⅳ行列▽'が存在することになるが,この時▽の各列ベ

ルトルはco-integrated vectorといわれる.明らかにr個(co-integrati-

ng rankに等しい個数)の線形独立なco-integrated vectorが存在する.

(2)及び(3)より

▽'蔓t-▽′yt (4)

が得られる.すなわち, ▽'蔓tは定常時系列となっているが, ▽'蔓t-Q　を

ある種の経済理論(但し,それは複数個の経済変数間の線形制約として表

現できるものに限られる-)とみなすならば,それが統計的な意味で安定

的であることを意味しているのである.

ところで, (1)において定数項が存在しない場合(ォ-0), co-integratio-

nは,Engle and Granger (1987)等多くの文献においてそうなされている

様に　C l　の段階によって定義される.すなわち, 1≦rankC(l)-M<7V

である時,蔓tはco-integratedであると定義されるのである.この場合に

は, (2)より明らかな様に蔓tにおける非定常性は確率的な意味でのものだ

け　C(l)(」*の部分)となる. (1)において定数項が存在する場合

(y≒Q)には,確定的な意味での非定常系列(fe)も含まれることになり,

確率的意味での非定常系列C(l)¥M　とともに蔓fの非定常性を形成

している.小瀧(1988)による　co-integration　の定義では,確定的な意

味での非定常性も確率的な意味での非定常性をも消去される様にco一mte-
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groting vectorが構成されることになっていたが,どちらか一方だけの非

定常性を消去される様な一次結合も実はそれなりに意味を持っているI ty

の各要素の大きさは0(t) Kなるのに対してc(i){.r&]のそれはOp(fiiz)

であり,その意味では一次元においては,確定的な意味での非定常性の方

が確率的な意味での非定常性よりも支配的なのである. y≒Qである時,

A'u-O, rankA-N-1　　　　　　　　　　　　　(5)

である様なN-1×N行列A'が存在することになるが,この時蔓tの各

要素の大きさはO*(0であるのに対し, A′蔓tのそれはOpifl'2)となって

いる.このことは蔓tがco-integratedであるか否かにかかわらず(D(l

の階数がⅣ　より小か否かにかかわらず)成立する.そして(5)における

Aの各列ベクトルはco-integrating vectorとして誤って推定される恐れ

もあるのである.次の例を考察しよう.

f　　　　≠

zu- tui+ X^y十0.5.Eie?;-+0.5e2<

f        ど

z2t- tu2+ Xlszj+0.5.2^1;+0.5ei(
KB

ここで(6)は(2)の特殊ケース(N-2のケース)であり,〟1≒0及び〟2

≒Oとしよう.(6)におけるC(l)は'1

.0.50.5
i'でありfulトrankとなっている(従ってD(l)の階級も2である)から,Z¥tとZ2tはc0-mtegr-

atedしない.ところで,2変量時系列モデルにおいて,定数項が考慮さ

れていない場合,co-integratingvectorの推定は"co-integratingregres-

sionとして知られるzlfのZ2t-の回帰(あるいはZ2tのzlt-の回帰)

によってなされる.この回帰(OLS)による推定値はo?(r-i)の一致性を

持ち,さらにその決定係数R2も1-OP{T-^)のスピードで収束してい

く.(EngleandGranger(1987),Stock(1987)及びPhillipsand(Julians

(1987))一方,co-integratedLていない2変量時系列モデルにおける2

つの変数間の同時点での回帰feuの22tへの回帰,あるいはZ2tのzlt-

の回帰は,Hspuriousregressionとして知られる.この場合,回帰によ
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る推定値は極限において特定分布に従い(一致性は持たない), R2も非退

化な極限分布を持つ. (Phillips (1986)参照). (6)の様な非ゼロ定数項を

持つ時系列モデルにおいて,定数項の存在を無視してzltをZ2t -回帰さ

せて得られるOLS推定量の性質を吟味してみよう.明らかに

T        T _　_ ._5

」 Z¥」2t-UiU2f^ f+Op(T5)

5

Y.zl-u¥ i: P+Op{T2)

が成立している.これより

1

tl zltz2tn^-響+ Op (T-豆)

」4/7^誓+Op(T一豆)

1

(7)

(8)

1
票誓芸h,OLS、誓‡T.z21芸ittu¥/U2^
2i慧i='1

とを考慮すると,R2も1-の一致性を持っている.そのことは,c0-mte-

grationが存在しない(6)のモデルにおいて,zltのZ2t-の回帰は明らか

に"spuriousなものであるにもかかわらず,OLS推定量の漸近的性質

については,co-integratingregressionと同様な結果がもたらされること

を意味する.すなわち,定数項を見落とすというミス・スペシフィケーシ

ョンのゆえに,co-integrationが存在しないにもかかわらず,1,岩]

がc0-mtegratmgvectorとして採用されてしまうことを示唆しているの

である.

他方,CO.)のランク落ち,すなわち確率的な意味での非定常性だけを

消去される様な一次結合もそれなりの意味を持つと思われる.C(lのラ

ンク落ちは,蔓「蔓ト1がnon-invertibleであることを意味する.また,堰

率的な意味での非定常性が消去され確定的な意味での非定常性のみ残存し

°°°°°°ている系列は,その非定常性が確定している(確率的変動をしない)とい

う意味では安定的なものとみなされるかもしれない.本稿では,小瀧
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(1988)による　co-integration　の定義を採用することにするが,上で論

じてきた様にtyやecu
Uォ}
だけを単独に消去する様な一次結合も分

析される必要があると思われる.以下の節では,その様な一次結合の推定

あるいはその様な一次結合が存在するか否かの検定(明らかに, ty　につ

いては, y≒Qである限り,常にA'u-O及びrarikA-N-1である様な

荊×N行列A'が存在する)をも含めて, co-integrationに関する推

測が論じられることになる.

3. Co-integratedされた多変量時系列モデル

2節の(1)において導入されたⅣ×Ⅳ行列　cm　及びⅣ×Ⅳ+1行列

刀(1)の階数について,以下の様に定めよう.

rank C(l)-w, rankD(l)-m

また,整数S及びr　をs-N-n, r-N一mの様に定めよう.その時,

1≦n≦m≦N,また, m-n+lあるいはm-nのいずれか一方が成立して

いる. rはco-integrating rankに相当し, m-Nならば(1)における蔓t

はco-integratedせず, m<Nならば蔓tはco-integratedする.また,

n<Nならば確率的な意味での非定常系列c(i)U*}を消去する一次結

合を形成することができる.その様な一次結合は, S　個の線形独立な　N

次元定数ベクトルによって作られる.

蔓t　が(1)によって与えられる時,小瀧(1988)の定理1に従えば次の様

な表現を導出することができる.

A(B) (1-B)蛋-d{B)蔓t+吻(n, m) -A(l)蔓ト1 (9)

ここで, i4(」)-[Adj C(B)]/(l-By-¥　rfCB)-[detCCB)]/(1-By,
cO　　　　　　　　　　　°O                   cO

ACB) -XAjB, A(1) =XAj, C{B) -XfjB>, BはLag-operator,すなわ

ち　Bz,-蔓t-1,またCAdjC(B)]はCOB)の余因子行列, [detCCB)]は

C(B)の行列式を表わしている.さらにn(n, m)は以下の様に定められ
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たⅣ次元定数ベクトルである.

U(n, m) -A(B) (1-B) Izjv-(サ+サ.)-% 10

(1-B)--l, (1-B)*サ-Q (*-1, 2, -)及びA(B)u-A(X)uであるこ

とに注意すれば, g(ォ, m)は次の様にも定めることができる.

g(ォ, m)-{

n

Q

N-m及びN-l-nのケース

・その他のケース
(10)′

ここでU-A(l)u.また, rank^4(l)-s (小瀧(1988), Engle and Grang-

er(1987)を見よ)であるので, N-n (それはN-m-nをも意味する)

のケースではA(1)-Oとなる蝣A{1)及びn(n, m)に注意を払うならば,

(9)はn, mの値に応じた,以下の様な三つのケースに表現できることが

わかる.

(i) n-m-Nのケース(蔓tはco-integrated Lていない)

A {B) {l-B)蔓t-d(B)蔓t

(可　n-N-1, m-Nのケース(蔓tはco-integrated Lていない)

A {B) (1-B)蔓t-dVB)蛋+tn-A (l)蔓tl1

fiii) m<Nのケース(蔓tはco-integrated Lている)

A (B) (1-B)蛋-d(B)蔓t-A (l)蔓t-1

Llい

(12)

13

(9)が有限次数の時系列モデルになっているためには(あるいは(ll),

(12), (13)がそれぞれ有限次数の時系列モデルであるためには) A{B)

及びdVB)がfinite orderでなければならない.すなわち,

A (J3) - X AiB>

d(JB) - %odjB>
(14)
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でなければならない,このた桝こは,C{B)の各要素がfiniteでなければ

ならない((1-AB)~1である様なものが含まれてはならない)であろう.

さらに,そのことは(3)を満足する様なrxN行列▽'に対して,▽′蔓t

-▽'ytがfiniteorderのMAprocessとして表わされることを意味す

る.また,それは▽蔓tがfiniteorderのARprocess(VARprocess)と

して表わすことはできないことを意味するから,(14)の様な仮定を置くこ

とはEngleandGranger(1987)において提示された,いわゆるDicke-

y-FullerテストやAugmentedDickey-Fullerテストの正当性を失わせる

ことにもなっているのである.この意味で,finiteorderのECRに基く

テストであるEngleandGranger(1987)p.266の4から7までの検定方

式と▽'蔓tがfiniteorderのARになっていることに基いているDicke-

y-Fullerタイプの2及3の検定方式とは,互いに両立し得ない前提条件

にその根拠を置いているといえるであろう.

(14)において,さらにd(B)-lと仮定しよう蝣C~0.-1が存在すること(従

って-1A~Oが存在すること)に注意すれば,結局,次の様な時系列モデル

における推測を考察すればよいことがわかる.

蛋- Un-A]蔓.-!+.^Hjlzt-j-zt-j-d + ty+et
(15)

ここでet-Aol蔓t- (15)においてγ≒QかA-0であるならば蔓tはco-mte-

gratedしていない.逆に, ど-Q且つA≒0の時蔓tはco-integrated Lて

いる.また, A　のS個の線形独立な行ベクトルは,確率的な意味での非

定常系列c(l)U*}を消去する・しかしながらco-integrating rankr

は(15)には直接的には現れていない. Co-integrating rankr　を反映して

いる様なパラメータは, (15)には明示されていない.次節ではc0-mtegr-

ating rankを検出するための統計量やAの推定,さらにはc0-mtegratin-

g rankの値に関する検定(co-integrationの有無についての検定は,この

検定の特殊ケースと考えることができる.)について論じる.
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4.co-integrationの統計的推測

小瀧(1988)においては,co-integrationの有無ないしはco-integrati-

ngrankの値を検出するために次の様な量の固有値が採用された.

AT-¥k蔓I-IfT
t-iZt-i]IfT蔓'.)(16)

ATはfirst-orderのVARを適合させた時の(系列行列の)OLS推定量

である.本稿では(15)に従って次の様な量を考察しよう.

Bt-lt=p+2~'.L~'1-T
Ezt-i
t=p+2~払U+2-症"L:T

=p+担*,)}一・T

J=p+2如-'¥t=p一
蝣p+2蔓t-1払,(=F+2ォ<-*-i)IIT¥
2xt-iz't)(17)
ここで蔓!-!-(*,蔓t-l-蔓t工2>-'i蔓t-p一貫i-ムー1)′・BTは蔓tを(蔓f-l>蔓tU)′

に回帰させた時の蔓ト1の係数行列の推定量に相当している.観測値(蔓1,

・.ITSを用いて,(15)は

Z-Z-1Un-A'^ +XL+ U

と書ける.ここで

Z　-[勧+2,～, *tl′　　2-i-[勧+i.蝣-> It-1]'

X -[劫十1,～,貰r-i]′　L　-[γ.Hi,-　Hp]′

U -[&+2, -, eTy

(18)から(17)は

Bt- {Zl lM2Z- 1} I HZl jMiZi

18

19

とも書かれる.ここでM2-It-9- -X(X'X)~lX'.

BT　の固有値の漸近的性質について吟味しよう. (ll) (12) (13)より明

らかな様に, (15)においてγキQなるケースは　t-N-1及びm-Nの

ケースであり　rank^4-lでなければならない.
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a) n-N-1及びm-Nのケース(γ≒Qなるケース)

G′γ-0 rankG-iV-1

となる様なⅣ×(N-1)行列Gが存在する.

1

zlt- (.γ'γ) ~豆γ'蔓t
l

蔓t- (G'GY豆G'蔓t

と定義すると, (15)より次の表現が得られる.

zit-zit-i-Q'1Zt-i+ J^締t-r蔓・-j-il +eu+trj

蔓'2t-%lt-l-A2gt-i+ XjHylzt-j一貫- L] +牀2,

(20)

@i

1　　　　　　1　　　　　　　　　　　1

ここで　ォi-(γ'γ)-云γ'A, h[-{γ′γ)J云γ'Hj (j-l,～,p), elt-(γ′γ)~豆γ′
1　　　　　　1　　　　　　　1

n n-(γ′γ)-豆γ'γ, A2-<,G'GY豆G'A, H2j-(G'G)一豆G'Hj 0-1, -, p),
1

ga-(G'G)~豆G'et. zstでは確定的意味での非定常性は除去されている.普

た　ォi蔓t11においては,確率的な意味での非定常性が除去されている(そ

のことは・舶- -- C*u-zit-i)+Xh{jlzt-j一石t-j-i]+eit+triから明ら

かである).

(b) m<Nのケース(このケースでは蔓tは　co-integrated L,且つ

ど-9となっている)

rankA-s ((9)あるいは(ll) (12) (13)を見よ)より,

K'A-O, rankif-w

K'H-O, rankH-s

を満足する様なNxn行列KとNxs行列Hが存在する.その時,

1

2t- (H'H) -2H'蔓t
l

轡- {K'K)-2K'蔓t

と定義すると, (15)より次のような表現が得られる.

(22)
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lt-2t-i-T,蔓トl +.LffiyC蔓t-r者-l] +g3<

轡t-轡<-i+.Lr:2,-[.蔓t-r蔓--;-1] +触 (23)

1　　　　　　　　1

ここでr-(ff'H)-豆H'A, Kv-(,H'H)~豆H′Hi 0-1, -, p), e3t-(H'H)
1　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　1

~2H'et, K2j-(K'K)-2K'Hj (j-l, -, p), eit-(K'K)~2K′Qt.明らかに

Tzt-iは定常時系列でなければならず, rはco-integrating vectorを形成

している.また,轡tはco-integrated Lない(Johansen (1988)参照).

n-m-Nのケースにおいては, (15)は以下の様に表現される.

蔓t-- + ,'t^Hjlzt-j-Zf-j-i} +et　　　　　　(24)

(24)はVARになっていることに注意すべきである・Zi, -,蔓Tに依存す

る任意のN次正則行列RTに対して, R亨BtRtの固有値はBTの固有

値に等しくなっているので,蔓tをR簸tに変換して考えることが可能であ

る.この様なRTは(b)のケースでは,

S n

S i M l

LH(JFH)'云i K{K'K)

TJ云Is i 0

O　: r-nn

の様に定められ,また(a)のケースでは

1 1　Ⅳ-1 1 1
[γ(γ'γ)-豆:G(G'G)~云] -

wォ

N-l
3 :

TL云: 0

0 :T-Vn_1

の様に定められる.また, n-m-NのケースではRt-T^1In　と定めら

れる.小瀧(1988)の定理2と同様の推論によって, BT　の固有値　Ht

*-1, 2, -, N)について以下の様な漸近的性質が得られる.

Ai.7-1+0,(7し蝣) i-l, -, m

Ai,T-ら+otaL1/0, I瑚<1, i-m+1, -, N　　　　(25)
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また, m-Nのケースでは

XiT-l+Op{T-i)　t-l,～,N

但し, BTの固有値は　|Ai,: ≧|A2,T|≧・.・≧¥^N,Tlの様にorderingさ

れているものとする.小瀧(1988)の定理2より明らかな様に, BT　の固

有値の極限値はATのそれに等しくなっている.しかしながら, ATと異

なり,BTはそれ自身常にIn-A' -確率収束することが容易に示される.

(18)及び(19)より

BT- (In-A') - {ZliMiZ-d-HZIMU} 26

あるいは(15)及(17)より

Bt-(In-A')-{t=}+2Zt-iztU一石t-1払)

'T

・,t=p+i貰-1払)I(¥t=p+2蔓蝣t-1&il~1

Ezt-ie't-[E.
J=p+2--'¥t=p+2蔓トl&Il

'T

¥t=p+i貰t-lXt-1)貰卜i」/(27)

が得られる.さらに(1)(2)(15)より以下の結果が得られる.

2.zu-iejt)-ofjE[t=
¥t=p+21^)

E¥V-^i

_」/**-!*-^{t=?.JKit

蝣p+2%t-1

(28)

ここでE(ejt)-ojj, et- (eu, -, eNt)',蛋-(zu,蝣蝣, zNt)′, Xf-Oci,t,蝣蝣蝣, Xpnj

XPH+i,t). (28)からただちに東芝β蝣=In-A'がでてくる・また,同様に

してHjやγのOLS推定量の一致性も証明することができる.

次に, c0-mtegrationの有無,あるいはより一般にco-integrating ran-

kの値の検定問題について考察しよう,この検定札(15)において　γ-Q

が成立するか否かの検定あるいはA　の階数についての検定を組み合わせ
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て行うことも可能である.その場合, BTの様なIn-Aやγについての

oLS　推定量が検定統計量を構築するための基礎となるが,しかしながら

その様な検定統計量はむしろ確率的な意味での非定常性のみの除去や確定

的な意味での非定常性だけを除去することに関しての検定に向けられた方

がよい様に思われる.ここではBTの固有値A,-,r (*-1, -,AOに基いた

検定方式について紹介する. (1)におけるか(1)の階数のtrue value　を

moとしよう.また　hr (*-1, -,N)のprobabilitylimitki (i-l,～,

〟)が,絶対値の大きさの順に次の様に並べられているものとしよう.

1*1 ≧lえ2E≧・・.≧l瑚

この時, (1)において以下の様な帰無仮説が設定される.

Ho:Am-1少なくともDO.)の階数はm⇔mo≧m

また,対立仮説は以下の様になる.

ft:Iえm¥<¥一高々DO.)の階数はml1⇔mo≦m-1

Co-integration　の有無についての検定は,上記の検定の　special case

(m-Nのケース)である.

検定統計量を構築する前に,以下の様な記号を導入しよう.

βt-lf¥ -　r*T, v-i-[&+i, -　r-i]′

ここで　hl,～, hN　は,互いに異なる1より大なる整数とする.また,

A-m,Tに基いて作られる次の様な統計量も導入しよう・

vm,T-{T-*[M(|lm,T卜l)]m*+k*+1}-1 29

ここでh*-max{hi,蝣蝣蝣, hx},そしてmr　　は, m*, k*≧h*である様な

正整数とする.また, 〟　は適当な正整数とする. (25)よりこの統計量に

関して次のことが成立する.
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Hoの下でvm,T-l+Op{T-**)

Hlの下でvm,T-Op(T-サ>*)

これらの量を用いて,Hoを検定するための統計量は次の様に表わされる.

s'Aゼ桝.T)-txZ-j{Sr(ゼ..TWtfH'PiiiWP-iHSrcゼ桝,T)-In}1(30)

ここでST(vm,T)-{(Z-1+vm,T^-1)・M2(Z-1+ゼ桝,t'P-i)}-1{(2.-1+

ゼ桝,J*p-1)′M2(Z+vIサ,7J*-i)}

また[T~¥
2-,6j牀*Ilこで狛ま(15)におけるOLSの残差を表わ

している(30)で与えられる検定統計量は,ATの固有値の代わりにBT

のそれを用いた点を除けば,小瀧(1988)の(41)で与えられた検定統計量

と全く同じものである.(30)で与えられるsr(vサ,t)が,帰無仮説Hoの

下で漸近的に自由度〃2のchi-square分布に従うこと,またこの検定が

consistentなものになっていることは,小瀧(1988)の定理3と同様なや

り方で示すことができる.

ここで提示された検定方式は,小瀧(1988)における検定方式の問題点

(漸近分布-の収束のスピードが遅いこと,ある場合には正当性を失って

しまう様な検定統計量に関して)を一応克服したものであるといえるであ

aa

5.まとめ

本稿では,co-integrationの概念規定並びに推測に関して過去の文献に

おいて考慮されてこなかった諸問題を中心にして考察してきた.2節で論

じられた様に,経済時系列が分析対象となっている場合,経験的事実に基

いて定数項の存在を無視することはできない.そして,非ゼロ定数項が存

在する場合,非定常性を消去させて,各々の一変量時系列よりも相対的に

"安定"なものとみなすことができ得る様な一次結合のタイプは三種類存

在した.非ゼロ定数項があるケースでは,確率的意味での非定常性に加え

て,確定的意味での非定常性も存在することになり,確定的意味での非定
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常性のみを消去させる場合,または確率的意味での非定常性のみが除去さ

れる場合,さらには両方の非定常性を同時に消去させる様な場合のそれぞ

れが独自の統計的意味を持っていることが指摘された.本稿では小瀧

(1988)に従って両方の非定常性を消去させる場合を　co-integration　と

して定義することにしたが,非ゼロ定数項を持つ2変量時系列モデルにお

いてはspurious regressionとco-integrating regressionが識別できなく

なってしまうといった,定数項の存在のゆえに生ずる確定的意味での非定

常性の影響も例証された.

定数項が存在する場合には, co-integrationとECRとの関連性が希薄

になることが小瀧(1988)によって示されたが,本稿ではその結果に基い

て,どの様なケースにも対応する(ECR　に替わる)新たな多変量時系列

モデル(15)を提示した.また, Dickey-FullerテストやAugmented Dick-

ey-Fuller　テストを正当化するものである有限次数の時系列モデルについ

ても言及した.本稿の(15)の様なモデルやECRとDickey-Fullerタイプ

テストが依っている有限次数時系列モデルとは,互いに相入れない前提条

件のもとでのみ存立することが指摘された.

本稿4節において取り上げられた推測は,基本的には(15)のOLS推定

に基くものである. (15)のOLS推定量の一致性は容易に示され,その結

果を基礎として確率的な意味での(あるいは確定的な意味での)非定常性

のみを単独に除去できるか否か等の検定統計量を構築すること-の可能性

が示唆された. Co-integrationの検定に関しては,本稿で論じられた統計

量は,用いられている固有値が別のものである点を除けば小瀧(1988)で

与えられたものと全く同じである.小滝(1988)で与えられたものと同様

に,この検定統計量の漸近的性質が得られることが指摘されたが,漸近分

布への収束のスピードの点等で,本稿で論じられた検定統計量は小瀧

(1988)におけるそれの"欠陥''を克服したものであるということができ

た.
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