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一般均衡理論と選択公理

～経済学と数学の境界問題～*
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1論文の目的と経済学における均衡解研究

経済学は、 1950年代から60年代にArrow、 Debreu[4]、 McKenzieらに

よって、一般均衡体系における均衡解の存在が証明された.特に、 Debreu

は、その位相数学的方法の経済学への導入が評価されて、 1983年にノーベ

ル経済学賞を受賞することとなった。経済システム全体の需給関係におい

て、均衡する解があるかどうかを、高度に抽象的なレベルで厳密に証明し

たことは、経済学のまさに画期であったと言ってよい。

事実,このような基本的な位相概念を用いたスタイルは、例えば、現在

理論経済学における一つの流行となっているゲーム理論における均衡解の

存在証明でも、 Fudenberg and Tirole【6]などのテキストで使用されてい

るl。

それだけではなく、 Arrowが1950年代に先鞭を付けた社会的選択理論

の紐域においても.近年、例えば、 Chichilnisky[3]などが、位相数学的

手法をこの缶域に積極的に導入している2。

この均衡解の存在証明の源流にあるのは、数学者Brouwerの不動点定

理の一般化である。それは.同じ数学者である角谷[8]によって定理とし

て提出されたが、この間題は、もともとNeumanが提起した経済学の一般
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均衡理論やゲーム理論における不動点の問題をきっかけとしているから3、

現在理論経済学上における均衡解の存在は.一般均衡理論にせよ、ゲーム

理論にせよ、この角谷の不動点定理を基礎に保証されていると言ってよい.

このことは、ゲーム理論の祖とされるNashの一般n人ゲームの均衡の

存在証明が、この角谷の不動点定理に依拠していることからも明らかであ

る4.

以上の、理論経済学における均衡解の存在証明は.しかし.実証上の観

点から見れば、殆どその有益性が乏しいものであった。事実、 Debreuと

共に極限定理を証明したScarf[7]は.その後の研究において、現実の経済

データから当該経済システムの均衡解を求めるアルゴリズム論の研究にシ

フトしていることが、例えば、 Shoven and Whalley[20]などで、紹介さ

れている.

すなわち、理論経済学上証明された均衡解は、その証明スタイルが構成

的(construcutive)ではないために、実証上は実際の均衡解を求めるア

ルゴリズムの開発が必要とされたのである.現在、実証的経済学における

大きな一つの潮流であるCGEモデルは、まさにそのような均衡解計算の

数値シミュレーションとなっている5.このアルゴリズムは各種が知られ

ており、今なお開発途上であるようだが、決定版は未だ存在していない。

また、計量経済学における連立モデルの解の計算も.実際にはガウス・

ザイデル法やニュートン法を用いた収束計算によって、当該連立体系の解

と見なすのがスタンダードなスタイルとなっている.だが、この収束計算

は、ある一定回数の繰り返し計算をしても収束しない場合が少なくないこ

とが知られている.つまり、連立計量モデルは「均衡解を持たない」結果

となることがしばしばあるのが、実証上のいわば「常職」となっている。

このように、理論上は保証されているはずの均衡解だが、現実の経済デ

ータからそれを探り出してくるという作業は、極めて面倒なものとなって

3角谷[8]、 p.457。
4Nash[ 1 4]。

5Shoven and Whalley[20]、 3,4章.
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いるのが実状である6.

では、理論経済学における均衡解の存在証明とは一体なのか、そして、

それが依拠している論理的根拠は何なのか。それが、経済学の実証上に投

げかけている意味は何か。本稿は、これらの問題について考察する。

結論を先取りして言えば、理論経済学における均衡解の存在証明の論理

的根拠は、選択公理(Axiom of Choice : AC)にあり、また、理論経済

学が選択公理に依存する限り、それは現実経済の実証分析に関して看過し

がたい論理的難点を持ち込むことになったということである.

2　一般均衡解の存在証明の論理

本稿では、主にDebreu【4]と角谷【8]の証明方法に依拠しながら、説明を

進めることにする.

Debreu【4]における証明の概要は、財xの需要関数の代わりに対応cor-

respondenseOを用意し.需要されるxと生産されるyを持つ二つの開集

合の直積空間の開集合G(◎)を定義して・そこにおける不動点の存在を証

明するものとなっている.

まず、対応上の不動点の存在を言うためには、ある種の連続概念を用い

る必要があるので、対応Oに優半連続upI児r hemicontinuityを定義する。

すなわち、 (Euclid空間上における)優半連続概念とは、任意の点列が収

束する点を有し.その極限が対応Oに含まれるものである。

I. →x。>yォ∈◎(wn →y.で・ y. ∈OMが成立するならば・

Sの閉・凸部分集合族91(5)における・点対集合対応x→◎(I)∈m

は、侵半連続と呼ばれる.

したがって、対応Oは(点列コンパクトの意味で)コンパクトcompact

であるとされる。なぜなら、通常、 Euclid空間上におけるコンパクト集合

b更に.現実に調査され　発表されているSNAをはじめとする各種経済データの「精
度」の問題も.事態を面田なものにしている原因に加えられる.
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は、有界・閉集合と同値であることが定理として知られており7、任意の

点列が収束先を持ち、且つ.その極限がその集合の中に含まれているとい

うのは、点列コンパクトの定義そのものであるからである。すなわち、こ

こで言う点列コンパクト集合とは.集合Sの点からなる任意の無限点列xv

が、それ自身収束するか、収束する部分列を有し、しかも、その極限が全

て∫に属するような集合を言う8。

これを、開集合概念で定義すると,次のようになる。

今、 fをX-γの対応とし、 /(x)≠◎となるX∈Xを取る・このとき

/ *>M) ⊂V(f{*¥e)

が成立するように、 /to ⊂Yの任意の8>0近傍V{f{*¥e) ¥こ対して、

xの近傍U{x,S)を選べるならば、対応fは・点xで優半連続である・但

し, w**サーJiL/ォ。
また、 fがXの任意の点で優半連続ならば、 /taxで優半連続である・

さて、この優半連続に加えて、定義域・値域が操作上対応関係を保つよ

うに凸性を定義することで、特殊な対応を排除し、存在証明の準備を整え

た後に、不動点の存在を保証するのが、角谷の不動点定理となる。

定理1 (角谷[8])集合Sが、 Euclid空間上における非空.コンパクト.凸

の部分集合で.対応◎が優半連続、 ∫から∫への凸値対応ならば、 ◎は不

動点を有する9。

実際の角谷の定理では、 Brouwerの不動点定理によって、収束する点

列を保証し、それが不動点であるとする証明を行っている。そこでは、コ

7証明は、有界・閉集合を与えて、点列が収束する点を有し.且つその極限が集合内
に収まるのは点列コンパクトそのものであることを言うことで必要性を証明し、十分性
は、コンパクト集合だが有界集合ではない、という仮定を置いて.背理法によってなさ
れる.例えば、小山[11]第2章, p.134。

8小山[11]、 p.132.
!Debreu[4]、 p.699。
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ンパクト概念そのものではなく、集合Sにおけるr次元の閉単体をn回重心

分割することで、証明を与えている10。

証明のアウトラインは,集合S上のr次元の閉単体をn回重心分割する。

このとき、単体の頂点はi=O,l,-,r、分割回数はn=1,2,-である.

そして、その分割において、各頂点から点列を取り出し、〈ギ}(/=0,l,

-,r;v=l,2,-)とする。この点列は収束点を有するので・それをxoとす

る.
rrその上でJn-妄据{n-¥,2,-¥K≧o;xa?-i

l=。という・nF
重心分割のそれぞれに、各頂点を凸結合した点Jnを定義する。

ここで、y?=<PnW)(i=0,1-蝣;r;v-1,2,-)という連続関数q'を取

牢・y.'∈*.Mと・(Brouwerの不動点定理によって)xn-<PnM-

妄据(n-l,2,-)を得る・

更に.i=O,l,-;rについて撫γ,T・・=y告撫A"'=A?となる収束

点列{yf}とR"'}(i=<U-・,r;v=l,2,--)をR}(v=l,2,-)か

らKKv-i,2,-)として取る・すると・この時、A?≧0,妄臣1・

そして・xo-妄据となる・

i-O,l,-,rについて、x?→*。>)V,サ,∈◎(項yt
,nt→y.Pなので、

◎(x)の優半連続性により/-0,l,-,rについT.Jf∈ョ*bでなけれ

ばならず・よって・*.Mの凸性によ。、xo-妄棚∈*Mとなる

のである。このXoが.不動点である.

明らかなように.この証明で決定的に重要なのは、点対点写像の関数甲

における不動点がBrouwerの定理によって保証されることである。その

結果.それを点対集合写像の対応Oに拡張しても、閉単体上で関数を選べ

ば、頂点同士をうまく凸結合した点から点列を選ぶことで不動点に収束さ

せられるというからくりである.

10角谷[8], p.457-458.原論文における定理は.
「全ての閉・凸訂分災合族をサ(S)とした時、 ∫→*wが、 9t(S)におけるr次元の閉単

体S上の佼半連続な点対集合写像であるならば, Ire ∈◎(∫。)なるIr。 ∈Sが存在する」とな
っていて.より一般的な形で示されている.
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さらに、角谷[8]は、 Euclid空間上の有界・閉の凸集合においても、こ

の定理が成立することを証明している.ところで、コンパクト集合が、

Euclid空間上においては有界・閉集合になることは前述の通りなので,コ

ンパクトで凸であることと、有界・閉で凸であることとはEuclid空間上に

おいては同値である。また、同様に、集合SをRn上のコンパクトな凸集合

とし、 dimS-rとすれば、 SはRrの凸体と位相同型であることが定理とし

て知られているので11、結局、集合∫を、コンパクトで凸とすれば.角谷

の定理を証明することができることになる.

こうして、 Debreuをはじめとする理論経済学者は,この角谷の定理を、

一般の空間におけるコンパクト集合にまで議論を一般化して、経済学の一

般均衡点の存在証明を与えている.だが.上記の通り,その角谷の不動点

定理は、 Brouwerの不動点定理によってその存在が保証されているので

ある。

では、 Brouwerの不動点定理丘、どのようにして証明されるのか.次

にこの間題を検討しよう。

3　Brouwerの不動点定理の論理

Brouwerの不動点定理で,もっとも単純な証明は、中間値の定理を用

いて証明するものである.すなわち、 Euclid空間では、有界・閉集合上の

関数において中間値の定理によって不動点の存在を容易に説明できる.

定理　2 (Brouwerの不動点定理(中間値の定理によるもの))閉区間【a,b】

を【a,b]に移す任意の連続関積/wォ.少なくとも一つの不動点を有する.

これは、実数の収束性をもとにして証明される中間値の定理によって,

・* =/ *・) *なる点の存在を証明するものである・

11例えば、小山[11]第4章参照。
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だが、より一般化したBrouwerの不動点定理の証明は、次のようにコ

ンパクト集合を用いたものによる証明が多用される12。

定理　3 (Brouwerの不動点定理(コンパクト・凸集合によるもの)) Ⅹを

R〝のコンパクトな凸集合とL

f:X⇒X

を連続写像とすれば、

f(x>X,X ∈X
を満たす点x`が存在する。

証明のアウトラインは、まず、 Xと位相同型な単体∫を用意し、 ∫に含

まれるアフィン独立なベクトル(その最大個数をm+ 1個とする)によっ

て集合を構成する。その集合上で∫から∫への連続写像gにおける不動点の

存在を証明し、位相同型なⅩにおいてもそれが成立するというやり方をと

る。

任意の点x∈∫は、
rij.　　　　　　　　　　　　　　　LiiJ

x-∑α蝣j(*K　α,w≧0, ∑α,(x)-l
l=0　　　　　　　　　　;=o

と表せるo但し・ aj,j=0, -%mは・ Sにおけるアフィン独立なベクト

ル.また・それぞれのαメx)は・ ∫上におけるxの連続関数となることは

定理で知られている13。また、 o(x ∈Sなので、
m

g(x) = ∑α,(g(*)h>
rai

と書ける。

12例えば.小山[11]第4歳
13小山[1 1】t>.24`1参照.

m

α,(ow)≧O, ∑α,(g(*)H
ノ=0
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ここで・ Sの部分集合FJを次のように定義すると・ αMαj o(*)が

xの連続関数で、 Sがコンパクトであることから・ F,・は閉集合となる・

*H'α,(*)≧α,(g(*)).: ∈4　7-1,2,- ,m

sの任意の辺単体[*iV*i2>-'*,r]を取ってくると、

[a,,,a,.2,-.a,y]⊂耳l U耳2 ∪・・・UFs.　(1)

となることが証明できる.また、別な補題tlから、 (1)式が成立するならば、

F F一,Fmに対して、 F.nF;∩-nFm≠¢が言える・

そこで、

xI∈FonF;∩-・nFm

となるx'∈Sを取ると、 Fjの定義と・係数α,.の総和の定義から、

aj(g(x ))-aj(x ), j-l,2,---,nt

でなくてはならず,よって.

g(x>王αM*%一三α,(x')a, -x*
ノ=0　　　　　ノ=0

となるので、 x*は写像g:∫⇒∫の不動点であることが言える。

この結果、位相同型であるコンパクトで凸の集合Ⅹにおいても,不動点

の存在が言えることになる。

以上が、一般的な形のBrouwerの不動点定理の証明のアウトラインで

あるが、重要なポイントはコンパクト集合を前提にすることで、閉集合

(Fj)を持ち込み、有限個の可算集合(の直積)-から特定の点*を取って

これるように操作している点にある。このような点が取れるのは、言うま

でもなく、収束する点列の存在を保証し、極限点をその内側に含むコンパ

クト集合を前提としているからに他ならない.

さて、角谷の不動点定理の際にも、その一般化としてコンパクト集合が

'Knaster, Kuratowski, Mazurukiewiczの補題。
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用いられることを述べたが、実は、角谷の定理を保証するBrouwerの定

理においても、今見たようにコンパクト集合によってその一般化がなされ

ているのである。つまり、コンパクト集合を前提に出来なければ、一般の

不動点定理の論理は成立しない。

では、このコンパクト集合を条件に出来る論理的保証は何か。

4　コンパクト集合の論理
ヽJ

ここで、コンパクト概念を整理しておきたい。コンパクト集合は、前述

してきた点列コンパクトとして直感的に定義するものと、より一般的に、

開集合によって定義するものとがある。点列コンパクトの定義と、開集合

によるコンパクトの定義は、一般の空間では一致しない。後者のほうがよ

り一般的である。

開集合によZ;コンパクトの定義は次の通りである。

定義　4 (開集合によるコンパクト)一般に,集合Xがコンパクトである

ための、必要十分条件は, Xの任意の開被覆が有限被覆を持つことであるl・5。

すなわち、Xの任意の開披覆X=∪γ。rO,が与えられたとき、 {-y¥y。r

の中から取り出した有限個のXy¥>Xy2>'->X:ysによって、 Xは・

x=ayiUO,2∪・・・UO,I

と覆うことができる.

このコンパクト概念と、上記までの点列コンパクトが一致するには、通

常、位相空間において第二可算公理を満たす必要がある。第二可算公理と

は.位相空間Tが.そこにおける可算個の開集合族(可算基) B= {Vn¥n ∈ dJl

I三松坂【12]3S5歳p.209.小山[1113512歳p.141.神谷・浦井[9]第4歳p.154。
志㌍[1813517章、 p.124.

16miK22】?,3歳p.105-106.志賀[18】第27章.
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によって、次の可算開被覆の性質を満たすことを言う15。すなわち.

任意の開集合Gは・ G=∪¥VV ⊆GIと表すことができる・ (2)

ここで、 Vnは開集合である。

この時、コンパクト集合と点列コンパクトは必要十分の関係となる。

(証明)17

(1) (←) rは点列コンパクトであるが・ (有限被覆の意味で)コンパ

クトではないと仮定して矛盾を導く背理法を用いる.

Tはコンパクトではないので、 (第二可算公理による) T<D可算開披覆

T=∪{vn¥n∈a))の中から、有限個のKT<は、決してTを覆えないもの

が存在するeよって, tiu.V2∪-UVnは・ Tとは一致しないので・可

算選択公理を仮定すると.

xn gVuV2U.・・∪　　(n=l,2,--)　(3)

という点∫〃を取れる。

一方、 Tは点列コンパクトなので.その性質により、点列Mから適

当な部分列を取ると、・

c*l・蝣**,サ'蝣>xt　-

となり、

lim-v. =a 0

となる点αが存在する。

ここで、第二可算公理よ。T=∪{Vn¥n∈oJIであるから・ a ∈Vmとな

る開集合が存在する(a∈Tより)。よって、ある点以降は

**, ∈　　　　　　　　(5)

が成立する。

ところが、 kiは任意の数をとりうるので、今kj > mとなる十分大きな

k,・を取ると、 (3)から

xki gVuV2∪・・.UVmu・・・uVki

17証明の基本は、田中[22]第3章、 P.105-106、志賀[18]第17章に依る。
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SEH2

n|^V^Bn|

これは(5)と矛盾する。

よって、 Tはコンパクトでなければならない。

(1 ⇒)Tは(有限被覆の意味で)コンパクトであるが・点列コンパ

クトではないとして矛盾を導く.

Tは点列コンパクトではないので、可算点列

y  y　・・・r　-

があって、 (6)は収束する点列を含まない.そ=五

F={xvx2,」

を考えると、 Fは閉集合となる(F⊂r)18。

Fが閉集合ならば、 FCは開集合となり,また、

xi g Fc(i= 1,2,-)

(6)

である.

また、如nに対して、十分小さい正数gnを選んT7?おくとv,Mの中

にはx。以外にはFの元が含まれないようにすることができる190

そこで・今・　on〒値J n-l,2,-
18今.任意にy∈F-を取る.ここで、戸はFの閉包である。

もしも. yeFならば. yはFの集穏点となるので.全ての正整数kに関して近傍U(y,士)
は

U(y.‡)nF≠¢ (7)

となる.ここで(7)に含まれる1点を選んでJAとする.
y∈Fなので. kを互いに異なるように選べるので,

X,,Xi,=・・X上,='

は(6)の(番号の兄なる)点列で、明らかに)・に収束する.だが.これはy¢Fに矛盾す
る。よって. J・∈Fとなる.従って、 F-⊆Fとなるが・閉包の定義を考慮すれば、 F=F・

-9もし.そうでなLlとすると. E.→0としても、 v,OOの中にIie以外のFの元が入っ
てしまうことになるため.その点が集椅点となってしまうからである.
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と置くと、 (第二可算公理より) Tの開披覆

T=FCuolUO2∪・・・UOnリー

を得ることができる.だが、この中の有限個を選んでも、ある番号から先

のxnはこの中に決して含まれることはないので.有限個によってTを覆う

ことはできない。

これは、 rの有限被覆性と矛盾する。

よって、 rは点列コンパクトでなければならない。

ロ

さて、以上から、一般のコンパクト集合を前提とできるならば、はじめ

に述べたDebreuの不動点定理は一般のレベルでその存在が証明されるこ

とになるが,それは、一般のレベルでの角谷の不動点定理が、そしてまた、

Brouwerの不動点定理が証明されるからに他ならない.

つまり、分析対象とする集合にコンパクト集合を持ち込めるならば、そ

こにおける対応関係では必ず不動点が存在することになる。

では、なぜ不動点定理の証明においてコンパクト集合を持ち込めること

が可能であるのか。言い換えれば、なぜ任意の開被覆が有限被覆をもつよ

うな集合を持ち込むことが論理的に可能である甲か。

その重要な条件が選択公理である20。

5　選択公理の論理

前節で、点列コンパクトと一般のコンパクトの一致する条件を説明した

が、その際、重要な前提として第二可算公理の他に、可算選択公理なるも

のを導入した.実は、一般のコンパクト集合を考える場合、任意の開集合

20ところで、距離空間における有限被覆性については, 1次元の数直線上における閉
区間の問題に置き換えて考えると、 Heine-Borelの被覆定理という有名な定理が知られ
ている。そして、これを有界閉集合上に一般化したHeime-Borelの定理も知られている
が、そこでも選択公理が重要な前提とされている。例えば.神谷・浦井[9]第4章参照.
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が有限被覆を持つためには、選択公理(Axiom of Choice : AC)を前提

としているのである。

すなわち、先の定義4によるコンパクト集合は、選択公理を前提として

始めて定義できるものである。なぜなら、前節の証明で述べたとおり、有

限被覆に属さない集合(無限可算集合)の中から、ある何らかの方法で点

xnを選択できることが前提とされているからである.この選択は、選択公

理によって保証されているのである。逆に言えば、この選択公理が承認さ

れないならば、コンパクト集合の有限被覆性は言えないことになり、よっ
ヽJ

て、前述した不動点定理の証明は成し得ないことになってしまう。すなわ

ち、選択公理は,不動点定理の証明におけるいわばアキレス腔なのである。

そしてこの選択公理は、重大な難点を含んでいる公理である。

改めて選択公理を一般的に述べれば、次の公理のことを言う。

公理　5 (選択公理1)

∀λ∈A{vA≠¢トロVA≠¢
λ∈人

また、この命題は.次の命題とも同値である。

(8)

公理　6 (選択公理2)任意の集合Aの空でない全ての部分集合の全体を

州とすると,任意のM∈仙こ対して◎(M)∈Mとなるよう仙上で定義さ

れた写像Oが存在する.

すなわち・この公理は・空でない(非可算無限の)開集合族raλ。人が

与えられた時、それぞれのVlの中から(少なくとも一つの)元を一斉に

取り出してこれる、ということを意味している。

この公理には、少なくとも次の二つの点で重大な問題点を含んでいる.

第一の問題点は、この選択公理は非可算無限集合の中からある点を取り
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出せることを示しているものの.その取り出し方については何も言ってい

ないことである。すなわち,どのように取り出せるかは不明であるにもか

かわらず,点を取り出せるということだけを公理としているのである.つ

まり、この公理は構成的(constructive)なものではないために,ある集

合の中から点を取り出すアルゴリズムは別途考え出されねばならない。し

かも.そのアルゴリズムがどんな場合にも存在しているかどうかは現在ま

でのところ不明であり、したがって、数学者の間でさえ選択公理の採用そ

れ自体に強い抵抗感を抱く者が存在しているのである2㌧

このことの経済学的意味は深刻である.不動点定理の存在証明において

は、より一般的なレベルまで抽象化して証明を与えるところに、コンパク

ト概念を持ち込む意義があった。だが、それは、選択公理を前提にしてい

るために、実際の操作上の観点(構成的な手続き)は無視されており.実

際にそのような点が取り出せるかどうかについては不問にされているので

ある。このことは,実証的な経済分析の観点からは致命的な弱点であると

言わねばならない22。

第二の問題点は,特に重要だが、選択公理の証明自体が.一種の循環論

法になっていることである。

選択公理は、その公理を考えたZermelo自身による整列可能性定理によ

って証明されるのだが、この整列可能性定理はZornの補題というものに

よって証明可能となる.ところが、このZornの補題はこ　選択公理を前提

にしなければ証明され得ないのである。すなわち、、選択公理はその証明に、

自分の公理を前提にしなければならないという論理構造になっている(結

論が前提条件とされる循環論法)。

この点を少し詳しく見てみよう。まず、 Zermeloの整列可能性定理であ

るが、それは次のようなものである。

21例えば、田中[22]、志賀[19]などを参照.
22実際、均衡点の存在証明以降、経済学者の間でもこの点に関しての批判が存在したO

例えば、荒川[1]など参照.
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定理　7 (整列可能性定理) Aを任意の集合とするとき、 Aに適当な順序

≦を定義して、順序集合(A, ≦)を整列集合とすることが出来る230

この定理を前提にすれば、先の選択公理6が証明される。

(証明)

整列可能性定理7によれば、 Aに適当な順序≦を定義して、 (A, ≦)を

整列集合とすることが出来る。そこで、 Aの空でない各部分集合〟に対し

て

◎(M) = minM

とおけば、この◎は明らかに公理6を満たす。

□

続いて、 Zornの補題とは次のものを言う.

捕題　8 (Zornの捕題) Aを帰納的順序集合とすると、それは少なくとも

一つ極大元を有する24.

そして、このZornの補題を用いると、上記の整列可能性定理7が証明

されるが.その前提として次の補題が必要とされるので、証明抜きで書き

出しておけば次の通りである25.

捕題　9 {wx}λ。^を集合Aの部分集合族とし・各Wlにはそれぞれ順序

≦九が定められていて・ (Wx,≦λ)は整列集合をなし、また・九, λ′をAの

異なる2元とすれば, {wx,≦λ).{wy,≦λ,)のげれか一方は他方の切片

:3整列災台とは. Aの全帽序集合において、空でない任意の部分集合が常に最小元を
有する時の集合Aのこと.

=湖精的(inductiヽ,e)相序集合とは.臓序集合Aにおいて、その任意の空でない全順
序茄分災合がAの中に必ず上端を有する集合のこと.

1'3松坂【12]第3童参照。
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となっていると仮定する.この時

(I) W=∪λ。AWAの任意の2元もyに対して

x∈Wx,　　∈WA (9)

となるようなλ∈ Aが必ず存在する。

(2)また、 x≦λyであるかy≦λxであるかによって・それぞれJ≦y・

y ≦xと定義すれば、関係≦は上の(9)を満足する九の取り方に依存しない

で決まる。

(3)このように定義された≦はWにおける順序関係となる.

(4) (W,≦)は整列集合となる・

(5)任意の如こ対し・ (Wx,≦λ)は(W,≦)と一致するかまたはその切片と

なる。

(6) W-∪λ。AWAも、仏の部分順序集合として)整列集合であり、

かつ、任意のWLはWと一致するかまたはその切片となる。

さて、定理7は次のように証明されるl'6。

(証明)

Aの部分集合の上には、一般に、幾通りもの順序関係が定義されうる。

今、 Aの部分集合Wと、そこで定義された順序0との順序集合(叫0)を

考え、このうち整列集合となっているものの全体を仙とする。

仙ま空ではない。例えば、 Aがただ一つの元aからなる集合talには、

一意に順序0が定義されるが、この({a}, O)はもちろん整列集合である。

次に、州の2つの元(W o), (w′ o')に対して、両者が一致してい

る時か、または、 (叩0)が(W′, o')の切片になっているとき

(W, O)p{W', O')

26証明は、松坂[12]による。
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として関係βを定義する270

このように定義されたβが仙こおける順序となることは直ぐ分かるo

しかも、この順序βについて、仙ま帰納的な順序集合となるoなぜならば・

今、 Rをpに関する州の任意の全順序部分集合とすると、上記の補題9

より、 Rの元(叩0)の台集合Wによる和集合∪[W¥ {叩0)∈k}=w*

は、次の性質を有する順序0.が定義されるからである。

i. (w;o*)は整列集合となる。よって、. (W,O*)∈肌

2. Rの各元(叩0)は(w; or)と一致するか、または、切片となる。よ

って、 (W,O)p(W′,0').

従って、_ (W, 0>仙こおけるRの上限となるoつまり、 (AMは惜
納的順序集合となる.

よって、 Zornの補題より、 (肌p)は極大元(W。, Oo)を有する・

だが、この時、 Wo=Aでなければならない・もしも、 Wo≠Aならば、

A-W。から一つの元aを取ってきて、 W.∪{a}=Wlとし、 aを最後の元

としてWoの順序0.をWIの順序01に拡張するとするoすると、これは

(wu o,)∈仙で、 (W。, G。)は(w,, O.)の切片となるo

ところが、これは(W。, G。)の極大性と矛盾する。よって、 Wn-A.そ

こで. 0.を≦とすれば. ≦はAにおける順序で、しかも(A, ≦)は整列集合

となる.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

最後に、 Zornの補題は、次に二つの補題から導かれる。この際、選択

公理を使用する.

捕題10　Aを帰納的順序集合とし、 q)はAからAへの写像で・ Aの全て

の元xに対して、 (p(x)≧xとなるものとする。この時・ <p[a)=aとなる

ようなAの元αが少なくとも一つ存在する。

:丁望列集合IVの元aがWの切IHこなるとは.次の式で定義されるように、 aよりも小
さいIl/の元全体の集合のことを言う.

W<a> : ={x¥x∈W,x<a¥
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補題ll Aを極大元を持たない順序集合とすると、 AからAへの写像甲で、

Aの全ての元xに対して・ (p{x)≧xとなるものが存在する・

この補題10、 11によって、 Zornの補題が導かれるのは明らかである。

(補題10の証明)

Aの一つの元xoを任意に固定し・ Aの部分集合Wで・次の諸条件を満た

すものを考える。

1. WはAの部分順序集合として整列集合.

2. minW=x。

3・ Wの元xがWの中に直前の元x.を持つならば・ x=(p(x,)

4. Wの元x(≠xo)がWの中に直前の元を持たなければ、 Wのxによる

切片W<*>={)>|y。 W,y<可のAにおける上限がxと一致する

(x=supA W<x>).

今、これらの条件を満たすAの空でない部分集合の全体をWとする.

次に、 W,W'∈ Wとすれば、 W=Wであるか、または.そのいずれ

か一方が他方の切片と一致する。すると、 Wの元w, wは整列集合なの

で、 W=W'であるか、または、そのいずれか一方が他方の切即こ順序同

型であるという定理が知られている28。どちらの場合も同様なので、例え

ば, Ⅵ脚Wのある切片W<b′>に順序同型である(W=W<b′>)とし、

そのときの順序同型写像を1とする{W<b′>∋J′=/(*);*∈W).この

時、実はWは任意の元xに対して、 ∫(x)=x、従ってW=W<b′>となる

ことが、次の超限帰納法29によって明らかである。

まず、 x。=minW=minW=W<b′>であるから、 f(x。)=x。は明ら

28比較定理。これを証明抜きで示せば以下の定理である.
W, W'を二つの整列集合とすれば、次の3つの場合のいずれか一つ.しかも、一つだけ
が成り立つ.

1. W=W
2. Ⅳ'のある元α'が存在して, Ⅳ=Ⅳ'<α'>

3. Wのある元aが存在して、 W<a>=W'

松坂[12]p.103-105.
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かである。

続いて、 xをWのxo以外の任意の元とし、 y<xとなるようなWの全て

の元yに対しては′(y)=yと仮定する.そのとき、もしxがWの中に直前

の元x.を持つならば、 1は順序同型写像であるので、 /(*.)はW'<b′>の

中で、従ってまたWの中m*)の直前の元となる。だが、今yについて

仮定したことにより1(I. =*.だから、上記の条件3によって、

f(x) - cp(f{xt)) - (p{xt) - x

となる。

また、 xがWの中に直前の元を持たない場合には、 fが順序同型写像で

あることから同様に、 /ォもW'<b′>の中に、従ってまたW'の中に直

前の元を持たないことになる言更に-. fによるW<x>の像は順序同型よ

り(W′<b′>)</(*)>=w′</(*)>となるが、 W<x>の任意の元

y(<耳に対して吋・(y)=yと仮定したので、 W′<f(x) >= W<x>である。

従って、上記の条件4によって.

/(*) = supA W′ < /(*) >- supA W < x >- x.

よって、以上から、 Wに属する任意の二つの集合は一致するか、または、

一方が他方の切片になることが明らかとなった.従って、 uw=w。と

置けば.先の補題9によりW。も整列集合となり、また、 Wの任意の元

はW.と一致するか、またはWoの切片である。これらのことを考慮すれば,

Woも上記四つの条件を満たすことが分かる。よって、 WoもWの元とな

り.しかもこれはWの員大元である.

Aは帰納的集合であり、 WoはAの整列部分集合であるから、その定義

:3超限帰納法とは.次の定理によって知られるものである.
整列災合Wの元に関するある命題Pがあり.それに関して次の(10)が示されたとすると、
PはIVの全ての元について成立する.

aをWの任意の元とするとき. x<aであるWの各元xについてPが成立すると仮定すれ
ば、 Pはaについても成立　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(10)
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によりsupAW。-aとなるaが存在する。このaはWoの元でなければなら

ない。なぜなら、もし、 agWoならば、 Wou{a}=Waもまた上記四つ

の条件を満足することが分かるが.これはWoがWの最大元であることと

矛盾するからである。従って、 a∈W.、よって. a=maxWoとなる。

そして、このaについては<p{a)=aカ城立する。もし、甲(a)≠aな

らば,はじめの甲の仮定から(p(a)>aでなければならないが・その場合

は<p(a)症 Woとなる(maxWo=aより)・この時・ TV.uWォ)}=HT

とすれば、上記四つの条件を満たすことが上と同様に分かるが、これち

Woの最大性と矛盾する.

よって、 <p{a)=aでなければならない・

[コ

(補題11の証明)

Aの全ての空でない部分集合からなる集合系を州とする.選択公理(公

理6)を前提とすれば、仙上で定義された写像◎において、仙の全ての

元〟に対して◎(〟)∈〟となるものが存在する.

今、 Aは極大元を持たないと仮定されているので. Aのある元∫に対し

て{y¥y∈A,y>x}-Mxと置けば・どのx∈Aに対しTTやM. ≠¢、すな

わちMx∈仙である。そこでAの任意の元xに対し、

(p(x) = ◎(A*,)

として、 AからAへの写像q)を定義すると、 (p{x)∈Mxであるので、

(p(x)>xとなる。

□

以上、選択公理をはじめとする三つの定理の関係を詳しく見てきた。現

在、選択公理、整列可能性定理、 Zornの補題は、数学的には同値命題と

されているが、それはそれぞれが互いを前提にし合う数学上の関係から来

ている。要するに、選択公理は、数学上大変重要なものであるが、特殊な

公理なのである.前述したように、コンパクト集合はこの選択公理に依存
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しており、そして均衡解の存在証明はコンパクト集合に依存している。従

って、もしもこの選択公理を前提としないならば、コンパクト集合を用い

ない理論が必要となる。あるいは、均衡解の存在を前提としない経済理論

が可能かも知れない。

少なくとも、数学基礎論の領域では、この選択公理を否定する命題が存

在していることが知られている。無限ゲームにおける決定性公理と呼ばれ

るものである。

6　選択公理を否定した世界

二人のプレーヤーによる無限ゲームでは,決定性公理(Axiom of Deter-

minateness : AD )と呼ばれるものが知られている。

今、 Xを少なくとも2要素を有する集合とし,

x* ={/|/:co→xl

という無限直積位相空間を用意する。 Xoの任意の部分集合をAとする。

二人のプレーヤーIとIIが、 Iから始めてXの要素を交互に(重複を許し

て)取り合うゲームを考える。これを無限回(O回)繰り返すと、その結

果、ガの要素の無限系列

ao,bo,al,b1,---,an,bn,-

が得られる。そこで.この無限列と

f(2n)=an,　f(2n+¥)=bn,　n=0,¥,一

によって定まるf∈Xoとを同一視するとする。

この時.

′∈A=⇒Jの勝ち

′∈A=}〃の勝ち
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となるゲームをG(A)で表す.このゲームG(A)において」かIIのどち

らかが必勝法を有する時、 ~このゲームはr決定性を持つ」と呼ぶ.あるい

はまた、決定性公理とは、任意のゲームG(A)において必ず必勝法が存在

する、とするものである。

更に、 crをIの戦略とすると、戦略Uとは.プレーが2n-1手まで進行し

た時、次にIが打つ手anを、それまでIIがプレーした手の列O。>V-A-i

から決める-づの関数

a(<b。,bx,->bn_l>)=an,　n=0,1,2,-

のことであり、同様にプレーヤーIIの戦略Tとは.

z(<a。,al,--;an>)-bn,　n-0,1,2,-

となる関数のことである30。

IがUに従いIIがTに従ってプレーした結果得られるプレーを6*丁

で表し・また、 Iが行ったプレーfに対してIIがTに従?てプレーした

箪果得られるプL,-を[/]*T、 〃が行ったgに対してI示Uに従ってプ

レーした結果得られるプレーを(T*[g¥とする。よって・ IとIIの戦略集

合をそれぞれSt, Snで示せば、次の同値命題が成立する。

∀T∈S,,(C7*T∈A)⇔∀g∈r"(cr*[g]∈A) (ll)

∀6∈S,(a*TgA)⇔Vf∈Xo(【/]・*∈A) (12)

この時、 (ll)式はJの必勝法を表し、 (12)式は〃の必勝法を表す.

従って、決定性公理とは.全ての集合A⊆Xa'に対し、

]6∈Sl∀T∈S,,(a一七∈A)>]T∈SII∀cr∈S,(o*TJA) (13)

が成立することを言う。

さて、この決定性公理はとてもキツイ命題であることが知られているが、

30但し、 n=0⇒<T(<　>)=a。。となる. <　>は空列を表す。
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決定性公理を前提にすると、選択公理が否定される次の定理が証明されて

いる。

定理12 Xを可算集合とし、 AD{X)を仮定すると、 Xoを整列すること

は出来ない(すなわち・ AD(X)⇒ ¥AC(X*)) ・

(証明)31

対偶命題の・ AC(Xa)⇒ ¥AD(X)を証明する・すなわち、選択公理を

前提として整列集合を作ると、決定性を持たないゲームが存在することに

なる.

今、 Xoのある部分集合をAとし、各cT∈S,,x∈SHに対し、次のよう

なプレー集合を作る。

T.-{γeXe ]g(γ--*[g])}

r. -[γ∈Xa3f(γ-[/]・*)}

この時、任意のゲーム(HA)において、

Iが必勝法を持つ⇔]cT∈S,[Tan{Xco-A)=¢]

IIが必勝法を持つ⇔∃丁∈Sa[TrnA=¢]

となる。

ここでAD{Xa)を使ってXoを順序型九に整列し、 SlとSllもこれと順序

同型に整列すると.

sl ={o。,<Jv- ;Ov,- )..<λ

sn={丁。'Mサ**'*vサ'}<λ

となる.

更に・各T Tも順序同型に整列する・ここで・ TJ。の最小番号元をみ

とし、 TT。-{f。}の最小番号元をgoとする. V<λとして、各号<Vに

31凹中[21】に依る.
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対してfs'8,号を定義しておくと・ T*. -U薄く可の別、番号元軌

Tr -{f」<v}*>最小番号元をgvとできるoこれらを用いて,

A={gv¥v<λ}　*={/><λ)

とすると、その構成方法から、

AnB=¢で・B⊆Xa-A.　　　(14)

この時ゲームG(A)では/. //ともに必勝法を持ち得ない.なぜならば・

任意の0∈Slを取ると、 0-avとなるVが決まるが. (14)式により・

j:, ∈T。, nB⊆T-, ∩(Xa-A)

なので、 TJn(Xa-A)≠¢となる・よって」は必勝法を持たない・
同様にして、 〃も必勝法を持たない.

□

以上の定理12により、決定性公理は選択公理と両立し得ないことになる。

但し、決定性公理は.可算集合上の弱い選択公理(可算選択公理: WAC)

と両立することも同時に知られている。

定理13　AD(co)⇒l悦C(R)

(証明)32

今、 F ={An¥n∈a71をR上の空でない部分集合の可算族とする。ここ

で、　　　B-R-{f∈R　∈ V(。)J

というゲームG(B)を考える. fotまプレトIの姦初のプレー。

G(β)ではJが必勝法を持たないので、決定性公理により〃が必勝法T

を有することになる。

今、 f,(n)=i(n∈a))となるf ∈Rを考えると・ゲームの最初のル~ル

から・ K一柁しかもこの時　*T)亘Bであるoよって・

32eg中[21]に依る。
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∀i∈Co(W*A ∈A).　　(15)
ここで、 h:F ⇒U,Aとなる**/>(4)-(L/;H。と定義すれば、

(15)式から、

∀<ォA)∈A)
これは, hがFの選択関数であることを示している。

⊂】

以上述べてきた決定性公理は・数学上、 Lebesgue測度などの展開にお

いても使用されているようだが、それはともかく、選択公理を否定する公

理さえ存在していることが明らかとなった.決定性公理自体は、かなりキ

ッィ命題ではあるものの、それを前提とする限り選択公理とは(可算選択

公理という弱い形でしか)両立し得ないし・また、決定性公理を前提とし

た数学的世界も、現実に展開されている・従って、選択公理それ自体もた

いへん超越的、ないしは特殊なものであると言わねばならないであろうo

さて、経済学における均衡解の存在証明は、 (その一般形において)選

択公理に依存したコンパクト集合の概念によってもたらされたものであっ

た。とすれば.選択公理を否定した命題に立脚する世界、あるいは、均衡

解の存在しない経済モデルの世界を構築することは、理論上可能であるは

ずである.だが、この点の経済理論研究は、少なくとも(位相)数学的モ

デルを用いた分野では、殆ど見かけないように思われる。もしも・経済理

論が新たな地平を切り開く可能性があるとすれば、この方向性が一つの可

能性と考えられるかも知れない。

7　結論的覚え書き

選択公理を前提とした集合論などにより、位相を扱う現代数学が著しく

発展したことはまごうことなき事実である.そこでは、いわば「数学的実

在」を前提とすることによって、新しい数学的分野が開拓されてきたので
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ある3㌔

だが、言うまでもなく、数学的実在は現実社会における実在とは区別さ

れる必要がある。現実社会における実在は,その取り出し方がしばしば問

題とされ　また実際に取り出してみせることが必要になる.私達の論理的

帰結を、経験的事実や直感によって裏付けることが、経済学などの社会科

学においては特に求められるからだ。しかも、それが経済システムに内在

するとされる均衡点の存在証明であるとするならば、どのように取り出さ

れるか(達成されるか)不明である選択公理を前提とした理論は、新たな

課題を提起することとなった。その存在証明は、あくまでも数学的実在上

の理論である限り、現実経済における実在を言っていることにはならず、

それは文字通り「理屈の上」でしかない3㌔どのようにして均衡点を探し

出すかは,全く別の課題となる.

経済学史上、 ScarfがDebreuとの共著[7]以降、 CGEモデルなどにおい

て均衡点の計算アルゴリズムの開発に研究方向をシフトさせていったのは.

おそらく偶然ではないだろうと私は思う。均衡点が存在するとするならば、

それはどのようにして計算可能であるのか、その点を実際に示す責任を彼

は感じていたに違いない。むしろ、それは健全な精神であると言えるだろう。

Debreuなどによって証明された均衡点の存在は、現実の経済を、選択

公理を暗黙の前提としてコンパクト集合(Euclid空間上の有界・閉集合)

を持ち込むことによってなされたものであり、どのようにしてそれを求め

るのか、またそれが現実経済の中でいかなる役割を果たすものであるのか

は、不明のままである。それは、あくまで数学上の実在でしかない.だが、

実証上の均衡点アルゴリズムを探求したScarfも、近似によって収束させ

た均衡点それ自体が当該経済にいかなる意味があるのかに関しては、十分

明らかにされているとは言えないだろう。

無論、数学的実在は、私達の実社会にとって何の有益性もないというこ

33数学基礎論などの分野もその一つかも知れない.
34数学的に証明し得たという意味では、 「空論」ではないが.
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とにはならない.現に、それは数学それ自体の発展に有益であったという

意味で、もちろん重要であった。それ以外にも、例えば、積率法による期

待値(expected value)ないしは平均値などは、現実にその平均値が存

在するかどうかはともかく、ある集団の分布の特徴を示す重要なパラメー

タとして実社会に有用である。

だが、同時に、期待値などは、私達の経験的直感に必ずしも一致しない

という意味において、注意すべき指標でもある35。そしてまた、期待値が

現実集団の中に存在するかどうかや、求心力として作用しているかどうか

なども、全くの別問題である.

上記で述べてきた経済システムにおける均衡点の存在証明についても同

様で、その現実的役割は未だ不明である。そ~して、それは現実経済に対し

て実証的な示唆を与えるものではない。当然のことながら、実証的方法は

別途課題として残されている.

無論.肝要なことは,コンパクト集合や位相的方法を持ち込んだ経済の

数学モデルにおいて1.その後如何なる(数学的)世界や可能性が開け、ま

た、それがもたらす演緯結果が、現実の経済社会に如何なる意義あるもの

となるか、である。検討してきたように、選択公理を前提とした数学モデ

ルの世界は、その方法のはじめから現実の実現性や操作性とは異なった抽

象性の高いレベルで論理が構成されている。

少なくとも言えることは、位相数学的方法による経済モデルは.その数

理の中だけで(実証的方法とは違ったレベルでという意味で)演緒、解析

されねばならず、他方で、そこにおける結論を現実社会に引き戻して実証

する方法は全く別に考え出さねばならず、更に、その結論の意味を経済的

に解釈する作業が必要となるということだ。

現代の経済学は、巷間でその有効性を疑問視されながら、学問的には大

きく二つの方向性持った課題を背負い込んでいると言えるのかも知れない。

3:'例えば.所子5分布における平均所得などは.ごく少数の高所得者の値に引きずられ
て平均伯が高めに出てしまうことはよく知られる経験的事実である。
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