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あらまし 本論文では、球関数を用いた新しい姿勢表現を提案する。これは見えに基づく姿勢推定による 3自由度回

転の姿勢を表現するためのものである。まず、従来行われている 1自由度の姿勢表現方法がフーリエ基底で表せるこ

とを示し、それを球面調和関数により 2自由度に拡張する。そして、3自由度の姿勢を、SO(3)上の連続関数を球関

数を用いて表す。この姿勢の球関数表現と単位四元数・回転行列による表現との変換も与える。この球関数表現を用

いた姿勢推定の結果を示し、提案方法の有効性を議論する。
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Abstract We propose a novel representation of pose in 3 degrees-of-freedom (DOF) for view-based pose esti-

mation. First we show that a conventional representation of pose in 1 DOF is a Fourier basis, and extend the

observation to 2 DOF with spherical harmonics. Then we represent 3 DOF pose with spherical functions that are

continuous on SO(3), and give transformations from the spherical functions representation to a quaternion and a

rotation matrix.
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1. は じ め に

姿勢とは何であろうか。3次元幾何を扱うコンピュータビジョ

ンでは、基準となる世界座標系からカメラや物体の局所座標系

への座標系変換を回転行列 Rで表し、これをカメラや物体の姿

勢と呼ぶ。人体やロボットなどの関節を持つ物体（多関節物体）

では、その関節角を総称して姿勢と呼んでいる。このように、

画像に写る物体の状態を表すパラメータを指して姿勢 (pose)

と呼ぶことが多い。この姿勢パラメータを求める姿勢推定は、

様々な応用を持つ重要な問題である。

本論文が扱う主題は、見えに基づく (view-based, appearance-

based)姿勢推定手法である。この手法は、与えられた画像（見

え, view, appearance）と姿勢パラメータの関係を学習する、一

種の回帰問題である。まず、画像に写る物体の姿勢パラメータ

pj と、その姿勢のときに撮影された画像 xj を対にしたものを

学習セット {pj ,xj}j=1,2,... として、その間の関係 pj = f(xj)

を学習しておく。そして学習された関係 f を用いて、新たに入

力された未知の画像 x に対応する姿勢 p を推定する（つまり

p = f(x)）。

本論文では、3自由度の回転で表現される単一物体の姿勢を

表す、新しい表現方法を提案する。推定手法（つまり f）に関

する研究は多数存在するが、これまで姿勢 pに関してはまった

く注意が払われていなかった。しかし後述するように、見えに

基づく姿勢推定には、他の応用にはない特有の問題が存在する

ために、3自由度の回転に対しては適切な姿勢パラメータを用

いなければならない。このことを考慮していない従来研究はす

べて、関係 f が線形・非線形のどちらであっても、姿勢の表現

方法に本質的な問題を持っている。本論文ではこのことを指摘
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図 1 1,2,3 自由度の回転と対応する形状

し、続いて必要とされる姿勢パラメータについて議論し、提案

する球関数 (spherical functions)を用いた姿勢表現手法が適し

ていることを示す。

1. 1 物体の回転姿勢の自由度と対応する幾何形状

ここではまず、本論文で扱う回転と自由度についてまとめて

おく。物体の回転は、その回転に係わる回転軸の数によって、

図 1に示すように 3種類の自由度に分けられる。

1自由度の場合、物体はある軸に対して角度 θ1 ∈ [0, 2π)だ

け回転する。基準姿勢 (θ1 = 0) を決めておくと、物体の姿勢

は、1自由度の姿勢は単位円 S1（注1）上の点の偏角 θ1 と一対一

の関係にある。

2自由度の場合、物体の姿勢は 2つの軸に関する回転角 θ1, θ2

に依存する。これは緯度・経度や方位角・仰角を考えればわかり

やすいだろう。基準姿勢 (θ1 = θ2 = 0)を決めておくと、2自由

度の姿勢は単位球面 S2（注2）上の点と一対一の関係にある（注3）。

3自由度の場合、3つの直交する軸（例えば x, y, z 軸）に対

してそれぞれ角度 θx, θy, θz だけ回転する。この軸周りの回転

角度はオイラー角や固定角と呼ばれる [1]が、姿勢を一意に決

めることはできない [2]。3自由度の姿勢は 3× 3回転行列 Rに

よって一意に与えられる（単位行列 I を基準姿勢とする）。この

回転行列の集合を SO(3)（注4）といい、3自由度の姿勢は SO(3)

と一対一の関係にある。

1. 2 姿勢の表現方法 p≠姿勢の推定方法 f

従来の見えに基づく姿勢推定の研究は 1 自由度の回転を扱

うものが多い。それらのほとんどは、画像 x と姿勢 p の関係

p = f(x)を表す関数 f に（つまり推定手法に）関連するもの

で、線形関数（行列）を用いるもの [3]～[7] や、カーネルを利

用した非線形関数を用いるもの [8]～[13] 、関数として与えずに

手続きを定めるもの [14], [15] などがある。いくつかの研究で

は、その手法をそのまま 3自由度の姿勢推定に適用しているだ

（注1）：S1 = {p ∈ R2 | ||p|| = 1} を 1 次元球面という。

（注2）：S2 = {p ∈ R3 | ||p|| = 1} を 2 次元球面という。

（注3）：ただし 2 軸で回転しても、姿勢は 3 自由度であるので、図 1（上段中

央）は 2 自由度の説明として正しくない。この図は分かりやすく対比する説明の

ために用いている。

（注4）：O(3) = {R ∈ R3×3 | RRT = RT R = I} を 3 次直交群、

SO(3) = {R ∈ O(3) | det(R) = 1} を 3 次特殊直交群という。

けであり、姿勢の表現方法について特段の考察を行っているも

のはない。

しかし、線形・非線形のどちらであっても、従来手法で用い

られている 3自由度の姿勢 pの表現方法には問題がある。本研

究は、線形手法を用いて見えに基づく姿勢推定が用いるべき姿

勢 pについての議論に焦点を当てる。「どんな手法で推定する

のか」と「どんな姿勢表現を用いるのか」を分けて議論するこ

とで、さまざまな推定手法に対して本研究を拡張することがで

きるからである。

1. 3 本論文の構成

本論文では、見えに基づく姿勢推定に必要な姿勢とはなにか

について議論し、そのための新しい姿勢表現方法を提案する。

まず 2節において、従来の 1自由度の姿勢表現と、姿勢表現が

持つべき性質について議論する。次に 3節で、球関数を用いた

3自由度の姿勢の表現方法を提案する。4節でその姿勢表現を

用いた姿勢推定実験結果を示す。

2. 1自由度の姿勢表現

2. 1 従来の 1自由度の姿勢表現

まず 1 自由度の見えに基づく姿勢推定の場合に一般的に行

われているやり方（例えば [3], [4], [9], [11]～[13]等）を考える。

学習時において、1 軸回転する物体の画像 xj ∈ RN とそのと

きの回転角 θ1j ∈ [0, 2π)が与えられる（図 1（左）参照）。姿勢

表現としてはベクトル pj = (cos θ1j , sin θ1j)
T ∈ R2 をとり、

(p1,p2, . . . ,pn) = F (x1,x2, . . . ,xn) (1)

を満たす行列 F ∈ R2×N を求める。

推定時には、与えられた画像 xの姿勢 Fx = p̂ = (p̂1, p̂2)
T

を得て、θ̂1 = tan−1 p̂2
p̂1
とする。推定された姿勢 p̂自体は単位

円上にはないかもしれないが、tan−1 による角度計算には問題

になることはない（図 2参照）。これを cos, sin表現と呼ぶこと

にする。

これから、姿勢表現についての以下の性質が見えてくる。

2. 2 姿勢表現の性質：連続性

見えに基づく姿勢推定の場合、1 自由度の姿勢に、角度 θ1

そのものを用いることはほとんどない。その理由は、画像は連

続的に変化するのに、角度は 2π において不連続となるからで

ある。

これを理解するには、上記の見えに基づく方法がどのように

姿勢を推定しているのかを考える必要がある。固有顔に代表さ

れるように、ある特定の種類に属する画像は、与えられた学習

画像ベクトルの固有ベクトルの線形和によってよく近似するこ

とができる、と仮定する。固有ベクトルが張る固有空間は学習

画像が張る部分空間に含まれるので、固有ベクトルは学習画像

の線形和で表現できる。したがって、ある画像 x は学習画像

xj の線形和

x ∼= b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn (2)

で近似することができる、と言うことができる。一方、学習画

像 xj の姿勢 pj は学習された線形写像 F によって

1135



図 2 1自由度の角度推定。灰色の点は単位円 S1 上の学習角度を、黒

丸は推定値 p̂ を表す。p̂ が S1 上になくとも角度は計算できる。

pj
∼= Fxj (3)

となるべきである。すると、ある画像 xに対応する姿勢 pは、

以下のように表現されなければならない。

p = Fx = b1Fx1 + b2Fx2 + · · ·+ bnFxn (4)

∼= b1p1 + b2p2 + · · ·+ bnpn (5)

つまり、推定される姿勢 pは学習された姿勢 pj の線形和で表

現されることになる。

姿勢表現が連続でない場合、推定された姿勢は信頼できる

ものではない。もし角度 θ1 そのものを用いた場合に、例え

ば 0, 5, . . . , 300, 350[deg] の姿勢を学習したとする。このとき

355[deg]の画像の姿勢の推定値は、おそらく 350[deg]と 0[deg]

の重み付き和である 175[deg]であり、これはまったく真値とか

け離れている。Melzer ら [11] が示しているように、この問題

は kernelを用いた非線形推定であっても同様である。

姿勢が連続であり、その見え方も連続的に変わるのにもかか

わらず、姿勢表現が不連続点（特異点）を持つ場合、この問題は

その特異点付近において必ず発生する。したがって、pの各要

素は（姿勢に関して）少なくとも C1 連続でなければならない。

2. 3 姿勢表現の性質：一対一

次の性質は、ある画像 xに対しては、一つの姿勢 pが一対一

に対応しなければならない、というものである。ただし、同じ

模様が現れる物体の場合は、見え方が同じになってしまいどの

ような姿勢表現を考えても一対一にならない。これはそもそも

姿勢推定が不可能であるため、除外する。

一対一でない表現は、学習にも推定にも問題が生じる。例え

ば、ある姿勢の見えが xである場合に、姿勢の表現の仕方が p1

と p2 の 2通りあるとする。しかし、Fx = p1 かつ Fx = p2

となるような線形写像 F は一般的に存在しない。そのため、x

に対して p1,p2 の両方を学習することは不可能である。また推

定姿勢は、前述のとおり学習姿勢の線形和で表されるため、2

通りあるうちのどちらか一方を出力する、という操作が入る余

地はない。

cos, sin 表現は、単位円上の位置と姿勢が一対一に対応し

ている。しかし、角度 θ1 そのものを用いた場合には、θ1 と

θ1 + 2nπ (n ∈ Z)が同じ姿勢を表すため、一対一ではない。

2. 4 1自由度の姿勢表現の基底関数による解釈

以上のことをまとめると、「1自由度の姿勢は、単位円 S1 上

で定義される周期的ないくつかの連続関数 C1(S1)（上記の場

合は cos θ1 と sin θ1）によって一意に表現される」といえる。

C∞ 連続な周期関数 C∞(S1)は、複素フーリエ基底

Y`1 = e−`1θ1i, `1 ∈ Z, i =
√−1 (6)

を用いてフーリエ級数展開できることはよく知られており、し

たがって複素フーリエ基底は姿勢表現の性質を満たしている、

と言える。

従来の 1 自由度の姿勢表現 (cos θ1j , sin θ1j)
T は、このうち

最も低周波数の（したがってフーリエ級数展開の意味でもっと

も単純な）Y±1 = e±θ1i の実部と虚部を用いている、とみなす

ことができる。

3. 2自由度の姿勢表現

3. 1 球面調和関数による 2自由度の姿勢表現

それでは同様に考えて、2自由度の姿勢表現（図 1（中央））

のために、2次元球面 S2 上の周期的連続関数 C∞(S2)を展開

する低周波数の基底を用いることを考えてみる。

球面上の連続関数を展開する関数系は、球面調和関数 (spher-

ical harmonics) としてよく知られている [16]～[18] （注5）。以

下表記の簡単のため引数 (θ1, θ2) を省略すると、θ1 ∈ [0, π),

θ2 ∈ [0, 2π)として、

Y`1,`2 =
√

b`1,`2 P `2
`1

(cos θ1) e−`2θ2i, `1, `2 ∈ Z (7)

ここで `1 >= |`2|であり、P `2
`1
は Legendre陪関数、b`1,`2 は係

数である（付録参照）。

ここで、最も低周波 (`1 = 1)に対応する関数（注6）

Y1,0 =
√

3 cos θ1 (8)

Y1,±1 = −
√

3

2
sin θ1e

∓θ2i (9)

を姿勢表現に用いると、これらから逆に θ2 と θ1 を求めること

ができる（注7）。

θ2 = tan−1

(
−(Y1,−1 − Y1,1)/i

−(Y1,−1 + Y1,1)

)
(10)

θ1 = tan−1

(
(Y1,−1 − Y1,1)/(−√2 i sin θ2)

Y1,0

)
(11)

3. 2 連続関数系を用いる利点

上記の姿勢表現 Y = (Y1,0, Y1,1, Y1,−1)
T ∈ C∞(S2)3 に用

いている球面調和関数は連続関数系である。このため、姿勢表

現としての連続性が保証されている。

一方、従来の 2 自由度の姿勢推定では、姿勢表現に角度

p = (θ1, θ2)
T が用いられていた。しかし、仰角 θ1 は極におい

て連続ではないため、姿勢表現には適さない。仰角が連続でな

い部分は実験において無視されており、この問題が表に現れな

かった。

（注5）：spherical harmonics を spherical functions と呼ぶ場合もある（例

えば [19]）ため、混同しやすい。

（注6）：一般的に用いられているものと係数が異なるのは、単に内積の定義に用

いる測度の違いであり、重要ではない。

（注7）：この計算は実際には atan(y,x) などの関数を用いる。このとき、実数に

なることを保証したり符号の整合をとるために、tan−1 内の分子を y、分母を x

としてそれぞれ計算する必要がある。

1136



このように、連続関数系を用いることで姿勢表現の連続性が

保証される。次節では、この考え方を 3 自由度の姿勢に拡張

する。

4. 球関数を用いた 3自由度の姿勢表現

この節において、3自由度の姿勢を「SO(3)上で定義される

連続関数 C∞(SO(3)) によって一意に表現する」ことを提案す

る。これは姿勢表現に必須である連続性、一対一を満たして

いる。

4. 1 従来の 3自由度の姿勢表現の問題点

従来の 3 自由度の姿勢表現は、これらの条件を満たしてい

ない。

オイラー角や固定角など [1]の角度表現は、特異点を持つこ

とが知られている（つまり連続ではない）。また異なる角度の

組み合わせでも同じ姿勢を表すことがあり、一対一ではない。

angle-axis表現 [20]は、3次元ベクトルの方向と長さで回転

軸と回転角度を表すが、方向は連続表現であっても回転角度は

連続ではない。

単位四元数は連続であるが、ある単位四元数 q と −q は同じ

姿勢を表すため、一対一ではない（指数写像 [21] も同じ欠点

を持つ）。ロボットの連続的な姿勢制御 [22]や CG [2], [23], [24]

における姿勢の補間 [25], [26]、3次元データの位置合わせ [27]

などでは、一対一ではなくても連続性があればよいため、単位

四元数は広く用いられている。しかし、前述のように姿勢推定

には一対一という条件は必須であり、単位四元数は適切ではな

い [6]。これは、姿勢推定という問題に特有の性質である。

3 × 3回転行列は唯一条件を満たす。ただし行列同士の和は

回転としての意味を持たないため、制御や補間には使われな

い。また姿勢推定においては、学習時の姿勢が直交行列で与え

られたとしても、姿勢推定には行列の直交性を保つ仕組みがな

いため、推定された姿勢は直交行列になるとは限らない。その

ため、後処理として最も近い直交行列を再推定しなければなら

ない（付録参照）。

4. 2 球関数による姿勢表現

本論文で提案する姿勢表現は、前節で示した単位円 S1 上や

球面 S2 上の連続関数系の延長線上にある。一般の n次元球面

Sn 上の C∞ 級連続な直交関数系 Y`1,...,`n は、球関数 [28]と呼

ばれる（一般的な定義は付録を参照）。n = 1の球関数は複素

フーリエ基底 Y`1 に、n = 2の球関数は球面調和関数 Y`1,`2 に

一致する。

この球関数を用いて、3自由度の姿勢を表現することを考え

るのが、本題である。それでは S3 上の球関数を見てみよう。

Y`1,`2,`3 =
√

b`1,`2,`3C1,`2
`1

(cos θ1)P
`3
`2

(cos θ2)e
−`3θ3i

(12)

ここで C1,`2
`1
は Gegenbauer陪関数である（付録参照）。

しかし 3次元球面 S3 は、SO(3)とは一対一の関係ではない

（二重被覆 [20, p.41] [29, p.324] である）。そのため、S3 上の球

関数を SO(3) の姿勢表現に用いることは適切ではないと思わ

れる。

前述した考え方に基くならば、3自由度の姿勢表現のために

は、SO(3)上の連続関数系を用いる必要がある。そしてその関

数系は、S3 上の球関数を Y`1,`2,`3 とすると、Y2`1,`2,`3 で与え

られる [28]。これの最も低周波 (2`1 = 2)に対応する関数は以

下の 9つである。

Y2,0,0 = 1 + 2 cos 2θ1 (13)

Y2,1,0 =
√

24 sin θ1 cos θ1 cos θ2 (14)

Y2,1,±1 = −2
√

3 sin θ1 cos θ1 sin θ2e
∓θ3i (15)

Y2,2,0 =
√

2 sin2 θ1(3 cos2 θ2 − 1) (16)

Y2,2,±1 = −2
√

3 sin2 θ1 sin θ2 cos θ2e
∓θ3i (17)

Y2,2,±2 =
√

3 sin2 θ1 sin2 θ2e
∓2θ3i (18)

これらを、使いやすいように実数化して係数を落とし、以下の

ように番号付けする。

Y0 = 4cos θ1
2 − 1 (19)

Y1 = cos θ1 sin θ1 cos θ2 (20)

Y2 = cos θ1 sin θ1 sin θ2 cos θ3 (21)

Y3 = cos θ1 sin θ1 sin θ2 sin θ3 (22)

Y4 = sin2 θ1(3 cos2 θ2 − 1) (23)

Y5 = sin2 θ1 cos θ2 sin θ2 cos θ3 (24)

Y6 = sin2 θ1 cos θ2 sin θ2 sin θ3 (25)

Y7 = sin2 θ1sin
2 θ2(cos2 θ3 − sin2 θ3) (26)

Y8 = sin2 θ1sin
2 θ2 cos θ3 sin θ3 (27)

この 9 変数からなる Y = (Y0, Y1, . . . , Y8)
T ∈ C∞(SO(3))9

を、姿勢の球関数表現と呼ぶことにする。

2自由度までと同様に、θ1, θ2, θ3 を計算してもよいが、これ

らの角度は、直感的な（オイラー角などの）回転角とは異なる

ものである。そのため、まず Y と単位四元数 q との対応を与

え、次に回転行列 Rへと変換する。

4. 3 四元数・回転行列と球関数表現との関係

S3 上の点の座標 q = (q1, q2, q3, q4)
T は

q = ( cos θ1, sin θ1 cos θ2

sin θ1 sin θ2 cos θ3, sin θ1 sin θ2 sin θ3)
T

(28)

と表される。点 q を用いると、球関数表現は

Y = (4q2
1 − 1, q1q2, q1q3, q1q4, 3q2

2 − 1 + q2
1 ,

q2q3, q2q4, q2
3 − q2

4 , q3q4)
T

(29)

と表すことができる。また符号を除いた逆変換は、

(q2
1 , q2

2 , q2
3 , q2

4) =
(

Y0+1
4

, Y0−4Y4−3
−12

,

Y0+2Y4−6Y7−3
−12

, Y0+2Y4+6Y7−3
−12

) (30)

である。このとき、q2
1 + q2

2 + q2
3 + q2

4 = 1が保証されており、

かつ Y が q と −q に対応している。
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(a) (b)

図 3 実験に用いた Dwarf画像 [30]。(a) 撮影カメラ位置。(b) Dwarf

画像の姿勢と回転軸の対応関係

ここで S3 上の点に四元数演算を定義して、q を単位四元数

q とみなすことにする。すると、この単位四元数が表す回転に

対して、θ2, θ3 は回転軸の方向を表す角度に、θ1 はその軸周り

の回転角度に対応する。
単位四元数 q に対応する回転行列 Rq はよく知られてい

る [23], [29]。

Rq =



q2
1 + q2

2 − q2
3 − q2

4 2q2q3 − 2q1q4 2q2q4 + 2q1q3

2q2q3 + 2q1q4 q2
1 − q2

2 + q2
3 − q2

4 2q3q4 − 2q1q2

2q2q4 − 2q1q3 2q3q4 + 2q1q2 q2
1 − q2

2 − q2
3 + q2

4




(31)

これを用いると、球関数表現から回転行列への変換は次式で与

えられる。

RY =




Y0+2Y4
3

2Y5 − 2Y3 2Y6 + 2Y2

2Y5 + 2Y3
Y0−Y4+3Y7

3
2Y8 − 2Y1

2Y6 − 2Y2 2Y8 + 2Y1
Y0−Y4−3Y7

3


 (32)

ただし、推定された球関数表現 Ŷ を用いる場合、一般に行列

RŶ は直交行列にならない。これは回転行列 Rを姿勢表現に用

いた場合と同じ問題点である。

5. 姿勢推定実験

本研究で提案する球関数表現と他の姿勢表現方法（四元数、

回転行列）を比較する姿勢推定実験を行った。

5. 1 実 験 環 境

実験には G. Peters [30] による “Dwarf” 人形の画像群を用

いた。これらの画像は、物体を中央に固定し、それを取り囲む

ように半球格子状にカメラを配置して撮影したものである。図

3(a)に、カメラ配置位置を示す半球と、各カメラ位置で撮影さ

れた画像のいくつかを示す。方位角 φx = 0 ∼ 360[deg]（100

ステップ）、仰角 φy = 0 ∼ 90[deg]（25ステップ）の刻み幅は

3.6[deg]で、合計 2500枚の画像からなる。図中の x0 と示して

ある基準画像を撮影した位置が φx = φy = 0[deg]のカメラ位

置である。

5. 2 姿勢の与え方

図 3(b)に、画像と姿勢の回転軸との対応を示す。今回の実験

では、人形を固定してカメラ位置を半球状に与える代わりに、カ

メラを固定して人形を x, y, z 軸回りの順にそれぞれ φx, φy, φz

だけ回転したものとみなす。ここで x軸は物体の鉛直方向、y

軸はカメラから見て右方向、z 軸はカメラの光軸（奥行き）方

向とする。φx が方位角に対応し、φy が仰角に、φz は光軸回り

の回転角に対応する。

回転軸 n = (n1, n2, n3)
T 回りに θ 回転する 3次元回転を表

す単位四元数は、次式で与えられる [2]。

q = cos(θ/2)+sin(θ/2)(n1i+n2j+n3k), ||n|| = 1 (33)

そこで、方位角 φx
j、仰角 φy

j のカメラ位置から撮影された画

像をさらに画面内で φz
j だけ回転した xj の姿勢を表す四元数

qj を、以下のように与える。

qx
j = cos(φx

j /2) + sin(φx
j /2)(i + 0j + 0k) (34)

qy
j = cos(φy

j /2) + sin(φy
j /2)(0i + j + 0k) (35)

qz
j = cos(φz

j/2) + sin(φy
j /2)(0i + 0j + k) (36)

qj = qz
j qy

j qx
j (37)

5. 3 学習・推定に用いた画像

学習には、方位角 φx = 0, 36, 72, . . . , 324 [deg] の 10ステッ

プ、仰角 φy = 0, 36, 72 [deg]の 3ステップ、合計 30枚の画像

を学習した。また φz = 0[deg]としたが、実際には頂点におい

て光軸周りの回転と同等の効果が起きている。そのため、実質

的に 3自由度の姿勢を学習していることになる。

推定には、方位角仰角ともに 5ステップ毎の画像を用いた。

つまり、方位角については 0, 3.6, 7.2, . . . [deg] の 100 ステッ

プ、仰角については 0, 3.6, 7.2, . . . [deg] の 25 ステップで、合

計 2500枚のうち学習した 30枚を除く 2470枚の画像の姿勢を

推定した。

5. 4 姿勢の推定方法

推定方法は、線形回帰 [3]を用いた。つまり、学習画像 xj に

対応する姿勢を Y j とすると、

Y = (Y 1,Y 2, . . . ,Y n), X = (x1,x2, . . . ,xn) (38)

として、Y = FX を満たす行列 F を、X の最小ノルム型一般

化逆行列 X+ を用いて F = Y X+ = Y (XT X)−1XT とした。

画像 xの推定値 Ŷ は、Ŷ = Fxとして求めた。

5. 5 比較する表現方法

画像 xj の姿勢表現方法の違いを検討するために、以下の 3

種類の姿勢表現を用いて推定と評価を行った。

• 球関数表現 Y j ∈ R9 を学習。推定値 Ŷ を回転行列 RŶ

へ変換。

• 単位四元数 qj のベクトル qj ∈ R4 を学習。推定値 q̂ を

q̄ = q̂
||q̂|| で正規化し、回転行列 Rq̄ に変換。

• 回転行列 Rj の要素を並べたベクトル Rj ∈ R9 を学習。

推定値 R̂を行列 R̂ に戻し、Frobeniusノルムの意味で最も近

い直交行列 R̄に変換（付録参照）。

これらを統一して評価するために、球関数と四元数の結果は回

転行列へ変換した。

5. 6 評 価 方 法

評価は、Frobenius ノルムの平均二乗誤差 (RMSE) を用い

た。つまり、真の姿勢に対応する回転行列 Rtrue と、推定され
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表 1 各姿勢表現における推定誤差

姿勢表現 Rq̄ Rq̂ R̄ R̂ R
Ŷ

RMSE 1.1514 1.0460 0.7414 0.7032 0.7032

標準偏差 2.0635 1.2306 1.3812 0.7901 0.7901

た姿勢の回転行列 Rとの誤差を

||R−Rtrue||F =
√∑3

i=1

∑3

j=1
(rij − rtrue

ij )2 (39)

とし、推定した 2470枚についての RMSEを求めた（表 1）。

5. 7 実 験 結 果

表 1 に、それぞれの姿勢表現を用いた場合の推定誤差を示

す。提案する球関数表現を用いた姿勢推定結果である RŶ は、

RMSEも標準偏差も小さくなっている。ただし、RŶ は回転行

列ではない。球関数の特性を用いた正規化手法の考案が今後の

課題である。

R̂は、回転行列を用いて推定した後の正規化を行わない場合

の結果を表す。R̂を直交化した R̄は、回転行列にはなっている

が、RMSEも標準偏差もやや大きくなっている。推定手法が線

形回帰であるため、R̂と RŶ は等価である。そのためこの直交

化を RŶ に施しても、その結果はやはり R̄と等価である。

Rq̄ は単位四元数を用いた結果である。正規化により回転行

列にはなっているが、他の表現方法に比べ誤差が大きくなって

いる。正規化を行わない Rq̂ も誤差は大きい。

6. お わ り に

本論文では、球関数を用いた新しい姿勢表現の方法を提案し

た。従来の 3自由度の姿勢表現は姿勢推定に必要な性質を満た

していない。そこで、SO(3)上の連続関数の直交基底である球

関数を用いた姿勢表現の具体的な式を与え、単位四元数や回転

行列との変換式を導いた。そして、線形回帰手法を用いて実画

像の姿勢推定実験を行い、提案する球関数表現が回転行列と等

価であり、四元数に比べて推定誤差が小さいことを示した。

今回行った実験は限られたものであり、球関数表現の有効性

を示すためにはさらにいろいろな実験を行う必要がある。今回

用いた推定手法は線形回帰であったが、CCA [11]～[13]や非線

形回帰 [8]～[10] など、より高度な推定手法を適用することも

必要である。現在は特殊な撮影条件下の画像データベースを用

いたが、一般的な 3自由度の回転を受けた数万枚程度の画像を

用いた学習も行う必要がある。また誤差評価には、回転行列の

Frobeniusノルムを用いたが、「姿勢」としてより自然な評価方

法を検討する必要もある。

球関数表現 Y には、まだいくつもの問題がある。aY 1 + bY 2

という計算には物理的な意味がなく、球関数同士の補間も定義

できていない。四元数や行列の積に対応する、球関数同士の演

算を考える必要がある。行列 RY を直交化するための正規化も

まだない。数学的に厳密な導出を必要とする一意性の証明など

の議論も残っている。これらは今後の研究における課題である。

実験も初歩的であり問題も山積しているが、この球関数表

現は広範な応用を持つ可能性を秘めている。現在は S3 のパラ

メータ化である単位四元数 qが用いられている姿勢制御 [22]や

姿勢補間 [25], [26]にも、球関数表現を用いることができるかも

しれない。

実験でも示したように、ここで提案した球関数表現は、回転

行列と等価である。しかしながら、回転行列や四元数に対する

球関数表現の理論的な優位性は、SO(3)上の直交関数系を利用

していることである。このことから、1自由度の姿勢推定と画

像補間がフーリエ基底を用いて示された [7] ように、3 自由度

の姿勢推定と画像補間 [31]という枠組みが球関数表現で可能か

どうかを検討することも興味深い課題である。
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付 録

1. Gegenbauer陪関数

Gegenbauer の多項式 Cν
n は超幾何関数を用いて定義され

る [32]が、ここでは陽に書き表されるもの [33]を示す。n |= 0

かつ n > − 1
2
の場合、

Cν
n(x) =

1

Γ(ν)

[ n
2 ]∑

m=0

(−1)mΓ(ν + n−m)

m! (n− 2m)!
(2x)n−2m (A·1)

ここで Γはガンマ関数であり、Γ(n + 1) = n! (n ∈ N) である。

Gegenbauerの陪関数（同伴関数）Cν,m
n [28]は

Cν,m
n (x) = (1− x2)

m
2

dm

dxm
Cν

n(x) (A·2)

で定義される。Legendre陪関数 P m
n との間には

C
1
2 ,m
n (x) = P m

n (x) = P−m
n (x) (A·3)

という関係がある。

2. 一般の球関数の定義

0 <= θ1, . . . , θn−1 <= π, 0 <= θn < 2π のとき、`1, . . . , `n ∈ Z,

`1 >= `2 >= · · · >= `n−1 >= |`n|に対して、

Y`1,...,`n(θ1, . . . , θn) =

√
b`1,...,`n

{
n−1∏
k=1

C
νk,`k+1
`k

(cos θk)

}
e−`nθni (A·4)

とすると、{Y`1,...,`n} は（適当な測度の元で）Sn の L2 空間

L2(S
n)の完全正規直交系となる [28]。ここで

νk =
1

2
(n− k), 1 <= k <= n− 1 (A·5)

b`1 = 1 (A·6)

b`1,...,`n =
2n−1(n− 2)! (n− 3)! · · · 1!

(n− 1)!
·

{
n−2∏
k=1

(`k − `k+1)! (`k + νk)

(2νk − 1 + `k + `k+1)!

}
·

(`n−1 − |`n|)! (2`n−1 + 1)

2(`n−1 + |`n|)! (A·7)
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3. SO(3)の連続直交関数系

3 次元実射影空間 P3R は、3 次元球面 S3 上の点 q ∈ S3 と

−q ∈ S3 を同一視して得られる多様体である [28], [29]。そこで

C∞(P3R) ⊂ C∞(S3)とみなすと、{Y`1,`2,`3 ; `1 ∈ 2Z, `2, `3 ∈
Z, `1 >= `2 >= |`3|} は L2(P3R)の完全正規直交系である [28]。

一方、SO(3)と P3Rは同じものとみなしてよい（微分同相
である [29]）。そこで、本研究では上記を L2(SO(3))の直交系

であるとみなす。このため、0 <= θ1 <=
π
2
となる。

SO(3)上の球関数は、`1 ∈ Zとすると、

Y2`1,`2,`3(θ1, . . . , θn)

=
√

b2`1,`2,`3C1,`2
2`1

(cos θ1)C
1
2 ,`3
`2

(cos θ2)e
−`3θ3i (A·8)

ここで C
1
2 ,m
n (x) = P m

n (x) とすると、式 (12) となる。

Mathenyと Goldgof [34, App. A.4]は、第 2種 Chebyshev

多項式 Un を用いて、4次元（3D空間+時間）の球面調和関数

を導出している。これは上式の C1,`2
2`1

(x) を、C1
n(x) = Un(x)

という関係 [33, p.779]を用いて
d`2

dx`2
U2`1(x)で置き換えると、

同一のものである。ただし、5 次元以上に拡張できないこと、

第 2種 Chebyshev多項式に有用な微分公式がないことが問題

点である。その点では、前述の Gegenbauer陪関数を用いた一

般的な定式化のほうが好ましい [31]。

Lenz [19, p.66]は Jacobi多項式を用いて S4と SO(3)の球面

調和関数を導出している。これも Jacobi多項式とGegenbauer

多項式、Chebyshev多項式の関係 [32, p.95]を用いれば、同一

のものに変換できる。

4. 行列の直交化

ある行列 Aを Frobeniusノルム || · ||F の意味で最も近い直
交行列 R = (rT

1 , rT
2 , rT

3 )T を求めるには、ラグランジュ未定係

数法を用いて以下の目的関数を最小化する。

||A−R||F − λ1(r
T
1 r1 − 1)− λ2(r

T
2 r2 − 1)

− λ3(r
T
3 r3 − 1)− λ4r

T
1 r2 − λ5r

T
1 r3 − λ6r

T
2 r3

(A·9)

この解は、Aの特異値分解をA = V ΣUT としたときR = V UT

である（例えば [35, App. C]等を参照）。
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