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はしがき

平成10年度から平成12年度の間、科学研究費の補助金を得てリーマン多様体の等長埋

め込みについての研究を行った.この報告書ではこの研究課題に関して、この期間中に得

られた結果・知見・今後の展開の可能性について報告する.

リーマン多様体の等長埋め込みの問題は微分幾何学における古典的な問題の1つであ

り、現在までに様々な研究が行われてきている.その中でも特に重要なのはナッシュによる

埋め込み定理であり、この結果はその後多くの数学者によって改良され今日に至っている.

しかし、このような一般論から推れて具体的なリーマン多様体の等長埋め込みに目を向

けると、多くの未解決の問題が残されていることに気付く.上記のナッシュの埋め込み定

理により、すべてのリーマン多様体は十分に高い次元のユークリッド空間に等長に埋め込

めるのであるが、一旦そのことが示されれば、次の自然な問題として埋め込み可能な最小

次元を求めよ、ということが考えられる.しかし具体的な空間に対するこの種の間道の解

答はほとんど得られていなかったといってよい.例えば対称空間というリーマン多様体の

中でも特にきわだった性質を持つ空間に対してすら、最小次元が確定していたのは定曲率

空間の場合だけであったという事実は、この間題の自然さ・歴史の長さに比して意外なこ

とだといってもよい.

本研究ではこの穴を埋めるべく、微分幾何学・代数学・表現論の様々な手法を駆使して

問題解決に取り組み、多くの成果をあげることができた.その成果のあらましを簡単では

あるが、本報告の研究成果の欄にまとめておいた.また、特に重要な論文・報告書を本報

告書の末尾に添付した.

本研究の期間中には問題の完全解決には至れなかったとはいうものの、いくつかの空間

については最小次元を新たに確定することができ、また残された空間に対しても有効であ

ると思われるいくつかの方法・手法を開発し、今後への見通しをたてることができた.ま

た一方、その結果として解決されるべき問題を新たに提出することにもなった.これら未

解決の問題については、本研究終了後もここで得られた知見をもとに、更に研究を展開し

てゆく予定でいる.

最後になったが、本研究期間中ご協力いただいた研究者の方々にこの場を借りて深く感

謝する.

阿賀岡芳夫
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研究成果

本研究で得られた主要な結果を以下簡単にまとめる.まず問題の全体的な状況を説明す

るため、リーマン多様体の局所等長埋め込みに関する一般論を述べた後、本研究で得られ

た主要結果について個別に述べてゆく.また、この報告書の最後に本研究期間中に発表し

た論文(予定も含む)の中で特に重要なもの5編を収録した.本研究の鋸冬年度にあたる2
0 0 1年3月には、日本数学会(幾何学分科会)においてリーマン対称空間の局所等長埋

め込みについて特別講演する機会を与えられた.その講演原稿は、本研究のまとめ・リー

マン多様体の等長埋め込みの現状を把握するのに最連なものと思われるので、この報告書

の末尾にそれも収録した.

Mをn次元リーマン多様体とする. MからRn+rへの埋め込み写像/-(/サ,・・・,/ォ+r)

が等長埋め込みであるとは、 Rn+rの標準計量のfによる引き戻しがMの計量9に一致

することである. Mの局所座標xu- ,xれを使うとこの条件は偏微分方程式

9ij-芸
dfk dfk

∂3;i ∂3;i

の形に表せる.よく知られているように、任意のリーマン多様体は十分高い次元のユーク

リッド空間に等長に埋め込むことが可能である.そこで、 1つの自然な基本的問題として、

与えられたMに対してMを等長に埋め込むことのできる最小次元のユ-ク1)ッド空間

を決定せよ、ということが考えられる.この問題は大域的な立場から考察することも大切

であるが、もともとが上記のような偏微分方程式の可解性の問題であるから、順序として

はまず局所的な埋め込みの可能性について調べ始めるのが適切であろう.本研究ではこの

リーマン多様体の局所等長埋め込みの可能性、特に低次元のユークリッド空間に等長に埋

め込めるためにMの満たすべき条件について考察することを大きな目的とする.

上記の偏微分方程式を2回微分することにより、可積分条件としてのガウス方程式

R{X,Y,Z,W) - (α(X,Z),α(Y,W)) - (α(X,W),α(Y,Z))

が得られる.ここにKはn次元線型空間V=TxM上の曲率型テンソルの成す空間

K-{R∈∧2V'⑳∧2V'lex,Y,zR(x,Y,z,w) -o}、 R∈Kは3:∈Mにおける曲率、

α∈S2V*⑳Rrは同じく3=における第2基本形式、 ( , )は法空間Rrの正定借内積を
表す.

従ってMがRn+rに等長に埋め込めれば、 Mの曲率はあるαによって上記の形に表

されなければならない.逆にいうと、もしRが上記の形に表されなければ(つまりガウス

方程式が解を持たなければ) 3:を含むMの任意の開部分多様体はRn+rに等長に埋め込
めないことが示せたことになる.
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1. p(G/K)の値の計算.

論文Y. Agaoka and E. Kaneda, An estimate on the codimension of local isometric

imbeddings of compact Lie groups, Hiroshima Math. J. 24 (1994), 77-110,においてM上

の整数値関数pMを次のように定義した. 〇∈M,Rを芯における曲率,X∈T=Mとし、

y((X) -{WCTxM¥R{Y,Z)X-O, 'Y,Z∈W),

d(X) -　max dimVF,
W∈nx)

pM(。 -　min d(X)

とおく.するとMがRn+rに等長に埋め込めるならば、不等式r≧n-pM(x)が各点

£∈Mにおいて成立する. Mが等質リーマン多様体G/Kの場合には、この関数は定数

となるので、以下それをp(G/K)で表すことにする.特にMが対称空間の場合、この値

は次のようにLie環の言葉で記述できる. 〟-G/ガを既約なコンパクト型リーマン対称

空間とし、 a,KのLie環をそれぞれ9,tで表す　0-e+mを標準分解、 cLをmの極大
可換部分代数、そして

to-{X∈り[X,α -0},

Xm-{W⊂m|[W,W]Ceo)

とおく・するとp(G/K)の値はmaxw∈j^ dimWに等しくなる・このとき上の結果より、

M - G/Kは局所的にもR2n-p(G/isT)-1には等長に埋め込めないことがわかる.

従ってp(G/K)は対称空間の基本的な不変量ということができ、この値を決定し、局
所等長埋め込みの可能性の評価式を出すことは大切な問題であるといえる.しかしこれは

〟の曲率に関わるかなり困難な代数的な問題であり、まだすべての対称空間に対して値

が確定されていたわけではない.本研究においては、コンパクトLie群及び多くのグラ

スマン多様体に対してこの債を確定する、あるいは上からの評価式を与えることに成功し

た.その結果、 (グラスマン多様体の一部等を除く)ほとんどすべての対称空間について

局所等長埋め込み可能なユークリッド空間の次元のorderを確定することができた.特

にSp{m)/U(m), Sp(m)については埋め込み可能な最小次元が確定した. (4元数射影平面

P2(H)については第7項を参照.)これらの具体的な評価式は本報告書の末尾にある学会
講演原稿の中に表の形で記載されている.

また、各ルート系の極大強直交系をワイル群の作用のもとで分類することにより、p(G/K)
の下からの評価式を統一的な手法で求めることができる.この結果については、現在論文

を執筆中である.

(この項の結果は兼田英二氏との共同研究によるものである.)
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2.ガウス方程式のalmost solutionの発見.

5次元対称空間SU(2)/50(3)及びその非コンパクト双対空間の場合のガウス方程式に
ついて、計算機による実験を交えながら詳しく調べた.その結果これらの空間は余次元5

でガウス方程式の解を持ち、更に余次元4でalmost solutionを持つことが示せた.余次

元5での解の存在は今までに得られていた評価を1次元分改良するものであり、これが

現在知られている中で最小余次元の解を与えている. (ただし、余次元5のユークリッド

空間にSU(S)/50(3)及びその非コンパクト双対空間が局所的に等長に埋め込めるか否か
は未解決.)

また余次元4でのalmost solutionの存在を示せたことは新しい現象の発見といってよ

いものであり、ガウス方程式の可解性を判定することの困難さを如実に表す結果であると

もいえる.同様の現象は3次元球面β3上のねじれのないアファイン接続の場合にも起こ

る.この場合、 53上にはねじれのない平坦なアファイン接続は存在しないのだが、 "ほと

んど"平坦な接続は存在する.これらの結果は、共に多項式写像の像が一般には閉集合に

なるとは限らないことの幾何学的な反映である.多項式写像のこのような代数的な性質が

幾何学的現象として具体的に表れてくる例は今まであまり知られておらず、面白い具体例

を発見したといってよいであろう. Su(3)/50(3)に限らず、より高い次元の対称空間の場
合にも同様なことが起こっているのかどうか、更に計算機を用いて調べることは大切な問

題で今後の課題といえる.

3.ガウス方程式の定める2次写像の階数の計算.

ガウス方程式の可解性を判定する際の基本データとして、ガウス方程式の定める2次写

像　　S2V*⑳RrーK,

7r(a)(X,Y,Z,W) - (α(X,Z),α(Y,W)) - (α(X,W),α(y,z))

の(微分の)階数を知ることは大切なことである. (ただしα∈S2V*eR', X,Y,Z,W ∈V. )

ガウス方程式はR-lr{α)と表されるので、階数-dimIm7,.の値がわかればガウス方程

式が解を持つ(あるいは持たない)余次元の様子がかなりわかる.

本研究ではdimM ≦ 9の場合に、計算機を用いてこの値を確定した.結果として(n,r) -

(4,2)のときを除いてn≦9の範囲では直交群0(r)の自然な作用により生ずる核以外の

核は出てこないことがわかった.従って特に(n,r) - (9,14)の場合はdimlm7i4 -539,
dimK-540となり、像Im7i4はKの超曲面となる.よってこの超曲面の定義方程式と

なるKのGL(9,R)一不変式はガウス方程式が解を持つための障害として利用することが
できる.残念ながら、この場合は〟の次元がかなり高いため、この不変式を具体的に求

めるまでには至らず、これは今後の研究課題といえる.この間蓮は代数学におけるいわゆ

る終結式を求めることにあたり、現在計算楼上でこのような多項式の計算を実行するソフ



トウェアが種々開発されている.これらを利用すれば我々の求めようとしている不変式を

具体的に書き下すことが可能かどうか、検討してみる必要がある.

また、上記のdimIm7,.の計算により、かなり高い余次元の場合まで、第2基本形式は
曲率により本質的に一意に決定されることがわかる.従ってガウス方程式及びその高階微

分を更に詳しく調べれば、今まで知られていた範囲をかなり越える高い余次元まで(generic

な)部分多様体の剛性が示せる可能性がある.この点に関しても、今後引き続き研究を続
けてゆく予定でいる.

4.曲率型テンソル空間上の多項式環,群作用で不変なvariety.

曲率型テンソルの成す空間Kには群GL(V)が自然に作用しており、これは分割{22}

に対応するGL(V)の既約表現空間になっている.余次元rでガウス方程式が可解となる

曲率の集合(- Im7r)のKにおける閉包は、このGL{V)の作用で不変な既約なvarietyと
なることが知られており、従ってその定義方程式がわかればそれがガウス方程式の可解性

を判定する道具として使える・この定義方程式はK上の多項式環∑,Sp(K*)をGL(V)一

既約分解したときのいくつかの既約成分の形として表せる.従ってSP(∬つの既約分解を

求めることはガウス方程式の可解性を判定する問題における重要なトstepといえるが、残

念ながら一般の次数pの場合の分解公式はまだ得られていない. (これに関しては第6項
を参照のこと. SYMMETRICAというソフトウェアを使って得られたデータを分析して、

曲率の5次式まで調べてみたが、既に知られているもの以外、新たな定義方程式を得るこ

とはできなかった. )

この方法が(原理上はともかくとして)現実の問題として有効に働かないのは、打にお
ける群作用で不変な概念がまだ十分には把握されていないところに原因があるように思わ

れる.添字が2個の空間である行列の場合は"階数"という言葉で状況は完全に把握され

るが、曲率の場合は添字が4個あって、問題は極度に難しくなる.

同様の視点から、本研究の1つのモデルとして、添字が曲率より1個少ないLie環の

場合の研究を行ってみた.すると3次元、あるいは4次元という限定された場合につい

てではあるが、複素Lie環における群作用で不変なvarietyの分類、群作用で不変な概念
をすべて把握することに成功した.またその副産物として、有限個の内在的概念を用いて

3,4次元Lie環の同型類を判定するアルゴリズムを具体的に与えることができた. 4次元

の場合のこの結果はまだプレプリントの段階ではあるが、本研究と方法論上での関連性が

非常に高いので、本報告にその全文を掲載した.

これと同様な結果を"曲率"の場合にも得ることが今後望まれる.

5・ガウス方程式とグラスマン代数(外積代数)との関係.

既述のように、リーマン多様体の曲率RはKの元である.しかし、今までの記述から
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もわかるようにこの〟という空間はかなり複雑な構造を持っており、そのためにガウス

方程式の解析が困難となる.

R∈Kをもとにして2n次元の空間Vt-(el,-・>en,/i -,fn)上の4-form点を

元- ∑ Riijki'∧ォi∧fta/;∈A4V事
i<j,k<l

で定める. te等は双対基底. )するとR∈Kが余次元rでガウス方程式の解を持てば、

この点はある2-forme1)*・')◎声こより

′　　′ヽ..′

-R-el∧el+-・+中,∧恥

と表せる.従ってRから構成された元が上の形に表せないことが示せたら、もとのガウ

ス方程式は余次元rで解を持たないことが示せたことになる.グラスマン代数(外積代数)
は∬よりは扱いよい空間であるから、この見地からガウス方程式の可解性を問うことは

1つの見通しを与えるように思われる.

本研究では、この立場から特にr-l,2の場合について詳しく調べ、例えば余次元が1

のときのトーマスの不等式の別証明を与え、更にガウス方程式の逆公式を書き下すことに

も成功した. γ≧3の高余次元の場合にはまだ研究が進んでいないが、上述のようにガと

比較した際の∧4v′書の構造の単純さのおかげで、 (やや荒くしたものにはなるが)ガウス方
程式の可解性について調べる足場ができたように思われる.ただし、この立場からの研究

においても、次項で述べる"plethysm"といわれるものの解析は不可欠であることに注意

しておく.

6. plethysmについて.

第4項で述べたSr(K')まplethysmでいうと{22}etp)にあたる.この分解公式を得
るのは上述のように現時点ではかなり難しい問題であるので、ガウス方程式の群論的な状

況を単純化した次の方程式を考える.曲率にあたるものとして、線型写像

R: A2V-⇒∧2W

を考える・(v,wは共に線型空間. )このときRが∑uu∧Li(Li:V⇒W)と表さ

れるための条件を求めよ、という形に問題を書き換える. (ここでV-W,各L.・は対称

とすればもとのガウス方程式が得られる. )

このようにformulateすると、線型空間を2つ使うため作用する群がGL(V)×GL(W)

と分離されて、 Rの多項式を表すplethysmを計算するのがやや単純化される.つまり

∑sp(∧2V●⑳∧lw)- ∑ ({I2}⑳W)({12}efA))
p　　　　　　　　　　　　　入, 1人1=p
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であるからplethysm{I2}⑳(対がわかればよいことになる.この立場での分解公式もま
だ完全には把握できていないが、一部のものについては分解公式を得ることに成功した.

({I2}⑳{p-1,1}, {12}⑳{p-2,2}等. )この公式にはヤング図形の組合せ的な量が既約
成分の重複皮として表れ、この公式自体表現論的にみて非常に面白いものだといえる.こ

の立場からの研究もまだ発展途上であるが、まだまだ新たな発見の可能性を秘めており、

今後の研究が非常に楽しみである.

またこれらの研究と関連して、 plethysmについては本研究期間中様々な研究を行い、い

くつかの断片的な成果及びいくつかの予想を得ることができた.例えば、一般のplethysm

fAI⑳tp)の分解式において、出現する成分を辞書式順序に並べたとき一番黄初と最後に

表れる項についての予想をたてることができた.これは報告書(研究発表(1)の6)として
まとめ、多くの関連研究者に配布したが、各地からさまざまな反響が得られ、この中の予

想の一部については既に証明され定理になっている(I. G. Macdonald, L. Manivel氏等. )

その重要性に鑑み、本報告書にもその主要部分(データ以外の部分)を収録した.

更にplethysm {m}⑳{3}, {m}⑳{21}, {m}⑳{I3}についても今までに知られていた
のとは全く異なる型の分解公式を得ることができ、これらのplethysmに表れる既約成分

の個数定理を示すこともできた.

plethysmについてはまだまだ未知のことが多く残されているが、このように問題は次
第に切り崩されつつあるわけで、ガウス方程式の可解性とも絡んで今後の発展が大きく期

待される.

7. 4元数射影平面についての結果.

まだ論文にはまとめていないが、 4元数射影平面P2(H) (実8次元のリーマン多様体)

は局所的にも13次元のユークリッド空間には等長に埋め込めないことを示した・^2(H)
は14次元のユークリッド空間に大域的に等長に埋め込めることが知られていたので、こ

れによりP2(H)の局所等長埋め込み可能な最小次元が確定したことになる.この結果は

第1項に述べた不変量p(G/K)を定義する際に出てくるmの部分空間Wの形を詳しく
調べることにより得られる.現時点では、相当量の計算をしなければこの事実を示すこと

はできないが、ルート系を使った議論で証明が簡略化され、更に一般のP"(H),あるいは

ケイリー射影平面Ft/Spin(9) - P2(Cay)への拡張が可能なように思われ、近々改めて考
察してみる予定でいる.

以上、本研究期間中に得られた結果等について簡単にまとめた.かなりの対称空間につ

いては等長埋め込みの評価を改良することができ、また一部のものについては最良の結果

を得ることができた.しかし、まだ多くの空間に対して最小次元が完全古土は確定しておら
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ず、これらについては今後の研究を得たねばならない.幸い、まだ具体的な成果を生むま

でには至れていないというものの、項目4-6にあるような今後の見通しを与える立脚点

をこの研究期間中に手にすることができたので、本研究終了後もリーマン多様体の局所等

長埋め込みの研究を続け、ガウス方程式に関連する種々の事柄についての理解を深めてゆ

きたいと思っている.

H ‖Rfl




