
ファイナンス分析における極値分布の利用
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この稿では大きな損失率に関する分析法を紹介する。最初に、データ系列として最大値しか得られない

場合に可能な分析を解説する.たとえば収益率の日中データは得られないが、日中の殺大損失率が手に入

る場合に可能なリスク分析の方法である。この方法を使えば、年間最大抗失率の系列を使って、 40年に-

度しか起きないような大きな損失率の分布を分析することが可能である。第2節では、最大値データでは

なく損失率の原系列が得られるとして、大きな損失率の分布を分析し、大きな損失が起きる確率を求める。

第3節では、分布の形状を定めるtail indexの推定方法を説明する。

1　極値の性質

確率変数x, ,x2 ,-,x ,は独立同一分布(iid)に従う

とする。また、確率変数はこの稿においては損失

率を表現するとしよう。収益率でも分析上は同じ

だが、その場合は符号が逆になる。したがって損

失はプラス値になり、利益が出るとマイナス倍に

なる。極度に大きな損失は、分布関数では右裾の

事象である。この様な損失率の分布関数は、任意

のiについてF(x)-P(Xi<x)となるが、分布関数

は共通とする。以上の準備の下で、 n損失の内の

最大損失Mnは、よく知られた最大値の分布関数

により

P(M <x)-F(x)　　　　　　　　　　　(1)

となる。この分布関数を用いてリスクに関する分

析を行うと、中程度の損失に関しては精度の高い

近似が得られるものの、大きな損失の観測値が少

ないため、分布関数の右裾を正確に推定できない

ことが知られている。この稿では、最大値の分布

を改善して、大きな損失率に対する精度の高い分

析を試みる。第1節では次の様な事象の分析を目

的とする。

1.年間最大損失率がいままでの最大損失率を

超えるとすれば、この損失が起きる確率は

いくらか。

2. 40年に一度しか超えられないような損失率

(40年抗失率)はいくらか.

(1)式からnに関する極限を求めると、確率F(x)

は1以下だから分布関数は0か1に収束すること

になり、極限で分布は退化してしまう。漸近分布

がこのように退化することを避けるために、最大

値を

Z。-蜘
CTn

(2)

と標準化する。平均と標準偏差による標準化だが、

との系列は未知である。この様に標準化された系

列に関して、次に述べる定理が知られている。

1-1 Fisher=Tippet定理と一般化極値分布

(2)式で定義された確率変数の漸近分布は3種

類に分けることができるが、漸近分布は未知であ

るEに依存するo　壬は分布の形状を決めるが、特

にその逆数α -1/亡はtail-indexと呼ばれる。 3節

において、 taiトindexを使った分析をさらに進め

る。

正規分布、対数正規分布、指数分布、ガンマ分

布などのように元の分布関数Fが指数的に減衰

する裾を持つならば、漸近分布はグンベル

(Gumbel)属で壬-0となり、 -∞<Z<∞に関して

Iim,,→,P(Z,<z)-H,(z)-exp{-exp(-z)}, (3)

となる。このクラスに入る分布に関しては、期待

値は全ての次数について存在する。

Fの裾が、パレート分布、コ-シー分布、 t分

布などのように、ゆっくりと変化する関数L(x)

によって

1-F(x)-x ′sL(x)　　　　　　　　(4)

と表現できるならば、漸近分布はフレシェ

(Frechet)屈でc >0となり、 l+?z>0について

He(z)-exp{-(1+ fz)" ′　　　　　　(5)

となる(domain ofattractionの議論による。)元

の分布に関しての期待値は、 tail indexを超える次

数で発散する。

Fの分布が一様分布やベータ分布のように有限
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範囲なら漸近分布はワイプル(Weibull)属でf <0

となり、 l+」z<0の範囲で

Hf(z)-exp{-(l+ fz)""f},　　　　(6)

となる。元の分布に関しての期待値は全ての次数

で存在する。

これらの分布は、まとめて一般化極値(GEV,

generalized extreme value)分布と呼ばれる。この

GEV分布は(2)式の標酎ヒに依存し、次式

P(Mn < x)- P(塑旦二也<聖二払)
<*n　　　　-n

(7)

の右辺の近似である。亡、 〃、 αはいずれも未知

とする。イメージをつかむためにeFの値を-2/3、

0、 2/3として3種類のGEV密度関数を作図すると

図1のようになる。図では〃は0、 αは1と設定

してある。

図1 GEV密度関数
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2　日次収益率を用いた推定

推定は非常に簡単で、極値分布から密度関数を

一次導関数として求め、極値密度関数のパラメタ

-を推定する。この手法の漸近的な妥当性はとも

かく、推定がどのような結論をもたらすか数値例

で確認しよう。最初に日次収益率が得られる場合

について、日次収益率から月間最大値を求め、月

間最大値の分布に関する推定を行う。利用する系

列はダウ平均株価で、期間は1990年1月1日から

2004年9月30日である。

系列の分布を理解するために1990年1月以後のダ

ウ平均株価の連続日次収益率を計算し、日次収益

率の符号を逆にして、経験密度をカーネル法で求

める.最小値は-7.15、最大値は6.15であり分布は

図2　損失率の分布

原点対称に近いことが分かる。

正規QQプロットを描くが、収益率の分布は標

準正規より裾が厚くなっている。したがって、極

値分布はグンベルではなくフレシェ型になり、

ぎ>0であると予想できる。もちろん分布範囲に

切断は無いので、ワイプル分布は適切でない。

図3　ダウ平均株価損失率の00プロット
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次に、日次収益率から月間最大損失を求め、最大

値の分布の性質を検討する。図4では最大値系列

をまず措き、中央でヒストグラムを作成する。こ

の最大値に関するヒストグラムをグンベルやフレ

シェ分布と比較すれば、後者に似ていることが確

認できよう。 QQプロットでは基準となる分布型

はグンベルで、もし観測値の標本分布がグンベル



に乗れば、 QQプロットは直線になり、フレシェ

分布が採用できないことになる。この例ではプロ

ットは直線上にあるとは考えられないので、分布

はグンベルでなくフレシェであることが再確認で

きる。

図4　月間最大値の性質

I
以上の準備により、フレシェ型分布を推定する。

結果は、 f-0.156(0.06), a-0.687(0.05), M

-1.33(0.06)となった。括弧内は標準誤差である。

次に推定結果に関する二種類の診断分析を行

う。診断ではM.を第i月の月間最大倦として、

係数推定値を用いてM.を

wi =(iH聖ri'5　　　　(8)
G

と変換する。一種の残差であるが、この変換値の

時系列がトレンドを持つか否か、またQQプロッ

トが直線に乗るか否かの判定を行う。 M.がiid

であれば、変換値の時系列にトレンドは存在しな

い。次にこの変換統計量の分布を導こう。

一般に確率変数Xが分布関数F(x)を持つならば、

確率変数F(X)の分布関数は(0,1)間の一様分布で

P(F(X)<x)=x,(O<x< l)　　　　　　(9)

しパI.IT

となる。 W.はフレシュ分布関数の-logに一致す

るから、 wlの分布関数は、

P( - log(F(X))< z)

-P(F(X)>exp(-z))-l-exp(-z)　(10)

より、指数分布となる。これを確認するのが第2

図である。

図5の左図は各wiがiid確率変数であるか否か

を調べるために描かれているが、この図から特に

際だったトレンドは見られない。図中の曲線は、

各wiの近辺の値を計算に入れたカーネル平均値

の軌跡で、時系列的な性質があればこの曲線にト

レンドが表れるはずである。右図は指数分布と

WlのQQプロットで、推定された係数を用いた残

差の変換W.が指数分布に従うなら、散布国は直

線に乗る。この例のフィットは裾の5個ほどを除

いて全体としてはよいと言える。

図5　変換Wのプロットと00プロット
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図6は変換値のヒストグラムだが、裾を除いて結

尾な指数密度関数になっていることが確認でき

る。

図6　W値のヒストグラム
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以上の分析を用いて翌月の最大損失が、過去の最

大値を超える確率を求めてみる。最初にデータ系

列の中での最大月間損失を求めると、 7.455とな

るから、推定結果を用いてフレシェ分布上でこの

倍を超える確率を求めると、 0.00374、つまり

0.374%となった。同株に、最小損失率minを求め

ると0.388で、翌月の最大損失がこの値以下にな

る確率を求めると0.916%であった。中央値

medianは1.645、この倍以下になる確率は52.6%で

あった。月間最大値ではなく、例えば年間最大値

についての分析を行えば、この確率は当然高くな

るが、現在のデータでは、年次観測個数は15なの

で、推定結果は信頼できない。

2-1損失率分布の分位点

このように、極限分布を用いれば特定の座標値

を超える確率を容易に計算することができる。同

様に、パーセント点により、所与の小さな確率で

E

LI E:

苫

しか生じない月間最大損失率水準などを計算する

ことができる。例えば月間最大値の系列を使い、

一年に一皮の割合でしか生じないような月間最大

損失率水準はいくらかといった計算は

P(M20>m)--(ll)

を滴たすmを求めればよい。mは収益水準return

level,あるいは損失水準)と呼ばれる。一般的に

(1/k)に対しては、mは(Hi/k))パーセント点で、

exp{-(l+芭z)-"*}-l一言(12)

を解けば,

Z-竺詳-辛(-log(l--))当(13)

となり、この式を満たすmを求める。現在の月間

最大損失のデータに関して、5年に-度しか起き

ないような大きな損失率水準を求めると、60月に

一回起きるような損失は分位点では(59/60)と

なり

59
P(M20<m)-^(14)

を満たすmを求める。集約尤度関数(プロファイ

ル)を使うが、損失水準はプロファイルの頂点で、

この例では5.258となり、95%信所区間はx軸の平

行線とプロファイルの交点で決まる。

日々の損失率の分布を使うと、一月に20取引日

あるとして

F(x)20=-
^;60(15)

だから、平均すれば日々の収益(損失)率分布

F(x)の0.99916という分位点、つまり99.916%点に

対応している。現在の系列は3848E]分の損失率を

図7　プロファイルと信頼区間



含み、各観測値が均等な確率を持つとすると、

99.916%点は3845番目,大きな損失最大値から見て

4番目の値になり、 4.81%である。漸近分布から

求まる結果5.26とはかなり違っている。

図8では全ての月間最大損失率を点で示し、 5年

に一度起こりうる損失率を実線で示す　95%信頼

区間の下限は4.443、上限は6.800だが、これは点

線でしめしてある。信頼区間に入る観測値は3個

あるが、観測期間177からして直感に合う結果に

なっている。

図8　月間最大損失率と5年水準
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212　日中最大損失率データの分析

ダウ平均株価の例では日次データから月間最大

値系列を計算して極値分布を使った分析を行っ

た.原系列が斑大任の観測値だけから構成されて

いる場合でも、以上の分析を応用できる。ここで、

TDKの始値tdko.d,高値dtdkh.d,安倍tdkl.d,終倍

tdkc.dを用い日中の最大損失率をIog(tdkl.〟tdko.d)

とし、符号を逆にして分析を行う。収益率のデー

タは無いが、 E]々の最大損失率の観測値は使える

という想定である。ただし始値と低値が同額であ

る日の比率が高いため、損失率が0である観測値

は除外し、プラス値だけの分析を行う。先の例で

は図2を措き、元の損失率の分布形状を検討する

ことができたが、この計算では損失率が得られな

100　　　　　　　　　　　150

いため分布の形状に関する情報を得ることができ

ないのである。観測期間は2000年1月4日以後2004

年9月30日までとする。ダウ平均株価と同様の分

析を繰り返すが、推7E結果はEが0.222 (0.032)、

♂が0.00934 (0.00028)、 〃が0.0120 (0.00034)とな

った。括弧内は標準誤差で,係数は全て有意にな

る。最後に変換した残差の図を示すが、左のトレ

ンド園および右のQQプロットから判断して、フ

ィットが良いとは言えない。

分布の右裾で推定が上手くいかないようである。

先の例と同様に過去データ中の最大値を求め、そ

の倍における確率を推定する。日次の最大損失率

は0.173であり、この値を超える確率は0.0008とな

ったが、過剰推定の可能性がある。最後に100日

図9　残差の診断プロット
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に一度起きるような損失率を求めると、 0.0868と

求まった。またこの倍の95%信頼区間は上限が

0.101、下限が0.0763だった1082個の観測値の中

で5%はほぼ50個だが、図10の信頼区間にはほぼ

8個の観測値しか含まれていない。

図10 100日水準
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3　分布の裾に関する分析

利用可能なデータが最大値しかない場合は、前

節の分析は有効であろう。しかし、もし最大値だ

けでなく収益率に関する詳細なデータが利用でき

るのであれば、大きな損失率の分布に関するさら

に詳細な分析が可能である。この節では拭失率の

境界値uを指定し、この境界値を超える損失率の

分布を求める。このような分析は、 POT(peaks

over thresholds)と呼ばれる。もちろんthresholdは

境界値uを意味する。

311平均超過関数の漸近分布

境界値uを所与、 y>0とすると、 uを超える値の

条件付き分布関数は

Fu(y)-P(X-u<y|X>u)

P(u<X<y+u) F(y+u)-F(u)

P(u < X)　　　　トF(u)
(16)

となる。分布関数F(-)は未知だから、再び漸近分

布を求めると、 F.(y)はf>0なら一般化パレート

分布(GPD、 generalized Pareto distribution)で、

y>0について、

Gg,β(y) =

-(1+己と聖二旦)-"ち+(1+gU-Vyllt;
ct a

d^u-ji　ち
l〇

・i-(i+jy-)-c"ォ

p(uy(17)
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となる。ただし、分布関数をフレシェ型で

F(y+u)-exp{-(l+注聖二旦L-1/ち)
.・]

などと近似し、 exp(-x)は(1-x)で1次近似する。

-0なら指数分布で、 y>0について

G号,β(y)- l-exp(一品).　(18)

E<0ならGPDの第2型で、 0<y-/3(u)/fにつ

いて

G号,β(y)- l-(l+蕊,-(1/ち　(19)
となる。ただし、 Eは分布型を決めるので形状パ

ラメタ一、 〟(u)は正値をとる関数でスケールパ

ラメタ-と呼ばれる。壬とβ(u)は共に未知であ

る。

この結果はFisher-Tippet定理に基づいており、

GPDとGEV分布には密接な関係がある。特に、

cFは共通である。収益率の分析で通常扱われるの

は壬>0のケースだが、 GEVではフレシェ型分布

だった　GPDでは、 tailindex(α-1/I)以上の次

数では収益率のモーメントが存在しない。これは、

ボラティリティが発散することを意味している。

境界値がu.、スケールパラメタ-が/?(U。)であ

るGPDが与えられているなら、境界値がu>u。と

変われば、スケールパラメタ-はβ(u。)+き(u-

u。)となり線形関係を維持して変化する。したが

って、 /S(u。)と壬が求まっていれば、新しいスケ

ールパラメタ-は容易に計算できる。



β(ォ。)は1として、壬が1/3、 0、 ll/3の3ケース

についてGPDの密度関数を措いてみる　GPDの第

2型では、分布は+3が上限である。

図11一般化パレ-ト密度関数

叫 L- 一

境界を越える損失率(-収益率)の分布がどの

分布型であるかを判定する基準として、指数分布

を比較基準としたQQプロットを使う。月間最大

値に関して、参照分布としてグンベルの二重指数

分布を使ったのと同じ考えである。データは再び

ダウの収益率を用いる。境界値を1とし,指数分布

と比較するためのQQプロットを描くが、このプ

ロットは、収益率分布が指数分布からはずれてい

ることを示しており、Eは0でないと判定できる。

この結果は境界値には依存しない。

図12　損失率00プロット
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312　スケールパラメタ-

境界値U。を超える超過損失Ⅹ-u。の分布が、 1

より小さいEとスケールパラメタ-/?K)のGPD

で近似できるとする。 GPDの性質を用いて計算す

ると、超過損失の期待値は理論的に

E(X-uo|X>uo)-一昔品　p。。ちdy

(20)

となり、これを平均超過関数と呼ぶが、この期待

値はスケールパラメタ-とEで決まる事が分か
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るo既に述べたようにスケールパラメタ-は境界

値に関して線形という性質があるので、 uoより大

である任意の境界値uに関して

E(X-u|X>u)
βK)+ち(u-"o)

llg
(21)

となり、分子のスケールパラメターだけが変化す

る。この式をu。を超える超過分yで表現すると、

u-u。+yだから

e(uo+y)=E(X-(uo+y)IX>uo+y)

β(uo)+gy

11芭
(22)

となる。平均超過関数の、超過分yに関する線形

関係が明らかであろう。この結果は、 u。を見つけ

れば超過関数はyの一次関数になるということで

あるから、境界値u。を見つける方法をも示してい

る。つまり、一般的に、任意に選んだ境界値uを

超える損失x…の平均は、境界値を超える損失の観

測個数がn。として

eB(u)-⊥聖(x(i) -U)
n,, i-i

(23)

によって推定できる。したがって、全てのuに関

してこの超過関数を推定し、超過関数が線形にな

る倍を求めればu。の推定値となる。ダウ損失率に

ついて、平均超過関数を求めると図13のようにな

る。結果な直線にはならないが、 2に近い値でプ

ラスの直線が始まると見て良いだろう。ここでは

損失率を扱っているので負の範囲は境界値として

意味は持たない。プラス収益率の分布であれば、

直線による近似が正確であると予想できる。

図13　ダウの平均超過関数
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3-3　分布関数の裾の推定

境界値uが十分に大きければ、境界値を超える



損失の分布はGPDを使って近似できるが、近似式

を求めるために条件付き確率を再現すると

㌔(y)-P(X-u<),】X>u)

F(y+uトF(u)
トF(u)

彩G帥(y) (24)

である。 yはuを超える超過分だから(y+u)は損失

率、 (y+u)をxと表記すれば裾の確率は

F(x)ミcォ.,(y)(i -F(u))+F(u)　　　　(25)

となる。さらにF(u)は境界値までの累榊在率だか

ら観測確率で推定すると、 kを境界値を超える観

測個数として、 (n-k)/nである。ここで、亡が0で

無い場合のGォ.,(y)を代入し、かつF(u)を観測確率

で置き換えると、境界値を超える領域における裾

の確率F(x)を1から引いた値は

1-F(x)-旦(1+5篇r(>亘　(26)n

と推定できる。

この確率は全てのx値について標本確率によっ

ても推定できるから、標本確率と(26)式の差異を

見ることにより、推定の精度が検討できる。なお、

損失率は収益率の符号を逆にした値だから、 1-

F(x)は、収益率で考えたときの分布関数の左裾に

なっていることに注意しよう。

(16)式を使ってGPDパラメタ-の最尤推定を行

う場合は、データとしてはuを超える超過損失x<.)

を用いる。漸近分布の密度関数の対数値は(17)式

の一次微分より、 cFが0でなければ

-logβ(u,-(1+圭)log(l+
ち(x(i) - U)

β(u)
), (27)

となり、対数尤度関数は(27)式のx(i)に関する和に

なる　y(i)-x(。-uと表記すれば、 y<i>の範囲は(17)

式で示されている。壬が0なら

-logβ00-等忘　　　(28)
である。

uを2と指定して、最尤推定を行うと、 uを超え

る観測個数は109となった。 u以下の観測値の確率

は、 3848分の3739だから0.972となる。係数推定

値は吾が0.24(0.12)、 βが0.59(0.09)となったo括

弧内は標準誤差であり両係数は有意になり、また

Eは予想通り正倍であった。
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cFの値の安定性を確認する。図では境界値を

1.56　境界を越える観測値は200個)から徐々に

上げていき、 Eの値を逐次推定した結果を示す。

既に求めた109個の場合の推定結果も途中で示さ

れるが、 uを2以下にした場合のEの推定結果が

0.2に少し満たない値で安定していることが分か

る。境界値が2を大きく超えると観測個数が減る

ために推定値は不安定になる。国中、下軸は境界

を越える観測個数、上軸はuの値で、 uが1.5の場

合は観測個数は218である。

図14　境界値Uと形状パラメタ-
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最尤推定の結果についての診断を、図を使って行

う。最初の図は、 uを超える観測値に関して推定

されたGPDと累杭相対頻度だが、推定されたGPD

は累積相対頻度に密着している。 2図は、 x軸y軸

ともに対数座標だが、 (26)式の推定結果を元にし

て求めた裾確率の推定値と、相対頻度のプロット

で、フィットはよい。超過分の観測値を

res -圭Iog(l +^)　(29)
と変換する。 3図は推定した残差値の時系列プロ

ットであるが、残差にトレンドは見られず乱数の

性質を示していると考えられる。この変換につい

ては、 GPDにより

res- -log(l-G),

である事が分かるo既に分布関数の分布は(0,1)i

様分布であるという性質を使ったが、この性質に

よりresの分布は

P{res<z}-P(G<l-e )-l-e　　　　(30)

となり、指数分布であることが分かる。したがっ

て、 resの推定値の累積相対分布と指数分布のQQ

プロットを求めれば、 GPDのフィットを確かめる

ことができるが、 4図はこのQQプロットである。



図15　GPD推定の診断図
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4　バリューアットリスク

最大値データの分析は前節で行ったが、詳細な

データが利用できる場合は、収益率の分布を基と

して、バリューアットリスク(VaR)や期待損失

(expected shortfall, ES)が計算できるQ損失率の分

布関数をF(x)とすれば、 1%のVaRは99%点

VaRォ-F~ (0.99)　　　　　　　　　　(31)

で、この倍を超える損失率は1%の確率でしか起

きないことを示す。収益率の分布が正規分布で近

似できるとすれば、標準正規分布の99%点をq,,と

して、 1%のVaRは

VaR99-fi +a・q,　　　　　　　　(32)

となる。平均と標準偏差は収益率データから推定

する。

ESは、 vaRを超える損失の平均値である。例え

ば1%のESは

ES ,,- E(X|X>VaRQ9)　　　　　　　(33)

と定義され、 1%のVaRを超える損失の条件付き

期待値になっている。再び正規分布を仮定するな

らば、この条件付き期待値は#(z)を標準正規密度

関数、 ◎(Z)を標準正規分布関数、 z-(VaR,-fV

♂として

ES99 -n+a豊　　(34)
と計算できる。平均と標準偏差を収益率データか

ら推定するだけで、 1%のVaRとESを計算するこ

とでき、非常に簡単である。

ダウに関して、この方法でVaRとESを計算する

と、 95%のVaRとESは1.62、 2.05となり、 99%の

2　　　　　　　　　4

x (°n lot icsla)

二-
Ordared Data

vaRとESは2.31と2.65であった。

vaRなどは分布の裾に関する情報であるから、

正確な倍を得るためには、正規分布による近似法

ではなく極値に関する近似法を使うべきであろ

う。境界値uに対して、 F(u)よりも99%が大きい

倍ならば、 vaRも裾分布関数の近似式(26)を使っ

て計算されるべきであろう。亡が正ならば任意の

高確率qについて

VaRq -u

n　　~　β(u)
q-F(VaRq)=l一旦(1+5 yw (35)

と近似できるから、 100(1-q)%のVaRは係数を推

定量に置き換えて

VaRq - u+響((芸0-q))Ill)
と推定できる。このVaRについてESは

ESq-E(X|X >VaRq)

だから、

ESq-VaRq+ E(X-VaRq |X>VaRq)

となり、平均超過関数(21)式を使えば、

E(X-VaRJX > VaRq)

β(u)+ち(VaR　-u)

1-ち

となる。これを前式に代入して

ESq =VaRq+
β(u)+ち(VaR　-u)

11ち

一蝣13-

(36)

(39)



上里I'llll)二塾
1-号　1-ち

(40)

が求まる。

ダウの例を続けると、 95%のVaRとESは1.69、

2.37、同じく、 99%のVaRとESは2.70と3.70だっ

た。したがって5%の確率で収益率は-1.69以下

になり、 -1.69以下になった場合の平均は-2.37で

ある。さらに1%の確率で収益率は-2.37以下にな

り、その場合の平均は-3.7という低い倍になる。

Eが0.24であったから、正規分布を用いた値より

も、かなり低い収益率を示す。

最後に、境界値uを変化させ、 99%VaRの安定

性を検討してみる。結果は図16に示されるが、境

界値が2.5以下ならばvaRはほとんどuに依存して

いないことが分かる。境界値は上軸に与えられて

いる。

図16　境界値とVaR

4-1 taiI-indexのヒル推定量

既に述べた分位点の推定法はGPDに基づいてい

るが、ヒルの方法は順序統計量

X(l)-X(2)- """^Xf,　　　　　　　　　(41)

を用いて形状パラメタ-を直接推定するもので、

特定の分布型に依存しないノンパラメトリックな

推定法である。ここでk番目の統計量を取り上げ

ると、ヒルの推定量は蝣^(D--^-(2)-'--^(k)を用いて、

ち(k) - ii(logX(i) - logX(k))　(42)

と定義される。喜(k)は正倍である。 tail-indexの推

定量は、 a-1/きとなる　GPDの分析では、 kは

境界値Uを超える観測個数であったが、ここのkも

同様の働きをする。理論的には、 k-∞かつk/n-

0、さらに確率変数の極値の分布がGEVに収束す

るという条件の下で、き(k)はEの一致推定量に

なる。漸近分布は正規分布、漸近分散は*Vkで、

t統計量の計算に用いることができる。同様に、

tail-indexについても、漸近分散はα2/kと求まる.
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実際は、Tは固定しているから、特定範囲のkに

ついてき(k)を全て計算して、推定値の安定性を

確かめる。

分布の裾は、(4)式と同じく裾部分l-F(x)がxm

L(x)と近似でき、かつx>X(k+日として

1-F(x)-(貢忘-,-d(k)-^-
)T(43)

と推定される0分位点qの推定は、q>l-k/Tとし

て,

丈-x(k+1)(k/T)一色(44)

となる99%のVaRなら、q-0.99を代入する。

ダウの損失率についてf(k)を求めてみよう。k

の範囲は下限は15上限を500とする。

図17形状パラメタ-のヒル推定
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c(k)と信頼区間が図示されているが、 kが140位

を超えるとパラメタ一倍は線形に増加していて安



定しているという印象は得られない　GPDを用い

た推定値は0.24だったが、 kが100と140の問では

似た倍になっている。形状パラメタ-はGPDの結

果より大きな値になる。しかし境界値uはほとん

ど変わらない事が分かる。 (この推定での境界値

とは、境界となる順序統計量X(k)である。)形状

パラメタ-の値をまとめて、表にする。
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