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２７・ＳｕｎａｏＳａｋａｉ，ＡｔｓｕｓｈｉＮａｋａｍｕｒａ，１もｋｕｙａＳａｉｔｏ

ＡＮＩＳＯＴＲＯＰＩＣＩＭＰＲＯＶＥＤＡＣＴＩＯＮＳ．Ｎｕｃｌ．Ｐｈｙｓ．（Ｐｒｏｃ．Ｓｕｐｐｌ．）８３，

（２０００），３９９－４０１（ｈｅ㌢１ａｔ／０００１００４）

２８．Ｙ．Ｌｉｕ，０．Ｍｉｙａｍｕｒａ，Ａ．Ｎａｋａｍｕｒａ，Ｔ．Ｔ嵐ｋａｉｓｈｉ

ＳＩＭＵＬＡＴＩＯＮ ＯＦ ＳＵ（２）ＤＹＮＡＭＩＣＡＬ ＦＥＲＭＩＯＮＡＴＦＩＮＩＴＥ

ＣＨＥＭＩＣＡＬ ＰＯＴＥＮＴＩＡＬ ＡＮＤ ＡＴＦＩＮＩＴＥＴＥＭＰＥＲＡＴＵＲＥ．

ＴｂｂｅｐｕｂｌｉｓｈｅｄｉｎｔｈｅｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＷｏｒｋｓｈｏｐｏｎ

Ｎｏｎ－ＰｅｒｔｕｒｂａｔｉｖｅＭｅｔｈｏｄｓ ａｎｄＬａｔｔｉｃｅＱＣＤ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ，Ｃｈｉｎａ，

１５－２１Ｍａｙ２０００．
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研究成果

本研究の目的と要約
一　並列格子ＱＣＤのオープンソースコードー

１　序

格子ゲージ理論は、摂動によらずにゲージ理論の量子化の定式化を与

える枠組みである．ユークリッド化した経路積分をモンテカルロシミュ

レーションにより評価することにより、非摂動領域の振舞いを調べる強

力な手法となる。特にＱＣＤでは、閉じ込めを中心とする興味深い物理の

多くが本質的に非摂動的であるため、ハドロン物理の研究者、場の量子

論の研究者の研究の道具として，格子ＱＣＤシミュレーションがもっと利

用されるべきであると我々は考えている。

もちろん、最先端の計算機による超大規模な計算は大きな実験に匹敵

するものであり、経験を積んだ研究者が共同研究で計算可能性の限界に

挑んでいる世界で、片手間でできるようなものではない。しかし一方、計

算機、特にＰＣやワークステーションの高速化、低価格化は著しい速度で

進んでおり、しばらく前のスーパーコンピュータ並みの計算資源を研究

室レベルで持つことが可能になってきた。ハドロン物理や場の量子論の

研究者が研究室のＰＣでシミュレーションを行い、自分のアイデアを検証

してみることが十分に可能な環境になってきている。

しかし、そうは言っても、格子ＱＣＤのシミュレーションコードをゼロ

から書くのには膨大な時間がかかる。特にデバッグやチューニングは長

い苦しい日々の連続になりがちである。多くの研究者は、格子ＱＣＤにつ

いての知識、理解は十分にあっても、シミュレーションにまで踏み込む

のは躊躇するのが普通であろう。

このような状況を改善するための１つの方法は、ＱＣＤコードのライブ

ラリーを作ることである。しかし、ライブラリー化してしまうと、決まっ

た計算しかできない。研究者は、いままでにないアイデアを持ち、それを

実現したいと考えているわけであるから、ブラックボックスとなってしま

うライブラリーは適切な方策とは思えない。実際、多くの研究者は、格

子ＱＣＤについては十分な理解を持っているわけであり、またある程度の

プログラムを書いたり，他人のプログラムを読むことのできる人は多い。

元気のあるグループは、格子ＱＣＤを専門分野とするグループからコード
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を借りて、自分たちの目的に合わせて書き直すことも行っている。

それならば、十分に分かりやすいコードを提供し、自由に利用しても

らえるような環境を作れば、いままで経験のない研究者であっても，その

コードを読み、そして必要な部分を自分たちの目的のための部品として

使うことができるのではないかと考えて、ＬａｔｔｉｃｅＴｂｏＩＫｉｔｉｎＦｂｒｔｒａｎ９０

（以下ＬＴＫと略記）というプログラム集を開発してみた。以下で議論す
るコードの全体は

ｈｔｔｐ：／／ｎｉｏ－ｍＯｎ．ｒｉｉｓｅ・ｈｉｒｏｓｈｉｍａ－ｕ・ａＣ・ｊｐｒＩＪＴＫ／

から手に入れることができる。大きなコードは完全にバグが無いという

ことは保証できないので（もし、そのようなことを言う人がいたら、そ

の人の書いたプログラムは絶対に信用してはいけない）、我々もこのコー

ドのバグによってもしユーザーが不利益を被っても何も責任は取れない

が、オープンソースとして多くの方に利用していただき、問題点が発見

されたら改良していきたいと思っている。

Ｆｂｒｔｒａｎ９０は、ＦＯＲＴＲＡＮ７７の後継であるが、オブジェクト指向を取り

込んだＣ＋＋が普及した後に設計された言語であり、Ｃ＋＋とほとんど同

等のデータ記述能力を持っている。特に、Ｃ＋＋の「クラス」に相当する

「モジュール」の機能を使うことにより、式との対応が容易に見えるよう

な形でプログラムを書くことができる。

このツールキットは、ブラックボックスとして利用されることを想定

してはいない。むしろ、実際にコードを読んで自由に書き直して利用し

ていただきたいと思っている。格子ゲージ理論についての基本的な理解

とｆｂｒｔｒａｎ９０についての知識（そして多少の忍耐）がある方なら数日で全

コードを読みきれると考えている。付録Ａでこのコードを理解するため

に必要なＦｂｒｔｒａｎ９０の新しい機能について紹介している㌔付録ＢにⅠ∬Ｋ

コードを利用する際に必要な格子ＱＣＤシミュレーションの解説を与え

る。計算スピードについてもある程度配慮しているが、まずは可読性を

優先している。

＊格子ＱＣＤには興味は無いが、恥ｒｔｒａｎ９０の新機能を知っておきたいという方にも
役にたっかもしれない。但し、ポインター、自由形式については説明していない。
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２　プログラムの構造

２．１クエンチアツプデート

クエンチ近似では、経路積分の中に現れるフェルミオン行列式ｄｅｔⅣ

を落とす。

ｚ＝／ＤＵＤｉＤ＊ｅ－ＳＧ潮＝／ＤＵｄｅｔＷｅ－Ｓ。～ＩＤＵｅ－ＳＧ（１）

モンテカルロ計算による経路積分の評価では，

叩））＝妄ｅ－柳　　　　（２）

の確率でゲージ場を生成していく。数値計算上、大きな時間が使われる

のは、先（Ｕ）を構成するプラケットの計算である。

∑軋（卯ん（∬＋β）坤∬＋叫霊（∬）　　　（３）
ごＩ〝

Ｒ汀ｔｒａｎ９０のモジュールの機能を使うと、この部分を次のようにわかり

やすく書くことが可能となる。

．／ＧＡＵＧＥ／ｕｐｄａｔｅ・ｆ内のサブルーティンｓｕｂｒｏｕｔｉｎｅｍａｋｅ－ＳｔａＰｌｅより

ＴＹＰＥ（ｇ＿ｆｉｅｌｄｌ）ｓｔａｐｌｅ，ｔｅｎＰｌ，七ｅｍｐ２，ｔｅｎＰ３

Ｃ Ｘ十ｎｕ七ｅｍｐ２

Ｃ

ｃ　　　　　工　　　　　　Ｉ

Ｃ ｔｅｍｐｌＩ Ｉ

ｃ Ｉ Ｉ

Ｃ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

Ⅹ　　　　　　Ⅹ十ｍｕ

七ｅｍｐｌ＝ｕ（ｎｕ）

七ｅｍｐ２＝ｎｕ・ｇＳｂｉｆ七・ｕ（ｍ）

七ｅｍｐ３＝七ｅｍｐｌ＊七ｅｍｐ２

七ｅｍｐｌ＝ｍ・ｇＳｂｉｆ七・ｕ（ｎｕ）

ｓ七ａｐｌｅ＝Ｓ七ａｐｌｅ十（ｆａｃ＊（七ｅｎｐ３・ＰｒＯｄＡＤ・ｔｅｍＰｌ））
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ここで、ＴＹＰＥ（ｇ＿ｆｉｅｌｄｌ）はあらかじめ．／ＭＯＤＵＬＥ／ｇ皿Ｏｄｕｌｅｌ．ｆにおい

て

ＴＹＰＥ ｇ＿ｆｉｅｌｄｌ

ＳＥＱＵＥⅣＣＥ

ＣＯＭＰＬＥＸ＊１６，ＤＩＭＥＮＳＩＤＮ（ＮＣ，ⅣＣ，ⅣⅤ／ＮＢＵＳＨ）：：ｇ

ＩＮＴＥＧＥＲ ｐａｒｉ七ｙ，ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ＥＮＤＴＹＰＥ

のように定義されている。また上記のプログラム中の演算（＝，十，．ｇＳｂｉｆ七．

，．ｐｒＯｄＡＤ．）も同様にモジ主－ル中で定義されている。例えば加法は，以

下のようにプログラム

・／ＭＯＤＵＬＥ／ｇ皿Ｏｄｕｌｅｌ．ｆ中で演算子「＋」に関数ｇａｄｄを対応させて定義

されている。

ⅠⅣＴＥＲＦＡＣＥ ＯＰＥＲＡＴＯＲ（＋）

ＭＯＤＵＬＥ ＰＲＯＣＥＤＵＲＥ ｇａｄｄ

ＥⅣＤＩⅣＴＥＲＦＡＣＥ

Ｃ‾‾‾‾‾‾‾■‾－－‾－■－－－■－－－－－■－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－Ｃ

ＦＵＮＣＴＩＯⅣｇａｄｄ（ａ，ｂ）ＲＥＳＵＬＴ（ｃ）

Ｃ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾－‾‾‾－‾－●－■－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－Ｃ

ＴＹＰＥ（ｇ＿ｆｉｅｌｄｌ），ＩⅣＴＥＮＴ（ＩⅣ）：：ａ，ｂ

ＴＹＰＥ（ｇ＿ｆｉｅｌｄｌ）ｃ

ｄｏｉ＝１，ⅣⅤ／ⅣＢロＳＨ
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これらのモジュールで定義された演算も，コンパイラーが計算式の中の

変数の型で演算を区別することによって，通常の演算同様適切に行われ

る。一度演算を定義すると、上記のように通常の演算と同じようにプロ

グラム中で使用することができるので、紙の上での式とコード中の式の

距離が短い。

２．２　クオークプロパゲータ

ここでは１Ｖｉｌｓｏｎｋｒｍｉｏｎ、

Ⅳ＝ト∑托〃（（ト≠・）【錘）∂再＋β＋（１＋７〝勅（押∂再－β・）（４）
〝

を使用している。行列の足であるカラー自由度α，わ、ディラックα，β、座

標，∬′を陽に書けば

愕昌（∬，∬′）＝∂α，ｂ∂α，βも，諾′

－∑丸（（ト≠）α，βこ財，あ∂榊＋（１＋症β仇・（げ，ｂ∂再々
〝

クオークプロバグータは、フェルミオン行列Ⅳの逆であるが、巨大でか

っゼロの多い（ｓｐａｒｓｅ）行列なので、ガウス法などの直接法が使われるこ

とは無く、線形方程式

Ⅳ腐＝磨　　　　　　　　　　（６）

の形にして、共役勾配法（ＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄ、ＣＧ）系統の解

法で必要な情報を求めるのが普通である。ＣＧの計算では行列とベクトル

の積、Ⅳガとベクトルの内積が主たる計算となる。行列とベクトルの積

のプログラムは以下のとおりである。

－　Ｗ＝エーＳｕｍ＿（ｎ心（ｋａｐｐａ＿ｎｕ（＋）Ｑ（＋〉＿ｎｕ＋ｋａｐｐａ－ｎｕ（－）Ｑ（－‡－ｎｕ）

ｄｏ ｎⅥし；＝１，４

七ｅｍｐｌ＝　ｎｕ・ｆ８ｂｉｆ七・Ⅹ

七ｅｍｐ２＝（－ｎｕ）・ｆｓｂｉｆｔ・Ⅹ

七ｅｍｐ＝ｔｅｍＰ十（（ｈｏｐｐ（ｎｕ）＊七ｅｍｐｌ）＋（ｈｏｐｍ（ｎｕ）＊ｔｅｍｐ２））

ｅｎｄｄｏ

ＷＸＶｅＣｔ　＝　Ⅹ一七ｅｍｐ

１０



上記のプログラム中での演算（＝，．ｆｓｂｉｆセリ十，＊）も前節と同様に、

・川ＯＤ皿Ｅ／ｆ＿ｍＯｄｕｌｅ．ｆであらかじめ定義されている†。

共役勾配法の部分はプログラムの中では以下のようになっている。

ＵＳＥ ｆｉｅｌｄ＿ｆ

ＴＹＰＥ（ｆ－ｆｉｅｌｄ）ｗｘｖｅｃ七，Ⅹ，ｂ，ｒｅＳ，Ｐ，ｑ，Ｓ

Ｉ　‥．ｔｂｅｉ七ｅｒａ七ｉｏｎ ｓｔａｒ七Ｓ

ｄｏｉ　＝１，ｉｍａｘ

ｌ・‥　ｑ＝Ｗ＊ｐ

ｉｆ（ｉｆｌａｇ＝＝１）七ｂｅｎ

ｑ＝ＷＸＶｅＣ七（ｐ，２）

ｅｌｓｅｉｆ（ｉｆｌａｇ＝＝２）地ｅｎ

ｑ＝ＷＸＶｅＣ七（ｐ，３）

ｅｎｄｉｆ

ｌ ｃ２＝＜ｑ】ｑ＞

Ｃ２＝ｑ＊ｑ

ａｌｐｂａ＝Ｃｌ／ｃ２

ｌ‥・Ⅹ　＝Ⅹ　十ａｌｐｂａ＊ｐ

Ｘ＝Ⅹ十（ａｌｐｂａ＊ｐ）

ｅｎｄｄｏ

このプログラムから分かるように、モジュールであらかじめ演算を定義

しておくことにより、コメント文とほとんど同じ形でのアルゴリズムの

表現が可能になっている。

†Ｌｍｏｄｕｌｅ・ｆで定義されている“＊”は通常の演算の積とは違うことに注意。ユーザー
定義の演算なので，加法，減法より優先して演算されるということはない。
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２．３　ハイブリッドモンテカルロ（ＨＭＣ）法

クエンチ近似におけるアップデートに加え、ダイナミカルクオーク入

りのアップデートで標準で使われるハイブリッドモンテカルロ（ＨＭＣ）

法のプログラムも用意した。ハイブリッドモンテカルロ法では、フェル

ミオン行列式をボソン場の積分で表現したときの逆行列の計算、リー代

数への射影、それをｅ坪の肩に乗せ群にする計算などが現れる。

ここでもモジュールｈｍｃ皿Ｏｄ（ＭＯＤＵＬＥ／ｈｍｃ皿Ｏｄｕｌｅ．ｆ）を用意すること

により、すっきりとしたわかりやすいプログラムを目指している。

．／甜Ｃ／ｈ皿Ｃ．ｆ内のサブルーティン８ｕｂｒｏｕｔｉｎｅ ｓ七ｅｐｕより、

ＵＳＥ ｂｍｃ■ｍＯｄ

ＴＹＰＥ（ｇ＿ｆｉｅｌｄＯ）ｕ（４）

ＴＹＰＥ（ｇ＿ｆｉｅｌｄｌ）ｓｔａｐｌｅ，七ｅｍｐｌ，七ｅｐｐ２，ｔｅｍＰ３

Ｄｉｒｅｃ七ｉｏｎ：ｄｏ ｍｕ＝１，４

Ｃａ１１ｍａｋｅ＿Ｓ七ａｐｌｅ（ｕ，ＳｔａＰｌｅ，ｍ）！Ｓｔａｐｌｅ ｆｏｒ Ｗｉｌｓｏｎ ａｃ七ｉｏｎ

七ｅｍｐ２＝ｔｅｍＰｌ・ＰｒＯｄＡＤ・ＳｔａＰｌｅ　！ｕ＊（ｓ七ａｐｌｅ）＿ａｄｊ

Ｐｒｏｊｅｃ七ｉｏｎ ｏｎｔｏ Ｌｉｅ Ａｌｇｅｂｒａ

Ｃａｌｌ ｐｒｏｊｌｉｎｋ（七ｅｍｐ２，七ｅｍｐ３，ⅣⅤ）

Ｃａｌｌ ａｌｇｂｌ土ｎｋ（ｔｅｍｐ３，Ｃ，ⅣⅤ）

．　ｐ（ｎｅｗ）＝ｐ（０１ｄ）十ｆａｃ＊ｃ

Ｐ（ｍｕ）＝Ｐ（ｍｕ）十（（ｆａｃｔｏｒ＊ｆａｃ）＊ｃ）

上記のプログラムではｐ（ｍ）がハイブリッドモンテカルロ法で必要となる

Ａｌｇｅｂｒａａｅｌｄ（カラーの８自由度と格子点に対応するディメンジョンを持つ

配列）であり、例えばここで出てくる加法については・／ＭＯＤＵＬＥ／ｈｍｃ－ｍＯｄｕｌｅ・ｆ

において次のように定義されている。

ＩⅣＴＥＲＦＡＣＥ ＯＰＥＲＡＴＯＲ（＋）　　！Ａｌ＋Ａ２

ＭＯＤＵＬＥ ＰＲＯＣＥＤＵＲＥ ａａｄｄ

ＥＮＤＩⅣＴＥＲＦＡＣＥ
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ＦＵⅣＣＴＩＯⅣａａｄｄ（Ⅹ，ｙ）ＲＥＳＵＬＴ（ｚ）

ＴＹＰＥ（ａ＿ｆｉｅｌｄ），ＩⅣＴＥＮＴ（ＩＮ）：：Ⅹ，ｙ

ＴＹＰＥ（ａ＿ｆｉｅｌｄ）ｚ

ｄｏ ｋ＝１，ⅣＤＦＡＬＧ ⅣＤＦＡＬＧ：飢血ｂｅｒ ｏｆ Ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ

Ｆｒｅｅｄｏｍ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａニ８

ｄｏｉ　＝１，ⅣＶ

Ｚ％ａ（ｋ，ｉ）＝Ⅹ％ａ（ｋ，ｉ）十ｙ％ａ（ｋ，ｉ）

ｅｎｄｄｏ

ｅｎｄｄｏ

ＥⅣＤ ＦＵⅣＣＴＩＤⅣ

２．４　ＭＰＩによる並列化

ＬａｔｔｉｃｅＴｂｏＩＫｉｔではＭＰＩ（ＭｅｓｓａｇｅＰａｓｓｉｎｇＩｎｔｅｒｆａｃｅ）を使用するこ

とによりプログラムの並列化を行い、大きな格子サイズの大規模計算も

可能になっている（図１）。ＭＰＩによる並列計算は分散メモリー型の大型
計算機、あるいは近年急速に使用されているＰＣクラスター上で有効な

数値計算手法である。

ＰＣクラスターでも使える、フリーなＭＰＩ実装系にはＡｒｇｏｎｎｅＮａｔｉｏｎａｌ

Ｌａｂ．で開発された、ＭＰＩＣＨ（ＰｏｒｔａｂｌｅＩｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆＭＰＩ）がよく

使われており、これをインストールすることにより、ＭＰＩを使った並列

計算が可能になる（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ－ｕｎｉｘ．ｍｃｓ．ａｎｌ．ｇｏｖ／ｍｐｉ／ｍｐｉｃｈ／）。ＭＰＩを

使わない場合における使用方法については次節のコンパイル、実行で述

べる。

並列計算機には、ＣＰＵとメモリーーを含むプロセッシング・エレメント

（ＰＥ）がネットワークで結ばれている分散メモリー型と、１つのメモリー

を複数のＣＰＵが共有するＳＭＰ（ＳｙｍｍｅｔｒｉｃａｌＭｕｌｔｉ－Ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ）型、およ

びこの複合型がある。ＰＣをネットワークでつないだＰＣクラスターは当

然分散メモリー型になる。分散メモリー型では各ＣＰＵごとにメモリー

が分散しているため、各ＰＥ間でデータのやりとりをする必要がある（図

２）。
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グルーオンのゲージ場札，いクオーク場¢からなる作用は微分を含むの
で、格子上では近傍の変数との相互作用が計算に必要になる。格子ＱＣＤ

の並列計算では、通常、格子がＰＥに分割されるため、各ＰＥ上で端にい

る変数は、近傍の変数が同じＰＥ上ではなく、よそのＰＥの上にあること

がある。このとき、通信によってその変数の情報を取寄せる必要がある。

図１：格子サイズをプロセッサーエレメントの数で分割することにより、

大規模計算が可能。

当然，並列で行なう計算処理は，ゲージ部分、フェルミオン部分の両

方で考慮する必要があり、ＵｒＫでは、．／Ｌ工ＢＲＡＲＹ／ｂｏｕｎｄａｒｙ－ｇａｕｇｅ・ｆ，

ｂｏｕｎｄａｒｙ＿ｆｅｒｍｉ．ｆの中でそれぞれ用意している。

複数のＰＥを使って並列計算を行う場合、計算の途中で隣のＰＥが持つ情

報が必要になることがある。この場合、隣同士のＰＥ間でのデータのやり

とりを考慮しなければならない。このときデータをやりとりする場として

ｗｉｎｇとかｆｒｉｎｇｅとよばれる「のりしろ」部分を考える。実際のプログラム

ｓｕｂｒｏｕｔｉｎｅ ｓｅ七＿Ｗｉｎｇ＿ｆｌ（ａ）（．／ＬＩＢＲＡＲＹ／ｂｏｕｎｄａｒｙ－ｆｅｒｎｉ・ｆ）から隣同

士のＰＥ間でのデータのやりとりの様子を見ていく。ただし、ここでは

データの流れをわかりやすくするために、カラー及びディラックの自由

度は省略した。

以下のプログラムはⅩ軸方向にデータをやりとりしている。

…．　Ⅳｏｗ ｗｅ ｓｅｍｄ ｄａｔａ

Ｉ Ｘ－ｄｉｒｅｃ七ｉｏｎ

ｉｃｕｍ　＝　Ｏ

ｄｏｉ七＝１，ⅣＴ；ｄｏｉｚ＝１，ⅣＺ
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図２：隣のプロセッサーエレメント間で計算に必要なデータのやり取りを

する。

ｄｏｌｙ＝１，ⅣＹ

ｉｃｕⅡｌ　＝ｉｃｕｍ　＋１

ＷＯｒｋｓｌ（ｉｃｕｍ）＝ａ％ｆ（ⅣⅩ，ｉｙ，ｉｚ，ｉ七）

ｅｎｄｄｏ

ｅｎｄｄｏ；ｅｎｄｄｏ

ｎｓｅｎｄ　＝　ⅣＹ＊ⅣＺ＊ⅣＴ

Ｃａｌｌ ＭＰＩ＿ＩＳＥⅣＤ（ｗｏｒｋｓｌ（１），ｎＳｅｎｄ，ｍＰｉ＿ＣＯｍＰｌｅｘ１６，

ｉｕｐ，１，ｍＰｉ＿Ｃ叩ｍ＿ＷＯｒｌｄ，ｊｓｅｎｄｌ，ｉｅｒｒ）

ｉｃｕ皿　＝　Ｏ

ｄｏｉ七　＝１，ⅣＴ；ｄｏｉｚ　＝１，ⅣＺ

ｄｏｌｙ＝１，ⅣＹ

ｉｃｕｍ　＝ｉｃｕｍ　十１

ＷＯｒｋｓ２（ｉｃｕｍ）＝ａ％ｆ（１，ｉｙ，ｉｚ，ｉｔ）

ｅｎｄｄｏ

ｅｎｄｄｏ；ｅｎｄｄｏ

ｎｓｅｎｄ　＝　ⅣＹ＊ⅣＺ＊ⅣＴ
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ｃａｌｌ ＭＰＩ＿ＩＳＥⅣＤ（ｗｏｒｋｓ２（１），ｎＳｅｎｄ，ｍＰｉ＿ＣＯｍＰｌｅｘ１６，

ｉｄｏｗｎ，１，ｍＰｉ＿ＣＯｍｍ＿ＷＯｒｌｄ，ｊｓｅｎｄ２，ｉｅｒｒ）

まずｉｘ＝１、ｉｘ＝ＮＸの情報をそれぞれｗｏｒｋｓｌ，ＷＯｒｋｓ２に収める。それ

からｗｏｒｋｓｌのデータをＩＵＰのＰＥ（図３で右隣のＰＥ）へＷＯｒｋｓ２のデー

タをＩＤＯＷＮのＰＥ（図３で左隣のＰＥ）へ送る。

ＷＯｒｋｓ２　　　ｗｏｒｋｓｌ

＼　　／

ＩＤＯＷＮ Ｉ ＮＸ ＩＵＰ

暮Ｘ

図３：ｉｘ＝１，ｉｘ＝ＮＸのデータをそれぞれⅥＴＯｒｋｓｌ、ＷＯｒｋｓ２に入れて、ＩＵＰ，

ＩＤＯＷＮのＰＥに送る。

次に送ったデータを受け取る作業をする。まずＩＤＯＷＮのＰＥ（図４の

左端のＰＥ）からｗｏｒｋｒｌを、ＩＵＰのＰＥ（図４の右端のＰＥ）からｗｏｒｋｒ２

を受け取る。受け取ったデータはのりしろ部分であるｉｘ＝０，ｉｘ＝ＮＸ＋１部

分に入れる。

…‥　Ⅳｏｗ ｗｅ ｒｅｃｅｉｖｅ ｄａ七ａ　　‥．

ｎｒｅｃｖ　＝　ⅣＹ＊ＮＺ＊ⅣＴ

ｃａｌｌ ＭＰＩ＿ＩＲＥＣＶ（ｗｏｒｋｒｌ（１），ｎｒｅＣＶ，ｍＰｉ＿ＣＯｍＰｌｅｘ１６，

ｉｄｏｗｎ，１，ｍＰｉ＿ＣＯｍｍ＿ＷＯｒｌｄ，ｊｒｅｃｖｌ，ｉｅｒｒ）

ｎｒｅｃｖ　＝　ＮＹ＊ＮＺ＊ＮＴ

ｃａｌｌ ＭＰＩ＿ＩＲＥＣＶ（ｗｏｒｋｒ２（１），ｎｒｅＣＶ，ｍＰＬｃｏｍｐｌｅｘ１６，

ｉｕｐ，１，ｍＰｉ＿ＣＯｍｍ＿ＷＯｒｌｄ，ｊｒｅｃｖ２，ｉｅｒｒ）
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ｉｃｕｍ　＝　Ｏ

ｄｏｉ七＝１，ⅣＴ；ｄｏｉｚ＝１，ⅣＺ

ｄ０１ｙ＝１，ⅣＹ

ｉｃｕｍ　＝ｉｃｕｍ　＋１

ａ％ｆ（ⅣⅩ＋１，ｉｙ，ｉｚ，ｉ七）＝ＷＯｒｋｒ２（ｉｃｕｍ）

ｅｎｄｄｏ

ｅｎｄｄｏ；ｅｎｄｄｏ

ｉｃｕｍ　＝　Ｏ

ｄｏｉｔ＝１，ＮＴ；ｄｏｉｚ　＝１，ⅣＺ

ｄｏｌｙ＝１，ⅣＹ

ｉｃｕ皿　＝ｉｃｕｍ　十１

ａ％ｆ（０，ｉｙ，ｉｚ，ｉ七）＝ＷＯｒｋｒｌ（ｉｃｕｍ）

ｅｎｄｄｏ

ｅｎｄｄｏ；ｅｎｄｄｏ

ＷＯｒｋｒｌ ｗｏｒｋｒ２

→童二∃⊥－二
１　ＮＸ Ｏ ＮＸ＋１　１　ＮＸ

旧ＯＷＮ ｌＵＰ

ｌＸ

図４：ＩＤＯＷＮのＰＥ、ＩＵＰのＰＥからｗｏｒｋｒｌ、ＷＯｒｋｒ２をうけとり、の

りしろ部分ｉｘ＝０，ｉｘ＝ＮＸ＋１部分に入れる。

このようにして計算に必要なデータを隣同士のＰＥでやりとりをする。
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Ｙ軸方向のデータのやり取りも同様。ここでは、もっとも簡単なフェル

ミオン場について説明をした。ゲージ場についてはもう少し工夫をして

いる。

ここでは実際のプログラムを見ながら簡単にＭＰＩによるプログラムの中

でのデータのやりとりの様子を説明した。ＭＰＩを使ったプログラミング方

法の詳細については青山幸也氏（日本アイ・ビー・エム株式会社、現在理研）

による「並列プログラミング虎の巻」（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ－６．ｉｂｍ・ＣＯｍ／ｊｐ／ｒｓ６０００／ｒｅｓｏｕｒｃｃ／ｕｆｏ／Ｗｈ；

という大変実践的でわかりやすい解説書があり、これを参照されたい。ま

たＭＰＩ－Ｊメーリングリスト、ＭＰＩ関連文書の日本語訳などＭＰＩについ

ての情報はｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｐｐｃ．ｎｅｃ．ｃｏ．ｊｐ／ｎｐｉ－ｊ／ｉｎｄｅｘ・ｈ七ｍｌより得ら

れる。

なお、ＭＰＩを使って計算している時は、得られた結果はそれぞれのＰＥ

の中での結果であることに注意されたい。全体での値を求めるためには

各ＰＥから出力して後で処理するか、以下のようなプログラムに変更する

必要がある。２行目から４行目は、各ＰＥ上のｐｌａｑの合計をｐｌａｑｓｕｍに

入れ、それをＰＥ数で割っている。

Ｃａｌｌ ｍｅａｓｌ（ｕ，ｐｌａｑ）

Ｃａｌｌ ＭＰＩ＿ＡＬＬＲＥＤＵＣＥ（ｐｌａｑ，Ｐｌａｑｓｕｎ，１，ＭＰＩ＿ＲＥＡ１８，ＭＰＩ＿ＳＵＭ，

肝Ⅰ＿ＣＯ㌣耶＿ＷＯＲＬＤ，ＩＥＲＲ）

ｐｌａｑ＝ｐｌａｑｓｕｍ／ｎｐｒｏｃｓ

２．５　境界条件の処理

周期的境界条件

∬（Ⅳ＋１）＝　∬（１）

∬（０）＝　可Ⅳ）

をプログラムで表現する方法はいろいろある。

ＤＯｉ　＝１，Ⅳ

ｉａ　＝ｉ十１

ｉｂ　＝ｉ－１

ｉｆ（ｉ＝＝Ⅳ）ｉａ＝１

ｉｆ（ｉ＝１）ｉｂ＝Ⅳ

Ⅹａ＝Ⅹ（ｉａ）
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．ｘｂ＝Ⅹ（ｉｂ）

●　　●　　●

ＥⅣＤＤＯ

とするのが、一番直接的で分かりやすいが、条件式は一般に時間がか

かり、また、ベクトル処理をする計算機ではベクトル化を阻害する。

配列£に余分な要素∬（０）と∬（Ⅳ＋１）を持たせておいて

ＲＥＡＬ，ＤＩＭＥＮＳＩＯⅣ（０：Ⅳ＋１）：：Ⅹ

Ⅹ（０）＝Ⅹ（Ⅳ）

Ⅹ（Ⅳ十１）＝Ⅹ（１）

ＤＯｉ　＝１，Ⅳ

Ⅹａ＝Ⅹ（ｉ＋１）

Ⅹｂ＝Ⅹ（ｉ－１）

●　　●　　●

ＥⅣＤＤＤ

あるいは、一度だけ

ｉｉｎｎ（ｉ，１）ｉｎｎ（ｉ，２）

１　　　　２　　　　Ｎ

２　　　　　３　　　　１

３　　　　　４　　　　　２

■１
Ｎ
Ｎ

‥

Ｎ

 

ｌ

２

　

１

■

　

　

　

－

Ｎ
 
Ｎ

という配列れ肌を作っておき

ＤＯｉ＝１，Ⅳ

Ⅹａ＝Ⅹ（ｉｎｎ（ｉ，１））

Ⅹｂ＝Ⅹ（ｉｎｎ（ｉ，２））

●　　●　　●

ＥⅣＤＤＯ

と書くこともできる。どの形式がよいかは、使用する計算機による。
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３　ＬＴＫｆ９０の使い方

３．１　ディレクトリ構造

ＬＴＫｆ９０

－ＬＴＫｆ９０．ｐｐｔ（ａｂｏｕｔＬＴＫ）

ＦＥＲＭ［ＯＮ（ＦｅｒｍｉｏｎＰａｒｔ）

」

聖

ＶＥＣＴＯＲ

ＵＧＥ（ＧａｕｇｅＰａｒｔ）

ＳＲ８０００

ＨＭＣ（ＨｙｂｒｉｄＭｏｎｔｅＣａｒ１０）

［ＮＣＬＵＤＥ（ｌｎｃＩｕｄｅｆｉＩｅｓ）

Ｌ旧ＲＡＲＹ

ＬｓＲ８。。０

ＷｉｔｈｏｕｔＭＰ［

ＭＯＤＵＬＥ

ＪｓＲ８。。０

図５：ＬＴＫｆ９０のディレクトリ構造

ＬＴＫｆ９０．ｐｐｔにはＩＪＴＫについての説明が記述してある。ＦＥＲＭＩＯＮに
はフェルミオン部分についてのプログラムー式、ＧＡＵＧＥにはゲージ部

分についてのプログラムー式、ＨＭＣにはハイブリッドモンテカルロ法に

用いるプログラムー式がそれぞれ用意されている。ＩＮＣＬＵＤＥには格子

サイズ、並列計算をするときにプロセッサーエレメントの数を規定する

ファイル、ＬＩＢＲＡＲＹ、ＭＯＤＵＬＥには各計算で必要なモジュール、プロ

グラムがそれぞれ収められている。ＦＥＲＭＩＯＮ、ＧＡＵＧＥ、ＬＩＢＲＡＲＹ、

ＭＯＤＵＬＥにそれぞれあるＶＥＣＴＯＲ、ＳＲ８０００のディレクトリ中のプロ

グラムはそれぞれベクトル計算機、ＳＲ８０００でチューニングされている。
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３．２　コンパイル、実行

まず、ディレクトリＩＮＬＣＵＤＥへ行き、ｐａｒａ．ｈの中のｉｐｒｏｃｓとｊｐｒｏｃｓを

ｉｐｒｏｃｓｘｊｐｒｏｃｓが並列実行したいＰＥの数になるように編集する。例えば４

台のＣＰＵで実行したいときは、ｉｐｒｏｃｓ＝２、ｊｐｒｏｃｓ＝２あるいはｉｐｒｏｃｓ＝１、

ｊｐｒｏｃｓ＝４あるいはｉｐｒｏｃｓ＝４、ｊｐｒｏｃｓ＝１となる。クエンチのアップデート

を行いたい時にほディレクトリＧＡＵＧＥへコンフィグレーションを読ん

で、ハドロンのプロバグータを計算したい時はディレクトリＦＥＲＭＩＯＮ

へ、ハイブリッドモンテカルロ計算をしたい時はディレクトリＨＭＣへ移
動する。そのディレクトリで

％・／ｐａｒａｓｅｔ

とすると、それぞれに適したパラメータファイル（ｐａｒａ－ｇｅＯｍｅｔｒｙ）ファイル

を生成する。次に、ＩＮＣＬＵＤＥディレクトリの中のファイルｐａｒａ－ｇｅＯｍｅｔｒｙ

の中の格子サイズを目的に合わせて変更する。元のディレクトリ（ＧＡＵＧＥ

かＦＥＲＭＩＯＮかＨＭＣ）へ戻って、Ｍａｋｅｆｉ１ｅの中の

ＦＣＣ＝

の右辺を計算機のコンパイラーに合わせて直す。
％ｍａｋｅ

コマンドを実行する。（コンパイルする際にできたオブジェクトファイル

などはｍａｋｃｌｅａｎにより一括して消すことができる。）

ｉｎｐｌユｔファイルの中を目的に合わせて編集し

％．／ａ．ｏｕｔ＜ｉｎｐｕｔ

で実行する。

３．２．１　ＭＰＩを使わない時

ＬＩＢＲＡＲＹディレクトリにあるファイルの一部を，ＷｉｔｈｏｕｔＭＰＩという

ディレクトリの中にあるファイルに差し替える。

３．２．２　アルゴリズムの選択

クエンチアップデートにはＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓとＨｅａｔｂａｔｈが用意してある。

ＧＡＵＧＥ／ｍａｉｎ．ｆの中の

ＳＷＥＥＰｌ：ｄｏ ｎｌ＝１，ｎＳＷｅｅｐｌ
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＊ｃａｌｌ ｕｐｄａｔｅｌ（ｕ，ｂｅｔａ）

ｃａｌｌ ｕｐｄａ七ｅ３（ｕ，ｂｅｔａ）

ｅｎｄｄｏ ＳⅥ：ＥＰｌ

を編集してアルゴリズムを選択する。

ｆｏｒ Ｍｅ七ｒｏｐｏｌｉｓ

ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏ－ｈｅａ七ｂａ七ｈ

３．２．３　ゲージの作用の選択

ＧＡＵＧＥ／ｕｐｄａｔｅ．ｆの中の

．Ｃａｌｌｍａｌ（ｅ－Ｓｔａｐｌｅ（ｕ，Ｓｔａｐｌｅ，ｍｕ）を選べばプラケット作用

．ｃａｌｌｍａｋｅ＿ｉｓｔａｐｌｅ（ｕ，ＳｔａＰｌｅ，ｍｕ）を選べば１×１＋１×２改良作用

になる。

１Ⅹ１と１Ⅹ２の項の係数はｓｕｂｒｏｕｔｉｎｅｍａｋｅ＿ｉｓｔａｐｌｅの中の

ＰＡＲＡＭＥＴＥＲ（ｃＯ＝３・６４８，Ｃｌ＝（－０・３３１））

で調節する。

３．２．４　誤差の評価

．／ＬＩＢＲＡＲＹの中に、よく利用されるジャックナイフ法による誤差評価の

ためのプログラムｊａ血ｆが用意されている。

Ⅳ個のデータ。１，。２，…，和があった時、その平均は＜∬＞＝∑ぐ拓

誤差はＪ／Ｊ万（Ｊは分散）であるが、ジャックナイフ法はもう少し手の
込んだことをする。Ⅳ個のデータをわ個のデータからなる†乃個のクラス

ターに分ける（Ⅳ＝ｍ恥１番目のクラスター（∬１，∬２，・，∬ぁ）のデータを除

いて（ｄｅｃｉｍａｔｉｏｎ）計算した平均をＸｌ、２番目のそれをＸ２，・，１ｎ番目のク
ラスターを除いて計算した平均をズｍとする。この（ズ１，ズ２，・，ズｍ）の揺

らぎから誤差を計算する。具体的な計算法はプログラムｊａｃｋ・ｆから容易に

読み取れる。

３．３　環境に依存する問題

．日立ＳＲ８０００を使用する場合は、ＳＲ８０００というディレクトリ（ＬＩ－

ＢＲＡＲＹとＭＯＤＵＬＥにある）の中のファイルを１つ上のディレク
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トリの同じ名前のファイルと置き換えると効率が良くなる。

・ベクトル型スーパーコンピュータを使うときは、ＶＥＣＴＯＲという

ディレクトリ（ＦＥＲＭＩＯＮにある）の中のファイルを１つ上のディ

レクトリの同じ名前のファイルと置き換えると効率が良くなる。ＰＣ

でも、この置きかえで性能が向上することは多いと思われる。

・モジュールを定義しているファイルは現在すべてＭＯＤＵＬＥという

ディレクトリに置かれているが、コンパイルするディレクトリにそ

のファイルがあることを要求するコンパイラーもある。その場合

は、モジュール定義用ファイルをコンパイルディレクトリに移動し、

Ｍａｋｅ別ｅの中の該当プアイルのパスを変更する必要がある。

・モジュール名と、そのモジュールを定義しているファイルの名前が

一致していることを想定しているコンパイラーがある。その場合は、

ファイル名を変更する必要がある。

謝辞

ＵｒＫｆ９０のプログラムの作成にあたってⅠ．Ｐｕｓｈｋｉｎａさん羽藤隆夫くん

の協力に感謝する。また、青山幸也氏と福田正大氏には全体を通読して、

貴重な御意見を戴いた。Ｇ．Ｂａｌｉ氏からは図１５のｐｓファイルの提供を受
けた。

Ａｐｐｅｎｄｉｘ

Ａ ｆｂｒｔｒａｎ９０

ここでは、ＦＯＲＴＲＡＮ７７からＦｂｒｔｒａｎ９０に移項した際に新しく追加

された機能のうち、ＬａｔｔｉｃｅＴｂｏＩＫｉｔの中で使われているものについて説
明する。

Ａ．１　モジュール

モジュールには２つの機能がある。第一は大局的（ｇｌｏｂａｌ）な変数の利

用を可能にすることである。：これまでのＦＯＲＴＲＡＮでは、プログラム単
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位（ｍａｉｎ、サブルーティン、関数）内の変数は、そこでだけ有効な局所的

（ｌｏｃａｌ）なものであった‡。大局的な変数を利用したいときは、ＣＯＭＭＯＮ

を使うことで実現してきたが、言語設計の専門家から見るとＣＯＭＭＯＮ

は危険なものらしい（ここは、我々は専門家ではないので十分には理解

していない）。Ｆｂｒｔｒａｎ９０では、ＭＯＤＵＬＥを使って大局的な変数を定義

できる。

ＭＯＤＵＬＥ ｃｏｍｏｎ＿Ｖａｒｉａｂｌｅｓ

ＲＥＡＬ ｐｌ，ｅｎｅｒｇｙ，Ｐ

ＥⅣＤ ＨＯＤＵＬＥ

ＳロＢＲＯＵＴＩⅣＥ ｓＩ

ＵＳＥ ｃｏｍｍｏｎ＿Ｖａｒｉｉｂｌｅｓ

●　　●　　●

ＥⅣＤ

ＳＵＢＲＯＵＴＩⅣＥ ｓ２

ＵＳＥ ｃｏｍｍｏｎ＿Ｖａｒｉａｂｌｅｓ

●　　●　　●

ＥⅣＤ

第二の機能は、ユーザーによる新しい型の定義である。ＲＥＡＬ，ＩＮＴＥ－

ＧＥＲ，ＣＯＭＰＬＥＸなどと同じように自分の使いたい変数の型を導入し、

それに対する演算規則を定義することができる。Ｃ＋＋におけるｃｌａｓｓに対

応する。

以下は、２次元ベクトルとその加法を定義している例である。

ＭＯＤＵＬＥ ｖｅｃ＿ｄｅｆ

ＴＹＰＥ ｖｅｃ七Ｏｒ

ＲＥＡＬ ｘ，ｙ

ＥＮＤ－ＴＹＰＥ

ＩＮＴＥＲＦＡＣＥ ＯＰＥＲＡＴＯＲ（＋）

‡このこと自体は、プログラム単位の「カプセル化」
よいことである。

２４
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ＭＯＤＵＬＥ ＰＲＤＣＥＤＵＲＥ ｖａｄｄ

ＥⅣＤＩⅣＴＥＲＦＡＣＥ

ＣＯⅣＴＡ工ⅣＳ

ＦＵＮＣＴＩＯＮ ｖａｄｄ（ａ，ｂ）ＲＥＳＵＬＴ（ｃ）

ＴＹＰＥ（ｖｅｃｔｏｒ），ＩＮＴＥⅣＴ（ＩⅣ）：：ａ，ｂ

ＴＹＰＥ（ｖｅｃｔｏｒ）ｃ

ｃ％Ⅹ＝ａ％Ⅹ＋ｂ％Ⅹ

亡％ｙ＝ａ糎＋班ｙ

ＥⅣＤ ＦＵⅣＣＴＩＯⅣ

ＥⅣＤ ＨＯＤＵＬＥ

Ｃ‾‾‾‾‾‾‾‾‾－■－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－Ｃ

ＰＲＯＧＲＡＭ ｆ９０七ｅｓ七

Ｃ‾‾－‾‾‾‾‾‾■－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－Ｃ

ＵＳＥ ｖｅｃ＿ｄｅｆ

ＴＹＰＥ（ｖｅｃｔｏｒ）ｐ，ｑ，ｒ

ｐ＝ＶｅＣ七Ｏｒ（０．５，－１．５）

ｑ＝ＶｅＣ七Ｏｒ（０．５，０．５）

ｒ＝ｐ十　ｑ

Ｗｒｉｔｅ（＊，＊）ｒ

ＥⅣＤ

Ａ．２　ＤＯループ

ＦＯＲＴＲＡＮ７７では、繰り返しループは

ＤＯｌＯｉ＝　１，Ⅳ

１０　ＣＯⅣＴＩⅣＵＥ

というように番号でループを指定することが基本であった。当時から多
くのコンパイラーが拡張として認めていた
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ＤＯｉ　＝１，Ⅳ

●　　●　　●

ＥⅣＤ ＤＯ

がｍｒｔｒａｎ９０では標準の繰り返しの書き方になった。さらに、

Ｓｔｅｐ：ＤＯ ｉ＝１，Ⅳ

●　●　●

ＥⅣＤＤＯ Ｓ七ｅｐ

というように、ループに名前を付けることもできる。長いループや、た

くさんのループの入れ子になっている時に、名前を付けることで見やす

いコードを書くことができる。

Ａ．３　変数の宣言

ＦＯＲＴＲＡＮ７７では、変数の宣言は例えば、

ＲＥＡＬ ｘ

もし配列であれば、

ＲＥＡＬ ｘ

ＤＩＭＥⅣＳＩＤⅣⅩ（１０）

あるいは

ＲＥＡＬ ｘ（１０）

と宣言した。これらの書き方はすべてｍｒｔｒａｎ９０でも有効であるが、さ

らに

ＲＥＡＬ，Ｄ川ＥⅣＳＩＤⅣ（１０）：：Ⅹ

という書き方が導入された。おそらくＲ）ｒｔ相ｎ９０の設計者は、これを標準

とすることを推奨しているのではないかと思う。ＤＩＭＥＮＳＩＯＮの宣言以

外のものも書くことができ、特に重要なのは、サブルーティンや関数の

引数に対し
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ＳＵＢＲＯＵＴＥ工Ⅳｓｕｂ（Ⅹ，ｙ）

ＲＥＡＬ，ＩⅣＴＥＮＴ（ＩＮ）：：Ⅹ

ＲＥＡＬ，ＩⅣＴＥＮＴ（ＤＵＴ）：：ｙ

というように、サブルーティンにとってのインターフェースである引数

が、入力であるか出力であるかを指定することが出来るようになった（入

力／出力両方である引数はＩＮＴＥＮＴ（ＩＮＯＵＴ）とする）、このように書い

ても、直接的には何か変わるわけではないので、面倒なだけと感じる方

もあるかと思うが、大規模なプログラムの難しいバグは、引数の受け渡

しの部分に潜んでいることが多く、コンパイラーが引数の役割を知るこ

とが出来るとチェックもより広くできるはずである。ＩＮＴＥＮＴ属性を指

定するのは、よい習慣である。

Ｂ　やさしい格子ＱＣＤシミュレーション入門

Ｂ．１　目的

この付録では、数値シュミレーションを実際にやった経験の無い人を対

象として、格子ゲージ理論のモンテカルロ（ＭＣ）シミュレーションの方法

をやさしく解説する。格子モンテカルロシミュレーションはある意味“数

値実験”である。物理を研究している人ならば、どんな理論家であっても

自分の研究の中で実験データを利用するものであろう。同じ様な意味で、

数値シミュレーションのデータももっと広い範囲の研究者に利用される

べきものである。その際、実験データの場合と同じように、どのように

取得されたデータをどんな風に処理したのか、そして、どのような点が

難しいのかを理解しておくことは、データを有効に利用するために重要

なことである。この付録が、これから格子ゲージ理論の数値シミュレー

ションを始めようとする方や，数値計算を自身では行わないが、その結

果には興味のある方々の役に立つことを願っている。

この解説では、モンテカルロデータがどのようにして得られるのかをで

きるだけやさしく説明するつもりである。さらに格子ゲージ理論のシミュ

Ａ・ＮＡＫＡＭＵＲＡ，Ａｃｔａ・Ｐｈｙｓ・Ｐｏｌ・Ｂ１６，（１９８５），６３５“ＰＲＡＣＴＩＣＡＬＩＮＴＲＤＤＵＣ－

ＴＩＯＮ ＴＯ ＭＯＮＴＥ ＣＡＲＬＯ ＯＦ ＬＡＴＴＩＣＥ ＱＣＤ ＡＮＤＩＴＳ ＡＰＰＬＩＣＡＴＩＯＮ ＴＯ

ＱＵＡＲＫＧＬＵＯＮＰＬＡＳＭＡ”より抜粋、一部加筆訂正
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レーションの色々な技法に対する簡単な解説も与えることにする。もっ

と深い理解のためには参考文献【２卜［９】を参照してほしい。この解説自身

は専門家でなくても、他の文献を参照したりする必要なく、肘かけ椅子

に座ったままで容易に読み通せることを目指して記述した０

Ｂ．２　多次元空間での積分［１０】

几次元上での数値積分を考えることにする

Ｊ＝ Ｊ（∬）ｄれ血２ｄ鞄・・・血花・

杓池●　■

図６：

（９）

いま、数値積分をする際に１６点しか評価できなかったとしよう。それ

でもれ＝１の場合には，たぶん妥当な近似値を得ることできるであろう

（図６ａ）。」相＝２ではそれぞれの方向に４点しか存在しないことになり（図

６ｂ），ここから得られる結果は、おそらく、それほど信頼のおけるもので
はないであろう。さらにれ＝１０の場合には一つの方向について、１・３２点

しか取ることができないことになり、もはや誰もこの計算から得られた

結果を信用しないであろう。式（９）を台形公式（ｒｅｃｔａｎｇｌｅｒｕｌｅ）で評価す

ると。誤差のオーダーは
１

月γγＯｒ～－

Ⅳ吉

２８

（１０）



となる。ここでⅣは、被積分関数の値を求める点の総数である（いまの

例では１６）。非常に大きなれに対しては、シンプソン法やガウス法であっ

ても、実用にならなくなってしまう。乃＞５の次元程度から、式（９）を
精度良く計算するのは難しくなる。これから解説しようとしている格子

ＱＣＤの場合には花はだいたい数１０万，あるいはそれ以上のオーダーに
なる。通常、点∬はれ次元空間中で規則的に選ばれるが、もしこの代表

点をれ次元空間中でランダムにとってみると（図７），一般的な統計学の理
論から

図７：

１

且γｒＯγ～－

Ｊ万
（１１）

が言える。ここで，式（１１）の中に，稀分空間の次元，和が現れていないこ

とが重要である。つまり，乃が非常に大きい場合であっても，Ⅳさえ大き

ければ，正確な値を得ることができるのである。これがモンテカルロ法の

本質的なアイデアである。

容易に想像できるように、上で議論した積分精度は関数Ｊの形にも依

存している。′がほとんど平らな関数ならば積分は容易に実行すること

ができるが（図８ｂ）、Ｊが急激に変化する関数の場合、積分の実行はそれ

ほど簡単ではなくなる（図８ａ）．

この間題に対しては、「インポ一夕ンスサンプリング（ＩｍｐｏｒｔａｎｃｅＳａｍ－

ｐｈｎｇ）」と呼ばれる、強力な技法が知られている。まず、新しい変数まを
次のように定める．

これから、

ｄ∬　１
′ヽノ　ー・・・・－－

ｄｆ．′●

∫＝／∫…霊。ま

２９

（１２）

（１３）



図８：

となる。条件（１２）より，式（１３）の被積分関数ははほとんど平らになる。

この単純な変数変換は実際に多くの場合に有効に働く。

インポ一夕ンスサンプリングは考え方は極めて明確であるが、はたし

て実際に（１２）を満たすような変数まをうまく見つけられるかどうかが問

題である。この点についてもう少し詳細に検討してみよう。ヤコピアン

ゐ仲はＪを補正するように決めている（図９ａ丸ｃ）。つまり（１２）は，Ｊ

が大きければ卸他は小さく，′が小さければゐ仲は大きくなるよう

に決めている。ゐ仲～△∬／△まなので、もし一定の△壬だけ離した点を

つかって数値積分を行うとしたら、大きいＪに対しては△∬は小さくな

り，小さいＪに対しては△∬は大きくなる。つまりインポ一夕ンスサン

プリング法は「Ｊ（∬）が大きな値となる付近では∬の点を多く取れ」と言
う意味になる。

インポ一夕ンスサンプリングに基づいて点を機械的に選ぶ方法に「メ

トロポリスアルゴリズム（Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ法）」がある【１１】§．いま、

／
ｅ一種）ゐ

（１４）

という積分を考えることにする。このとき具体的にやるべきことは表１

のフローチャートにしたがって∬を選ぶということだけである。この手

§この論文は有名な割には実際には読んだ人は少ないかもしれない。物理屋には大変
読みやすい論文である。
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図９：

続きをなんども繰り返すことでたくさんの点∬を発生させると、得られ

た点∬の分布密度がｅｘｐ（－ぶ（可）に比例する。簡単な場合で、実際に何

が起こるのか“数値実験”してみることを勧める．図１０はぎ＝∬２の場合

に、表１の手続きに従って得られた点の分布を表している．

モンテカルロ計算では、空間∬＝（∬１，£２，…，∬几）の中の点をランダム

に次々と巡っていく。空間の中の点Ａとβの近傍ゐの中にいる確率を

それぞれＰ（Ａ）ゐ，Ｐ（β）ゐとする。またＡにいたあとβに遷移する確率

をｐ（Ａ→β），その逆をｐ（β→Ａ）とする．

３１



図１０：

まずｇ（月）＞∫（β）の場合を考える。メトロポリスアルゴリズムでは、

ｐ（Ａ→β）＝１

ｐ（β→Ａ）＝ｅ－（β（Ａト卵））　　　　　（１５）

である・空間の中で、点Ａから朗こ流れていく数はＰ（Ａ）ｐ（Ａ→β）であ

り、点βからＡに流れていく数はＰ（β）ｐ（β→Ａ）で与えられる。した

がって，もし平衡状態に達していれば、この両者は等しいはずなので、

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（β）ｅ－冊）－β間）　　　　（１６）

とおける．すなわち

Ｐ（Ａ）ｅ榊）＝Ｐ（β）ｅ卵）　　　　（１７）

となる・これは、この量が一定でなければならないということを意味し

ているので、これをＰ（Ａ）ｅぷ（Ａ）＝Ｃとおけば，

Ｐ（Ａ）＝Ｃｅ‾卵Ａ）

が得られる・もちろんｇ（Ａ）＜ｇ（β）の場合も同様である。

３２
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Ｇｉｖｅ‾ＩｎｉｔｉＬａｌｖａｌｕｅｏｆｘ

恥 ｃｔ端ｅα ｌ

１

ＣｈｏｏｓｅＸＮｅｗｒａｎｄｏｍｌｙ

読んＪ ＜乱㌶計ゝ堂Ｓ

（〃ｅｔ〟）＜ （＿０は）　Ｎｏ

ＧｅｎｅｒａｔｅＴａｎｄｏｍｎｕｍｂｅｒｒ

（０＜γ＜１）

－（ｇ（∫甑，トβ（ズ０！ｄ）） ． Ⅵｓ
ｅ　　 ＞ｒ　Ｎｏ．

ｌ ＡｃｃｅｐｔズⅣｅひ√ ｌ ！

Ｊ

Ｂ．３　一次元量子力学

量子力学にたいするモンテカルロ計算の最も簡単な例として，一次元の

量子力学を取り上げる【１２】．ラグランジアン上の量子力学系の分配関数
Ｚは，ファインマンの径路積分で下記のよう書きあらわすことができる．

Ｚ　＝

／ か∬ｅ意・ｒｄほ，

エ＝芸↑乃卓二 －Ｖ（∬），
ｐ∬　＝１ｉｍゐ１ゐ２…血花．

ｎ→∞

３３

（１９）



これをユークリッド空間で考えると，

ま→一号丁，

ェ→－芸†乃（霊）２－Ｖ（可＝〟曙

Ｚ→／ｐ∬ｅ－卵′

となる．ここで，

さ＝′州

（２０）

（２１）

である．しかし数値計算上では１ｉｍ几→∞の連続極限を取ることはできず、

有限個の坤）についての積分になる。すなわち，

Ｚ　＝ゴ

／
血１血２…ゐ乃＿１ｅ－ろ偶，

ぶ＝写α［誓（竺写生）２＋Ｖ（ヰ（２２）

という多重積分である．ただしここで∬ｊ＝∬（勺）とした。

表２に示したフローチャートに従えば，前節で述べたモンテカルロシ

ミュレーション（ＭＣ）の手法を使って，式（２２）を評価することができる・

ここで，作用のほとんどの部分はｇ（ｎ叫とｇ（鵬）で変わっていないの

で、作用の差，

ぶｎｅＷ一方Ｏｌｄ＝ｇ（…∬！ｎｅｗ）…卜ｇ（…∬‡ｏｌｄ）…）

を計算する際に，作用の全ての部分を計算し直す必要はないという点は重

要である。全てのｘｉを更新する一回の手続きを１スウイープ（ｓｗｅｅｐ）と

呼ぶ．図１１では，平衡状態から遠く離れた配位（コンフィギュレーション）

∬宜が，どのくらい早く平衡状態に達するかを示している．図１２は極小点

が２つ存在するダブルウェル型ポテンシャルの場合の典型的な配位を表

している．

３４



Ｂ．４　格子ＱＣＤのラグランジアン

格子ＱＣＤではユークリッド空間を４次元の格子で近似し，そのサイト

（頂点）上及びリンク（辺）上にそれぞれ，クオークとグルーオンがあると

考える（図１３）・ＱＣＤラグランジアンの径路積分の積分測度は、各サイト

上のフェルミオン毎、アンチフェルミオンあ及びリンク上のゲージ場

杭ｍを用いて以下のように書き表せる

かこＪｐ¢ｐ中→ｎｄこ㌔ｍ口ｄあｄれ．

３５

（２４）



山王血ＪＴＣ（）乃ｄ損∂〃
董

　　て４／主ｇＪ・２∫Ｗｇ甲∫≦

　　 て

４βｇＪ・４∫Ｗｇ甲 ∫

　　　 て
伸 ｇＪ・β∫Ｗｇ甲 ∫

Ｏ ｘ

図１１： 図１２：

１Ｖｉｌｓｏｎは格子上の作用を次のように与えた［１３，１４】．

ぶ　＝　ぶｃ＋み，

先＝β≡〈ト吉昭岬ヰ

β＝欝抗ｊ∈叫Ⅳ）

み＝∑垂Ⅳ（豆，ｊ勅，
ま，ブ

（２５）

フェルミオン行列Ⅳ（宜，ｊ）は

４

Ⅳ（豆，ｊ）＝ト代∑（（ト７〝）抗み毎＋（１＋≠湖逐一毎）
〝＝１

である．ここで，ぴのカラーの添字（４次元空間の添字豆，ｊをカラーの足

と混乱しないように）及びゆ、¢のカラー，フレーバー，ディラックの添
字は省略した。グルーオンを表すリンク変数び、クオークを表すサイト

変数¢は，格子サイズをαとして，連続理論での場の変数と次のように

３６



図１３：

仇，叫座　＝　ｅ如Ａ〃（叫，

れ

関係づけられる．

芸梱）・　　（２７）

これらの関係式を用いて，ｇ占，ざＦの“古典的”な連続極限α→０がお馴

染みのＱＣＤの作用になることは容易に確かめられる。

／
ｌ

一

２
ニ先１ｉｍ刷

無芸み＝
－、／‘

ｄ４畑（島），

ｄ４∬（↑花¢（∬沖（∬）＋尋（∬）７〝吼＋豆ｇん）ゆ（わ）．（２８）

ここでホッピングパラメータ托を

㍍＝
８＋２†乃α

と置いた。

格子上のゲージ変換は連続理論の場合と比べて簡単で、
１

れ　→　山花¢乃，

晶　→　あ山£，

仇ｍ　→　山花軋ｍ山王－，

軋ｍ，叫托　∈　ｇＵ（Ⅳ）．

３７

（２９）

（３０）



で与えられる。この変換に対して，晦りた…軋盲や、擁抗巧た…こ㌦兜ゆ乃

といった量は不変に保たれる。従って作用（２５）はもちろんゲージ不変で

ある。連続極限α→０をとると、上のゲージ変換の表式が、

¢（∬）→　山（∬）¢（∬），

¢→¢（∬）山（可†，

ん（∬）→″（勅（項）†＋‡（伸））山（れ　（３１）

に対応することがわかる。

読者はぜひ一度は自分自身で（２８）を確かめてみることを勧める。それ

には、例えば文献［叫の付録が参考になるであろう。この計算を通して、
フェルミオン部分は実はもっと一般的な形

Ⅳ＝。トＫ∑（（γ－７〝）瑚叶毎＋（γ＋≠）咤ぁ．毎），（３２）
〃・

Ｃ

托＝

８γ＋２†乃α

を取ることが出来ることに気がつくであろう。ここでγはＷｉｌｓｏｎ項と

呼ばれる項である。

また，空間方向の格子間隔‰は必ずしも時間方向の格子間隔αｆと同じ

である必要はないということにも気づくことと思う。このような‰≠αｔ

の格子は非等方格子（ＡｓｙｍｍｅｔｒｉｃＬａｔｔｉｃｅ）と呼ばれ、有限温度のシミュ

レーションの際に重要となる。非等方格子の古典的な連続極限は

１－品岬岬→；蔓深窓芸霊宝芸；；芸；こ，（３４）

で与えられ、このときホッピングパラメータも２種類の格子間隔に対応

して、

１

㍍ｆ

Ｋβ

の２種類となる。

２ｍαま＋（２＋６α£／‰）γ’

１

２７乃αβ＋（２α占／αｆ＋６）γ’

３８

（３６）



ここで、連続極限では消えてしまうＷｉｌｓｏｎ項がなぜ必要なのか不恩

義に思うかもしれない．これはフェルミオンを取り入れた格子ゲージ理論

の、おそらくは、最も重要でありかつ最も難しい問題であろうｒ１６，１７］。
この間題の議論は非常に奥が深く、別の紙面を割くことが必要となるの

で、ここでは鮎はｒ＝０ならば，対角化可能であることを指摘するに留

め、これ以上はこの問題に深入りしないこととするｒ１８，１９】。
ｒ＝０と置くと，フェルミオンの作用は

み＝２７乃α如兜＋∑純硝晶，叫減車．あ雄７〝仇＋細れ）．（３７）
〝

となる・ここで、Ｃを２†乃αとおいた。次の様な局所ユニタリー変換を考
える．

れ＝孔ｘｍ，あ＝文花霊，

孔＝（７１）兜１（７２）花２（竹）乃３（領）乃４，

花＝（れ１，乃２，花３，柁４）．

これらを用いて、次のような関係を容易に確かめることができる．

ヽ

－

ノ

　

　

　

）

　

　

　

）

８
　
　
９
　
　
０

３
　
　
３
　
　
４

′

ｌ

　

　

　

′

し

　

　

　

（

あ７１ゆ叫ｉ

＝文花（領）花４（竹）ｎ３（７２）乃２（７１）乃１７１（７１）呵十１（７２）乃２（７３）花３（７４）花４ｘ叫ｉ

＝　Ｘ乃Ｘ氾十ｉ，

あゎ軋十皇＝ト１）明文ｎｘ叫皇，

免職ゆ叫台＝（－１）軒乃２文花Ｘ叫台，

¢氾領ゆ叶丘＝（－１）射乃２巾３‰束叫昼，

そしてフェルミオンの作用みは

み＝２↑嘲乃‰＋∑恥（坤臨且叶蕗巾＋更…仇＋紬‰）．（４４）
〃・

となる・ここで恥（几）は

恥（れ）＝

〈言（－１）佃２（ム＝３ｉ；ｉ－１ｉｍｌ＋廟３ｉニ＝左；：（４５）

（〝＝１），（－１）乃１　（〃＝２），

である。驚くべきことに，式（４４）には，７行列が存在しない！ｘはディラッ

クのインデックス空間で本質的にはｉっの要素しかない．このフェルミオ

３９



ン作用はＫＳフェルミオン（Ｋｏｇｕｔ－ＳｕｓｓｋｉｎｄＦｂｒｍｉｏｎ、ＳｔａｇｇｅｒｄＦｂｒｍｉｏｎ）

と呼ばれている．この作用はカイラル対称性について議論するときには便

利であるが、ハドロンの波動関数は複雑な物となる。つまり，波動関数は

格子状で局所的セはなく，ハイパーキューブの１６点上に存在するクオー

クから構成されることとなる。詳しくは参考文献［２０】を参照されたい・

Ｂ．５　フエルミオンの入っていない格子ゲージ理論

量子力学でも統計力学でも、物理量の測定は対応するオペレーター０

の期待値

〈の〉＝
Ｊｐこアロｅ‾β

Ｊｐぴｅ‾ｇ
（４６）

を取ることを意味する。ここでｇは系の作用である。モンテカルロシ

ミュレーションでは、場の量の配位（コンフィギュレーション）（Ｕ）は

ｅｘｐ（一方（Ｕ））に比例した確率で生成される。従って、次のように単純に
平均を取るだけで、上式のｅ－ｇを重みとした０の期待値が求まることに

なる。

〈の〉＝∑０（た）／∑１
た　　　た

ここで，の（た）はｋ番目の配位でのオペレーター０の値である・

（４７）

Ｂ．５．１ＷｉｌｓｏｎループとＰｏｌｙａｋｏｖ線

ゲージ理論では、物理量はゲージ不変な量であるべきである¶。ダイナミ

カルクオークを考慮しない場合、最も簡単なゲージ不変量はＷｉｌｓｏｎルー

プＷ，とＰｏｌｙａｋｏｖ線上である・ＳＵ（Ｎ）ゲージ理論でこれらの量は以下

のように定義される．

伸＝妄瑚動・‥船

上＝妄叫ち２抗３…軋１几）・

係数Ⅳなしで定義されていることもあるので注意が必要である。

（４８）

¶近年、プロバグーターなどゲージに依存する量の重要性が指摘され、測定が試みら
れている。この場合、もちろんゲージを固定して期待値を取る必要がある。格子ゲージ
理論は、ゲージを固定せずに量子化を行える唯一の定式化であるが、ゲージを固定する
こともできる。

４０



ＷｉｌｓｏｎループとＰｏｌｙａｋｏｖ線の物理的な意味について簡単に考えてみ
よう．

図１４：

′
′

ヽ

ハ

２

７‾

図１４にあるように、全てのリンク変数が同じ値ならば（コールド状態

と呼ばれる）、Ｐｏｌｙａｋｏｖ線は〈エ〉＝１，でありもし完全にランダムなら、

〈エ〉＝０となる・Ｐｏｌｙａｋｏｖ線の期待値は閉じ込め相では０である。

ゲージ場の外部源，ん＝ｇ∂３（∬．．－∬〝（り）が系に加えられたとする。こ
のとき系の全エネルギーは

イ。４勅＝叶軌　　（４９）
だけ増加し、作用は

ｅ－ＳＧ→ｅ－ｉｇｊ－ｄｘｐＡｐ－ＳＧ＝ｅｉｇａＡｎｅｉｇａＡｎ－１‥・ｅｉ９ａＡｌｅ－ＳＧ　（５０）

と変化する。従って、エ×ｒの叩１ｓｏｎループの期待値を計算すれば、ゲー

ジ場の空間的に固定された外部源間のポテンシャル、すなわち、無限に

重いクオーク間のポテンシャル

〈ｒγロ），

４１

（５１）



を評価することができる．

図１５にＢａｌｉによるＷｉｌｓｏｎループの測定から得られた重いクオークの

ポテンシャルの形状についての結果をしめすｒ１５］。

０

　

　

　

１－

β
【
（
ｇ
＞
さ
）
＞
】

２

３

４

２　　　２．５　　　３

Ｂ．５．２　βの関数としての格子間隔α

図１６は？ｒｅｕｔｚによる有名な弦張力ｃｒのβ（＝２Ｎ／ｇ２）依存性のＭＣ計
算の測定結果である【２２〕。これからα２Ｊの急激な減少，つまり，格子間隔

αはβの増加に対して，非常に早く変化することがわかる。この傾向は摂

動論、及び強結合展開の両方から理解できる。次元解析から，

７乃＝…相　　　　（５２）

と書ける．ここで，７乃は質量の次元をもったある物理量である．物理量は

理論のカットオフ（格子ＱＣＤでは打／α）にはよらないはずであるから，

ｄ

訂乃＝０・

式（５２）を式（５３）に代入して

ｄダ

ダ＝α忘＝α霊芸＝－β（増・

４２

（５３）

（５４）



０　　１．０ ．〇３２
・
。
吋
■
匪

図１６：

が得られる。ここで，β（タ）は繰り込み群のβ関数（これは結合定数β＝

２Ⅳ／タ２と何の関係もない）であり，

β＝一掬タ３－β１ｇ５＋…

である．ここで，β関数の高次項を無視すると，

ダ＝。㈲〝７花＝≡㈲・

ここで，Ｃは定数であり′（タ）は

紬）＝ｅＸｐ（一志）（志）哉

である．それゆえ

α＝£㈲＝去紬

４３

（５５）

（５６）

（５７）

（５８）



となる。式（５２ト（５５）から式（５７）の導出は読者の皆さんへの宿題である。

β関数の係数珠，β１は摂動論で求まっている［２３】．

珠＝志（筈凡一回・

β１＝志（筈昭一筈嘲－等坤（５９）
図１７は′（タ）の振舞を示している．

－４

１０
５　　　６　　７

β＝６／ｇ２

図１７：

次に強結合展開からαの振舞について調べてみよう．ここで必要な公

式は

′ｄＵ＝１，

／。糊αβ＝／。岬）αβ＝０，

／。岬αβ軌＝芸も∂∂β７・

４４

（６０）



以上の群上の積分を用いると，

／か屈×（目製。

．′嘲由肌，×（現

■　　＝田
から、

ｅ‾ｇＧ＝ＣⅢｅ圭抑抑抑＝Ｃ（１＋β取ＵＵ打こ／＋…）．

と変型でき、

。

…

「

一か
√

－

ノ
）ｅ‾βＧ

＝／渥）×（囲×．‥×腰）
＝（雲）ｇ

が得られる。

ここから容易に瑞×瑞Ｗｉｌｓｏｎループの期待値を

〈Ⅳ〉巴（雲）榊＝ｅ増】ｏｇ矛・

と見積ることができる。式（６５）から

叩）＝Ｊエ，Ｊ＝去ｌｏｇ芸，

４５

（６１）

（６２）

（６３）

（６４）

（６５）

（６６）



が得られる。弦張力Ｊはβには依存しない．従って格子間距離は，

化～ｌｏｇ４／β， （６７）

と振舞うはずである．

これまでの議論から、βが大きいときにはαは小さい，つまり，連続
極限の近くを意味するということが判った。それならば、なぜもっとずっ

と大きいβでモンテカルロ計算を行わないのであろうか？残念なこと

に，格子の数は有限である。従って，もしαが非常に小さいとすると，格

子全体の大きさも小さいことになる（図１８）。格子間距離はハドロン物理

室三二二－、≡
く　　＞

Ｌ三池

佃ノ

図１８：

？

を記述するのに充分小さくなくてはならないが，格子全体の大きさの方は

とうぜんハドロンのサイズよりも大きくなければならない。意味のある

結果を得るために，この２つの条件を満たすようなβの領域で計算を行

う必要がある。

Ｂ．６　ダイナミカルフェルミオンを考慮した格子ゲージ理論

経路積分においてフェルミオン場はグラスマン軌つまり，反交換する

ｃ数で奉される［２４】．

あ軌＋軌魂

ああ＋あぁ

軌軌＋擁勅′
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Ｂｅｒｅｚｉｎ［２５〕によれば、グラスマン数の積分規則は次のように与えられる。

√

′

ノ

√

′

ノ

ニ

　

　

ニ

蕨
．
勅

√
－
ノ
　
ぁ
′
ノ

これらの関係式から，容易に

／ｅｘｐ（真如）

１
０ニ勅

弥勒＝１． （６９）

郎１（坤１痴２坤２＝ＡｌｌＡ２２一月１２月２１＝ｄｅ七月．（７０）

等が導かれる。一般的な公式はＭａｔｔｈｅｗｓ－Ｓａｌａｍ公式

／

／

ｐ砂¢ｅ－如中　＝ｄｅｔＡ，

ｐ押ゆ（¢勅）ｅ－如¢＝（Ａ－１）ブ詞ｅｔＡ，

／坤鵬赫併紬＝〈（呵経１）紘一（呵耕一１）鋤ｅ担）

として知られている。従って，フェルミオンの自由度で積分をすると，

Ｚ＝／ｐ画材５¢廟＝／かびｄｅｔⅣｇ
範，

伽〉＝／叫Ⅳ－１）神町βＧ，…（７２）

となる。ここで問題となるのはｄｅｔⅣの扱いである。

もっとも簡単な方法はいわゆるクエンチ近似で、行列式ｄｅｔｌγを

ｄｅｔⅣ＝１（７３）

と捨ててしまうやり方である。後に見るように式（７３）は、クオークルー

プを無視することに相当する。実際ＯＺＩ則の破れは小さく，クエンチ近

似の根拠となるバレンスクオーク描象はそれほど悪い近似ではない。こ

の近似のもとで測定されたハドロンの質量や磁気モーメントは、ある程

度満足できる結果である【２６卜［３０］．

しかし，これが本当に“良い”近似であるかどうかは慎重に考えなけれ

ばいけない問題である。換言すれば、ｄｅｔⅣがゲージ場の配位（コンフィ

ギュレーション）に与える影響が実際どの程度であるかをきちんと評価す

る必要がある。
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クオークループを考慮にいれるために、いくつかの方法が提案されて

いる，

Ｂ・６・１ホッピングパラメータ展開（ＨＯＰＥ）【３１】

ｌγが

ｌ４′＝Ｊ一尺〟

と書けることから、先．ダとⅣ－１を形式的に㍍で展開する．

（７４）

Ｓｂ・Ｆ＝－ｌｏｇｄｅｔＷ＝－Ｔｒｌｏｇ（Ｉ－肋）＝∑宇ＴｒＭｌ・（７５）
ヱ

Ⅳ－１＝∑Ｋヱ〟ヱ・　　　　　　　　　　（７６）

ここで勇オは隣のサイトと繋ぐクロネッカーデルタを含んでいるので、〟た

が長さたの閉じたループになっているときだけ、取〟ヱ≠０となることは
容易に確かめることができる．

Ｂ・６・２　擬フェルミオン法［３２，３３】

この方法は次のような期待値計算に基づいている．いま、フェルミオン

場４，と同じ自由度（Ｄｉｒａｃ，カラー，フレーバー，サイト）を持つ新しいボ

ソン場¢を導入し、

範　＝　〈ｘＩｘ〉，

Ｉｘ〉　＝　Ⅳ座〉，

での平均、

かダｐ¢Ｏｅ‾β¢

Ｃ）＝

／ ｐダｐ¢ｅ‾β¢
（７７）

を考えることにする。このとき演算子と．して０＝ｌ¢〉〈ｘｌの期待値をとれ

ば、Ⅳ‾１が得られる。すなわち式（７７）で

否＝研打　　　　　　　　（７８）

を計算すればフェルミオン逆行列Ⅳ‾１が求まる。このようなボソン場¢
は擬フェルミオン場と呼ばれる．

４８



式（７７）の積分はＭＣ計算で評価することができ、このときⅣ－１の全

ての要素を一度に求めることができる．

メトロポリスアルゴリズムの中でゲージを更新するためには一

方ぶ＝Ｊ先＋∂粘．員　　　　　　　　（７９）

を求める必要があるが、ゲージ配位の小さな変化に対しては、Ⅳ－１を
使って

∂先．且＝－取（Ⅳ‾１∂Ⅳ）

で評価することができる。

Ｂ・６・３　ＨｙｂｒｉｄＭｏｍｉｅＣａｒｌｏ（ＨＭＣ）法

複数のフレーバーが存在するとき、すなわち

鮎＝∑抑△（Ｊ）車（Ｊ）
′

（８０）

（８１）

であれば、分配関数Ｚは

Ｚ＝ＩＤＵＤＱＤ＊ｅ－Ｓ。－＆＝ＩＤＵｎｆｄｅｔ△＼（ｆ）ｅ－ＳＧ（８２）

で与えられる．㍊、ｄの２つのクオークだけがあり、それらの質量が等し

い場合には

ｒＩｆｄｅｔ△（ｆ）＝（ｄｅｔ△）２＝ｄｅｔ△†ｄｅｔ△＝ｄｅｔ△†△　（８３）

である．ただしここで、

ｄｅｔ△†＝ｄｅｔ７５△７５＝ｄｅｔ△ （８４）

という関係式を使ったＩｌ。

擬フェルミオン法の時のように、ゆ（諾）と同じ自由度を持つボソン場¢ｋ）
を使って

Ｚ＝ＩＤＵｄｅｔ△†△ｅ－ＳＧ＝ＩＤＵ柳¢ｅ４Ｔ（ＡＴ△）－１¢ｅ－ＳＧ（８５）

ｌｌこの関係式は化学ポテンシャルがあるときは成立しない

４９



責苦欝こ去滞ヱ竺㌢芸芸霊芝芸諾深耕＝１，２７‘，昭‾

ｇ＝／柳¢ノア打か打方

と書き直すことができる．ただしここで〃は

ガ≡去れ¢岬△）－旬＋先

（８６）

（８７）

である．ＨｙｂｒｉｄＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法では、（８６）式を以下のようにして評価し

ていく。

ｘ≡（△†）‾１¢　　　　　　　　（８８）

とすれば、

ｅ－¢△†△）－１¢＝ｅ－Ｘ†ｘ　　　　　　（８９）

なので、ガウス分布をするｘ（∬）を生成し、¢（∬）＝△†ｘより¢（∬）を計算

する。こうして得られた¢を外場のように考えて、

（Ａ〝，打）→（ＡＬイ）　　　　　　（９０）

と次々と新しい場をＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓアルゴリズムによって生成して，Ｕ，７Ｔの

積分（８６）を計算していく。

Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓアルゴリズムでは、ａＣＣｅｐｔ／ｒｑｊｅｃｔされる新しい変数の作り

方には特に制限はない。ただし、（９０）は逆も同じ割合で作られなければ
ならない（詳細釣合）。

そこで、次のような方法で新しい変数（ＡＬ，汀′）を生成することにする。

ん（∬）＝　＝

舟〝（∬）＝

∂〃

∂打〝（∬）

∂月．

∂ん（∬）
（９１）

ここで、Ａ，舟は、仮想的な時間丁についての微分である。（９１）式を計算

し、Ｔ＝０からあるＴの時の値を求めてそれを（ＡＬ．，７ｒ’）とし、Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ

のａｃｃｅｐｔ／ｒｅｊｅｃｔチェックをかける。

（９１）を単純に差分化すれば

Ａ（丁＋△丁）＝　Ａ（丁）△丁＋賞（打）

汀（丁＋△Ｔ）＝　打（丁）△丁＋為（Ａ）

５０



ただし

賞（可

為（Ａ，汀）≡　－
∂Ａ〝（∬）

古典的な正準方程式は可逆なので、．詳細釣合いは数値誤差の範囲で満

たされるはずである・ＨＭＣ法ではＡ（０），打（０）からスタートし、

Ａ（芸△丁）→打（△丁）→Ａ（芸△丁）…

あるいは

打（芸△丁）→Ａ（△丁）→汀（芸△丁）・‥

というように交互に計算していくＬｅａｐＦｌｏｇ（かえる飛び）法を使って，

さらにこれをより正確に満たすようにしている。最初の場合なら

Ａ（芸△丁）＝Ａ（０け榊（０））筈

叫丁）＝相＋榊（芸△丁））△Ｔ

Ａ（…△丁）＝Ａ（芸△小鮒（△丁））か

汀（Ⅳ△丁）＝柵－１）△小鮒（（Ⅳ－芸）△丁））△丁

Ａ（凡叫＝Ａ（（Ⅳ－芸）△丁）＋榊（△Ｔ））

（９７）

というふうになる・式（９３）は単純なオイラー法による差分なので、０（△２）

の誤差を持つが、式（９７）は（Ａ（Ⅳ△丁），打（Ⅳ△丁））からスタートして△丁を

－△Ｔとすれば可逆なので、Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓアルゴリズムには誤差は入らない。

Ｂ．７　高温・高密度の世界

高温・高密度のクオークとグルーオンの系は温度が０で通常の密度の

状態の系とはまったく異なる振舞いを示すことが予想されている．より詳
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しい議論は，【３６卜【３９］を参照。低温かつ低化学ポテンシャルの通常の状

態では，クオークとグルーオンはハドロンの中に閉じ込められている．

もしハドロンのスペクトルが、

β（↑乃）＝Ｃｅ”挿，　　　　　　　（９８）

というふうにエネルギーとともに指数関数的に増加しているならば，分配

関数はある温度茄で発散してしまう．すなわち，

ノ． 血叩（叫ｅ‾ｍノア＝∞ｉ門１＞茄・ （９９）

こうしてＨａｇｅｄｏｒｎの提唱した有名な極限温度の考えに行きつく・これ

に対してＣａｂｉｂｂｏとＰａｒｉｓｉは、分配関数のこの破綻は必ずしも極限温度

を意味しているのではなく，むしろ，相転移が起こっていることを意味し

ているということを示した［４０］．

ＫｉｓｌｉｎｇｅｒとＭｏｒｌｅｙはグルーオンの自己エネルギーのダイアグラムを

計算し，有限温度ではグルーオンが質量を持つことを見出したｒ叫・グ

ルーオンが重くなれば、グルーオンが媒介する長距離力は閉じ込め力と

は異なったものとなる可能性がある

鉦ｅｅｄｍａｎとＭｃＬｅｒｒａｎの詳細な解析の後に，たくさんの摂動計算がな

されてきた【４１卜【４９］．しかしながら、グルーオンの磁気質量についての

議論はいまだに決着が付いてはいないようである【４７卜【４９］，【５０ト

ＣｏｌｈｎｓとＰｅｒｒｙは非常な高密度ではハドロンはお互いに重なり合い，

重なったハドロンの中でクオークは自由に動くだろうと予測した（図２１ｃ）

ｌ５１ト

ＭｃＬｅｒｒａｎ，Ｓｖｅｔｉｔｓｋ汎Ｋｕｔｉ，Ｐｏｌｏｎｙｉ，Ｓｚｌａｃｈａｎｙｉ［５２，５３］，によってなさ

れたダイナミカルクオークを考慮に入れないＳＵ（２）Ｙ血ｇ－Ｍｉｌｌｓ理論の

ＭＣ計算は，数値計算で初めて、閉じ込め相から非閉じ込め相への２次

相転移の兆候を示した。Ｂｉｅｌｅｆｔｌｄ大学とＩｌｌｉｎｏｉｓ大学のグループは有限温

度のグルーオン物質のＭＣ計算を詳細に行った．ＳＵ（３）ⅥⅢｇ－Ｍｉｌｌｓ理論

に対しては，ｒ＝１５０－２００ＭｅＶで一次相転移が起こり，高温ではグルー

オンが自由気体として振舞うことが観測された．さらに相転移温度あた

りで，カイラル対称性の破れが回復しているのも観測された・現状につい

ては【５４】を参照されたい・

このような極限状態でのＱＣＤの研究は、決して理論家の楽しみや娯

楽でのみなされているわけではない．高エネルギー重イオン衝突において

は，高温・高密度状態が制御された実験環境で作り出されることが期待さ

５２



れている０このような実験から得られるデータを理解するために，クオー

クーグルーオン系のモデルを発展させ研究する必要がある。格子ＱＣＤの

ＭＣシミュレーションは、このような解析に対して，最も基礎的な情報
を与えることであろう。

ハ－ドロン物質の研究をするためには，計算の中にクオークループを取り

入れることが重要である・なぜなら，遮蔽（ｓｃｒｅｅｎｉｎｇ）が起こった世界では、

クオークループは決定的に重要な役割を担うはずだからである．クオーク

対の生成・消滅を考慮にいれると，長距離力の性質は全然違ったものになっ

てしまうはずである。理論的には，ゲージ場のみの計算で観測されてい

た相転移は、クオーク対発生の影響によって見えなくなってしまうだろう

と予想されていた［５５，５６］。ダイナミカルクオークが存在するとＰｏｌｙａｋｏｖ
線はもはや閉じ込め非閉じ込め相転移に対する良い秩序パラメータでは

ない・これは数学的には，ゲージ場のみのときには為対称性が成り立って

いるが，クオーク場が存在するときには理論が品対称性を満たさなくな

るためであり，物理的にはクオーク対の生成のために，重いクオークのペ
アーを遠くまで引き離すことが可能になるからである．

Ｂ．８　格子上の熱力学量

ＱＣＤの熱力学について研究する場合、基本的な出発点は分配関数

Ｚ＝取（ｅ－紳サ呵）　　　　　（１００）

である・ここで，同じ記号βを今までとは違った意味で使っていることに

注意して欲しい。ここでは，βは１／ｒであり，結合定数２〃／タ２とは関係

ない。分配関数は場の量Ｕや¢に対して、ボソンは時間方向に周期的、

フェルミオンは反周期的な境界条件を課して，

Ｚ＝／か瑚祈願り。輌氾）　（１０１）

のように書き直せる・式（１０１）の証明は参考文献【３７】を参照されたい．

系の状態変数は温度ｒと化学ポテンシャル〝である．格子上にこれら

をどのように導入すればいいのであろうか？式（１０１）から時間方向の格
子サイズは丁度

β＝瑞αｆ　　　　　　　　　（１０２）

となる・つまり、温度の高い系のＭＣシミュレーションはま方向のサイ

ズの小さな格子を使った計算に相当するのである．
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化学ポテンシャルは、連続理論のときと同じように作用に次のような項

〃尋７４ゆ．　　　　　　　　（１０３）

を付け加えることで導入できそうに思われるが、Ｈａｎｓｅｎｈ：ａｔＺとＫａｒｓｃｈ

によれば、この形の化学ポテンシャルでは自由クオークのエネルギー密

度が発散してしまう。

連続理論のラグランジアン形式では、化学ポテンシャルは，

エア＝¢［蝕７た＋（鴎＋〃）Ⅵ＋ｍ砂

というかたちで現れる．これから、クオークの伝搬関数は

１

ｐ２＋（ｐ４－宜〃）２＋†乃２

（１０４）

（１０５）

に比例する形になる。運動量表示した格子上の自由クオークの作用は

み＝／魂Ⅳ（ｐ）空

Ⅳ（ｐ）＝（芸中骨（１－≠）ｅ叫１＋≠）ｅ－毎中６）
である。ここで、ｐ４をｐ４一山と置き換えれば、

Ⅳ（ｐ）＝（芸）４【１－せ（１－≠）ｅ如＋…）ｅ－如｝
－ＩＣｅＰａ（１－Ⅵ）ｅｉｐ４ａ－ＩＣｅ‾ＦＬａ（１＋７４）ｅ‾ｉｐ４ａ］・（１０７）

が得られる。結局、時間方向のホッピングパラメータをＫｅＸｐ（＋〝），ＫｅＸｐ（－〃）

に変えることで，化学ポテンシャルを導入することができる・

エネルギー密度ｅ，数密度れは，

Ｚ　＝　ｅ－β（←１肌）Ⅴ，

Ｖ　＝（瑞‰）３，

ｅ＝汁芸＋買掛ｇ子１い

れ＝赤かｇｚレ，

５４

より，

（１０８）

（１０９）



と定義される．ここで，
∂　　１∂

両　端恥
である．ｌｏｇＺをどのような変数で微分した場合であっても、

（ｌｏｇＺ）′＝
主ゝ／●

（１１０）

ｐＵか押¢（一馬一箪）ｅ－β　　（１１１）

というふうに先，みからくる２つの項からの寄与の合計となるので、２

つの項はそれぞれグルーオンセクター及びクオークセクターからの寄与

とみなせる．

以下にこのセクションを理解するために必要な参考文献を上げる。

ノ

参考文献

［１］Ｇ・Ｐａｒｉｓｉ，Ｆｔａｓｃａｔｉｐｒｅｐｒｉｎｔ，ＬＮＦ－８４／４（Ｐ）ＰｒＤｌｑ７０ｍｅｎａｔＯａｎｙｈｌｕｒｅ

Ｃ抑岬祝ｆｅγｅ†′α～祝α如和げ偽ｅＱＣＤα肋ββ５如ｃまｍ．
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