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 代数曲線の自己同型群というテーマは古くから研究されてきた。例えば、複素数体上の射

影平面曲線に対する基本的な結果として「4次以上の非特異平面曲線の自己同型射は射影平

面ℙ2の自己同型射に一意に延長される」ということが知られている。このことに加えて、射

影平面の自己同型群Aut ℙ2は射影一般線形群PGL(3, ℂ)と同型であるから、非特異平面曲線𝐶

の自己同型群Aut 𝐶はPGL(3, ℂ)に埋め込まれることがわかる。 

 また、平面曲線に限らず、射影代数曲線の自己同型群の位数の上界は詳しく調べられてい

る。19 世紀末には Hurwitz が、コンパクトな Riemann 面の自己同型群の位数の上界を、

Riemann-Hurwitz の公式を用いることにより与えた。この結果により非特異曲線の自己同

型群の位数の上界が種数ごとに得られる。その後、及川氏や荒川氏によってより強い上界も

与えられている。 

このような結果を踏まえ、近年、春井氏は複素数体上の非特異平面曲線𝐶の自己同型群

Aut 𝐶を分類する定理を与えた（[1]）。具体的には、自己同型群Aut 𝐶の部分群𝐺は以下のい

ずれかを満たすという主張である：(a)射影平面の自己同型群として平面上の点を固定する、

(b)組(𝐶, 𝐺)が特定の曲線の“descendant”である、(c) PGL(3, ℂ)の原始的(primitive)な有限部

分群である。この分類により非特異平面曲線の自己同型群として現れるような群がどのよ

うなものか明らかになった。さらに、分類ごとに現れる群を詳しく調べることにより自己同

型群の位数の上限などについての結果も得られている。 

 分類の結果を受けて、逆にPGL(3, ℂ)の部分群𝐺 を固定したとき、自己同型群が𝐺となる平

面曲線はどのようなものであるか、ということが問題になる。分類の(a)に含まれる群につ

いては、Galois 点の研究に関連し、対応する曲線も含め活発に研究されている。また、(b)

の場合のある特定の曲線とは Fermat 曲線と Klein 曲線のことであり、“descendant”という

性質によりこれらの曲線と𝐶は関係が深いことがわかる。 

そこで本論文では、(c)の分類に含まれる群のうち単純な群𝐺 の場合について考察を行っ

た。このとき𝐺は、交代群𝔄5や𝔄6に同型であるような正二十面体群ℐあるいは Valentiner 群

𝒱、また Klein 群とよばれることもあるPSL(2, 𝔽7)と同型な群𝒦、のいずれかに共役である。

本論文では、これらの群を自己同型群に持つような非特異平面曲線の次数を決定した。すな

わち、次のような主定理を与えた。 

 



定理 1 

⑴ 𝒱を自己同型群に持つ𝑑次非特異射影平面曲線が存在するための必要十分条件は 

𝑑 ≡ 0, 6, 12 mod 30 が成り立つことである。 

⑵ ℐで不変な𝑑次非特異射影平面曲線が存在するための必要十分条件は 

𝑑 ≡ 0, 2, 6 mod 10 が成り立つことである。 

⑶ 𝒦を自己同型群に持つ𝑑次非特異射影平面曲線が存在するための必要十分条件は 

𝑑 ≡ 0, 4, 6 mod 14 が成り立つことである。 

 

より一般に「既約かつ被約」の場合についても考察を行い、次のような結果を得た。 

定理 2 

⑴ 𝒱で不変な既約かつ被約な𝑑次射影平面曲線が存在するための必要十分条件は 

  𝑑が18と24以外の6の倍数であることである。 

⑵ ℐで不変な既約かつ被約な𝑑次射影平面曲線が存在するための必要十分条件は 

  𝑑が4, 8, 14以外の偶数であることである。 

⑶ 𝒦で不変な既約かつ被約な𝑑次射影平面曲線が存在するための必要十分条件は 

  𝑑が2, 8, 12, 16, 22以外の偶数であることである。 

 手法について述べる。𝔄5、𝔄6、PSL(2, 𝔽7)については、鏡映群として 19 世紀の末から研

究が盛んに行われており、特に不変式環の記述が与えられている。不変曲線は、一般には不

変式により定義されているとは限らず、いわゆる半不変式により定まる場合もあるが、𝐺が

原始的単純群である場合には、適当な持ち上げ𝐺̃ < 𝐺𝐿(3, ℂ)を取ることにより、𝐺で不変な

曲線がすべて𝐺̃の不変式から得られることが示される。 

 そこで、群𝐺で不変な𝑑次曲線の線形系(𝔡𝐺)𝑑が考えられる。𝐺 = 𝒱, ℐ, 𝒦のそれぞれにつ

いて、既約かつ被約な曲線が存在すれば𝑑は偶数であり、また𝑑が偶数であれば線形系(𝔡𝐺)𝑑

の元はある3つの不変式𝐹𝐺, Φ𝐺, Ψ𝐺を用いた斉次式で定義される。線形系の基点における特

異性は、これらの不変式の次数と𝑑に関する合同式を用いて調べることができる。この条件

の読み替えと Bertini の定理を用いることにより、定理 1 を得ることができる。 

 既約かつ被約の場合については、まず被約性は非特異の場合と同様に調べることができ

る。この場合、非特異な元が存在しない次数𝑑において、既約な元を与えればよい。このと

き、一般の元の特異点の集合およびその型を調べることができる。そこで、可約であると仮

定すると、局所交点数の計算から矛盾が導かれ、一般の元は既約であることがわかる。これ

が定理 2 の証明の概要である。 
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