
学年のまとめとなる教材の作成

清水浩士

数学の学習内容は互いに関連づいているにもかかわらず，ともすれば単元ごとの学習に陥

りがちである。そのことが生徒の数学的理解を阻み，数学学習の意欲を失なわせてしまうこ

とにもなりかねない。本稿においては，単元内容問の関連付けをすることを通して.[確かな

学力]の育成に当たっての重要な視点とされる，知識や技能と思考力・判断力・表現力の相

互の関連付け，深化・総合化を図る(中教審答申， 2003) ことに数学教育の立場から寄与す

ることを目的とする。とりわけ，ひとつの題材を学習することにより学年での数学の学習内

容を概観し，まとめとなるような中学校3年と高等学校3年の教材をそれぞれ取りあげる。

この学習を通して，生徒には数学の問題解決場面において，多面的な見方ができるようにな

ることを期待するとともに，学年で学習した内容が互いに関連付いていることを感じ取らせ

たい。

1中学校三年生における三平方の定理の導入

2つの正方形が図のように並べら

れている。 A D 

底辺 BE上に
L APF=90。と

なるように，

点 Pをとれ。

B C 

図 1:最初に提示する問題

図2:点Pの作図

F 

E 

三平方の定理の証明法は数多くあるが，ここでは問
題解決学習として順次問題を設定する。生徒には最後
まで三平方の定理の証明であることは提示しない。生
徒は，単元が変わることによるギャップを感じること
なく，今までの学習内容の復習から自然と三平方の定
理に入ることができる。

1)点Pの作図... . .. . . . .. . . . . .. .. ((作図)). ((円周角》

L.APFが90。となるような点Pを線分BE上にと
ることから始める。点Pの作図は，半円の弧に対する
円周角が 90。であることを利用し.AFを直径とする
円と線分 BEの交点として求める。一つは点Cで，そ
れ以外の点は辺BC上にあり，これを pとする。円周
上にない点は900 とならないことにもふれる。

2)ムABP∞.6.PEFの証明
. ({三角形の相似条件)). ((三角形の内角の和》

ムABPと.6.PEFにおいて.L B =L. E = 90。
であるから.L. BAP =ζEPFを示せば 2角がそれ
ぞれ等しくなり，ム ABP∞.6.PEFがいえる。
L. BAP = L. EPFであることは，次のように示すこと
ができる。
.6. ABPにおいて.L. B = 90 0 より，
ζBAP + L. BPA = 90 0 ••••••••••••••• • • • .① 

また.L. BPE = 180¥ L. APF = 90。より，
L. EPF + L. BPA = 90 0 • • • • • • • • • • • • • • • • • • .② 

①，②から.L. BAP =L. EPF 
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3)ムABP三ム PEFの証明

《三角形の合同条件))， (( 2次方程式》

a 

a+b-x 

図3:合同の証明

AB=α，EF=b， BP=xとおく。ム ABPと
6PEFにおいて.b.ABP∞6PEFより，
対応する辺の比は，それぞれ等しいから，

AB:PE = BP:EF'"①，または，
AB:EF = BP:PE'"② 

①のとき a:x = (α+ b) -x: b 
このとき.(x-α)(x -b) = 0 
したがって，x=α，b 
ここで.x=αのときは，点Cとなる
から，仮定より x=b

②のとき， α:x = (α+ b) -x: b 
このとき.x=αより，点Cと一致する。

①，②より.x= bとなる。
また.PE=αであるから，

AB=PE. BP=EF. 
LABP =LPEF =90。

2辺とその聞の角がそれぞれ等しいので，

ムABP=ムPEF

b 

4)三平方の定理の証明

. ((三平方の定理》

a 

b 

a 

図4:三平方の定理の証明

図のようにム ABPの辺ABをADに重ね.6PEF
の辺 EFをGFに重ねるように移動すると，移動して

できた悶形は

CD+DH=CG+GH=α+b 
であるから四角形となる.

さらに四角形 APFHは 4辺の長さが等しく， ζ

APF = 90。であるから，正方形である。ここで，正方

形APFHの 1辺の長さを Cとすると，正方形 APFH
の面積はc2である。また，正方形APFHの面積は，正
方形ABCDと正方形GCEFの面積の和に等しいから，

α2+b2=c2 
が成り立つ。

すなわち，ム ABCは，直角をはさむ2辺の長さが
a，bで，斜辺がCの直角三角形であるから，三平方の定
理が示された。
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やむをえないが，この証明部分は気になる.それは，

lim竺nxの証明をおこなうにあたり，円の面積公式を
z→u X 

用いることを前提にしているが，円の面積公式はどの
ように導き出されてきたのかという問題である。生徒
は高等学校3年の数学Eを学習するまで，面積公式を
導くことをしてきでいない。小学校5年において，操
作活動をもとにして学習した円の公式をそのまま疑う
ことなく用いてきている。高等学校3年のこの時期に
おいて円の面積を導こうとするならば，半径rの円の
面積を Sとすると，この円に内接する正nJ奇形と外接
する正n角形の面積と比較して，

高等学校三年生における円の求積

ここでとりあげるのは前教育課程の教科書の記述で
あるが，現教育課程においても高等学校数学Eの教科

書において.lim竺nxの証明はおおよそどの教科書に
Z吋 o x 

も次のように記述されている.

2 

2.1円の商積の証明に関わる循環論法
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狐度法で去された三角関数の恒限について.次の佐賀が成り立つ.

四)slnx 
Iim.!!!一一=1.x: 

sinx < x < tanx 

1 <--，!....-く _1_
SInX cosx 

SInX 
1>ー一一>COSX

X 

ここで. limc回 X 巴 lだから.
."・4砂@

よって，

sinx >0だから，

o 
したがって.

この極限をとって，

J足。(minixrmfm)三s

gA(rxrt4xn) 

π勺込(532×cosi)三S

三π勺込(532×志)

図6:円と正多角形

中心角与

lim~ 1m一一一=1
z・叫 X 

次に.x → Oのときは.X昌ーtとおくと.t→ +0だから，

Iim単旦=lim豆n(-立 =lim豆~.=l
Z司-， x ・...0 -1 令。 z

Iim笠里主=1 が成り立つ.
X-G ~ 

①
 

…・・ ② 

国 O<xく?のとき・半iモr.lt，(.， fll Xの扇形OAPをつ〈り.

点Aにおける円の傍線がitI:線OPと交わる点をTとする巴

このとき.商債について.

ムOAP<(嵐形OAP)<f'..OAT

1 ." _ 1 • _ 1 • 
7T~sinx くー~r"x くー‘γ‘ t 帽2' --2' ._.- T 

里/¥
r//¥rtaq% 

d( ~) 
O~でごご=フA

• ①，②から，

上で証明した性質は.xがOにきわめて近いとき.

Slnx当x

であることをぷしている.

SJnX 
図5 lim ーの記述

z→o X 

ここで，竺 =xとおいて lim竺nxを前提として，
n .，.→o x 

s=πr2を導く。

(戸田宏ほか.1999検定.p.57) 

. ((数列の極限》

すなわち，円の面積の証明と lim竺主主の証明の関
.，ー参o x 

係は，循環論法になっている。

高等学校学習指導要領解説 (1999，p.70)において，

三角関数の極限は lirI12EZを扱うことが示されてい
z→o x 

るが，導関数の計算に必要な程度にとどめるとなって

いる。高等学校におけるにおける記述，とりわけ無限

にかかわる記述が，学問としての数学の立場から見て
厳密性を欠いていることは，生徒の発達段階を考えて
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ー方，円の面積について，教科書にはたとえば次の
ような記述がある。

園協 a>Oのとき.~:/a'-x'dx を求めよ・

:。 可 sin/1とおくと，主=a問。 ペプー ad/1 
81ーす -1" 

-f~ /1寸では.側/1 ~0 だから， . 

3弓a"，Ia百弓F訂=Ia認可=acas/1 

ify=EzuTza雌 /1'ac時 /1dO = a2~~{CC1S'O dO 
官 ー 吉:

が一
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例題帥結果~:../a' -x' dx =与と
i主，右のような半径aの半円の面積が

手であることを示している。

図7;積分と円の面積の関係に関わる記述

(戸田宏ほか， 1999検定， p.143) 

一見，これにより円の面積が求められ，循環論法が解
消したように見えるが実はそうではない。それは，この
積分には置換積分が用いられており.cosxの積分が関
係する。 cosxの積分は，微分の逆計算として求めるか

ら，これはsinxの微分が前提とされており， limEEE
"，--+0 x 

の結果を用いていることになり，解決になっていない。

. ((三角関数の微分の定義》
定義した弧度法を用いていることも.well-definedと言
えるので後味が悪い。いずれにせよ，三角関数からは
なれたところで解決する必要があることは予見できる。
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2.2円の求積

ここでは解析概論(高木， 1963， pp.190-193)をもと
に，数学Eまでの学習内容で理解できるように円の面

積を求めることを試みる。なお，この一連の学習は，

一時期に集中するのではなく，年間を通してそれぞれ，
該当する単元の中で扱う。

まず，座標平面上で，原点中心半径1の円弧の長さ

を考える。........................... ((曲線の長さ》

x2 + y2 = 1より，円の上半分は.y= YIτ言言で
あり，また，

dy x 

dx YIて王宮

であるから.0く Zにおける円の上半部の円弧APの
長さ Oは，

。=1'" v1+ (まrdX= 10'"岩手
となる。ここで，

(} = 10'" v1 + (まrdX

は，

旬 =10
1 

V1 + (~~r dx 
とおくとき.(}はO壬Z 壬1において単調に増加する
から，区間0三O壬τuにおいて逆関数が存在する。

• ({逆関数》
その関数を，

x=ψ(8) (一旬三(}~ ro) 

とおくと，

ー一円
であるから， 《逆関数の微分》

ザ(0)=2=ι京

ここで，

ψ(8) =〆(8)= VIτ五
とおくと，

仰)寸FLtF予言
=可二=主Jコ2= -x =ーψ(8)"1 -x~ 



であるから， .................... ({合成閑散の微分》

ψ吋0)=ψ'(0) = -<p(θ)， 

ψ吋0)=ーザ(0)=ーψ(0)

よって，

<p(2n) (0) = (ーlt<p(O)，ψ(2n)(θ)

=(ーl)nψ(0)

ψ(2n+l) (0) = (ーl)nψ(0)，ψ(2n+l)(0) 

= (_l)n+lψ(θ) 

ここで，x=Oのとき，0 = 0であるから，

ψ(0) = 0，ψ(0) = 1 

よって，<p(0)とψ(θ)をMaclaurin展開すると，
. {{近似}}， ({Maclaurin展開》

03 05 

<p(0) = (J一一+一一…3! . 5! 

02 04 

ψ(0) = 1一一+一一・.2! . 4! 

Maclaurin展開は次のように導く。

f州 t=附:=的)一 f(a)

から，

的)=的)+ l" f'(t)dt 

と変形して部分積分法を用いると， '" {(部分積分法》

f(x) =的)+ [い)川:-1'"い )!，，(t)dt

=的)+ 1'(α)(x -α) + i'" (x -t)!，，(t)dt 

これを順次繰り返して，x=αにおける n次のテイラー
近似式

f吋a)，~~ ~\2 f(x) = f(a) + f'(a)(x-α)+-T-(zーα)2+

+qd(Zーα)n+占l"'(X一げ内)dt

から Maclaurin展開

f吋0)2
f(z)=f(0)+f'(0)z+-T-d+ 

・+f(n)(0)J+
-…  n! 一・

を得る。

y 

A 

B x 

図8:単位円

x=ψ(0)の図形的な意味を考えると，。は半径 1の円
の弧長を表すから，弧度法で 0=ζAOPとなり，

. ({弧度法》

ψ(伊0)= x = N P = sin 

を表す@したがって，

03 05 

inO =θ-ー+ー-...
3! . 5! 

この式より，

dv
一日+

 

が
一
割一一ω

一。を得て，
lim sinO 
1m一一 =1

0→o tJ 

となり，これから半径Tの円の面積πr2が求められる。

また，
-
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であるから，

。2 04 
cosO = 1一一+一一・・・2! ' 4! 

と表すことができる。

x=lのとき， (} =勿は弧長ABであるから，ロ7r

と定義すると，円周の長さは2π となる。
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2.3本題材を高等学校で扱う意義

この教材を高等学校の数学で扱う意義は次のことに
あると考える。

1.円周率や円の求積は小学校以来身近にありなが
ら，その求め方は単純ではない。特に，循環論
法に陥ることで生徒を考えざるを得ない立場に
置くことにより，生徒が関心をもって臨むこと
ができる。

2.数学Eにおける学習の多くの知識を必要とする。
数列の極限(はさみうち)，三角関数の微分の定
義，弧度法，平均値の定理の応用(近似， Maclau-
rin展開)，微分法.積分法，逆関数など数Eの
まとめの教材として適当である.特に，弧度法
の定義の必然性を学習することができる。

3.発展的な学習として高大接続への，高等学校か
らのアプローチとして位置づけることができる。
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