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算数学習における理解過程に関する研究(I)
一致学理解の2軸過程モデルの理論的再検討-
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1.日的と方法

本研究は,算数学習における児童の理解過程を,理

論的・実証的に解明しようとするものである。数学的

拭念や原理・法則などを理解するということは,本質

的には,個々の児童の心的活動であり,それは禎雑で

力動的な過程である。しかし他方では,教室で行われ

る算数学習においては,児童の理解過程はその児童と
教師,児童同士の相互作用の影響を受けることも確か

である。そこで,本研究では,算数学習における理解

過程を,これら個人的側面と社会的側面を視野に入れ

て解明することを目的とする。

小山は,数学教育における直観に関する研究‖におい

て,直観と論理が相補的な関係にあるとき思考は生産

的かつ確実に進展し得るということを理論的に解明し

た。このことを踏まえて,数学教育における理解に関

する研究2-では,理解のモデルについての考察を行った。

その結果,数学理解の過程モデルの1つとして,理解

の階層的水準と学習段階をそれぞれ縦軸と横軸にもつ

モデルを理論的に構築し,それを「2軸過程モデル

(TwoTjhesProcessModel)」と命名した3)。そして,こ

のモデルの妥当性の実証的検討を,算数・数学科の授

業分析を通して行っている▲)・51。

一方,世界に日を転じてみると,近年,国際的な視

座から数学教育の研究成果や展望を整理した大部の書

物が発行されている引・7)。そこでは,数学教育における

理解に関するこれまでの研究や現在の数学教育研究に

おけるアプローチ等が包括的に整理されている。

そこで,本稿では,これらの文献をもとに,文献解

釈的方法によって,小山が構築した数学理解の2軸過

程モデルを理論的に再検討することを目的とする。そ

のために,まず,われわれが理解研究において前提と

している理解のとらえ方や理解のモデル化の必要性を

述べる。次に,数学理解の2軸過程モデルの概要とそ

の特徴を要約する。そして,この2軸過程モデルの理

論的再検討として,このモデルの根底にあるパラダイ

ムや認識論と,数学理解の階層的水準と学習段階をそ

れぞれ縦軸と横軸に設定することの妥当性を,文献解

釈的方法によって理論的に再検討することとする。

2.理解とそのモデル化

(1)理解の基本的なとらえ方

児童生徒が数学を理解するとはどういうことであろ

うか。また,どのようなメカニズムで理解が深化する

のか。これらの問いは理解研究において解明すべき究

極的な問題で,かなり以前から精力的に研究されてき

た数学教育研究の主要な問題の1つである。

われわれは,理解に関する認知心理学的研究の成果

をもとに,理解(understanding)を次のようにとらえ,

これらを理解研究における前提としている。

(1)あることを理解するとは,それを既有のシェマあ

るいは認知構造と認知的に関係づけることである。

(2)理解は本質的には個人的な心的活動であり,複雑

で力動的な現象である。

(3)数学の理解にはいくつかの階層的水準がある。

(2)理解のモデル化の必要性

理解するということは児童生徒の内面的な複雑な活

動であるから,それをとらえるためには,この内面的

で直接見ることのできない理解という現象を何らかの

方法によって顕在化させることが必要である。しかし,

いかなる方法によろうとも,理解という現象,理解す

るという活動は個人的で内面的なものであるから,そ

れを直接とらえることはほとんど不可能である。

それゆえ,理解の構造や機能を間接的にとらえるた

めの理論的・解釈的枠組みが必要になる。その枠組み

MasatakaKoyamaJadaoNakallara,TsuneoTakeuchi,TbshiyukiAkai,YasushiMiyamOtO,andIkuLumiWakisaka:

ResearchontheProcessofUnderstandinginElementarySchooIMathemadcsLeaming(I)-AReexaminadonofthe

Tw0-AxesProcessModelofUnderstZLndingMathema6cs.

-117-



は,原型としての理解の構造や機能をよりとらえやす

くするものであるから,それを「理解のモデル」と呼

ぶことができる。したがって,理解のモデルを構築す

ること,つまり理解のモデル化は,児童生徒の数学理

解を解明するために必要不可欠である。

(3)理解のモデル化の観点

これまで数学教育研究において理解のモデル化が試

みられてきた。その結果いろいろなモデルが提案され

ているが,それらはモデル化の観点の追いから大きく

次の2つの類型に分けられる。

第1の類型は,児童生徒が既に理解している状態,

すなわち理解の様相を記述しようとするものであり,

「様相モデル」と呼ばれる。それに対して,第2の類型

は,児童生徒が理解しつつある過程を記述しようとす

るものであり,「過程モデル」と呼ばれる。

さらに,数学理解のモデル化においては.理解の対

象は何かということが重要であるから,それが数学的

内容(概念.演算,手続き,性質,関係等)である場

合と,数学的形式(具体的表現,操作的表現,図的表

現,言語的表現,記号的表現)である均合とに分ける

ことができる。また,児童生徒の主として頭の中の変

化(認知構造の変容)に焦点を当てる場合と,主とし

て観察可能なものの変化(行動の変容)に焦点を当て

る場合とが考えられる。

3.数学理解の2軸過程モデル

(1)理解のモデルの特性

-「記述的特性」と「規範的特性」-

これまでに提案された数学理解のモデルの多くは,

児童生徒が数学をどのように理解しているか,その様

相や過程を記述することにその力点が置かれている。

それらは,児童生徒の数学理解にはいかなる種類があ

るかを記述したり,理解という内面的な現象がどのよ

うに起こっているかを記述したりする。その意味で,

これらのモデルは「記述的特性」を備えているといえ

る。

しかしながら,数学教育においては,児童生徒の理

解の様相や過程の実態を把握し記述するだけでは不十

分である。なぜなら,数学教育というものは,本来,

教師が教えるという活動(教授活動)と児童生徒が学

ぶという活動(学習活動)の2つから成立するもので

ある,と考られるからである。したがって.数学理解

のモデルが,教授活動=学習活動と、Lでの数学教育に

おいて真に有効なものであるためには,記述的特性だ

けでなく規範的特性をも備えていなければならない。

この「規範的特性」とは,児童生徒に数学を理解させ

るにはどのような状況を設定すればよいか,また,理

解をどのような方向に深化させればよいかなどについ

ての教授学的原理を示唆し得るという特性である。

(2)理解の深化における反省的思考の役割

小山は,これら両方の特性を備えた,数学理解の過

程モデルを構築しようと試みた。そこでまず注目した

のが,児童生徒の数学理解の深化における「反省的思

考」の役割である。反省的思考を,(学習者が自らの

無意識的な活動や操作に注意を向け,それらやその結

果を意識化して,図や言葉によって表現することを目

的とする思考〉ととらえ,次の3点が重要であると考

えている。

(1)反省的思考は,学習者自身による活動や操作をそ

の前提とする。

(2)反省的思考の対象は,その活動や操作およびその

結果である。

(3)反省的思考の目的は,無意識的な活動や操作を意

識化し,それを表現することである。

そして,このような反省的思考が数学理解において

果たす役割を.フアン・ヒー㌣の幾何学の「学習水準
モデル」8)とビリーとキーレンが提案した理解の「超越

的再帰モデル」9)とに着目して考察した。その結果,こ

れらは水準の飛躍あるいは移行に関する考えにおいて

本質的に同じであり,この飛躍や移行に反省的思考が

関与しているといえる。J

(3)数学理解の2軸過程モデル
児童生徒の数学理解が深化する過程を解明するため

には,①数学理解はどのような水準に沿って深化する

か,②ある水準において,どのように思考が展開する

か,という2つの点を明らかにすることが重要である

と考える。こうした認識に基づいて,小山は,児童生

徒の数学理解の深化の過程を解明し,その深化を促進

するための1フの理論的枠組みとして,理解のいくつ
かの階層的水準と各水準における学習段階をそれぞれ

縦軸と横軸にもつ,数学理解の「2軸過程モデル」を

構築した。3)このモデルは班ね次のようなものである。

このモデルの縦軸は理解水準に関するもので,数学

的対象の理解,対象問の関係の理解,関係の一般性の

理解などのいくつかの階層的水準から成る。他方,こ

のモデルの横軸は学習段階に関するもので,各々の理

解水準に以下のような直観的段階,反省的段階,分析

的段階の3つの学習段階を設定している。このような

一連の段階を経て,必ずし,も直線的にではないが,理

解の水準がある水準から次の水準へと上昇し得る(深

化し得る)と考えられる。

(1)直観的段階とは.学習者が具体物あるいは概念や

′性質などの数学的対象を操作する直観的思考を働

かせる段階である。
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(2)反省的段階とは,学習者が自らの無意識的な活動

や操作に注意を向け.それらやその結果を意識化

して,図や言葉などによって表現することを目的

とする反省的思考を働かせる段階である。

(3)分析的段階とは,学習者が表現したものをより洗

練して数学的に表現したり,他の例で確かめたり,

それらのつながりを分析したりすることによって,

統合を図ることを目的とする分析的思考を働かせ

る段階である。

このような数学理解の2軸過程モデルには,次の2

つの特徴がある。第1は,数学理解の深化の過程にお

ける直観と論理の相補性を反映させ,反省的思考を明

暗に位置づけている点である。第2の特徴は,児童生

徒の数学理解の様相や過程を記述する「記述的特性」

と理解を深化させるための状況設定や方向づけなどに
関する教授学的原理を示唆し得る「規範的特性」の両

方をこのモデルにもたせようとしている点である。

上述のことを踏まえて,以下では,この数学理解の

2軸過程モデルを理論的に再検討することとする。

4.2軸過程モデルの根底にある′

パラダイムや認識論の再検討

まず,この2軸過程モデルの根底にあるパラダイム

や認識論について再検討してみたい。

(1)パラダイムについて

ヒーバートとカーペンター10)は言認知科学の立場に

立って,次の2つの前提をもとに,理解するというこ

とについて考察するための1つの枠組みとして「表象

し関連づけること」を提案している。

前提1:外的表現と内的(心的)表象との間には,

何らかの関係がある。

前提2:内的(心的)表象は,有用な方法で.相互

に関連づけられ得る。

第1の前提は,内的(心的)表象は外的表現によっ

て影響され制限され「逆に,外的表現をどのように取

り扱ったりつくったりするかということがいかに内的

に表象しているかを明らかにする,ということを意味

する。そして,第2の前提は,外的表現の異なった表

現様式間の関連づけや同じ表現様式内での関連づけに

加えて,内的表象間の関連づけができるというこを意

味し,内的表象間の関係が構成されたとき,それらは

知識のネットワークをつくる,ということを意味する。

このように理解するということを「表象し関連づけ

ること」としてとらえる枠組みが,数学理解について

考えるための1つの有用な方法であるという理由とし

て,彼らは次のような3つの理由をあげている。

(1)その枠組みは,理論的な認知的問題点と実践的な

教育的問題点の両方に接触できる程度の水準の分

析を提供する。

(2)その枠組みは,過去と現在の数学の教授・学習に

ついてのいろいろな問題点を関連づけるような首

尾一貫した枠組みをつくり出す。

(3)その枠組みは,学校内外の児童生徒の成功や失敗

を説明するのに役立つ,児童生徒の学習について

の解釈を示唆する。

そして,理解するということを「表象し関連づける」

ことによる内的ネットワークづくりととらえ,理解が

成長することを,内的ネットワークがより大きくなっ

たり,より組織化されたりするこことしてとらえてい

る。それゆえ,理解するということは全か無かという

現象ではなく,理解が成長するということはネットワ

ークへの新しい心的表象の追加とネットワーク内での

変化の両方として特徴づけられる。このような彼らの

理解のとらえ方は,上述のわれわれのとらえ方と基本

的には同じである。

ところで,ヒーバートとカーペンターの理解のとら

え方は,内的(心的)表象をできる限り正確にモデル

化することを重視する認知科学に基礎を置くものであ

る。しかしながら,他方で,理解を伴った学習に関す

る最近の研究には,状況に埋め込まれた知識や社会的

認知を強調する人類学や社会学に基礎を置くものもあ

る。このことについて,彼らは,理解するということ

を完全に記述するためにはこれら両方の研究が必要で

ことを,次のように述べている。10)

(理解するということを内的(心的)な知識構造に

よって十分に記述することができるかどうかについて

は,近年いろいろと論議されている。理解するという

ことを完全に記述するためには,おそらく,状況に埋

め込まれた活動や社会的相互作用の分析をも含める必

要があるであろう。〉

このように,数学教育における理解の研究に限らず,

数学教育研究において意味のある探究は,何らかの理

論に基づいて行われる。そして,その理論の根底には,

意識的にせよ無意識的にせよ,研究者の数学観や数学

教育についての価値観や信念のようなものがあると考

えられている(図1)。もちろんすべての研究者が全く

同じ数学観や数学教育観をもっているわけではないが,

研究者集団の中にはいくつかの共通したものがある。

このように,ある集団の成員が共通して持っている信

念,価値,テクニックなどの全体的構成を意味する言

葉がパラダイムである。IlI

したがって,数学教育研究の領域においても異なっ

たパラダイムがあり,それゆえ異なった理論があり得

る。しかも,どの理論がより進歩的であるかを合理的
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図1　パラダイムと理論及び探求

に判断し,選択することが困難であるという問題もあ

る。この「理論の合理的選択」の問題は科学哲学の主

要な問題であり,クーンとラカトシュはこれについて

異なった考えを述べている。クーン1日は,異なったパ

ラダイムの非通約性を理由に,異なったパラダイムに

基づく理論を合理的に選択することは不可能であると

言う。一方,ラカトシュ121は,異なった理論は異なっ

たパラダイムを表現するものであるかもしれないが,

どの理論が進歩的であるかを判断する基準は存在する

と言う。

オールトン13)は,このようなクーンとラカトシュの

考えに基づいて,教学教育における4つの基本的な論

点-①数学指導の価値,②数学学習を研究するための

方法,③精神の理論,④数学的実体-のそれぞれにつ

いて,学習の転移についての異なった2つの理論を比

較考察している。その結果,オールトンは,①につい

ては「人間形成的価値」が,③については「精神の活

動理論」がそれぞれ適していると述べている。しかし

ながら,②と④についてはそうした判断をすることは

困難で,「形式的・還元論的な情報処理モデル」と「概

念的・全体論的な構成主義モデル」は方法論と数学的

実体については異なった仮説を有しており,いずれが

進歩的であるかは現時点では明らかでないと論じてい

る。

この論考は,教学学習に関する理論に限定されては

いるが,近年の数学教育研究における情報処理モデル

と構成主義モデルの基底として異なったパラダイムが

あることを示唆していると考えられる(図2)。

(2)認識論について

また,シールピンズカとレーマン1着は,現在の数学

教育研究における異なったアプローチとして,①構成

主義的アプローチ,②社会・文化的アプローチ,③相

互作用主義的アプローチ,④文化人類学的アプローチ

を挙げ,これらは知識についての異なった認識論に基

図2　数学学習に関する「情報処理モデル」と「構成主義モデル」

づいていると述べている。

①構成主義的アプローチでは,知識は認識主体によ

って能動的に構成されるものであるとみなし,個々の

児童生徒が教学的知識を構成する過程と教師の役割に

研究の注意が払われる。②社会・文化的アプローチで

は,個々の児童生徒はある文化や社会的状況の中に置

かれているとみなし,数学教室の社会的文脈に注目す

る。③相互作用主義的アプローチでは,相互作用を発

達の単なる補助的で有用な要因としてではなく,発達

と相互作用とは不可分のものとみなし,個々の児童生

徒よりもむしろ児童生徒間や児童生徒と教師間の数学

についての相互作用に研究の焦点が当てられる。そし

て,④文化人類学的アプローチでは,認識主体にとっ

て知識が存在し意味をなすのは,その知識がある制約

のもとでの最良の解を表しているからであるととらえ.

数学教育における教授学的状況の解明に取り組むこと

が主眼となる。

これらの数学教育への多様なアプローチとその基盤

となる認識論との関連を図に表すと,図3のように示

すことができるであろう。

以上のように,教学教育に関する研究を国際的視座

からみれば,異なったパラダイムや認識論に基づく多

様なアプローチがあることがわかる。そして,2軸過

程モデルの構築は,主として認知心理学的パラダイム

を基底とし,構成主義的認識論に立って数学理解の解

明にアプローチしようとする研究に位置づく,といえ

る。しかしながら,そのモデルを用いて授業での算

数・数学の学習における児童生徒の理解過程を解明す

るためには,その他の社会学的パラダイムや人類学的

パラダイムに基づくアプローチによる研究によってそ

れを補完する必要がある,ということが示唆される。
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数学の認識論

数字の 「正当化の文脈」　 数字の 「発見の文脈」

に焦点を当てた認識論　　　 に焦点を当てた認識論

/ . ＼

図3　数学教育への多様なアプローチ

(シールビンスカとレーマンの論文1心をもとに作成)

5.2軸過程モデルに縦軸と横軸の2軸を

設定することの妥当性の再検討

さて次に,2軸過程モデルにおいて,数学理解の階

層的水準と学習段階をそれぞれ縦軸と横軸に設定する

ことの妥当性について再検討してみたい。

ヒー′トトとカーペンター10)は,上述のように.「表

象し関連づける」ということを理解するということに

ついて考察するための1つの枠組みとして提案してい

るが,知識のネットワークを次の2つの異なったメタ

ファーでとらえられると述べている。1つはクモの巣

のように構造化されたものであり.もう1つは垂直的

階層のように構造化されたものである。そして,学習

者が知識の心的ネットワークをつくるために行う関連

づけには,類似性と相違性に基づいて行うものと,包

含と包摂に基づいて行うものとがあり,それらはそれ

ぞれクモの巣状ネットワークと垂直的階層的ネットワ

ークとにみられる,と述べている。なぜならば,類似

性と相違性に基づく関連づけは,ほぼ同じ水準で表象

される情報の断片を結びつけること(クモの巣構造)

であるのに対して,包含と包摂に基づく関連づけは,

ある数学的事実や手続きが他のものの特別な場合とし

てみられる(垂直的階層構造)ということを示唆する

からである。

このような指摘は,小山が2軸過程モデルを構築し

た際に設定した2軸と密接に関連する。なぜならば,

垂直的階層的ネットワークは2軸過程モデルの縦軸で

ある数学理解の階層的水準に対応し,クモの巣状ネッ

トワークは横軸である学習段階に対応するからである。

横軸は理解の拡がりを,縦軸は理解の深まりを意味す

る。このことよって,2軸過程モデルに数学理解の階

層的水準と学習段階を2軸として設定することの妥当

性がある程度裏づけられる。

しかしながら,小山の2軸過程モデルの縦軸と横軸

は,ヒ⊥バートとカーペンターの枠組みよりも規範的

特性をより強く意図したものになっている。この相違

点は,ビショップ15)の指摘する数学教育研究における

3つの伝統-①教育学的伝統,②哲学的伝統,③経験

科学的伝統一の区別を用いて説明することができる。

これら3つの研究の立場はいずれも数学教育の発展を

意図したものであるという点では共通しているが,表

1のように,探究の目的や方法において異なった特色

を有している。

このような数学教育研究における3つの伝統の区別

を用いれば,ヒーバートとカーペンターの枠組みは,

主として,現実を説明するための標準化された研究方

法を開発することによって,教育的現実を説明するこ

とを探究の目的とする経験科学的伝統に属する,とい

表1数学教育研究における3つの伝統の特徴

(ビショップの論文15)をもとに作成)

日　　 的 方　　 法 特　　 色

教 育 学 的

新 しい指 導 方 教 授 実験 優 れ た 教 育 実

法 や教 育 実践

の 開発 によ っ

て , 直 接 的 に

指 導 を向 上 さ

観 察 な ど 践 家 敵 師 )の

知 恵 や 指 導 方

法 を明 らか に

し, そ れ らを

伝　 統 せ る こ と 蓄積 し共 有 さ

れ う る形 に体

系化 しよ うと

す る点

哲 学 的

教 育 に対 す る 論 理 的分 析 論 理 的 分 析 ,

新 しい考 え や 批 判 批 判 及 び 合理

洞 察 を得 る た 合 理 的理 論 化 的理 論 化 な ど

め に , 厳 密 に

議論 され た理

な ど の方 法 によ っ

て, 教 育 が理

伝　 統 論 的 立 場 を構

築 す る こと

想 とす べ き状

況 を 論 理 的 に

示 そ う とす る

点

経 験 科 学 的

現 実 を説 明 す 教 育的 現 実 に デ ー タ に基 づ

るた め の標 準 つ い ての 客 観 いて テ ス トさ

化 され た 研究 的 なデ ータ の れ 得 る よ うな

方 法 を 開 発す 収 集 と分 析 教 育 的 現 実 に

伝　 統 る こ と によ っ

て , 教 育 的現

実 を 説 明 する

こ と

つ い て の説 明

を行 お う とす

る点
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える。それに対して,小山の2軸過程モデルは,主と

して,新しい指導方法や教育実践を開発することによ

って,直接的に指導を向上させることを探究の目的と

する教育学的伝統に属するものを志向している。しか

し,これらはいずれも教学教育の発展にとって欠くこ

とのできない研究の立場としての伝統であり,数学の

理解に関する研究においてもこれらのバランスをとる

ことが重要であると考える。

6.結語

本稿では,文献解釈的方法によって,小山が構築し

た数学理解の2軸過程モデルについて,その根底にあ

るパラダイムや認識論と,数学理解の階層的水準と学

習段階をそれぞれ縦軸と横軸に設定することの妥当性

の理論的再検討を行った。その結果,次のことが明ら

かになった。

(1)数学教育研究には,異なったパラダイムや認識論

に基づく多様なアプローチがあり,2軸過程モデルの

構築は,主として認知心理学的パラダイムを基底とし,

構成主義的認識論に立って数学理解の解明にアプロー

チしようとする研究に位置づく。しかしながら,その

モデルを用いて授業での算数・数学の学習における児

童生徒の理解過程を解明したり,そのモデルを授業構

成に適用したりするためには,その他の社会学的パラ

ダイムや人類学的パラダイムに基づくアプローチによ

る研究によってそれを補完する必要がある。

(2)ビーバートとカーペンターは,理解するというこ

とを「表象し関連づける」ことによる知識の内的ネッ

トワークづくりととらえ,クモの巣状ネットワークと

垂直的階層的ネットワークの2つがあるという。これ

は,小山が2軸過程モデルを構築した際に設定した2

軸と密接に関連する。なぜならば,クモの巣状ネット

ワークは2軸過程モデルの横軸である学習段階に対応

し,垂直的階層的ネットワークは縦軸である数学理解

の階層的水準に対応するからである。つまり,横軸は

理解の拡がりを,縦軸は理解の深まりを意味する。こ

のことによって,2軸過程モデルに数学理解の階層的

水準と学習段階を2軸として設定することの妥当性が

ある程度裏づけられる。

しかしながら,ヒーバートとカーペンターの理解す

るということをとらえる枠組みは経験科学的伝統に属

するのに対して,小山の2軸過程モデルは教育学的伝

技に属するものを志向している,という相遠点がある。

これらはいずれも数学教育の発展にとって欠くことの

できない研究の立場としての伝統であり.数学の理解

に関する研究においてもこれらのバランスをとること

が重要である。

今後は.本稿における数学理解の2軸過程モデルに

ついての理論的再検討の結果を踏まえて.社会学的パ

ラダイムや人類学的パラダイムに基づくアプローチに

よる研究を行い,算数学習における児童の理解過程を

実証的に解明したい。

【付記】

本稿は,平成11年度科学研究費補助金基盤研究(C)(2)

(代表者小山正孝.課題番号10680277)の研究成果の一

部であり,平成11年度日本教科教育学会第25回全国大

会(平成11年11月27・28日,兵庫教育大学)で発表し

た論文を加筆・修正したものである。
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