
-　59　-

時系列におけるco-integration
と　common trend

小　　瀧　　光　　博

I.　は　じ　め　に

近年,時系列分析の分野では,非定常性に関する多くの研究結果が報告

されている・それらの報告における統計学的意味での中心的論点は,非定

常時系列下での推測においては,漸近的正規性を中心とした標準的推測論

が適用できないという点であった.しかしながら,マクロ経済時系列が分

析対象である場合には,定常性あるいは非定常性といった概念は,景気変

動や経済理論の安定性という経済学的観点からも重大な意味をもってくる.

Engle and Granger (1987)及びStock and Watson (1987)等によって提

唱され研究されてきた, c0-mtegration並びにcommon trendの概念は,

上記の様なマクロ経済理論の安定性とか多変量時系列の定常性・非定常性

に関わるものである.

本稿では,定数項をも考慮した場合におけるco-integration及びcom-

mon trend　について分析する.定数項の有無が統計的推測論の観点から

も経済的側面からもきわめて重大な意味をもってくることは,一変量時系

列が分析対象である場合には,それぞれ　West(1986), Nelson and

Plosser(1982)によって指摘されている.しかしながら, co-integration

やcommon trendに関する従来の諸研究における定数項の扱いは,不十

分・不明瞭なものとなっている.すなわち, Engle and Granger(1987)

やStock and Watson(1987)では,定数項は存在しない,あるいは定数
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項を無視してもよいという前提の下に分析がなされていた.また, King,

Plosser, Stock and Watson (1987)では,定数項をも一応考慮したモデル

が取り上げられているが, (定数項を考慮していない) Engle and

Granger (1987), Stock and Watson (1987)の推測手法がそのまま何らの

説明もなく用いられている.本稿の目的は,定数項の存在をも含めた

co-integration並びにcommon trendの概念・諸性質を検討することに

ある.

以下の諸節では,次の様な点が論じられる.すなわち, Engle and

Granger (1987)は, co-integrationとerror correction representationと

のきわめて明瞭な関連性を示したが,定数項の存在によってその様相が一

変することが指摘される.また, co-integration及びcommon trendの

個数を検定するための新たな統計量を構築し,この統計量の帰無仮説の下

での漸近分布が正規性に基くものであることとこの検定がconsistent test

になっていることを示す.さらに,この統計量の構築において必要となっ

てくる, (Stock and Watson (1987)において提示されなかった)一階の

vARをfitさせた時のOLS推定量の固有値を取り上げ, co-integration

やcommon trendとの関連性について考察する・

2. Co-integrationとcommon trendの概念

本稿においては,以後,次の様なⅣ次元多変量時系列が考察される・

(1-5)蔓t-〟+C(B)蔓t

・a+C(D蔓t+ a-B)ut u>

-DO)」t+a-B)vt

ここでBはLag-operator,すなわち,B蔓t-蔓t-1,〟はN次元の定数ベク

トル,蔓tはゼロ平均・Ⅳ次元単位行列である様な分散行列を持ち,且つ系

列的に無相関なⅣ次元の系列である.さらに,

ooCOC(B)-I.CjBi,C(1)-SQ

;=o;-o
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cooo
y-o*-y+i'*'の

Cj:NxJV0-0,1,2)

f

;=。l-E
k=j+¥c,}蔓-A
D(l)-玩:can首--[1,蔓'(]'

(蔓tlは(1)によって生成される,観測可能なN次元多変量時系列(si,～,

ETが観測されたものとする.)となっているものとする.(1)より

蔓'-tu+ca){xib]+wt

ly=lJ

-Z>(l)vH一轡t

ここで

(2)

J

j-i-

本稿の以下のすべての箇所を通して,釦及びyoは定常時系列になってい

る(従って,轡tも定常となっている)ことが前提にされているものとする.

Co-integration並びにcommon trendは以下の様に(1)あるいは(2)に

おけるDd)の階数に従って定義される.

定義: (1)によって生成される蔓tについて, 1≦rankD(l)-m<7Vで

ある時,蔓tはco-integratedであるといわれる.また,この時, DQ.)は

D(1) -KM, rankK-m　　　　　　　　　　　　　　　　(3)

(ここで, KはNxm行列, MはmX(AH-1)行列)と分解できるが,

Mytの各要素をそれぞれ者tのcommon trendと呼ぶ.

Common trend　の個数は∂(1)の階数に等しくなっている. 刀(1)の階

数をmとすれば,者tはm個のcommontrendを持つということになる.

また,蔓tがco-integrated Lている時, r-N-mとすれば,

▽′∂(D -O,　　rank ▽-γ (4)
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である様なγ×Ⅳ行列▽′　が存在することになるが,この時(2)より

▽'蔓t-tyt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5)

が得られる. Co-integrationは,マクロ経済理論(但し,それは複数個の

マクロ経済変数間の線形制約として表現できるものとする.)のある意味

での安定性に関わる概念である.すなわち, (5)より　▽'蔓tは定常な系列

となっているが, ▽'蔓t-Q　をある種のマクロ経済理論としてみなすなら

ば, (5)はそれがある意味で安定的であることを意味しているのである.

つまり,ここでいうところの安定性は定常性の意味でとらえられている.

(1)において定数項が存在しない場合毎-Q　の場合), D(1)oC(1)で

あることよりco-integration並びにcommon trendは, C(l)の階数に基

いて定義することができる. (例えば, Engle and Granger(1987), Stock

and Watson (1987))しかしながら,非ゼロ定数項がある場合には(〟≠e

の場合), cO-integrationを定義するに際して,上の定義の様にか(1)のラ

ンク落ちによって規定すべきなのか,それとも　C(l)のランク落ちによっ

て定義した方が望ましいのかという問題が一応生じてくる. Nelson and

Plosser (1982)をはじめ単位根検定に関する多くの文献においては,ゼロ

定数項が棄却されるマクロ経済時系列が数多く存在することが報告されて

いるが,それらの文献では蔓tの各要素zit (i-l, …, N)に対して,以下

の様な設定がなされている.

(1 -B)zit-fn+eit　　　　　　　　　　　　　　　　　　(6)

ここでeifは平均ゼロ・有限分散を持つ定常時系列である,表現式(1)は,

明らかに(6)の設定と整合的になっている(6)の設定の下でNelson and

Plosser (1982)等によって問題にされてきたことは,定常か非定常かとい

う点よりもむしろ確定的な意味での非定常性(deterministic nonstationari-

ty)が支配的か確率的な意味での非定常性(stochastic nonstationanty)の

方が優勢かという点である.確定的な意味での非定常性は,ある場合には

安定的なものとみなされ得るであろうし,この様な系列下での推測結果に

関しても,漸近的正規性が成立することが示される(West(1986)).明らか

に, C(l)のランク落ちによる　co-integration　の定義は,安定性という概
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念の中に確定的な意味での非定常性をも含めるものである.この様な

C(lのランク落ちによる定義はそれなりに意味があるものと思われるが,

本稿ではその様なc0-mtegrationの定義を採用しない.すなわち, King,

Plosser, Stock and Watson (1987)従って,経済理論の安定性を定常性で

のみとらえることにする.

3. Co-integratiomとerror correction representation

2節の(1)において導入されたⅣ×Ⅳ行列C(l)及びβ(1)の階数につ

いて,以下の様に定める.

rank C(l) -w, rankZ>(l) -m,

S-N-n, r-N-m

l≦n≦m≦N,さらにm-n+lあるいはm-nのいずれか一方が成立す

ることを記しておく・また, mは(1)において生成される蔓tのcommon

trendの数に相当し, m-Nならば名tはco-integratedせず, m<Nな

らば蔓tはco-integratedする.この時,次の定理が成立する.

定理1 :蔓tが(1)によって与えられた時,

i n-m-Nならば

Al (B) (1-B)蔓蝣-di CB)蔓t+m

ここで

0°

*, 4U:JVxN (j-Q, 1, 2, -)

oO

diUB)- ZdlijB>, dij.1×1 0-0, 1, 2,...)

竺　f--　〟

ii) n-N-1, m-Nならば

A2{B) {1-B)蔓t- -yxトi+dzCB)蛋+tri2+po-tfo

ここで

(7)

(8)
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A2(B)-A(B)+A(1),A(B)-A(1)+(1-B)A(B)

cIJA<JB)-lLAjB>,Aj-.N
j=0×N(j-0,1,2,...)

0°A(l)-SAy,
1-0竺2-Aim〟

cOd2(B)-Y.d2,jB>,d2j-l

;=OX1(/-0,1,2,...)

妻戸A(B)蛋-,qt-<h(0)ぢt

xt-a'蔓t,γ:Nxl,a-Nxl

(in.)wl<Nならば

A3(B)(1-B)蔓蝣--Txt-i+d3(B)st+¥喜p}ipo-<lo}

ここで

A3(B)-A(B)+A(1),A(B)-A(1)+(X-B)A(B)

°DA(B)-I,Aj8,Af-NxN0-0,1,2,-)

cO・4(1)-JLAj,xt-

;-o▽蔓t・▽:SXN,T:Nxs

cOd3(B)--Ld3,jB>,dsj-l

;-0X1(j-0,1,2,-)

(9)

Pt-A (B)払qt-d3(B)蔓t

という様な表現が存在する.

証明:(可のケースのみ証明する・(他のケースも同様の推論で示される・)

(1)より

[Adj C(」)] (!-」)蛋,- [det CCB)]蔓,+ [Adj C(B) ]〟　　(10)

ここで[AdjCCB)]はCOB)の余因子行列,また[detCCB)]はCCB

の行列式を表すものとする.Engle and Granger (1987)のLemma lより,

rankC(l)-JV-1であるので

[det CCB)]- (l-S)<fe(B)

ここで

(U)
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OD

d2(B)- I.d2jB', d2f(lxl) (7-0, 1, 2,...)

また, g'C(l)-O'なるg≠Qが存在する.さらに, ;4(5)-[AdjCCB)]

とした時, A(B)C(B)-(l-B)d2(B)よりi4(l)C(l)-0であるので,

・4(1) -γ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(12)

ここでとはゼロ/ベクトルではないN次元ベクトル. (10)は

A(B) (1-B)蛋- (l-B)d2(B)蛋+m　　　　　　　　　(13)

ここでm=A(B)仏と書き換えられる.また, (ll)及び(12)を用いて,

A (B)蛋-dz (B)蔓>+tm+Po-qo　　　　　　　　　　　(14)

ここでPt-A{B)蔓t及びqt-d2{B)蔓t,が得られる.さらに,

A(B) -A(1) + (1-B)A(B) -A2(B) (1-B) +A(1)B　　(15)

ここでA2(B)-A(B)+A(1),を用いれば(8)が得られる　　Q.E.D.

もし, Po-qo　が過程されるならば,ケース帥こおける(9)は, Engle

and Granger (1987)が定義するところの蔓tのerror correction represen-

tation (以後ECRということにする)そのものである.さらに(i)(n)(m)

のそれぞれのケースにおいて, di(jB)-l (1-1, 2, 3)が仮定されたとしよ

ラ. Engle and Granger (1987)は, co-integrationは多変量自己回帰モデ

ル(vector autoregressive model,以後VAR　ということにする)と

ECR　を対比させることによっても検出されることを示した.すなわち,蔓t

がco-integaratedする時,蔓tはECRを持ち,そうでない時, (ECRに

おけるerror correction termがゼロとなるので)蔓tはVARによって表

現される・上記の定理の表現式との関連で言うならば,蔓tが

co-integratedする場合のECRは(9)であり, co-integrated Lない場合

の　VAR　は(7)に相当するということができる. Engle and Granger

(1987)は,上記の様に, ECRとVARとを対比させることによるやり方

でco-integration　を検定することも提唱している. Engle and Granger

(1987) p.266　の4から7までの検定方式がそれに相当するものである.

しかしながら, (1)において定数項が存在する場合毎≠Qの場合)には,

蔓tがco-integrated Lないケースとして,定理1の(i)だけでなく, (ll)も
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存在するのである. (H)におけ.る(8)は,明らかに<fe(B)-lの仮定の下で

もVARにはなっていない.この様なケース回の存在は, co-integration

を検出したい時　ECRとVARの対比だけでは不充分であることを示唆

するものである.従って, Engle and Granger (1987) p.266の4から7

までの検定方式も,定数項が存在する場合には甚だ不充分であるというこ

とが言える.以下のことから, Nelson and Plosser (1982)の様に,蔓tの

各要素に対する表現式(6)において定数項(drift)がゼロか否かの検定を

(co-integrationの検定に先だって)行うことが重要なこととなってくる

ことがわかる.

4. Co-integration並びにcommon trendの個数の検出

について

この節では, (1)によって生成される蔓tについて,蔓tがco-integrated

Lているか否かを,また,彰のcommon trendの個数を(仮説検定とい

うformalな形にこだわることなく)検出するための統計量について吟味

する.まず, (1)あるいは(2)が,それぞれ以下の様に変換できる三つのケー

スがあることを示す.ここでm及びYは3節において定義されているも

のとする.

(a) U≠Qのケース:この時

G'〟-0 rankG-AT-1

となる様なNxCtf-1)行列Gが存在する. GとLtを用いて

F-bb′〟)-[l/2] : G(G'G)-[i/2]]

を構成する. Fは明らかに直交行列である,すなわちF'F-IN.その時,

1　N-l
Lzlt:蔓′　y-F'石t

と定義すると, (1)より

z¥t-z¥トi- e+elt

蔓2t~蔓2t-l-g2(

ここで

(16)

(17)
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e-仏′〟ト[1′2Vォ. Oi/ i e'2t]′ -F'i4c'H

また, (2)より

zu-to+b(l)'¥ l, ej¥+wu

z2t-B(l) ¥?. Ej¥+182t

ここで

(18)

[を(1) :5(1)']′-F'C(1)

Lu>it :轡'サ]′ -Fl机

(b) m<Nのケース:この時

K'H-O, rankK-m

HID{1) -O, rankH-r

∬′β(1)のすべての行ベクトルはゼロベクトルでない

を満足する様なNxm行列K及びNxr行列Hが存在する.この様な

Kと　Hを用いて

R-[K(K'K)-n!2] ≡ H(JTH)-n/2]]'

とすると,明らかに, Rは直交行列となっている.その時
m

:V・:・y'・'-〟'i

と定義すると, (1)より

どt一老>-l - γ+*・(!)蔓t+vlt-Viト1

-γ+ult

ここで

と= {KIK上[1/2]^′仏Fa) - (K'K)-nmK'C(¥)

mt-F(i)蔓U+vu-Viト1

(2)より

2t-tど+F(1) { e &}+#1<

貰t=W2t

ここで

(19)

(20)

(21)
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ml　姐

[脅'1i :脅′2tY -R'轡t

c) m<N且つ〟≠Qのケース(このケース融a)と(b)との共通部分とな

っている.) : (19)において

p′γ-0 rankP-m-1

となる様なmX(m-1)行列Pが存在する・ Pとγを用いて

Q-[γ(γ′ γ)-[l/2] : P(P′P)~[1/2]]

を,さらには

r-醇
を構成する.ここでrは直交行列となっている・その時, (21)のy声こ対

して

m-1

blfiy'tt ]′-Q'yt

と定義すると, (21)の第-式より

yit- ty+」(X) ∫

老蝣2,-F2(l)-{ 」を蝣+&ォ

ここで

V-(γ'γ)~[1/2]γ'γ, lilt ≡ g'2t]'-Q'wu

[/(I) : F2(l)′1-Q'F(1)

また, (20)より

yit-yit-i= w+sit

(22)

(23)

(24)

y2t-y2t- i -ァ2t

ここで

[fit iォ'2サ]'-VォU

(1)によって生成される蔓t (観測値としてsi.　打が与えられている

ものとする)に関して, co-integrationの存在並びにcommon trendの

数を検出するための統計量として,次の様な量の固有値を観察しよう・
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AMT

'=2蔓t-lZt>U=2-1蔓′t)
25

ここでATはfirst-orderのVARを適合させた時の(係数行列の) OLS

推定量になっている.また. si. …,打に依存する任意のN次正則行列

RTに対して,Ivj>JxjRtの固有値はATの固有値に等しくなっている. (そ

のことは,両者のJordan canonical formが等しくなっていることに由来

する.)以上論じてきたことを用いると, ATの固有値に関する次の様な

漸近的結果を得ることができる.

定理2 : (1)によって生成される蔓tから構成された, (25)で与えられて

いる統計量ATの固有値hr (*-1, 2, …,N)について

liT-l+Op(T-1) for /-!, …, m

hT-ら+0,(7し[1/2])>　右<1 for i-m+l,.日, N

但しm-Nのケースでは

26

Xi,T-l+Op(T~!) for i-l, _, N

ここでmは(1)におけるD(l)の階数,また,これらの固有値は　Ui,r|

≧¥h,: ≧…≧|Ajv.r|の様にorderingされているものとする.

証明:ケース(C)の場合についてのみ証明する. (ケースサ(b)あるいは

m-N且つォ-Qのケースについても同様にして示される,) RTを次の様

に定義しよう.

RT-RTDT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(27)

ここでR及びrは(b)(c)のstatementsの中で与えられている,さらに

1

Or--m-1

r

その時

蝣m-¥

T-[2!項O,

0 I T~V.-1:0

0　:0　　:T~[1/2%

m : r

Clli C12
_____Jll____

cz¥i C22

(28)
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ここで

1

Au--

m-1

1

Cn-一一一

m-1

1

T

Tl3 ∑y号t_1
l-'2

T        i    T

y-C2/5] ∑y2トtflt-1 y-2 ∑y2トが2t-1
f-2~

m-1

T

T- ¥2/5] ∑ yu-iy'2t
t-2

T

T~2 ∑ yu-iy'zt
t-2~

(-2~

1

T

Tl3 ∑yu-iyu
t-2

T

T-[2/5] ∑ y2t-mt
t-2~

T               T

A22-T-1 ∑貰t-1〆ト　C22-T-! ∑蔓ト1貰′t,
t-2　　　　　　　(-2

An-A'n-Op(T^U-/2]), c12-op(t-w), c2i-op(T~[1/2])

(23)を用いて, (28)で定義された部分行列の　order　を評価することによ

って

m m

m

R妄AtRt--・-
γ

(T~1) i o,(7し[1!2])
-　　　　　　　　　　　- - - - - -　　　　　　ソソT

(7し[1/2]) ! OpiT-1)

(29)よりRtlAtRtの(すなわち, ATの) Jordan canonical form Arを

形成するためのN次正則行列STについては,

m :r

(30)

とすることができる.さらに

A^cn-Im+Op{T-^)　　　　　　　　　　　　(31)

が得られる.その時　Si,t-/ォ.+O,(T-1)とすれば,んは, AxVCuの
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Jordan canonical formのprobability limitである.

また. ^22 ^22の固有値のprobability limitの絶対値が1より小である

ことは,貰tの定常性より自明である　　　Q.E.D.

上の定理は　h,Tがco-integration並びにcommon trendの個数を検

出するための指標として用い得るだけの妥当性(少なくとも大標本におい

て)を持っていることを意味している.

5. Co-integration並びにcommon trendのための検定統

計量

Co-integrationの有無,あるいはより一般に, common trendの個数の

検定問題を考察する.Common trendの個数のtrue value,すなわち, (1)

におけるDa)の階数のtruevalueをmoとしよう.また,前節におけ

るATの固有値hr (ォ-1,...,N)は,絶対値の大きさの順に次の様に並

べられているものとしよう.

Al.T ≧匝2,T¥≧・-≧|Ajw.:

また　hrのprobability limit右i-¥, …, N)ち,同様に並べられるも

のとする,すなわち

挿1l≧¥h≧‥　≧llNl

この時, (1)において以下の様な帰無仮説が設定される.

Ho :えm-1少なくともm個のcommontrendが存在する⇔痢≦mo

また,対立仮説は以下の様になる.

Hi蝣¥Xm¥<l高々ml1個のcommontrend Lか存在しない⇔痢>mo

Co-integrationの有無についての検定は,上記のcommon trendの個数

の検定のspecial case (m-Nのケース)である.

検定統計量を構成する前に,次の様な仮定を置く.

仮定(i)蔓　・i.i.d. (serially) (0, IN)

仮定回　rankCo-N
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仮定匝)帰無仮説の下で, (1)は

♪

蔓t-名　　　　石t-r蔓-j-i) +a+Co蔓t

と書かれる.

ここで

32

K7"- -^]〟

明らかに,仮定(si)lま, m。-Nを想定している.従って,仮定匝)の下での

Hoの検定は, co-integrationの有無についての検定{m-Nのケース)

に限定されることになる,さらに,この仮定は, 3節の定理1の匝)

n-N-l, mQ-N (nはC(l)の階数, moはD(Dの階数)のケースを排

除するものである.すなわち,この仮定によって,帰無仮説Hoの下での

(1)は, 3節の定理l(i) (mo-n-N)のケースのみに限定されているこ

とになる.

観測値{zi,.-.蔓T)を用いて, (1)及び(32)は

Z-Z_i+圭T-lU'+F

Z-Z-!+XL+ U

と書ける.ここで,

Z-[払-,2r]'サZ-i-Lzi,～,打11]′,F-le2eTy,

et-C(B)Et,U-WoEp+2,-,Cost]',

Z-[勧+2,～,蔓r]¥2-1-[勧+1.蔓--1]',

L-lAi,...,A少,ォ]',去・-1-(1,T-l-,1)',

x-[勧+1,-,|r-i]¥xt-L蔓't-z't-i,-・,蔓't-♪+i-W

また,以下の様な記号を導入しよう・

&-[^i,....**ォ]'◎-i-Ki,....fr-d′V-1-[も+1,-,号r-J′

ここでMhNは,互いに異なる1より大なる整数とする.

また,4節で考察されたATの固有値Am,Tに基いて作られる次の様な統

計量も導入することにする.
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9m, T={7初'[M(|V t| -1)]>k*+**+1}-i　　　　　　(35)

ここでh*=max{hl ,hN},そしてm*,k*は, m*,k*≧h*である様

な正整数とする・また, 〟は適当な正整数(例えば, 〟-2etc.)とする.

定理2から,この統計量に関して次のことが成立する.

Hoの下でvm,r-l+O?(T-**)

Hlの下でvm,T-Op(T-m*)

さらに,この統計量及び上で与えられたnotationsを用いて, (33)及び(34)

からそれぞれ

Mi{[Z+vffi, 7ゆ-lト[Z-1+予m, Tョ- i]} -MjF

M2{IZ+予サ, 7*-1トLZ-i+令*, -flt-iD -M2U

ここで

Mi-Ut-i一壬T-ld'7-1圭蝣-1)
T-1当r-i]

Mz-Ut-i-X(X′X)-*X']

が得られる.(36)(37)との関連において,(35)で与えられた統計量の関数

となっている次の様な二つの統計量も与えておく.

St(vサ,t)-{[Z-1+Vサ神-i]'Mi[2Li+DMiTO-i]}-1

([Z-1+予n,Tョ-il'MiEZ+iv^-J}(38)

5r(ivr)-{[.2-i+vm,TォP-1]′MzlZ-1+vm,T^-1]}-1

{[2-x+v^r^-i]′M2[2+vm,r^-J}(39)

(38)(39)は,それぞれ(36X37)に基くOLS推定量とみなすことができる.

その時,Hoを検定するための統計量として,(38)(39)の統計量の関数と

なっている様な次の様な二つのものを考察しよう.

sT(vm,T)-{vec[CT{Sr(vr)-/w}]}′([ん㊥tC妄10,-1Ml◎-iC^1}]

餌[1/2]u*㊥(C妄1◎'-iMi◎-iC^pV^Mvョ

{Ctl◎′-iMi◎-lC^DHvecHCHSK令n,T)-/#}]}(40)

Sr(vサ,T)-tr2rl{sr(vm,rト/ivHy'-^y-iHSrovr)-In)(41)

ここでvecvlは行列Aをベクトル化したものであり,㊥はKronecker

productを表すものとする.
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CT-7*(i) o : (NxN)

h(i)-(2hi+l)/2　(j-1　N)

t-l,..., AO

zT-T-HZ'Ut-p-i- Y(Y'Y)~蝣V IZ}

Y-lZ-i ¥ X]

Rt-r#nRini

蝣RnI-ftwAH

: (〃2×〃2)

・1AM

.A/AH

(NxN)　a, j-i, …, N)

kijiPi-¥¥1thp+h<'i

w=i-,KT,T-l-k
+1¥Rij(O)+E」[thP{t+k)h*
>'4=11(=1
+Mt+k)i*l/T*+*>+1}Rij(k)(P,q-lAO(*,j-l,...,N)

T-KTRij(k)-T^∑鴫蝣t+k(*",;-i,～,N;k-0,1,..-,KT)

t-¥

また,正整数KTはKT→oo,KT/T^'2→0を満足する様に選ばれるものと

する.さらに,狛ま(33)においてzitを(zit-1,1)に回帰させた時の残差

とする.

これらの検定統計量の漸近的結果をまとめものが以下の定理である・

定理3 : (1)によって生成された蔓tに関してin, -,蔓T)が観測された

時, (41)で与えられている帰無仮説Hoを検定するための統計量ァr(vm,t),

sr(vm,t)に関して,次の様な結果が成立する・

(a)仮定(i)(ii)(m)が与えられているものとしよう.帰無仮説170の下で

srivm,T)の漸近分布は自由度N2のchi-squareとなる・また苔T(vm,T)

に基く検定はconsistentになっている・
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(b)検定0(ll)が与えられているものとしよう.帰無仮説H.の下で,

ァT(予ォ,t)の漸近分布は自由度N2のchi-squareとなる・また　sT(vm,t)

に基く検定はconsistentになっている.

証明:帰無仮説Hoの下で, (35)(36)(37)より

veciSrW-Cん㊥STDvecCBi)

vec{首1B2}-[ん㊥ST^veccft)

この時

SiB¥-{CT'~i◎'-iMi◎-iCy^-HC妄1◎,_iMiF}

S21B2-{C示1、tf-iW-iC^-HC妄1V,_1M2坊

と置くと,

CrlSrivm^tトIn)-{Cテ1◎′-iMi◎_iCyVHCrl◎,_iMiFi

+Op(T-i)

Ct{St(Kt)-In}-{Cテ1V'-iM2V-lC示1)-1fCテ1V,_iM2U¥

+Op(T-i)

(44)

(45)

vec(B2)⇒N(Q, [∑㊥W]),　∑-CoC'O, W-¥imS2
T-^oo

vecCBi)⇒N(0, R),　R-vlimRT
T-)の

は明らかなので,帰無仮説の下でのa)(b)に関する結果が得られる.

対立仮説m-.N≧m>moの下で, (35)及びそれに関連した結果から,

SA予*, r) -i?{i?′ Z′-iMiZ-tfy -HR'Z'-xMxZR}R-^

+ Op <T-u/2])

ST(予*, t) -R{R′ 2-xM2Z-iR} -^{R'Z′-iM2ZR}R-1

+ 0, (7し[1/2])

46

(47)

が得られる・ここでRは4節のケース(b)の中で定義されているものとす

る(46) (47)及び4節のケース(b)の中で論じてきたことから,明らかに

ST(vm,t)及びST(予n,T)はINに確率収束しない.そのことから,これら

の検定がconsistentになっていることは明らかである　　Q.E.D.
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検定統計量(40)は(41)に比べてKTの存在のゆえに,帰無仮説の下での

漸近分布への収束のスピードは遅くなっている.しかしながら, (41)は3

節の定理1の(可の様なケースに対しては,妥当性を失ってしまうのである・

6.ま　　と　　め

本稿では,過去の文献においてあまり考慮されてこなかった定数項の存

在を意識しつつ, co-integration並びにcommon trendの問題について

考察してきた. 3節の定理1で明らかにされた様に,定数項が存在する場

合には, co-integrationが存在しないケースの中に, VARではない様な

モデルも含まれることになる.そして,そのことは, co-integrationの有

無はVARとECRとの対比だけでは判定できないものであることを意味

した.さらには, Engle and Granger (1987) p.266で与えられた4から

7までの検定方式は, co-integrationの検定として不充分なものであるこ

ともわかった. 4節で提示された統計量は,一階のVARをfitさせた時

の係数行列のOLS推定量の固有値であった.定理2においてまとめられ

たこの統計量の極限値の性質は,定数項が存在する場合も含めて,この統

計量をco-integrationの有無やcommon trendの個数を(仮説検定とい

うformalな形にとらわれることなく)決めるための一つの指標として用

いても良い(それだけの妥当性を持っている)ことを意味するものであっ

た.この統計量は, Stock and Watson (1987)で提示された固有値統計量

とは異なって, directlyにobserveされた値を用いて計算でき, unknown

parametersに何ら依存しない. 5節では, 4節の固有値統計量を用いて

formalな意味での検定統計量が構築された.この検定統計量の漸近的性

質は,過去の文献で提示されてきた検定統計量のそれがモデルないしは

ケースによって変動するものであったのに対して,定理3で示された様に,

漸近的正規性に基いたきわめて標準的・一般的なものであった・この検定

統計量の小標本での性質やパワーについては,特定化されたモデルに対し

てのモンテカルロ実験に依らなければならないと思われる.
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