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はしがき

多様体間のC∞級写像,及びその特異点についての研究は,古くは1940年代のWhitney
や1950年代のThornに始まり,その後大きな発展を遂げた.特に,局所的性質(与えら

れた写像の,ある点のまわりでの芽としての性質)に関する研究が多くなされ,現在では

多くの理論・道具が確立されている.

一方多様体論に関しては, 1970年代までに5次元以上の高次元多様体論がかなり発展し,

その中で,多様体の諸構造に関する大変興味深い事実が次々と発見されていった.特に,一

つの位相多様体の上にいくつもの異なった微分構造(これを異種微分構造という)が入る

ことが,多くの例とともに発見され,微分位相幾何学の世界に衝撃を与えた.もともと-

様な構造を持った数学的対象上で微分・積分を行うた釧こ考え出された概念が多様体であっ

たわけで,その上にいくつもの微分構造が存在し得る,という事実は大変なことだったわ

けである.さらに,最近になって4次元多様体に関する研究が進み,上のような異種微分

構造が5次元以上に比べるとさらに豊富に存在し,むしろそういったものがある方が自然

である,という状況が明らかにされるまでになってきている.

このように,多様体の構造の研究はかなり盛んに研究されてきたし,現在でも研究され

ているわけであるが,こうしたことの,写像の大域的特異点論の立場からの研究は,重要
であるにもかかわらず,ほとんどなされてきていなかった.その大きな理由の一つとして,

たとえばMorse関数(本質的には多様体のハンドル分解といっても同じである)を使って

ち,多様体の微分構造に関する情報は失われてしまい,多様体の構造の究明にはあまり役

にたたない,ということが挙げられよう.また,値域多様体の次元を一般にしてしまうと,

現れる特異点の型が複雑になりすぎてしまって,手に追えない状況になることがある,と

いう理由もある.ところが最近,実数に値を取る関数ではなく,多様体に値を取る写像とそ

の特異点を本質的に用いることにより,多様体の微分構造に関する情報が取り出せること

があるという例が発見され始めた.この結果により,多様体の構造の究明に,多様体間の

写像とその特異点の研究が大変重要であることがあらためて浮き彫りになったといえよう.

そこで本研究では,多様体間の微分可能写像とその特異点を用いて,多様体の構造,特

にその微分構造を解明することを目的とした.その結果,その完全解明はもちろんできな
かったが,いくつかの足がかりとなる結果がかなり多く得られたのではないかと思う.こ

れにより,こうしたアプローチの妥当性が再び正当化されたと言って良いであろう.今後
もこうした手法をさらに精密化することにより,多様体の諸構造を解明してゆくことが大

いに期待されるところである.

平成13年3月

研究代表者　佐伯　修

(広島大学大学院理学研究科)
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研究成果

(1)安定写像と多様体の微分構造の研究
4次元C∞級多様体から3次元空間へのジェネリックなC∞級写像について研究を行い,

いくつかの新しい結果を得た.まず,もっとも簡単な特異点である定値折り目特異点しか持

たない写像について考察し,そのような写像を許容する4次元多様体の微分構造について

調べた.そしてそのような写像を許容する複素曲面を完全に決定することに成功した.さ

らに, 4次元多様体から3次元空間への一般のC∞安定写像についても詳しく調べ,その

Stein分解の多面体としての局所的構造を完全に決定した.さらにそういった安定写像の特

異ファイバ-の位相型を詳しく調べ,それらの個数に関する新しい結果を得た.いままで

特異点の個数に関する公式はいくつか知られていたが,特異ファイバーの個数に関する公

式はこれまでになく,この結果は大域的特異点論の今後の発展に大きく貢献するものと思

われる.さらに,今まで知られていなかった特殊な性質をもつ安定写像を具体的に構成す

ることにも成功した.また,単体写像に対する2色定理と,それに関連するオイラー標数

公式を導き出し,それを安定写像に応用して,特異点の個数に関する新しい結果も得た.

今後は,複雑な特異点を消去できるかどうか,その障害について調べることが課題であ

るが,そのためには特異点のみでなく,特異ファイバーの挙動に注目することも必要であ

ることが本研究で明らかとなった.これについて詳しく調べてゆくのが今後の研究課題の
一つである.

(2)安定写像と結び目理論の研究
平面への安定写像が与えられたとき,その持ち上げとなる余次元2の埋め込みが常に自

明なものになる十分条件について調べ,新しい結果を得た.

(3)安定写像と位相的埋め込みの研究
与えられた写像が位相的埋め込みにホモトピックとなるための障害類について,特異点
理論の立場から調べ,そのはめ込み問題への応用などを得た.

(4)インスタントシ解に関する研究
特殊ホロノミ一群をもつ高次元リーマン多様体上のインスタントン解に関する研究を行っ

た・特に, 4次元Al型ALE空間(Eguchi-Hanson空間)の自然な高次元化と考えられる

8次元Spin(7)多様体上で, 8元数的インスタントン方程式の球対森解の構成を行った.し
かし,この方程式のモジュライ空間の幾何学の理解はまだ不十分であり,今後の課題とし

て残されている.

(5)超対称ゲージ理論の研究
局所ミラー対称性の視点から5次元超対称ゲージ理論の研究を行った.特に, Hirzebruch

曲面P2およびそのA'(< 5)点blow, upに対して局所ミラー対称性を適用して得られる楕
円曲線の族を考え,それに基づいて5次元超対称ゲージ理論のプレポテンシャルを計算し
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た.この結果をSl上にコンパクト化して4次元超対称ゲージ理論と関係づけることによっ

てSeiberg-Witten理論に対する新しい見方が得られた.

(6) 3次元多様体内の双曲型結び目のデーン手術の研究
3次元多様体内の双曲型結び目のデーン手術により,非双曲的な多様体を生じる場合を

例外的デーン手術という.双曲型結び目は, 3次元多様体内において最も一般的な結び目

の族であり,そのデーン手術によって,有限個の例外を除いて常に双曲的多様体を生じる

ことが知られている.従って,現在のデーン手術研究の中心課題は,例外的デーン手術に

おける現象の分析といってよい.

この2年間において取り組んだ例外的デーン手術は,次の4種類である:

(ア)クラインボトルを生成する場合

(イ)レンズ空間を生成する場合

(ウ)射影平面を生成する場合

(エ)本質的トーラスを生成する場合

(ア) , (イ)に関しては,結び目の種数を用いてデーン手術に対する制限を与えた.特に,

結び目の種数が1の場合においては,完全な結果を得た. (ウ)については,結び目の向き

付け不可能種数が2ならば,射影平面の生成は不可能であることを示すことができた. (エ)

については,任意の整数が,ある双曲型結び目の例外的デーン手術のスロープとして実現

可能であることを証明した.

(7)コボルディズムを法とするはめ込みの研究
以前,任意のn次元向き付け可能閉多様体がコボルディズムを法としてどれほど低い次元

のユークリッド空間にはめ込むことができるかを考察し,すべての次元について最良の結果

を得ることができた.今回は,埋め込みについて考察し次の結果を得ることができた.ここ

で,自然数nに対してα(n)¥まれを2進数で表したときの1の数を　u{n)はn-{2m+l)2^n>
で定義される自然数を表すとき,

β(n) - 2n- α(n) -min{α(n), v(n)}

である.

定理.　n≧4のとき,任意の向き付け可能閉多様体Mnはコボルデイズムを法として

R7(n)に埋め込むことができる.
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この定理において, nが13のときを除いたすべての次元で最良の結果であることも証明

できた.

(8)多元環のコホモロジー環による実現可能性についての研究

空間Xに対して,そのZ/p係数のコホモロジー環H*(X;Z/p)はZ/p上の多元環であり,
さらにSteenrod代数上の加群となることが知られている.逆に,この性質をもった多元環

が,ある空間のコホモロジー環として実現可能であるかを調べることは,ホモトピー論の代

数的側面を研究する上で重要な問題と言える.今回, Mimura-Toda, Harper, Cooke-Smith
等によって構成された空間のコホモロジー環を一般化したある種の多元環を考え,その実

現可能性と実現の一意性に関して様々な結果を得た.

(9)ホップ空間上のループ空間のホモトピー型に関する研究

Aguade-Smithは, Xが単連結なホップ空間でそのループ空間OXが有限次元ならば,

Xはトーラス(Slの直積)にホモトピー同値であることを示している.今回, Xが単連

結なホップ空間でそのループ空間のコホモロジー環H*(nX; Z/p)が有限生成環であるなら

ば, xはEilenberg-MacLane空間の直積にホモトピー同値であることを証明した.この結

果はAguadトSmithの結果を有限次元でないループ空間の場合に一般化している.

(10)ループ空間の高次ホモトピー可換性についての研究

(9)で扱った問題をさらに精密に調べるために,ループ空間の高次ホモトピー可換性につ

いての研究を行った・今回, Sugawara, Williams等によって導入された高次ホモトピー可

換性を備えたループ空間(cn一空間)を扱い,コホモロジー環が有限生成環であるという仮

定のもとで,それらのホモトピー型をほぼ完全に分類する結果を得た・特に　cp一空間を㌢

完備化すると, Eilenberg-MacLane空間の直積にホモトピー同値であることを証明してお

り. (9)の結果を一般化,精密化している・
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