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見えに基づく姿勢推定のための
複素部分空間と四元数部分空間の構築について

玉 木 徹† 天 野 敏 之††

金 田 和 文† 市原 由美子†

本稿では、3次元で 1軸回転する物体の画像列を表現する複素部分空間と、3軸回転する物体の画像
列を表現する四元数部分空間を構成し、それを用いた見えに基づく画像からの物体の姿勢推定手法を
提案する。非線形回帰や多様体学習のような手法と異なり、本手法は線形部分空間を用いたアプロー
チを取り、実際の画像を用いて手法の有効性を検証する。

On the complex and quaternion subspaces
for view-based pose estimation

Toru Tamaki,† Toshiyuki Amano,†† Kazufumi Kaneda†

and Yumiko Ichihara†

This paper proposes a new method for construction of a complex subspace for rotation about
a single axis and a quaternion subspace for 3DOF rotation of a 3D object, then demonstrates
with the proposed method view-based pose estimation.

1. は じ め に

画像に写る物体の姿勢パラメータを推定する問題は
コンピュータビジョンの重要な問題の一つであり、これ
までに多くの研究がなされている。その多くは剛体の
既知形状モデルに対する運動や投影の 3次元幾何を用
い最適化問題を解く、モデルに基づく (model-based)

手法1) である。それに対して、物体の形状や 3次元空
間での投影といった幾何学的な撮像過程を仮定せず、
物体の見た目である画像そのものを学習する見えに基
づく (appearance-based, view-based) 手法が数多く
提案されている。
見えに基づく姿勢推定の手法は、一般に画像と姿勢
推定パラメータとの関係を学習する。3次元空間中の
物体がある軸回りに回転する場合、学習においては軸
回りの回転角度 θj とその角度のときに撮影された画
像 xj を対にしたものを学習セット {θj , xj}j=0,1,...と
し、テスト時には未知の画像 x に対応する姿勢 θ を
推定する。これらを実現する研究には画像中の特徴点
を利用する手法2)∼4) や多様体学習を用いる手法5),6)
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なども提案されている。しかし、画像 xをそのままベ
クトルとみなす線形部分空間に基づく認識手法は以前
から研究されており、依然として重要である7),8)。こ
れらの研究には、固有空間を用いる手法とパラメータ
との関係を学習する手法がある。
固有空間に基づく姿勢推定手法には、画像ベクトル
が低次元固有空間で形成する多様体をスプラインで表
現するパラメトリック固有空間法9),10)があるが、線形
代数的な推定を行うことはできない。一般に多様体だ
けでなく、固有ベクトル自体も画像によって変化する
が、2次元画像を回転した特殊な状況における基底ベク
トルは DCT 基底になることが知られており11)∼15)、
3次元物体の 1軸回転画像の基底を DCTで近似して
姿勢推定を行う手法13),15) や 3軸への適用16) も提案
されている。
一方、入力画像と出力パラメータを関連付ける線形
写像を推定する手法が多数提案されている。この関連
付けには、二つの与えら得た学習データ同士の相関を最
大化する CCA (canonical correlation analysis)やそ
の kernel版6),8),17)、線形回帰18) やその変形19)∼21)、
サポートベクトル回帰22)∼24) などが用いられている。
これらに対して筆者らは、1軸回転する物体を撮影
した画像列は物体が一回りすると同じ画像に戻ってく
ることに着目し、n 枚の画像列に働く n 位の巡回群
を用いるという、従来とは全く異なるアプローチを提
案し、学習画像間の補間25),26) と姿勢推定27) に適用
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した。この手法は、画像列中のある画像から次の画像
への遷移は、部分空間における複数の 2次元回転で表
現する。そのため、未知画像の姿勢推定は、基準とな
る画像からの部分空間における回転量の推定に置き換
えることができる27)。しかしこの手法には、一回り
すると元に戻るという巡回群による定式化では 3自由
度で回転する物体の画像列を扱えないという問題点が
あった。
そこで本研究では、巡回群による定式化のうち「未
知画像の姿勢推定が、基準となる画像からの部分空間
における回転量の推定に置き換えることができる」と
いう部分にのみ着目し、これを実現する部分空間を構
成する手法を提案する。
部分空間における回転の表現として、1軸回転の場合
は偏角で角度を表せる複素数25)を、3軸回転の場合は
実部が回転量を、三つの虚部が回転軸を表す四元数28)

を用いる。1 軸回転の角度 θ は 2π で 0 に戻るため、
通常は sin θ, cos θ の 2 パラメータを用いる8),17)∼19)

が、ここでは 1つの複素数を用いる。また 3軸回転の
角度表現にはざまなものがあるが、姿勢推定には固定
角が用いられることが多い9),10),22),23)。しかしこれら
はそれぞれ 2πで不連続であり、sin, cosを用いて適切
なパラメータ化をしたとしても、ある姿勢で角度が連
続にならないジンバルロックの問題が残ってしまう。
そこで本研究では、3軸回転の姿勢を表現するために
単位四元数を用いる。複素数も四元数も体であり、1

軸回転の手法を自然に 3 軸回転に拡張することがで
きる。
提案手法は、まず学習画像同士の回転を複素数また
は四元数で表現する部分空間を劣決定の連立方程式と
して定式化し、零ベクトルを求めることで複素数また
は四元数部分空間を構築する。姿勢推定では、未知画
像をその部分空間に投影して基準画像からの回転を表
す複素数または四元数を求める。本稿では、提案手法
を 2軸回転する物体の実画像系列に適用した実験を示
し、本手法の特性などを議論する。

2. 複素対角化を用いた 1軸回転の姿勢推定

ここではまず、巡回群行列を用いた 1軸回転の姿勢
推定の手法25)∼27) を概説する。

2.1 画像の遷移を表す行列 Gの分解
ある物体を 3次元の 1軸で等間隔に回転させて撮影
した n枚の画像を xj = (xj1, xj2, . . . , xjN )T ∈ IRN、
その画像を撮影した角度を θj = 2jπ/nとする。ここ
で j = 0, 1, . . . , n− 1である。さらに実際の状況とし
て N > n、つまり画素数は画像数より大きいことを
仮定する。
まず画像 xj を xj+1 へと遷移させるような、物体
の 1軸回転の 1ステップ分に相当する以下のような作

用 Gを考える。
xj+1 mod n = Gxj , xj = Gjx0, Gn = In (1)

ここで In は n × n 単位行列である。この G を、画
像列に働く n位の巡回群の生成元の表現行列と呼ぶ。
この群の作用は、以下のように画像の線形変換で書く
ことができる。
[x1 x2 · · · xn−1 x0] = G[x0 x1 · · · xn−2 xn−1] (2)

上式を X1 = GX0 とおいて、Gを求める。
まず式 (2) は劣決定の連立方程式であるので、X0

の最小ノルム型一般化逆行列29)X+
0 を用いて

G = X1X
+
0 = X1(X

T
0 X0)

−1XT
0 (3)

= X1V Σ−1ET (4)

が得られる。ここでX0の特異値分解をX0 = EΣV T

とする。
また n × nの列置換行列M を用いて、X1 は次の
ように書ける。

X1 = X0


0 1
1 0

1 0

. . .
. . .
1 0

1 0

 = X0M (5)

ここでM の対角化27) を、複素対角行列 D とユニタ
リ行列W を用いてM = W HDW とする。
最終的に、Gの分解は以下のような行列の積で表現
できる。

G = U2DU1 (6)

U1 = WV Σ−1ET , U2 = EΣV T W H (7)

U1U2 = In (8)

ここで、1の原始 n乗根を ζn = e
2π
n

i とすると
D = diag(1, ζn, ζ2

n, . . . , ζn−1
n ) (9)

である。
この Gを分解する複素行列 U1, U2 は、画像の姿勢
を表す複素部分空間への投影と考えることができる。
つまり x′

j = U1xj ∈ Cn とおくと
xj+α mod n = Gαxj = U2D

αU1xj (10)

x′
j+α mod n = Dαx′

j (11)

が成り立ち、Dを何乗するかで画像の遷移を決定するこ
とができる。この遷移は学習済みのα = 0, 1, . . . , n−1

の場合は厳密に成り立つ☆ため、それ以外の未学習画
像に対しても近似的に成り立つことを仮定する。する
と未知の画像 xに対して

x′ = Dαx′
0 (12)

を満たす αを、基準画像 x0 に対する姿勢の推定値と
することができる。

2.2 部分空間における姿勢推定
この部分空間での画像遷移を利用して、新たな画像

xの姿勢パラメータ θ を推定する方法☆☆を二つ示す。

☆ 式 (2) が劣決定であるため。
☆☆ これらはブロック対角化を用いた手法27) と本質的に同じであ
る。
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2.2.1 距離に基づく姿勢推定
一つ目は、以下のように部分空間におけるユーク
リッド距離が最小になる指数 αを姿勢パラメータの推
定値 θ とする方法である。

α̂ = argmin
α

||x′ − Dαx′
0||2, θ =

2π

n
α̂ (13)

2.2.2 角度に基づく姿勢推定
もう一つは、対角行列 D の一つの行に対応する 1

次元複素部分空間を用いる方法である。
x′ = (x′

0, x
′
1, . . .)

T , x′
0 = (x′

00, x
′
01, . . .)

T として式
(12)を要素ごとにみると、Dα は対角行列なので、

(x′
0, x

′
1, x

′
2, . . .)

T = (x′
00, ζ

α
n x′

01, ζ
2α
n x′

02, . . .)
T (14)

となる。つまり x′ は x′
0 の各要素に絶対値 1 の複素

数 ζjα
n をかけたものである。特に x′

1 は x′
01 の偏角を

2π
n

α倍したものであり、これは x′
1 と x′

01 がなす角に
相当する。
そこで U1 の ζn に対応する行を

uT = (0, 1, 0, . . . , 0) U1 ∈ Cn (15)

と抜き出すと、
x′

1 = ζα
n x′

01 (16)

は
uT x = ζα

n uT x0 (17)

と書き直せる。したがって、他の x′ と x′
0 の要素の

関係を見ずに、複素平面における x′′ と x′′
0 のなす角

θ = ∠ζα
n = ∠ uT x

uT x0
(18)

だけを見ることで、姿勢を推定することができる。

3. 1軸回転のための複素数部分空間の構築

前節で述べた 1 軸回転の姿勢推定手法を 3 自由度
の回転の推定に拡張する。1軸回転の場合は 2.1節の
ように画像の遷移を一つの巡回群 G で表現すること
ができるが、3軸回転の場合は式 (2) に対応する表現
が存在しない。そこで本稿では、行列の対角化という
視点からではなく姿勢を表現する部分空間の構築とい
う観点から、1軸回転の姿勢推定手法を定式化しなお
し、それを 3軸回転に拡張する。

2.2.2節で述べたように、複素行列 U1のある複素行
ベクトル uT を用いると、ある画像 xと基準画像 x0

の uT による投影 x′
1, x

′
01 ∈ Cは、ある複素数 ζα

n を
用いて x′

1 = ζα
n x′

01 と表すことができた。これは、推
定したい画像をこの部分空間 uT へ投影すると、基準
画像からの姿勢が複素数の積によって表現できること
を示している。
ここでは、逆にそのような uT が存在するという仮
定から出発する。つまり、ある uT ∈ Cn が存在して、
xj , λj が与えられたとき、以下の式を満たす。

uT xj = λjuT x0, j = 0, 1, . . . , n − 1 (19)

ここで uT xj , uT x0 ∈ Cであり、また λj = ζj
n は画

像 xj の姿勢 ∠λj = 2jπ/n を表す複素数である。

N > nを仮定すると、式 (19)は劣決定の連立方程
式であり、以下の二乗誤差を 0 にする u がかならず
存在する。

min
u

n−1∑
j=0

||uT xj − λjuT x0||2 (20)

ここで上記の連立方程式を以下のように変形する。
xT

1

xT
2

...

xT
n−1

 u =


λ1xT

0

λ2xT
0

...

λn−1xT
0

 u (21)


xT

1 − λ1xT
0

xT
2 − λ2xT

0

...

xT
n−1 − λn−1xT

0

 u = 0 (22)

上式を Au = 0とおくと、ベクトル uは行列 Aの右
零ベクトルである。これは rank(A) = n < N のとき
必ず存在する。
式 (22) の幾何的な解釈は次のような興味深いもの
である。元の式 (19)では、画像 xをuT が表す 1次元
複素部分空間に投影すると、基準画像 x0 に対する姿
勢が複素数 λの偏角で表現されていた。しかし式 (22)

では、uT に投影する前に基準画像に姿勢を表す複素
数をかけ、推定したい画像との差をとると、そのベク
トルが部分空間 uT と直交する。
この uを用いて、新たな画像 xにやはり以下の関
係が成り立つと仮定する。

uT x = λuT x0 (23)

そして式 (18) と同様に、次式で姿勢 θ を推定する。

θ = ∠λ = ∠(uT x)(uT x0)
−1 = ∠ uT x

uT x0
(24)

4. 3軸回転のための四元数部分空間の構築

前述の考えを 3軸回転の場合に拡張する。つまり、
ある部分空間 u が存在し、推定したい画像をそこへ
投影すると、基準画像からの姿勢がある数の積によっ
て表現できることを仮定する。1軸回転の場合は、対
角化による定式化からの類推に基づいており、また回
転角が複素数の偏角という 1パラメータで表現できる
という理由から、姿勢は複素数 C の積によって表現
していた。ここでは 3軸回転を考えるため、姿勢の表
現は複素数ではなく四元数 IHの積によって表すこと
にする28)。以下行列はすべて四元数行列である。

4.1 四元数部分空間による定式化
前節と同様に、ある u ∈ IHn が存在して、xj , pj が
与えられたとき、以下の式を満たすという仮定から出
発する。

xT
j u = pjxT

0 u, j = 1, 2, . . . , n − 1 (25)
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つまり、ある画像 xj の部分空間への投影 xT
j u ∈ IH

は、基準画像 x0 の投影 xT
0 u ∈ IH に四元数 pj を左

からかけたもの☆に等しく、その pj が画像 xj の姿勢
を表しているとする。ここで、pj は 3 次元回転を表
すため、単位四元数 |pj | = 1とする。

N > nを仮定すると、式 (25)は劣決定の連立方程
式であり、以下の二乗誤差を 0 にする u がかならず
存在する。

min
u

n−1∑
j=1

||xT
j u − pjxT

0 u||2 (26)

ここで上記の連立方程式を以下のように変形する。
xT

1

xT
2

...

xT
n−1

 u =


p1xT

0

p2xT
0

...

pn−1xT
0

 u (27)


xT

1 − p1xT
0

xT
2 − p2xT

0

...

xT
n−1 − pn−1xT

0

 u = 0 (28)

上式を Au = 0とおくと、ベクトル uは行列 Aの右
零ベクトルである。これは rank(A) = n < N のとき
必ず存在する。

4.2 右零ベクトルの求め方
ではこの右零ベクトル u を求めよう。行列 A は、
各行が張る部分空間を表すとみなせる。uはその部分
空間 A に直交すればよい。したがって、適当なベク
トル u0 が与えられたとき、それを部分空間 Aに投影
したベクトルを u′

0 とすると、u = u0 − u′
0 は明らか

に求めたい右零ベクトルの一つである。
u0 の Aへの投影 u′

0 は次式で求める。
u′

0 = AH(AAH)−1Au0 (29)

ここで H は共役四元数転置を取ることを意味する。し
たがって、

u = (I − AH(AAH)−1A)u0 (30)

である。
4.3 3軸回転の姿勢推定
新たな画像 xの姿勢を以下のように推定する。その
画像の姿勢を表す四元数を pとすると、

xT u = p xT
0 u (31)

が成り立つとする。よって

p = (xT u)(xT
0 u)−1 (32)

= (xT u)
xT

0 u

|xT
0 u|

=
(xT u)(uHx0)

|xT
0 u|

(33)

となる。ここで pは pの共役四元数を意味する。この

☆ 四元数は積について非可換であるので、pj と u の積の順序に
注意。

図 1 実験に用いた Dwarf 画像2) とその撮影カメラ位置

図 2 Dwarf 画像の姿勢と回転軸の対応関係

四元数 p は、（基準画像 x0 からの）回転の推定値を
表す。
ただし、基準画像 x0 の四元数が単位四元数になる
ことを保障するために、以下のように正規化する。

p =
(xT u)(uHx0)

|xT
0 u|2

(34)

5. 実 験

実験には Gabriele2) による “Dwarf”人形の画像群
を用いた。これらの画像は、物体を中央に固定し、そ
れを取り囲むように半球格子状にカメラを配置して撮
影したものである。図 1 に、カメラ配置位置を示す
半球と、各カメラ位置で撮影された画像のいくつかを
示す。方位角と仰角の刻み幅はそれぞれ 3.6[deg]であ
り、方位角については 0 ∼ 360[deg]の 100ステップ、
仰角については 0 ∼ 90[deg]の 25ステップで、合計
2500 枚の画像からなる。図 1 中の x0 と示してある
基準画像を撮影した位置が、方位角仰角ともに 0[deg]

のカメラ位置である。
図 2に、画像と姿勢の回転軸との対応を示す。今回
の実験では、カメラを固定して、物体を固定軸周りに
回転したものとみなして、姿勢パラメータである四元
数を与えた。つまり、人形を固定してカメラ位置を半
球状に与える代わりに、カメラを固定して人形を x軸
回りに回転した後に y 軸回りに回転したものとみな
す。ここで x軸は物体の鉛直方向、y軸はカメラから
見て右方向、z軸はカメラの光軸（奥行き）方向とし、
x軸周りの回転が方位角に対応し、y 軸周りの回転が
仰角に対応する。したがって、方位角 θj、仰角 ϕj の
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カメラ位置から撮影された画像 xj の姿勢を表す四元
数 pj を、以下のように与えた。

px
j = cos(θj/2) + sin(θj/2)(i + 0j + 0k) (35)

py
j = cos(ϕj/2) + sin(ϕj/2)(0i + j + 0k) (36)

pj = py
j px

j (37)

ここで cos(θ/2) + sin(θ/2)(ai + bj + ck)は、回転軸
(a, b, c)回りに角度 θ だけ回る回転を表す四元数であ
る。この変換から分かるように、この実験画像では物
体の 2軸回転しか扱っていないが、四元数 pj を扱う
点では 3軸回転と同等である。右零ベクトルを求める
ための u0 として、すべての値が 1 + i + j + kである
ものを用いた。
学習には、方位角仰角ともに 10ステップ毎の画像を
用いた。つまり、方位角については 0, 36, 72, . . . , 324

[deg] の 10ステップ、仰角については 0, 36, 72 [deg]

の 3ステップで、合計 30枚の画像を学習した。
推定には、方位角仰角ともに 5ステップ毎の画像を
用いた。つまり、方位角については 0, 3.6, 7.2, . . . [deg]

の 100ステップ、仰角については 0, 18, 36, 54, 72 [deg]

の 5 ステップで、合計 500 枚の画像の姿勢を推定し
た。推定された四元数 p̂は単位四元数ではない場合が
あるため、|p̂| = 1 となるように正規化した。真の四
元数 pと p̂は、差を表す四元数

pd = cos(θd/2) + sin(θd/2)(ai + bj + ck) (38)

を用いて p = pdp̂ と書けるので、pd = p̂p−1 の実
部の cos−1 をとり θd を推定誤差とした。図 3 に姿
勢推定結果を示す。学習した画像については、推定
誤差は 0 になっている（ϕ = 0, 36, 72 の線の、横軸
θ = 0, 36, 72, . . .は、推定誤差が 0）。しかし、学習し
ていない画像は推定誤差がかなり大きくなっており、
推定精度を向上させることが今後の課題である。
学習画像に近い画像ではどの程度推定できるのかを
見るために、基準画像 x0 に一様ノイズを加えて推定
した結果を図 4に示す。ノイズがない場合には誤差が
0であるが、ノイズが増えるにつれて線形に推定誤差
が増えている。ロバストな推定の実現も今後検討する
必要がある。

6. お わ り に

本稿では、3次元で 1軸回転する物体の画像列を表
現する複素部分空間と、3軸回転する物体の画像列を
表現する四元数部分空間を構成し、それを用いた見え
に基づく画像からの物体の姿勢推定手法を提案した。
学習画像同士の回転を複素数または四元数で表現する
部分空間を劣決定の連立方程式として定式化し、零ベ
クトルを求めることで複素数または四元数部分空間を
構築した。姿勢推定では、未知画像をその部分空間に
投影して基準画像からの回転を表す複素数または四元
数を求めた。しかし、学習した画像以外の推定誤差は
大きく、今後の改良の余地がある。これは右零ベクト
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図 4 基準画像 x0 の各画素 xに一様ノイズを加え x → x+d, d ∈
[−D, D] とした場合の推定誤差 θd（10 回の平均と標準偏
差）。縦軸は推定誤差を、横軸は各画素値 (x ∈ [0, 255]) に
加えた一様乱数の大きさ D を示す。

ル uを求めるときに何の制約もなく任意の u0 を用い
ていることが原因の一つであると思われる。今後は提
案手法に必要な制約条件を検討する。また学習画像を
増やして学習データの粗密が推定結果に与える影響を
調査したり、実際に 3軸回転する物体画像を用いて実
験することなども今後行う予定である。
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