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§0 じめに 

ν= hE 聞く エネ 振動数 結び け 式 あ 思う 普通 い

う 。こ 式 ，通常，物理化学 教科書 分 学 章 場 ， Planck-Einstein

式 あ い Planck 関係 いう 前 呼 い 。 ，ほ 場合，

対象 式 書 い ( う あ )。Planck 付く ，Planck 黒体輻射

理論式 い 入 νh いうエネ 量子 概念 後 物理学 決定付け

こ 影響 大 い。 ，こ 式 対 け適用さ 式 く，あ

ゆ 物質(波) 対 適用 う 非常 重要 一般式 いうこ 忘 い。de 

Broglie 提案 物質波(波長： ph=λ ) ，物体 運動 う波動 あ ，前期量子

論 Bohr 原子模型 理論的弱点 克服 ，電子 回折現象 予測 画期的 概念

あ ， 物質波 概念 ν= hE 時 議論 い 教科書 あ 少 い

， ν= hE 本質的 意味 示さ い ，単 エネ 表 式 認識さ い

こ 多い い 思え 。あ い ν= hE ph=λ 時 扱わ ，

適用 示さ ， ν= hE 物体(粒子) 運動 結び け こ ほ 行わ

い い う あ 。de Broglie 式 適用 ， chhp ν=λ= ， 運動量

chν あ こ 簡単 出 。 ，こ 式 (運動量) = (エネ / 度) い

う形 取 い こ 物体 (粒子 ) 運動 適用 ， 2)21( mvE = 代入

mvp )21(= い， mvp = 一致 い いう問題 生 こ (初

学者 )混乱 (筆者 昔，混乱 )。 

粒子 波動 重性 理論 展開 ， 子 運動量 chν あ こ 出

Einstein あ いう 実 ， ν= hE 物体 運動 波動性 表 de Broglie

式 ph=λ 合わ ， Einstein-de Broglie 式 呼 あ 1。 ，

い Einstein 落 de Broglie 式 呼 う ， ν= hE

時 解 さ こ く い う 。い ， ν= hE

λ=ph 左辺 粒子性，右辺 波動性 表 い 式 時 扱わ

あ ，前者 式，後者 物質波 式， いう う 区別 うこ 避け

あ 。以 ，物体 運動 表現 根本式 ν= hE ph=λ 意味

考え 。 

 

§1 物体 度と物質波 度 混乱 

Einstein-de Broglie 式 ， 

                                                   

1 実，物理学辞典編集委員会編 物理学辞典 ( 風館，1989 ，初 第3刷 (第1刷 1986 )) こ 呼び

掲載さ い 。 

物体 度 物質波 度 

― ν= hE 本質 理解― 
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 ν= hE  (1) 

 

 
p

h
=λ  (2) 

あ 。こ 式 議論 あ 誤解例 以 示 。 

波 度 (高等学校 教科書 出 い う ) 

 νλ=v  (3) 

え 。こ ，式(1) 式(2) 得 ν λ 代入 ， 

 
p

E

p

h

h

E
v ==νλ=  (4) 

。一方，質量m 物体(粒子) 真空中 運動量 p 運動 い エネ ， 

 
m

p
E

2

2

=  (5) 

え 。式(5) 式(4) 代入 ， 

 
m

p

mp

p

p

E
v

22

2

===  (6) 

，こ 力学 深い式 mvp = mpv = 一致 い。 様 ，運動

エネ 式 2)21( mvE = 運動量 式 mvp = 式(4) 代入 ， 

 
22

1 2 v

mv

mv
v ==  (7) 

，こ 自然 ( 可解 )状態 う。こ 議論 こ い

以 考え う。 

 

§2 物体 運動 度と物質波 度 相違点 

い ， 

 ω=ν= hhE  (8) 

 k
hh

p h=
λ

π

π
=

λ
=

2

2
 (9) 

成 立 。ここ ， πν=ω 2 角振動数， λπ= 2k 波数ベ ト 大 さ あ 。式(4)

式(8), (9) 代入 ， 

 νλ=
π

λ
πν=

ω
=

ω
==

2
2

kkp

E
v

h

h
 (10) 

，真空中 度 波長 一定 あ ，式(10) 常 一定値 ，ω
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k 比( ν λ 積) 一定 保 い 。言い換え ，常 vk=ω (v：一定) あ 。

こ ，こ 議論 物質波 適用 う ，式(6)や式(7) 見 う ， 通常

力学 式 矛盾 式 出 う ，こ 問題 解決 く い。

，式(4) 表さ 度v 通常 力学 度v 違い 明 必要 あ [式(7)

左辺 右辺 v 意味 相違 いう言い方 ]。 

式(4) 示 度 ，波 度， ，波 位相 点 進行 度 あ ，正確

位相 度(phase velocity) 呼 あ 。こ 意味 添 p 付け ，式(4)

， 

 
p

E
v =p  (11) 

書け 。波 1周期あ 1波長分進行 ，位相 度 波長 振動数 積 え

こ [式(4)] 当然 こ あ 。 ，式(7) 生 矛盾 ， 物体 度 物

質波 度(位相 度) 異 いうこ 原因 あ こ 。 ， mvp = や
2)21( mvE = いう式 現 物体 度v 一体 ういう 度 あ う 。 

ここ ，真空中(自由空間中) de Broglie 波 考え 。言い換え ，真空中(自由

空間) 伝わ 物質波 あ 。外力 い場合 Hamiltonian 固 関数 )(rψ ，次

Schrödinger 方程式 

 )()(
2

2
2

rr ψ=ψ∇− E
m

h
 (12) 

満 。 面波 表 関数 )( rk ⋅ie こ 方程式 解( 固 関数) あ ， 

 )()()( rkrkrk
k

r

⋅⋅⋅ =
∂

∂
≡∇ iii eiee  (13) 

関係 利用 ，固 値E  

 
m

k
E

2

22
h

=  (14) 

あ こ わ 。ここ ， ω= hE あ ， 

 
m

k

2

22
h

h =ω  (15) 

， 

 
m

k

2

2
h

=ω  (16) 

成立 。ω k 関係 得 ， 群 度(group velocity) 定義 
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k

v
d

d
g

ω
≡  (17) 

代入 ， 

 
m

k
v

h
=g  (18) 

得 。運動量演算子( ∇−= hip̂ ) 固 関数 )()( rk
r

⋅=ψ ie 作用さ ， 

 )()()(ˆ )()(
rkkrr

rkrk ψ==∇−=ψ∇−=ψ ⋅⋅
hhhh

ii eeiip  (19) 

運動量固 値 kh あ こ わ 。 こ ，式(18) pk =h 代入  

 v
m

mv

m

p
v ===g  (20) 

得 。以 ， mvp = や 2)21( mvE = いう式 現 物体 度 v 物質波 位相

度 く群 度 等 いこ わ 。 ，矛盾 あ 思わ 式(7) ， 

 
22

1 g

g

2
g

p

v

mv

mv
v ==  (21) 

書け 矛盾 く， ，式(6) ， 

 
m

p
v

2
p =  (22) 

問題 い あ 。従 ， ν= hE いう式 あ 物体(粒子) 運動 波動(de 

Broglie 波) え ， 波動 振動数 Planck 定数 積 物体 運動エ

ネ 得 いうこ 示 い あ 。式的 ， 

 ν=→
λ

=ν→==λ hE
v

mv

h

p

h p

g

 (23) 

いう 。ここ 注意 こ 以 2点 あ 。 

de Broglie 波長 結び く物体 運動 度 群 度 あ 。 

de Broglie 波長 物質波 振動数 結び け 度 ，物体自身 運動 度(＝群

度) く，物質波 位相 度 あ 。 

運動 物体 de Broglie 波長 

 
gmv

h

p

h
==λ  (24) 
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式(21) 式(23) 中辺 代入 ， 

 
h

mv

h

mvv 2
ggg

2

1

2
==ν  (25) 

，こ ，力学 常識 いえ  

 2
g

2

1
mvhE =ν=  (26) 

成立 こ わ 。 

式(11) ，波 位相 度 常 成立 式 あ ，例え ， 面波 )( tie ω−⋅rk 位相

度 vp ， 

 
k

v
ω

=p  (27) 

え ，こ 時  

 
p

E

k
v =

ω
=
h

h

p  (28) 

書け ，確 式(11) 成立 い 。一方，式(17) 定義 群 度 式 少 変形

， 

 
p

E

kk
v

d

d

)(d

)(d

d

d
g =

ω
=

ω
=

h

h
 (29) 

，位相 度 式(11) 対応 表記 ，群 度  

 
p

E
v

d

d
g =  (30) 

書くこ (位相 度 式(27) 群 度 式(17) 対応 関係 あ )。 

 

§3 群 度 直観的理解2 

， x 方向 進行 2 波 考え 。2 波 波数ベ ト 大 さ3 均値

k, 角振動数 均値 ω ， 波 波数ベ ト 角振動数 均値 k∆

び ω∆ け い 状況 考え 。こ ，2 波 次 2式 表さ 。 

 
])()sin[(

])()sin[(

2

1

txkk

txkk

ω∆−ω−∆−=ψ

ω∆+ω−∆+=ψ
 (31) 

，波数ベ ト 角振動数 均値 比 非常 さく， kk ∆>> ， ω∆>>ω

                                                   

2 本節 E. Hecht, Optics, 3rd ed., Addison Wesley, Reading, 1998. 第7章，7.2.2節 Group Velocity

参考 い 。 
3 以 波数ベ ト k 記 場合，k 波数ベ ト 大 さ 意味 。 
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あ 。こ 2 波 重 進行 ，全体 波 振幅 ， 角関数 公式 

 
2

cos
2

sin2sinsin
BABA

BA
−+

=+  (32) 

4， 

 )cos()sin(221 tkxtkx ω∆−∆ω−=ψ+ψ  (33) 

表さ 。構成員 あ 2 波 い 振幅 1 波 あ ，重 合 波

                                                   

4 こ sin sin 2sincos＝ こ(＝鰊 子) 語呂合わ 覚え 。出典：安富龍 試

験 数学公式集 (青春新書，1974 ，第40刷 (第1刷 1972 ))。 

 

ψ1 = sin[(k + ∆k)x - (ω + ∆ω)t]

時刻 t1

vg = ∆ω/∆k

2cos(∆kx - ∆ωt1)

2cos(∆kx - ∆ωt2)

ψ2 = sin[(k - ∆k)x - (ω - ∆ω)t]

v1 = (ω + ∆ω)/(k + ∆k)

v2 = (ω - ∆ω)/(k - ∆k)

v1(t2 - t1)

v2(t2 - t1)

vg(t2 - t1)

時刻 t2

vp(t2 - t1)vp = ω/k

(a)

(b)

(c)

(d)

A
B

A

B

C

C

 

図1. (a) 時刻 1t 2 carrier wave. (b) 時刻 1t modulation envelope. (c) 時

刻 1t 2 carrier wave. A, B (a) A, B 移動位置 表 。(d) 時刻

1t modulation envelope. C (b) C 移動位置 表 。 

(E. Hecht, Optics, 3rd ed., Addison Wesley, Reading, 1998, p.298, Fig. 7.15 参

考 作成。) 
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，振幅 時間 変化 波， modulated wave あ ， )cos(2 tkx ω∆−∆

表さ 振幅 中 )sin( tkx ω− 変化 波 埋 込 (図1参照)。こ

， )sin( tkx ω− carrier wave, )cos(2 tkx ω∆−∆ modulation envelope 呼ぶ。構成

波 度 ， 

 
kk

v
kk

v
∆−

ω∆−ω
=

∆+

ω∆+ω
= 21 ,  (34) 

あ ，carrier wave 式 明 う ， 均波数k 均角 度ω

え 度 kω 進行 ，こ 度 位相 度 pv あ 。 

 
k

v
ω

=p  (35) 

一方 modulation envelope 進行 度 k∆ω∆ 群 度 

 
k

v
∆

ω∆
=g  (36) 

あ 。当然 こ ，両者 常 一致 限 い ，大 関係 条件 依

一義的 決 い。例え ，図1 例 ，時刻 1t 位置[図1(a) A, B] あ 2

carrier wave ，時刻 2t 図1(c) A, B 位置 移動 ，時刻 1t 図1(a) A, B

位置 あ 図1(b) modulation envelope C ，時刻 2t 図1(d) C 位置

進 い い。従 ，こ 例 場合 pg vv < 関係 あ 。 

角振動数 波数 十分 さい場合 ，vg [式(36) ∆k → 0 ] 

 
k

v
d

d
g

ω
=  (37) 

定義さ 。 

 pkv=ω  (38) 

あ ，こ 式(37) 代入 ， 

 
k

v
kvv

d

d p
pg +=  (39) 

得 。 ， 0)dd( p =kv あ ， pg vv = 群 度 位相 度 等 く

。こういう場合 分散 い 表現 。言い換え ，波数( 時 波長) 変わ

位相 度 変わ い場合 ，群 度 位相 度 等 く あ 5。真空中

，波長 度 一定 あ ，群 度 位相 度 等 い。従 ， 

 cvv
kk

v
kk

v ===








∆−

ω∆−ω
==









∆+

ω∆+ω
= gp21  (40) 

成立 。 議論 真空中(自由空間中) 物体 運動 関 ， pg vv ≠ ( pg 2vv = )

                                                   

5 分散 いう言葉 ，物質中 度 波長 異 こ い ， ム 分け

こ 実 由来 い 。 
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あ 真空中 分散 あ こ 。 

媒体中 い ，屈折率 n ， 

 
n

c
v =p  (41) 

あ ，式(41) 式(39) 代入 ， 

 









−=

−=

k

n

n

k
v

kn

kc

n

c
v

d

d
1

d

dn

p

2g

 (42) 

得 。通常 媒体 分散 ，波長 短い(波数 大 い)ほ 屈折率 大 い (正

常分散) 0dd >kn あ pg vv < (図1 場合 こ 該当 )。単色 い 媒

体中 進行 際 ，群 度 定義さ 屈折率 次式 え 群屈折率(group 

index) あ 。 

 
g

g
v

c
n =  (43) 

k = 2π/λ  

 λ
λ

π
−= d

2
d

2
k  (44) 

あ ，式(42)  

 








λ

λ
+=















λπ

λ

λ

π
+=








−=

d

d
1

d

d

2

21
1

d

d
1 p

2

ppg
n

n
v

n

n
v

k

n

n

k
vv  (45) 

変形 ，通常 (位相 度 く)屈折率 群屈折率 関係 ， 

 

λ

λ
+

=










λ

λ
+

==

d

d
1

d

d
1p

g
g n

n

n

n

n
v

c

v

c
n  (46) 

得 。成書 ，群屈折率  

 
0

0g
d

d

λ
λ−=

n
nn  (47) 

記 い あ (λ0 真空中 波長)，こ ，次 う 出さ 。 

群 度 定義式 

 
k

v
d

d
g

ω
=  (48) 

， 
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 02
00

d
2

d22 λ
λ

π
−=ω→

λ
π=πν=ω

cc
 (49) 

び 

 λ
λ

π
−=λ

λ

π
−=→

λ

π
= d

2
d

2
d

2
2
0

2

2

n
kk  (50) 

得 dω, dk 用い 変形 (真空中 波長λ0 媒質中 波長λ 間 関係λ = 

n0λ 用い )， 

 
λ

λ
=

ω
=

d

d

d

d 0
2g
n

c

k
v  (51) 

。群屈折率 式(43) 定義さ ， 

 
0

2

g
g

d

d

λ

λ
== n

v

c
n  (52) 

表 こ ，λ = n0λ 得  

 
2

00

0

)dd(

d

d

n

nn λλ−
=

λ

λ
 (53) 

式(52) 代入 式(47) 。 

 

最後 ，原稿 い ，貴重 御助言 い い 山郁文 氏 深く感謝い

。 
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